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  :ملخص
ي            ة ف ذه الأطروح ا ھ ویة بنوعیھ ة الفوض ة المتقطع ة الدینامیكی ى الأنظم ا إل تطرقن
حیحةال ة  ص ذلك دراس ابونوف وك ت لی ى ثواب ادا عل ویتھا اعتم ة فوض ریة ودراس والكس

یم  ة الفوضویة واستحداث تعم دة للمزامن اط جدی م تطویر أنم ث ت ا حی استقرارھا ومزامنتھ
  .كسريلنظام فوضوي بسیط إلى نظام كسري باستعمال الحساب ال

 الكسري،الفوضى،الاستقرار،الحساب  المتقطعة،الأنظمة الدینامیكیة  :الكلمات المفتاحیة
  .   المزامنة لیابونوف،ثوابت 

Résumé:  
           Dans cette thèse, nous avons discuté les systèmes dynamiques 
discrets avec ses deux sortes d'ordre entier et d'ordre fractionnaire 
en étudiant leur chaoticité à l'aide des exposants de Lyapunov ainsi 
que leur stabilité et leur synchronisation,de nouveaux modèles de 
synchronisation anarchique ont été développés et une généralisation 
d'un système chaotique discret d'ordre fractionnaire a été introduite 
à partir d'un système discret simple en utilisant le calcule 
fractionnaire 

Mots clés: Systèmes dynamiques discrets, calcule fractionnaire, 
chaos, stabilité, exposants de Lyapunov, synchronisation.  

Abstract  
           In this thesis, we have discussed discrete dynamical systems 
with its two kinds of integral order and fractional order by studying 
their chaoticity using the Lyapunov exponents as well as their 
stability and synchronization, new models of anarchic 
synchronization have been developed and a generalization of a 
fractional order discrete chaotic system was introduced from a 
simple discrete system using the fractional calculus. 
Key words: Discrete dynamical systems, fractional calculus, chaos, 
stability, Lyapunov exponents, synchronization. 
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Introduction

Aussi loin que l�on puisse remonter dans l�histoire, l�existence de l�homme a toujours été

apparentée à la prédiction du futur, quoi que d�abord de propension métaphysique. Cette der-

nière avait pour vocation d�expliquer « le mouvement » . C�est cela qui a constitué les prémices

d�une mécanique céleste. Ce sont là historiquement, les premières questions liées aux systèmes

dynamiques.

Cette thèse traite une nouvelle classe des systèmes dynamiques dans laquelle le temps est

discret. Ces systèmes sont connus sous divers noms notamment équations aux di¤érences, re-

lations de récursivité, fonctions itérées ou simplement systèmes dynamiques discrets et qui se

présentent comme un outil d�analyse de stabilité des solutions périodiques des équations di¤é-

rentielles. Les systèmes dynamiques discrets peuvent aussi modéliser des phénomènes naturels.

Dans certains contextes scienti�ques il est naturel de considérer le temps comme discret. C�est

le cas en electroniques, économie, �nance, mécanique, et dans l�étude de certaines populations

animales.

L�étude des systèmes dynamiques est encore à ses balbutiements, mais des progrès passion-

nants ont été réalisés aux court des vingt dernières années [1;2;3;4], grâce à la disponibilité

croissante des calculatrices, puis des ordinateurs, et maintenant de l�infographie. Les systèmes

dynamiques sont faciles à simuler numériquement sur des ordinateurs quand le temps est intrin-

séquement discret. De telles simulations numériques ont révélé un certain nombre de motifs ma-

gni�ques et inattendus dits attracteurs, qui à leur tour ont stimulé de nouveaux développements

théoriques [5;6]. Plus surprenant, les systèmes dynamiques discrets ont généré un certain nombre

de prédictions réussites sur les routes de transition vers le chaos dans les semi-conducteurs, les

�uides de convection, les cellules cardiaques, les lasers et les oscillateurs chimiques, etc.

Avec le developpement rapide du calcul fractionnaire, de nombreux travaux, y compris le
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chaos, le contrôle et la synchronisation des systèmes continus d�ordre fractionnaire ont été signa-

lés [7� 14]. Il convient de souligner que les systèmes discrets fractionnaires n�ont pas fait l�objet
d�une attention su¢ sante et n�ont pas proprement été explorées jusqu�à récemment. En 1974,

Diaz et Olser ont présenté pour la première fois la di¤érence fractionnaire, qui fait apparaitre de

nouveaux systèmes discrets d�ordre fractionnaires et des comportements dynamiques plus abon-

dants et complexes. En outre, il a été découvert que les systèmes discrets d�ordre fractionnaire

sont sensibles non seulement à la faible perturbation des paramètres et des conditions initiales,

mais également à la variation d�ordre fractionnaire, qui est l�avantage unique des systèmes dis-

crets d�ordre fractionnaire, qui fait de ces derniers un objet plus convenable au chi¤rement des

données et aux communications sécurisées.

Néanmoins, c�est seulement depuis leur introduction dans le domaine de la recherche mathé-

matique au cours du dernier siècle, que l�étude des systèmes dynamiques a réellement suscité

un intérêt grandissant [15;16;17]. En e¤et, leur importance tient au fait qu�elles permettent de

représenter, puis d�étudier, l�évolution dans le temps d�un véritable système physique, à partir

des conditions initiales.

En général un système dynamique est constitué d�un espace des phases. Un espace de phase

est un espace dans lequel tous les états possibles d�un système sont représentés. Ces états qui

correspondent à un point unique dans cet espace, sont liés entre eux avec une équation dite

d�évolution qui décrit l�évolution à court terme des états du système dans l�espace des phases.

On la décrit grâce aux équations di¤érentielles pour les systèmes continus et grâce aux équa-

tions de récurrence pour les systèmes discrets et c�est cela qui nous intéresse.

En e¤et, les équations de récurrence, de part leur aptitude à l�informatisation et leur simpli-

cité mathématique, sont de plus en plus utilisées comme modèles dans de nombreuses disciplines,

notamment la génétique, l�épidémiologie, l�écologie, la physiologie, les réseaux de neurones, la psy-

chologie, l�ingénierie, la physique, la chimie et les sciences sociales. Développer les connaissances

à ce sujet devient donc une nécessité [18;19;20].

L�objectif est de passer d�une explicitation à court terme supposée au départ à une compré-

hension à long terme et même à très long terme au cas où le calcul nécessiterait des ordinateurs.

Dans les années soixante l�observation faite par le météorologue Lorenz a prouvé que des

systèmes déterministes pouvaient être intrinsèquement imprévisibles. En e¤et, des variations mi-

nimes des valeurs initiales des variables de son modèle météorologique informatique à douze

variables pouvaient entraîner des schémas météorologiques très divergents .Ainsi, plus on avan-

cerait dans le futur, plus les prévisions deviendraient inexactes et cela à cause de la sensibilité

aux conditions initiales. Les systèmes semblables sont chaotiques.
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A partir de là, savoir que des lois dynamiques simples donneraient naissance à des comporte-

ments très compliqués a contribué à la formation de la « science du chaos » . Parallèlement, les

résultats des autres disciplines ont appuyé des résultats mathématiques du XIXème siècle . On

parle surtout de la théorie fondée par Henri Poincaré.

En 1988, les systèmes discrets chaotiques d�ordre fractionnaire ont été mis en avant puisqu�ils

ont été considérés comme une généralisation des systèmes chaotiques discrets d�ordre entier et

que le calcul discret fractionnaire soit devenu un sujet d�intérêt [21� 26]. Alors, il a été prouvé
que le rôle d�un paramètre est joué par l�ordre fractionnaire et que ce dernier agissait sur le

comportement du système fractionnaire.

Parallèlement aux travaux sur le chaos, une autre branche développée dans le domaine des

systèmes dynamiques attire l�intérêt des chercheurs scienti�ques, c�est la synchronisation. Ce

phénomène est devenu un sujet de recherche active [27� 30], lié au développement de la télé-
communication [31;32], il a connu des améliorations trés remarquables au début du XIXème

siècle. En 1990, Carroll et Pecora, pionniers de la synchronisation, ayant comme idée d�employer

un signal chaotique entre deux systèmes dynamique identiques. Le premier système produisant

le signal chaotique, s�appelle le système émetteur (maître), le deuxième est le système récepteur

(esclave), c�était la synchronisation chaotique.

Le sujet principal de cette thèse concerne l�étude et la synchronisation du chaos dans les

systèmes dynamiques discrets. Les principales idées visées de cette thèse sont :

1- Quanti�er le chaos dans quelques systèmes dynamiques discret d�ordre entier et fraction-

naire.

2- Création des nouveaux systèmes discrets chaotiques d�ordre fractionnaire à partir des

systèmes discrets d�ordre entier connus.

3. Développement de nouveaux schémas de synchronisation pour les systèmes discrets chao-

tiques (hyperchaotiques).

4. Proposition de nouveaux types de synchronisation chaotique dans le cas des systèmes

discrets fractionnaires.

Le travail est donc structuré en trois chapitres :

Le premier chapitre : est consacré aux systèmes dynamiques discrets d�ordre entier et

fractionnaire en discutant : les points �xes, les orbites, les points périodiques, les bifurcations et

la stabilité.

Le deuxième chapitre : on fait appel dans une première section à la théorie du chaos

avec ses multiples caractéristiques enrichie des exemples des systèmes discrets d�ordre entier et

fractionnaire. Une deuxième section concerne la théorie de sychronisation chaotique avec ses
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di¤érents types les plus permanents en traitant que la méthode du contrôleur actif utilisé ici.

Le troisième chapitre : présente la partie fondamentale de cette thèse et constitué de

trois nouveaux résultats : la synchronisation hybride généralisé, la synchronisation réduite et

developpée et le système fractionnaire tridimensionnel généralisé de Hénon.
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Chapitre 1

Systèmes dynamiques discrets : entiers

et fractionnaires

1.1 Introduction

Ce chapitre se divise en deux grandes lignes, une première vise les notions préliminaires et les

propriétés élémentaires nécessaires des systèmes dynamiques discrets d�ordre entier, en étudiant

leur stabilité dans le cas linéaire et non-linéaire, et en citant les di¤érents types des bifrucations.

Une deuxième ligne est consacrée aux systèmes dynamiques discrets d�ordre fractionnaire après

avoir cité les dé�nitions et les théorèmes requis du calcul discret fractionnaire et d�analyse de

stabilité.

1.2 Systèmes dynamiques discrets entiers

1.2.1 Notions de base

Dé�nition 1.1 Soit xk 2 Rn; k 2 N et F : Rn ! Rnest une application continue. On dé�nit un
système dynamique discret par une equation de di¤érence

xk+1 = F (xk): (1.1)

Si l�application F dépend d�un paramètre c on écrit Fc(xk) et disons que Fc est une famille des

applications à un paramètre.

Pour un x0 donné, les itérations successives de l�application F donnent :

5
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x1 = F (x0); x2 = F (x1) = F (F (x0)) = F 2(x0); x3 = F (x2) = F (F 2(x0)) = F 3(x0); :::

donc après n itérations xn+1 = F n(x0):

point �xe

Dé�nition 1.2 Un point �xe xf d�une application F est un point qui satisfait l�equation

xf = F (xf ): (1.2)

Géométriquement : Le point �xe est une intersection de la courbe de notre fonction y = F (x)

avec la bissectrice y = x.

Remarque 1.1 Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d�équilibre.

Soit xf un point �xe de l�equation (1.1), �i; 1 � i � n les valeurs propres de la matrice jacobienne

DF (x) associée.

1. xf un point �xe hyperbolique si j�ij 6= 1;8i 2 [1;n] :
2. xf un point �xe elliptique si j�ij = 1;8i 2 [1;n] :

Orbite

Dé�nition 1.3 L�orbite de x d�un système dynamique F est dé�nie par :

O =
�
F k(x); k 2 N

	
: (1.3)

Points périodiques et p-cycles

Dé�nition 1.4 On dit que x est un point périodique de période p s�il existe p � 1, tel que

F p(x) = x: (1.4)
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L�ensemble fx0; x1; :::; xp�1g est un cycle d�odre p (ou une orbite périodique d�ordre p; ou un
p-cycle), véri�ant :

F (xi) = xi+1; i = 0; 1; :::; p� 1;

F (xp�1) = x0;

F p(xi) = xi; i = 0; 1; :::; p� 1:

Remarque 1.2 1- Les p éléments d�une orbite de période p correspondent aux points �xes

propres de F p, c�est-à-dire les points �xes qui ne sont �xes que pour F pc .

2- un point �xe peut être considéré comme un point périodique de période une.

1.2.2 Stabilité des systèmes discrets entiers

L�étude du comportement d�un système dynamique discret, correspond à l�étude de stabilité

des points �xes et des points périodiques. Soit le système dynamique non-linéaire dé�nit par

xk+1 = F (xk); (1.5)

dont son point �xe est xf :

Dé�nition 1.5 Le système (1.5) est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point �xe xf
si pour des conditions initiales x0 su¢ samment proches du point �xe on a :

8� > 0;9� > 0 : kx0 � xfk < � =) kxk � xfk < �: (1.6)

Pour résumer, un point �xe xf est attractif si la suite (F n(x))N ; x dans un voisinage de xf ,

converge vers xf tandis qu�il est répulsif si cette suite s�en éloigne.

Stabilité des systèmes linéaires

Dé�nition 1.6 Un système dynamique discret linéaire est une application

xk+1 = Axk; (1.7)

dont la solution est une trajectoire donnée par

x = (x0; x1; x2; :::; xk; :::) = (x0; Ax0; A
2x0; :::; A

kx0; :::);

où A 2 Rn�n:
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Théorème 1.1 [33] 0 est asymptotiquement stable si et seulement si le module des valeurs

propres �i de A est strictement inférieur à un.

Stabilité des systèmes non-linéaires

Si le système dynamique discret est non-linéaire on se sert au procédès de linéarisation au

voisinage des points d�equilibre a�n de pouvoir prévoir son comportement.

Considérons l�equation non-linéaire unidimensionnelle générale du premier ordre

xk+1 = Fc(xk); (1.8)

où c est un paramètre. Le point �xe xf satisfait xf = Fc(xf ):

A�n d�étudier le système au voisinage de xf on écrit xk = xf +hk et développons Fc en séries

de Taylor au voisinage de xf en prenant seulement les termes linéaires. Donc :

xf + hk+1 = Fc(xf ) +
dFc
dx
(xf )hk; (1.9)

ce qui donne

hk+1 =
dFc
dx
(xf )hk: (1.10)

On appelle cette equation la linéarisation de l�equation xk+1 = Fc(xk).

Théorème 1.2 [33] Considérons l�equation de linéarisation (1.10).

1- Si
��dFc
dx
(xf )

�� < 1, le point �x xf est stable.
2- Si

��dFc
dx
(xf )

�� > 1, le point xf est instable.
3- Si

��dFc
dx
(xf )

�� = 1; aucune conclusion n�est tirée.
On peut se donner à généraliser cette dé�nition pour des systèmes multidimensionnels,

Considérons l�equation non-linéaire générale du premier ordre

xk+1 = Fc(xk); (1.11)

où F : D � Rm ! Rm; avec m 2 N est une application non-linéaire m-dimensionnelle

di¤érentiable par rapport à toutes les variables d�état du système dé�nies sur un sous-ensemble

ouvert autour d�un point �xe xf , D est un sous ensemble et c est un vecteur des paramètres.

xf devient dans ce cas un vecteur en fonction des variables d�état satisfaisant xf = F (xf ): En

linéarisant ce système au voisinage de l�équilibre xf on obtient

hk+1 = Ahk: (1.12)
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où A est la matrice jacobienne évaluée en xf . Et �i avec 1 � i � m; sont les valeurs propres

associées à A:

Théorème 1.3 [33] Soit le système linéarisé dans (1.12) suivant

hk+1 = Ahk;

1- Si toutes les valeurs propres de A sont inférieurs à un alors xf est asymptotiquement stable.

2- S�il existe une valeur propre de A dont le module est supérieur à un alors xf est instable.

3- S�il existe une valeur propre de A dont le module est égal à un alors aucune conclusion n�est

tirée.

Fonction de Lyapunov

La base de la théorie de Lyapunov est la fonction de Lyapunov associée à un système dyna-

mique donné d�ordre entier.

Théorème 1.4 [34] (Existence d�une fonction de Lyapunov) Soit x = 0 un point �xe du

système autonôme

xk+1 = F (xk);

où F : D ! Rn est localement Lipschitzienne dans D � Rn et 0 2 D. Supposons qu�il existe une
fonction continue V : D ! R tels que

V (0) = 0; et V (x) > 0;8x 2 D � f0g ; (1.13)

V (F (x))� V (x) � 0;8x 2 D; (1.14)

alors x = 0 est stable. De plus si

V (F (x))� V (x) < 0;8x 2 D � f0g ; (1.15)

alors x = 0 est asymptotiquement stable.
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Dé�nition 1.7 Une fonction V : D ! R satisfaisant (1.13) et (1.14) est dite une fonction de
Lyapunov.

Théorème 1.5 [34] (Stabilité asymptotique globale de Lyapunov) Soit x = 0 un point

�xe du système autonôme

xk+1 = F (xk);

où F : D ! Rn est localement Lipschitzienne dans D � Rn et 0 2 D. Soit V : Rn ! R une

fonction continue tels que

V (0) = 0; et V (x) > 0;8x 2 D � f0g ; (1.16)

kxk ! 1) V (x)!1; (1.17)

V (F (x))� V (x) � 0;8x 2 D; (1.18)

alors x = 0 est asymptotiquement globalement stable.

Remarque 1.3 1- Notons que ce résultat nous permet de conclure le comportement global d�un

système si certaines conditions sont remplies. C�est une conclusion très puissante pour pouvoir dé-

crir son comportement. Les informations contenues dans la linéarisation d�un système ne peuvent

généralement que nous renseigner sur le comportement local autour du point �xe sur lequel nous

linéarisons.

2- Les résultats globaux sont normalement beaucoup plus di¢ ciles à obtenir. Cependant, les ré-

sultats locaux sont bons à avoir et sont souvent satisfaisantes pour des applications données.

3- La dé�nition de la fonction de Lyapunov pour les systèmes dynamiques discrets d�ordre entier

est analogue à celle du cas continu, avec la variation servant le role dans le cas discret que la

dérivée fait pour les systèmes continus.

4- Ces théorèmes explicités, peuvent être appliqués pour un point �xe di¤érent de 0:

1.2.3 Bifurcations

Dé�nition 1.8 Soit le système dynamique dé�nit par

xk+1 = Fc(xk); (1.19)
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avec un point �xe xf où xk 2 Rn est la variable d�état et c 2 Rm est un paramètre de contrôle.
On dit que le système (1.19) a une bifurcation en c = c0 s�il existe un changement qualitatif ou

quantitatif de sa solution xf lorsqu�on modi�e le paramètre c.

Dé�nition 1.9 Un diagramme de bifurcation est une représentation des portraits des phases en

fonction du paramètre en question.

Types des bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la fa-

mille des fonctions Fc(xk). Chaque bifurcation est caractérisée par son équation générale typique

[35;36;37]. Les di¤érents types de bifurcations [38], pour les systémes dynamiques discrets

sont les bifurcations : noeud-col (ou tangente, ou pli), transcritique, Pitchfork et la

bifurcation de doublement de période (ou �ip).

Considérons l�equation non-linéaire générale du premier ordre

xk+1 = Fc(xk); (1.20)

où F est dé�nie de manière à avoir des dérivées continues par rapport à x et c. Alors on a les

dé�nitions suivantes :

Bifurcation de type noeud-col (ou tangente, ou pli)

Dé�nition 1.10 Nous disons qu�une bifurcation noeud-col s�est produite à c0 si

1.Fc0(xf ) = xf ;

2.@Fc0
@x
(xf ) = 1;

3.
@F 2c0
@x2
(xf ) 6= 0;

4.@Fc0
@c
(xf ) 6= 0:

Remarque 1.4 1- Cette bifurcation est aussi appelée point limite, bifurcation de n�ud-col ou

tangente.

2- La bifurcation noeud-col nécessite @Fc
@c
(xf ) 6= 0. Si c�est pas le cas, c�est-à-dire, @Fc@c (xf ) = 0

mais autrement les autres conditions sont remplies alors soit une bifurcation transcritique soit

une bifurcation Pitchfork peut avoir lieu.
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Bifurcation transcritique

Dé�nition 1.11 Nous disons qu�une bifurcation transcritique s�est produite à c0 si

1.Fc0(xf ) = xf ;

2.@Fc0
@x
(xf ) = 1;

3.
@F 2c0
@x2
(xf ) 6= 0;

4.@Fc0
@c
(xf ) = 0:

Sous une bifurcation transcritique deux équilibres distincts échangent leurs caractéristiques

de stabilité. Donc si x0 est un équilibre stable et x1 un équilibre instable pour c < c0 où c0 est

une valeur de bifurcation, alors pour c > c0, x1 serait stable tandis que x0 perdrait sa stabilité.

Bifurcation Pitchfork

Dé�nition 1.12 Nous disons qu�une bifurcation Pitchfork s�est produite à c0 si

1.Fc0(xf ) = xf ;

2.@Fc0
@x
(xf ) = 1;

3.
@F 2c0
@x2
(xf ) = 0;

4.@Fc0
@c
(xf ) = 0:

Dans ce cas, un équilibre stable (respectivement, instable) change sa stabilité et donne deux

nouvelles branches d�équilibres qui prennent ses caractéristiques de stabilité antérieures.

Bifurcation de doublement de période (ou �ip)

Dé�nition 1.13 Nous disons qu�une bifurcation de doublement de période s�est produite à c0 si

1. Fc(xf ) = xf ;8c 2 ]c0 � �; c0 + �[ pour quelques c0 et � > 0;

2. @Fc0
@x
(xf ) = �1;

3.
@2F 2c0
@x@c

(xf ) 6= 0:

Bifurcation de Neimark-Sacker

Dé�nition 1.14 La bifurcation correspondante à la présence de �1;2 = e�i�0 ,0 < �0 < �, est

appelée une bifurcation de Neimark-Sacker (ou tore).

Remarque 1.5 Notons que les bifurcations pli et �ip ont lieu si n � 1,mais pour la bifurcation
Neimark-Sacker elle nécessite n � 2.
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1.3 Systèmes dynamiques discrets fractionnaires

1.3.1 Bref historique

En 1695, Gottfried Leibniz et Guilliaume L�Hôpital ont sucité la curiosité initiale de la théorie

du calcule fractionnaire lors d�une correspondance sur la valeur et la signi�cation possibles de

dérivées d�ordre non entier. L�Hôpital demanda : "alors quelle serait la dérivée moitié de x ?" à

laquelle a répondu Leibniz que la réponse "conduit à un paradoxe apparent, dont on tirera un

jour des conséquences utiles" [39;40], cette question a attiré les e¤orts combinés d�un certain

nombre de mathématiciens vers la �n du XIXe siècle, notamment Liouville, Granwald, Letnikov

et Riemann qui ont produit une théorie assez solide du calcul fractionnaire pour les fonctions

d�une variable réelle [41� 46]. En 1974, Diaz et Osler [47] ont introduit l�operateur fractionnaire
discret considéré comme une généralisation de la formule binomiale d�ordre N de l�operateur dif-

férentiel �N : Le calcule discret fractionnaire a récemment sucité l�intérêt de Atici et Aloe [48;49]

qui ont propsé le calcul fractionnaire discret pour décrire la dynamique du temps discret, certains

résultats ont été rapportés. Avec le progès croissant dans le domaine du calcule fractionnaire,

plusieurs études ont été e¤ectuées sur la dynamique, le contrôle et les applications des systèmes

chaotiques d�ordre fractionnaire [50� 54]. Mais ces dernières années, des applications de sys-
tèmes chaotiques d�ordre fractionnaire dans de nombreux domaines de la science et de l�ingénierie

ont été présentées, telles que le système viscoélastique [55], les ondes éléctromagnétiques [56]

et dans le domaine de communication [57;58;59], et quelques nouveaux résulats des systèmes

dynamiques discrets fractionnaires sont présentés [60� 67].

1.3.2 Calcul discret fractionnaire

Dans cette section, on fait rappel de quelques théories nécéssaire liées au sujet du calculs

fractionnaire discret et stabilité des systèmes d�ordres fractionnaire.

Dé�nition 1.15 [68]La fontion généralisée factorielle décroissante est dé�nie par :

t(v) = �(t+1)
�(t+1�v) ; (1.21)

où �(:) représente la fonction d�Euler et t+ 1� v n�est pas un pôle de la fonction �.

Dé�nition 1.16 [68]Pour v > 0 et u dé�nie sur Na: La v-ième somme fractionnaire de �su(t)
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est dé�nie par :

��v
a u(t) = 1

�(v)

t�vX
s=a

(t� s� 1)(v�1)u(s); (1.22)

où t 2 Na+v:

Dé�nition 1.17 [68]Pour v > 0 et u dé�nie sur Na = fa; a+ 1; � � � g ; la di¤érence de Caputo
est dé�nie par :

C�v
au(t) = ��(m�v)

a �mu(t) (1.23)

=
1

�(m� v)

t�(m�v)X
s=a

(t� s� 1)(m�v�1)�mu(s);

où v =2 N est l�ordre fractionnaire, t 2 Na+m�v; et m = [v] + 1:

Dé�nition 1.18 [68]Pour une fonction donnée u : Na = fa; a+ 1; � � � g ! R; l�operateur de

di¤érence fractionnaire de Caputo d�ordre v =2 N est donné par :

C�v
au(t) = 1

�(1�v)

t�(1�v)P
s=a

(t� s� 1)�v�u(s); (1.24)

où t 2 Na+1�v:

Théorème 1.6 [69] Pour l�equation de di¤érence fractionnaire(
C�v

au(t) = f(t+ v � 1; u(t+ v � 1));
�ku(a) = uk ; n = [v] + 1; k = 0; 1; :::; n� 1:

(1.25)

L�equation intégrale discrète équivalente peut être obtenue par

u(t) = u0(t) +
1

�(v)

t�vP
s=a+n�v

(t� s+ 1)v�1f(s+ v � 1; u(s+ v � 1)); t 2 Na+n; (1.26)

où

u0(t) =

n�1X
k=0

(t�a)(k)
�(k+1)

�ku(a): (1.27)
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1.3.3 Stabilité des systèmes discrets fractionnaires

Nous présentons dans cette section les théorèmes analysants la stabilité des systèmes discrets

d�ordre fractionnaire.

Stabilité des systèmes fractionnaires linéaires

Théorème 1.7 [70] L�équilibre zéro du système discret d�ordre fractionnaire

C�v
aX(t) = MX(t+ v � 1); (1.28)

où X(t) = (x1(t); :::; xn(t))T ; 0 < v � 1;M 2 Rn�n et 8t 2 Na+1�v est asymptotiquement stable si
et seulement si

� 2
�
z 2 C : jzj <

�
2 cos

jarg zj � �

2� v

�v
et jarg zj > v�

2

�
; (1.29)

pour toutes les valeurs propres � de M .

Exemple 1.1 [71] Soit le système dynamique discret d�ordre fractionnaire suivant :8>><>>:
C�v

ax(t) = y(t� 1 + v)� x(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = b (�x3(t� 1 + v) + x(t� 1 + v)) + c (�y3(t� 1 + v) + y(t� 1 + v))
�y(t� 1 + v):

(1.30)

En basant sur les equations (1.25) et (1.26) du théorème 1.6 on obtient8>>>>><>>>>>:
x(t) = x(a) + 1

�(v)

t�vP
s=a+1

(t� s� 1)(v�1) (y(t� 1 + v)� x(t� 1 + v)) ;

y(t) = y(a) + 1
�(v)

t�vP
s=a+1

(t� s� 1)(v�1) (b (�x3(t� 1 + v) + x(t� 1 + v))

+c (�y3(t� 1 + v) + y(t� 1 + v))� y(t� 1 + v)):

(1.31)

Par (1.21), prenant a = 0; la formule discrète de (1.30) devient :8>>>>><>>>>>:
x(n) = x(0) + 1

�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1) (y(j � 1)� x(j � 1)) ;

y(n) = y(0) + 1
�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1)(b (�x

3 (j � 1) + x (j � 1))

+c (�y3 (j � 1) + y (j � 1))� y (j � 1)):

(1.32)
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par un simple calcul, on peut obtenir trois points d�équilibre du système (1.30) qui sont :

P1(0; 0);

P2;3

 
�
r
1� 1

b+ c
;�
r
1� 1

b+ c

!
;

où b+ c > 1: Le système (1.30) a un seul point d�équilibre P1(0; 0) pour b+ c � 1:
La matrice Jacobienne associée au système (1.30) évaluée au point d�équilibre P�(x; y) est de la

forme

J1 =

"
�1 1

b (�3x2 + 1) c (�3y + 1)� 1

#
:

Les valeurs propres correspondantes au point P1(0; 0) sont

�1;2 =
c

2
�
p
4b+ c2

2
:

Et comme

jarg �1j = 0 <
v�

2
;

Alors selon le théorème 1.7 le point P1(0; 0) est instable.

Maintenant, a�n d�analyser la stabilité des points P2;3 soient8<: x2 = y2 =
q
1� 1

b+c
;

x3 = y3 = �
q
1� 1

b+c
:

Avec les transformations des variables suivantes

z21(t� 1 + v) = x(t� 1 + v)� x2;

z22(t� 1 + v) = y(t� 1 + v)� y2;

z31(t� 1 + v) = x(t� 1 + v)� x3;

z32(t� 1 + v) = y(t� 1 + v)� y3;
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on obtient deux nouveaux systèmes avec des zéros points d�équilibre correspondants aux points

P2;3 et qui sont respectivement :8>><>>:
C�v

az21 (t) = z22(t� 1 + v) + y2 � z21(t� 1 + v)� x2;
C�v

az22 (t) = b
�
� (z21(t� 1 + v) + x2)

3 + z21(t� 1 + v) + x2
�
+ c(� (z22(t� 1 + v) + y2)

3

+z22(t� 1 + v) + y2)� z22(t� 1 + v)� y2;

(1.33)

et8>><>>:
C�v

az31 (t) = z32(t� 1 + v) + y3 � z31(t� 1 + v)� x3;
C�v

az32 (t) = b
�
� (z31(t� 1 + v) + x3)

3 + z31(t� 1 + v) + x3
�
+ c(� (z32(t� 1 + v) + y3)

3

+z32(t� 1 + v) + y3)� z32(t� 1 + v)� y3:

(1.34)

La matrice jacobienne des systèmes (1.33) et (1.34) évaluée au zéro point d�équilibre est

J2 =

"
�1 1

�3bx22 + b �3cy22 + c� 1

#

=

"
�1 1

�3bx23 + b �3cy23 + c� 1

#
:

Les valeurs propres correspondantes à la matrice J2 sont

�3;4 = �
2b� c�

p
� (2b+ 2c� 3) (4b2 � 2bc2 + 4bc� 2c3 + 3c2) + 2bc+ 2c2

2 (b+ c)
:

Pour les valeurs des paramètres b = 2:2 et c = 0:95 et l�ordre fractionnaire v = 0:98; les valeurs

propres correspondantes sont �3;4 = �1:4976� 1:4343i:
Par un simple calcule, on obtient

jarg �ij = 2:3788 >
v�

2
= 1:5379; i = 3; 4:

j�ij = 2:0736 >

�
2 cos

jarg �ij � �

2� v

�v
= 1:4538; i = 3; 4:

Ce qui implique l�instabilité des points d�équilibre P2;3.
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Chapitre 1. Systèmes dynamiques discrets : entiers et fractionnaires

Stabilité des systèmes fractionnaires non-linéaires

Théorème 1.8 [72] S�il existe une fonction de Lyapunov V (X(t)) dé�nie positive telle que

C�v
aV (X(t)) < 0 ;8t 2 Na+1�v (1.35)

alors la solution triviale du système est asymptotiquement stable.

Lemme 1.1 [72] Pour X(t) = (x1(t); :::; xn(t))
T ; 0 < v � 1et 8t 2 Na+1�v; on a l�inégalité

suivante
1
2

C
�v
a

�
XT (t)X(t)

�
� XT (t� 1 + v)C�v

aX(t): (1.36)

Exemple 1.2 [72] Considérons le système discret d�ordre fractionnaire suivant(
C�v

ax(t) = �x(t� 1 + v) + y3(t� 1 + v); 0 < v � 1;
C�v

ay(t) = �x(t� 1 + v)� y(t� 1 + v); t 2 Na+1�v:
(1.37)

En utilisant la fonction de Lyapunov V (x(t); y(t)) = 1
2
x2(t) + 1

4
y4(t); avec le lemme 1.1 nous

avons

C�v
aV (x(t); y(t)) =

1

2

C

�v
ax
2(t) +

1

4

C

�v
ay
4(t)

� x(t� 1 + v)C�v
ax(t) +

1

2
y2(t� 1 + v)C�v

ay
2(t)

� x(t� 1 + v)C�v
ax(t) + y3(t� 1 + v)C�v

ay(t)

= �x2(t� 1 + v)� y4(t� 1 + v) < 0:

Par conséquent, le système est asymptotiquement stable selon le théorème 1.8.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, ont été mis en exergue les systèmes dynamiques discrets d�ordre entier et

fractionnaire. Dans une première section, nous avons étalé d�une part les notions de base sur

les systèmes dynamiques discrets tels que : les points �xes, les orbites périodiques, les points

périodiques...etc, d�autre part, la stabilité de ces systèmes dans le cas linéaire et non-linéaire,

en�n, la théorie de bifurcation. Dans une deuxième section, nous avons abordé en bref l�historique
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des systèmes dynamiques discrets d�ordre fractionnaire, puis, quelques dé�nitions et généralités

du calcul discret fractionnaire, en�n, les théoèmes analysant la stabilité linéaire et non-linéaires

enrichis avec des exemples.
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Chapitre 2

Chaos et synchronisation

2.1 Inroduction

Le chaos est un phénomène qui apparaît dans la nature, de très grand comme un univers

au très petit comme une particule. Les concepts du choas ont pénétré virtuellement toutes les

branches de la science et (engineering-l�ingenieure), Dans le domaine de l�ingénieurs electrique et

electronique, des recherches récentes ont un large spectre sur l�analyse du chaos, la stabilisation

et la synchronisation du chaos, et sur les applications chaotiques généralement [73� 77].
Dans la mythologie le mot �chaos�est d�origine grecque 00��0& 00 qui signi�e �the nether abyss,

ou in�nite darkness,�et a été personni�é comme "le plus ancient des dieux". Identiquement, le

dieux Chaos a été le créateur de tous l�univers. Il y a beaucoup de myths qui correspondent au dieu

du chaos dans di¤érentes civilisations, comme Grèce, Chine, Egypte, et Inde, mais dand le monde

moderne le choas n�est plus un dieu. En 1997, sa signi�cation dans Oxford English Dictionary

Online a été mise à jourée comme "Comportement d�un système soumis par des lois déterministes

mais il est si imprévisible qu�il apparaît aléatoire grâce à sa sensibilité aux changements des

paramètres ou sa dépendance à un grand nombre des variables ; un état charactérisé par un tel

comporetement".

La perception générale du chaos est équivalente au désordre ou plutôt l�aléatoire. Il faut bien

noter que le chaos n�est pas exactement le désordre, et son comportement aléatoire est agit par

une loi ; mathématiquement, un modèle derterministe ou une équation qui n�a aucun élément

de chance. Actuellement, ce comportement aléatoire est dû à la grande sensibilté aux conditions

initiales.

Le mot "synchronisation" vient du grec "���" (syn) qui signi�e "ensemble " et "���o&"
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Chapitre 2. Chaos et synchronisation

(chronos) qui désigne le "temps. " De plus le dictionnaire la dé�nit comme acte de faire s�ac-

complir simultanément (plusieurs faits, plusieurs actions appartenant à des séries di¤érentes). La

physique se pencha sur la « synchronisation » en tant que sujet de recherche dès ses prémices

[78;79]. En e¤et, c�est au dix-septième siècle, que le scienti�que hollandais, Christian Huygen

avait constaté que deux de ses horloges à balancier, supportées par une même planche en bois

en opposition de phase, convergeaient rapidement vers un mouvement identique en phase et en

fréquence. En d�autres termes, les deux horloges �nissaient par avoir une parfaite synchroni-

sation. S�il les perturbait, elles se resynchronisaient en une demi-heure mais seulement si elles

étaient proches. Huygens devina que cet e¤et, qu�il nomma sympathie, était dû à d�imperceptibles

mouvements que les pendules transmettaient à leur support [80;81].

Beaucoup de recherches se sont tendus vers une ré�exion sur la synchronisation [82� 86],
mais notre intérêt principal est d�étudier son rapport avec les systèmes chaotiques. En e¤et,

plusieurs types de synchronisation ont été étudiés, et beaucoup de méthodes de recherche ont été

proposées débouchant ainsi sur des résultats intéressants [87;88;89;90].

Nous traitons dans ce chapitre, d�une part, la notion du chaos avec ses multiples caractéris-

tiques et scénarios illustrés par des exemples des systèmes chaotiques entiers et fractionnaires.

D�autre part, on discutera les di¤érents types de synchronisation en mettant la lumière sur qu�une

seule méthode de synchronisation utilisée dans le troisième chapitre : la méthode du contrôleur

actif.

2.2 Théorie du chaos

Dans cette présente section, nous donnons une bréve étude quantitative sur le chaos. Dé�-

nitions du chaos, quelques outils mathématiques de quanti�cation du chaos et di¤érentes routes

vers le chaos sont les grandes lignes de cette section.

2.2.1 Dé�nitions du chaos

Plusieurs dé�nitions du chaos sont connues bien qu�elles ne soient pas mathématiques jusqu�à

ce que R.L Devaney propose une dé�nition basée sur les dé�nitions suivantes [91;92] :

Soit (I � R; d) désignant un espace métrique compact (d est une distance), et soit F la

fonction

F : I ! I; xk+1 = F (xk); x0 2 I: (2.1)
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Dé�nition 2.1 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X.Y est dense

dans X si, pour n�importe quel élément x 2 X , il existe un élément y dans le sous-ensemble

Y arbitrairement proche de x, c�est-à-dire si la fermeture de Y est égale à X :Y = X . Ce qui

revient à dire que Y est dense dans X si pour tout x 2 X on peut trouver une séquence de points

fyng 2 Y qui convergent vers x .

Dé�nition 2.2 F est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initiales s�il existe � > 0

tel que, pour x(0) 2 I et tout " > 0 il exist un point y(0) 2 I et un entier j � 0 satisfaisant :

d(x0; y0) > " ) d(F (j)(x0); F
(j)(y0) > � , où d représente la distance et F (j) la j-ème itération

de F:

Dé�nition 2.3 F est dite topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides

ouverts dans I, il exist x0 2 U et un indice j 2 Z+, tel que pour F (j)(x0) 2 V ou, de façon

équivalente, il existe un indice j 2 Z+, tel que pour F (j)(U) \ V 6= ?.

On est maintenant en position d�énoncer la dé�ntion du chaos, au sens de Devaney [93].

Dé�nition 2.4 La fonction F est dite constituée d�une dynamique chaotique si :

(i)F possède une sensibilité aux conditions initiales,

(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) L�esemble des points périodiques de F est denses dans I.

2.2.2 Caractéristiques du chaos

Sensibilité aux conditions initiales

A partir de la �n de 19ième siècle, le célère Henri Poincaré découvrit la sensibilité aux condi-

tions initiales pour la première fois, puis en 1963 avec l�appartition des ordinateurs, le météo-

rologue Edward Lorenz a¢ rma cette découverte par un calcul très pécis. Cette découverte joue

un role très important dans plusieurs travaux scienti�ques, et notamment dans le domaine des

mathématiques. Cette sensibilité dsigne qu�un petit changement des valeurs des variables d�état

initial d�un système ayant un comportement chaotique peut conduire aux états �naux imprévi-

sibles sur le long terme [94;95].
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Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont un outil qui sert à mesurer la divergence entre deux orbites

qui découlent des conditions initiales très proches voisines. Les exposants de Lyapunov permettent

d�a¢ rmer la sensibilité aux conditions initiales d�un système chaotique. Un système dynamique

discret de dimension n admet n exposants de Lyapunov [96]. Considérons le système dynamique

non-linéaire discret suivant :

xk+1 = F (xk); (2.2)

où xk 2 Rn. On assume que la trajectoire issue d�un état initial x0 atteint un attracteur.

Théorème 2.1 [97] Les exposants du Lyapunov du système (2.2) sont représentés par la formule

suivante :

�
(i)
L = lim

k!1

1

k
ln j�i(Jk:::J1)j ; i = 1; 2; :::; n; (2.3)

avec Jk = DF (xk�1):::DF (x0); et DF (xi) est la matrice jacobienne de F évaluée en xi suivante :

DF (xi) =

0BB@
@f1(xi)
@x1i

� � � @f1(xi)
@xni

...
. . .

...
@fn(xi)
@x1i

� � � @fn(xi)
@xni

1CCA : (2.4)

Preuve On choisit deux conditions initiales voisines, notées x0 et x00 et on constate le compor-

tement des trajectoires qui en découlent. On suppose que les deux trajectiores xk et x0k s�éloignent

de mainère expontielle, donc après k itérations on aura :

jxk � x0kj = jx0 � x00j e�k; (2.5)

� désigne le taux de divergence des deux trajectoires, et par un simple calcul on aura :

� =
1

k
ln

����xk � x0k
x0 � x00

���� ; (2.6)

Prenant �L = lim
k!1

lim
x0!x00

�; on obtient :

�L = lim
k!1

1

k
lim
x0!x00

ln

����xk � x0k
x0 � x00

���� ; (2.7)

page 23/83



Chapitre 2. Chaos et synchronisation

ce qui donne :

�L = lim
k!1

lim
x0!x00

1

k
ln

���� xk � x0k
xk�1 � x0k�1

�
xk�1 � x0k�1
xk�2 � x0k�2

� :::� x1 � x01
x0 � x00

����
= lim

k!1
lim
x0!x00

1

k

k�1X
i=0

ln

����xi+1 � x0i+1
xi � x0i

����
= lim

k!1
lim
x0!x00

1

k

k�1X
i=0

ln

����F (xi)� F (x0i)

xi � x0i

���� :
On aura �nalement que :

�L = lim
k!1

1

k

k�1X
i=0

ln

����dF (xi)dxi

���� : (2.8)

En remplaçant la dérivée partielle dF (xi)
dxi

par la matrice jacobienne DF (x) calculée à xi dé�nit

dans (2.4) et prenant Jk = DF (xk�1):::DF (x0);avec J0 = DF (x0); on obtient la formule générale

des exposants de Lyapunov :

�
(i)
L = lim

k!1

1

k
ln j�i(Jk:::J1)j ; i = 1; 2; :::; n: (2.9)

Théorème 2.2 [98] On calulons les exposants de Lyapuno du système (2.2) on peut conclure de

sa stabilité comme suit :

- Si �(n)L < ::: < �
(1)
L < 0, il existe des point �xes asymptotiquement stables.

- Si �(1)L = 0; �
(n)
L < ::: < �

(2)
L < 0; l�attracteur est un cycle limite asymptotiquement stable.

- Si �(1)L = ::: = �
(k)
L = 0; �

(n)
L < ::: < �

(k+1)
L < 0; l�attracteur est un tore de dimension k,

c�est-à-dire quasi-periodique.

- Si �(1)L > 0,
X
i

�
(i)
L < 0; l�attracteur est chaotique.

- Si �(1)L > ::: > �
(k)
L > 0;

X
i

�
(i)
L < 0; l�attracteur est hyperchaotique.

Dimension fractale

Il existe plusieurs types de dimensions fractales, parmi celle-ci on peut citer la dimension de

Lyapunov :
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Dé�nition 2.5 [99] La dimension de Lyapunov est dé�nit par :

DL =

jX
i=1

�i

j�j+1j
+ j; (2.10)

où �n; :::; �1 sont les exposants de Lyapunov d�un attracteur d�un système dynamique avec j le

grand entier naturel tel que :
jX
i=1

�i � 0:

Attracteur étrange

L�expression d�un attracteur étrange a été utilisée pour la première fois en 1971 par Ruelle et

Takens, il désigne une �gure dans l�espace des phases représentant le comportement d�un système

dynamique.

Dé�nition 2.6 [100] Un sous-ensemble borné A de l�espace des phases est un attracteur étrange

pour une transformation T de l�espace s�il existe un voisinage U de A, c�est à dire que pour tout

point de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R véri�ant les propriétés

suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signi�e que toute orbite par T dont le point initial est dans

U est entièrement contenue dans U . De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche

de A que l�on veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrêmement sensibles aux conditions initiales.
3) A est un objet fractal.

4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que l�on
veut de ce point.

2.2.3 Scénarios de transition vers le chaos

L�analyse de la transition vers le chaos consiste à étudier les bifurcations successives de la

dynamique d�un système, lorsque les valeurs des paramètres du système sont modi�ées ; il s�agit

surtout de phénomènes dissipatifs et de transition vers un chaos dissipatif. Le comportement

chaotique, n�est pas l�objet des recherches. Cependant, les relations du chaos à la transition vers

le chaos sont importantes et font l�objet de cette section. On peut citer trois sénarios de transition

d�une dynamique régulière à une dynamique chaotique lors de la variation d�un paramètre :
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Cascade de doublement de la période

Durant les années 60, R.May a observé en étudiant l�évolution d�une population grâce à

l�application logistique une succession de bifurcation de fourches est que la période d�un système

est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8, etc, et Ces doublements de périodes sont de plus en

plus rapprochés. Lorsque la période est in�nie, le système devient chaotique [101]. C�est bien le

scénario de doublement de la période. C�est à partir de cet exemple que Feigenbaum pressentit

l�existence d�une forme d�universalité dans cette transition vers le chaos sous forme de cascade

de doublement de période.

Par intermittence

L�intermittence suppose en particulier que le cycle limite (correspondant à l�état périodique

d�où est issu ce phénomène de transition) bifurque de façon sous-critique et qu�il n�y ait pas

d�attracteur à proximité. Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bou¤ées de

turbulance. Lorsqu�on augmente le paramètre de contrôle, les bou¤ées de turbulence deviennent

de plus en plus fréquentes, et �nalement, la turbulence domine [102].

Scénarios de Ruelle et Takens

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle

et Takens [103]. Dans un système dynamique à comportement périodique à une seule fréquence,

si nous changeons un paramètre alors il apparaît une deuxième fréquence. Si le rapport entre les

deux fréquences est rationnelle le comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel,

le comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le paramètre et il apparaît

une troisième fréquence et ainsi de suite jusqu�au chaos.

2.2.4 Exemples des systèmes chaotiques discrets

Systèmes chaotiques d�ordre entier

Système de Hénon En 1976, Mitchel Hénon [104] a introduit le système dynamique discret

bidimensionnel dé�ni par : (
xk+1 = 1 + yk � ax2k;

yk+1 = bxk:
(2.11)
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L�attracteur chaotique observé dans ce système est pour les valeurs dans l�espace des para-

mètres a = 1:4 et b = 0:3, voir �gure 2.1.

Fig. 2.1 �Attracteur étrange de Hénon pour a = 1:4 et b = 0:3:

On peut également assurer l�irrégularité du système (2.11) via l�évolution de ses variables

d�état, voir �gure 2.2 qui stipule la non péridicité dans l�espace des phases qui se justi�e par le

diagramme de bifurcation résumant le comportement global du système (2.11), voir �gure 2.3

et en utilisant un moyen technique via l�exposant de Lyapunov maximal, voir �gure 2.4. Il est

clair que pour b = 0:3; le système de Hénon se comporte régulièrement pour a 2 [0; 1:06] ; et
remarquant que L�exposant de Lyapunov maximal dans l�intervalle ]1:06; 1:4[ change son signe

deux fois au négatif ce qui signi�e qu�il avait des phases transitoires du comportement chaotique

vers des cycles périodiques et vice versa. En�n, pour a = 1:4 le système est purement chaotique.

On peut également à l�aide de l�algorithme de Alan Wolf [105] calculer les exposants de

Lyapunov correspondants pour les valeurs dans l�espace des paramètres (a; b) = (1:4; 0:3). Après

20000 itérations, on trouve bien évidamment que le système a deux exposants de Lyapunov, (voir

�gure 2.5) Le1 = 0:42311 et Le2 = �1:62671 et une dimension de Lyapunov DL = 1:26:
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Fig. 2.2 �L�évolution des états du système de Hénon pour les 100 premières itérations

Fig. 2.3 �Diagramme de bifurcation du système de Hénon
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Fig. 2.4 �L�évolution des exposants de Lyapunov du système de Hénon en fonction du paramètre

a:

Fig. 2.5 �Les exposants de Lyapunov du système de Hénon pour a = 1:4 et b = 0:3:
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Système de Stefanski Stefanski [106] a présenté un système discret en 3D comme suit :8>><>>:
xk+1 = 1 + zk � �y2k;

yk+1 = 1 + �yk � �x2k;

zk+1 = �xk:

(2.12)

Dans la �gure 2.6 l�attracteur hyperchaotique de Stefanski est obtenu dans le cas où � = 1:4

et � = 0:2.

Fig. 2.6 �L�attracteur hyperchaotique du système de Stefanski pour � = 1:4 et � = 0:2.

La �gure 2.7 a¢ rme que l�attracteur obtenu du système (3.23) est un attracteur étrange

en nous renseignant sur l�evolution de ses variables d�états dans l�espace des phases. De même,

la �gure 2.10 interpréte l�évolution des exposants de Lyapunov correspondants aux conditions

initiales (x0; y0; z0) = (0; 0; 0) après 1000 itérations, on remarque que le système (3.23) a trois

exposants de Lyapunov qui sont respectivement, Le1 = 36:31318 et Le2 = 23:28062 et Le3 =

�381:4814 et une dimension de Lyapunov DL = 2:1562: On peut voir aussi sur la �gure 2.9

que lorsque � = 0:2 et � 2 [0; 1:22[ le système (3.23) admet un exposant de lyapunov maximal
négatif qui signi�e qu�on a un attracteur régulier et lorsque � 2 [1:22; 1:4] l�exposant maximal de
Lyapunov prend des valeurs positives d�où l�attarcteur devient hyperchaotique. Le comportement

global du système (3.23) est résumé par la diagramme de bifurcation associé dans la �gure 2.8.

page 30/83



Chapitre 2. Chaos et synchronisation

Fig. 2.7 �L�évolution des états du système de Stefanski pour les 100 premières itérations.

Fig. 2.8 �Diagramme de bifurcation du système de Stefanski.
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Fig. 2.9 �L�évolution d�exposant maximal de Lyapunov du système de Stefanski.

Fig. 2.10 �Les exposants de Lyapunov du système de Stefanski pour � = 1:4 et � = 0:2:
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Systèmes chaotiques d�ordre fractionnaire

Le système fractionnaire de Lozi La version fractionnaire du système discret de Lozi [107]

est dé�nie par :(
C�v

ax(t) = �a jx(t� 1 + v)j+ y(t� 1 + v) + 1� x(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = bx(t� 1 + v)� y(t� 1 + v));
(2.13)

où t 2 Na+1�v ; 0 < � � 1 et a = 1:7; b = 0:5:La formule numérique correspondante selon le
théorème 1.6 est donné par :

8>>><>>>:
x(n) = x(a) + 1

�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1) (�a jx(j � 1)j+ y(j � 1) + 1� x(j � 1)) ;

y(n) = y(a) + 1
�(v)

nX
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1)(bx(j � 1)� y(j � 1));

(2.14)

Prenant a = 0; (x(0); y(0)) = (0; 0); a = 1:7; b = 0:5 et v = 0:98: La �gure 2.11 montre

l�attracteur étrange du système (2.13) obtenu par les valeurs des paramètres et les conditions

initiales précitées.

Fig. 2.11 �L�attracteur étrange du système discret fractionnaire de Lozi pour (x(0); y(0)) =

(0; 0); a = 1:7; b = 0:5; v = 0:98:
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Le système fractionnaire de R�ossler Le système discret fractionnaire de R�ossler [108] est

dé�ni comme suit :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

C�v
ax(t) = b1x(t� 1 + v) (1� x(t� 1 + v))

�b2 ((z(t� 1 + v) + b3) (1� 2y(t� 1 + v)))� x(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = b4y(t� 1 + v) (1� y(t� 1 + v)) + b5z(t� 1 + v)
�y(t� 1 + v);

C�v
az(t) = b6 (1� b7x(t� 1 + v))

� ((z(t� 1 + v) + b3) (1� 2y(t� 1 + v))� 1)� z(t� 1 + v):

(2.15)

où t 2 Na+1�v ; 0 < � � 1 et (b1; b2; b3; b4; b5; b6; b7) = (3:8; 0:05; 0:35; 3:78; 0:2; 0:1; 1:9) : La

formule numérique correspondante selon le théorème 1.6 est donné par :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

x(n) = x(a) + 1
�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1)

� (b1x(j � 1) (1� x(j � 1))� b2 (z(j � 1) + b3 (1� 2y(j � 1))� x(j � 1));

y(n) = y(a) + 1
�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1)

� (b4y(j � 1) (1� y(j � 1)) + b5z(j � 1)� y(j � 1)) ;

z(n) = z(a) + 1
�(v)

nP
j=1

�(n�j+v)
�(n�j+1)

� (b6 (1� b7x(j � 1)) ((z(j � 1) + b3) (1� 2y(j � 1))� 1)� z(j � 1)) :
(2.16)

Prenant a = 0; (x(0); y(0); z(0)) = (0:1; 0:2;�0:5):Le système (2.14) est chaotique pour � =
0:903;comme illustré dans la �gure 2.12.

2.3 Théorie de synchronisation

Pour étudier la synchronisation de deux systèmes identiques ou non, l�un d�eux un système

maître, et l�autre un système esclave ou contrôlé, il s�avère nécessaire de véri�er la convergence

de la mésure de l�écart de leurs états de phases. Pour y arriver, une solution consiste à mettre en

oeuvre une condition de stabilité pour le système d�erreur entre les états de phase des systèmes

chaotiques étudiés.
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Fig. 2.12 � L�attracteur étrange du système discret fractionnaire de R�ossler pour

(x(0); y(0); z(0)) = (0:1; 0:2;�0:5) et � = 0:903:

2.3.1 Types de synchronisation

Dans cette section, nous introduisons di¤érents types de synchronisation à savoir la synchro-

nisation complète, l�anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la synchronisation FSHP,

la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S.

On considère les deux systèmes chaotiques maître et esclave respectivement suivants

Xk+1 = F (Xk); (2.17)

Yk+1 = G(Yk) + U; (2.18)

d�oùXk 2 Rn est l�état du système (2.17) et Yk 2 Rn est l�état du système (2.18) , F;G : Rn ! Rn

et U = (ui)1�i�n est un vecteur de contrôle.à déterminer.

Synchronisation complète

Dé�nition 2.7 [109] On parle d�une synchronisation complète des sysèmes (2.17) et (2.18) si

le vecteur U = (ui)1�i�n est déterminer de façon que

lim
k!1

kekk = 0; (2.19)
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où e(k) = Yk �Xk dé�nit l�erreur de synchronisation complète et k:k une norme euclidienne.

Anti-Synchronisation

Dé�nition 2.8 [110] On parle d�une anti-synchronisation des sysèmes (2.17) et (2.18) si :

lim
k!+1

kYk +Xkk = 0: (2.20)

Synchronisation décalée

Dé�nition 2.9 [111] On parle d�une synchronisation décalée des sysèmes (2.17) et (2.18) si :

lim
k!1

kYk �Xk��k = 0; (ou lim
k!1

kYk �Xk+�k = 0);8X0; (2.21)

avec � est un nombre positif su¢ sament petit.

Synchronisation projective

Dé�nition 2.10 [112] On parle d�une synchronisation projective des sysèmes (2.17) et (2.18)

si :

9�i 6= 0; lim
k!1

jyi(k)� �ixi(k)j = 0;8(x(0); y(0)); i = 0; 1; 2; :::; n; (2.22)

avec �i; est une constante multiple.

Remarque 2.1 1- Si �i = 1; 0 � i � n; on parle d�une synchronisation complète.

2- Si �i = �1; 0 � i � n; on parle d�anti-synchronisation.

Synchronisation FSHP

Dé�nition 2.11 [113] On parle d�une synchronisation FSHP (en anglais Fulle State Hybrid

Progective Synchronization) des sysèmes (2.17) et (2.18) si :

9(�)ij 2 Rn�n; lim
k!1

�����yi(k)�
nX
j=1

�ijxi(k)

����� = 0;8(x(0); y(0)); i = 1; 2; :::; n: (2.23)

Remarque 2.2 La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projec-

tive.
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Synchronisation généralisée

Dé�nition 2.12 [114] Considérons le couple des systèmes maître-esclave dé�ni par(
Xk+1 = F (Xk);

Yk+1 = G(Yk) + U;
(2.24)

où Xk 2 Rn ; Yk 2 Rm sont les état des systémes maitre et esclave respectivement, F : Rn !
Rn, G : Rm ! Rm et U = (ui)1�i�m est un contrôleur. On parle alors d�une synchronisation

généralisée s�il existe un contrôleur U et une fonction � : Rn ! Rm ; tels que :

lim
k!1

kYk � �(Xk)k = 0;8x(0);8y(0): (2.25)

Remarque 2.3 1- Si �(Xk) = �Xk avec � = (�ij)m�n,on dit qu�on a une synchronisation

FSHP.

2- La synchronisation généralisé peut tenir lieu de la généralisation de la synchronisation com-

plète, de l�anti-synchronisation et de la synchronisation projective.

Synchronisation Q-S

Dé�nition 2.13 [115] Nous disons que le couple des systèmes maître-esclave (2.24) est en

synchronisation Q-S s�il existe un contrôleur U = (ui)1�i�m et deux fonctions Q : Rn ! Rd,
S : Rm ! Rd satisont :

ek = Q(Xk)� S(Yk); (2.26)

avec lim
k!+1

kekk = 0:

Remarque 2.4 La synchronisation Q-S est une généralisation de tous les types de synchroni-

sation discutés dans cette section.

2.3.2 Méthode du contrôleur actif

Cette section est consacrée à la méthode de synchronisation des systèmes chaotiques la plus

performante et rencontrée ultérieurement dans nos recherches : la méthode du contrôleur actif.

Soient deux systèmes chaotiques à synchrnoiser maitre et esclave suivants :

Xk+1 = f(Xk); (2.27)
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Yk+1 = G(Yk) + U; (2.28)

où Xk 2 Rn et Yk 2 Rn sont les états des systèmes (2.27) et (2.28) , respectivement ,F;G : Rn !
Rn et U = (ui)1�i�n est un vecteur de contrôle à déterminer.

L�erreur de cette méthode peut être calculée comme suit :

ek+1 = Aek +N(Xk; Yk) + U; (2.29)

où Aek+N(Xk; Yk) = G(Yk)�F (Xk); A 2 Rn�n est une matrice constante et N une fonction

non linéaire.

Le contrôleur U est proposé comme suit :

U = V �N(Xk; Yk); (2.30)

avec V est le contrôleur actif, exprimé par :

V = �Lek; (2.31)

où L est une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, la formule �nale de l�erreur :

ek+1 = (A� L)ek: (2.32)

Théorème 2.3 [116] Les systèmes (2.27) et (2.28) sont globalement synchronisés sous la loi de

controle (2.30) si et seulement si L est choisit de telle façon que les valeurs propres de A � L

soient à l�intérieur du disque unité.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le chaos et la synchronisation. En premier lieu, nous

avons commencé par donner quelques dé�nitions du chaos. Puis nous avons cité les di¤érents

caractéristiques et scnénarios de transition vers le chaos en citant quelques exemples des sys-

tèmes chaotiques d�ordre entier et fractionnaire dans le plan et dans l�espace, respectivement. En

deuxième lieu, nous avons présenté la théorie de synchronisation avec ses divers types en mettant

en relief la méthode du controleur actif.
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Nouveaux résultats et contributions

3.1 Introduction

Depuis la dernière décennie, bien que l�on ait schématisé plusieurs autant de modèle pour la

synchronisation du chaos [117� 119]; il n�en reste pas moins que l�on s�est plus concentré sur les
systèmes chaotiques continus que sur les systèmes discrets. Ces derniers jouent pourtant un rôle

très important et l�on commence à les mettre plus en exergue [120]: Ceci s�explique entre autre

par le fait qu�il permettent de décrire bon nombre de modèles mathématiques, de processus phy-

siques [121;122;123]; de phénomènes biologiques [124]; de réactions chimiques [125] et même

des systèmes économiques [126]. A l�heure actuelle, on étudie la synchronisation des systèmes

chaotiques discrets pour ses applications potentielles dans la sécurité des communications et la

cryptographie [127� 130].
Pour aborder la synchronisation chaotique (hyperchaotique) discrets diverses approches existent

telles que : la synchronisation compléte [131]; la synchronisation retardée et anticipée [132], la

synchronisation impulsive [133]; l�anti-synchronisation et hybride synchronisation [134]; la syn-

chronisation projective [135]; la synchronisation projective fonctionnelle [136], la synchronisation

projective matricielle [137]; la synchronisation full state hybrid projective [138]; la synchronisa-

tion fonction-cascade [139]; la synchronisation généralisée [140]; la synchronisation Q-S [141]:

Par ailleurs, l�étude des synchronisations de types inverses : la synchronisation projective inverse

[142]; la synchronisation projective matricielle inverse [143]; la synchronisation full state hybrid

projective inverse [144]; la synchronisation retardée inverse [145] et la synchronisation géné-

ralisée inverse [146]; etc., sont tout aussi importants. Avec le développement du calcul discret

fractionnaire beaucoup de travaux de synchronisation des systèmes fractionnaires [147� 154]

39



Chapitre 3. Nouveaux résultats et contributions

ainsi que ceux de quelques nouveaux systèmes discrets fractionnaires [155� 159] mais aussi de
nouveaux schémas de synchronisation de modèles discrets ont été développés [160� 173].
Dans ce chapitre, une première section présente un nouveau type généralisé de synchronisation

hybride basé sur la coexistence de FSHPS et IFSHPS entre les systèmes chaotiques bidimension-

nels maîtres et les systèmes chaotiques tridimensionnels esclaves. En basant sur la théorie de

la stabilité des systèmes linéaires discrets, la coexistence de FSHPS et IFSHPS va être prouvée

en 2D. En outre, en utilisant la théorie de la stabilité de Lyapunov, la coexistence de FSHPS

et IFSHPS en 3D va être démontrée. La faisabilité de cette approche va être illustrée par des

exemples de synchronisation.

Dans la deuxième section, en combinant la synchronisation généralisée (GS) et la synchroni-

sation généralisée inverse (IGS), de nouveaux schémas de synchronisation developpée et réduite

entre les di¤érents systèmes chatiques discrets y seront proposés. Sur la base de la théorie de

la stabilité de Lyapunov, deux lois de contrôle y seront proposées pour prouver la coexistence

de GS et IGS en 3D et 2D respectivement, entre un système maître tridimensionnel général et

un système esclave bidimensionnel. La simulation numérique y sera con�rmé les conclusions de

notre approche.

En�n, dans une dernière section, on va examiner un nouveau système chaotique en temps

discret d�ordre fractionnaire. Le système proposé est considéré comme une extension fractionnaire

du système généralisé tridimensionnel de Hénon. Un calcul fractionnaire discret y sera utilisé

pour analyser la dynamique du nouveau système fractionnaire. On va également proposer une

stratégie de stabilisation du système fractionnaire proposé. De plus, nous proposons un schéma

de synchronisation dans lequel le système fractionnaire proposé est considéré comme esclave et

le système maître est un autre système fractionnaire tridimensionnel. Tout au long de la section,

des solutions numériques seront présentées pour con�rmer les conclusions et véri�er la faisabilité

des lois proposées.

3.2 synchronisation hybride généralisée

Dans cette section, en combinant la synchronisation projective hybride (FSHPS) et la syn-

chronisation projective hybride inverse (IFSHPS), nous généralisons l�idée de la synchronisation

chaotique hybride en temps discret. En basant sur la théorie de la stabilité des systèmes linéaires

discrets et de la théorie de la stabilité de Lyapunov, de nouvelles approches sont proposées pour

étudier le nouveau type de synchronisation hybride entre des systèmes chaotiques de di¤érentes

dimensions. Plusieurs exemples numériques ont mis en évidence l�e¢ cacité des nouvelles ap-
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proches développées ici. Le contenu de cette section a fait l�objet d�une publication : On New

Generalized Hybrid Synchronization in Chaotic and Hyperchaotic Discrete-time Dy-

namical Systems, Journal of Applied Nonlinear Dynamics 8(3) (2019) 435-445 [174].

3.2.1 Dé�nitions des synchronisations FSHPS et IFSHPS

Considérons les systèmes chaotiques maître et esclave suivants

xi(k + 1) = Fi(X(k)); i = 1; 2; :::; n; (3.1)

yi(k + 1) = Gi(Y (k)) + ui; i = 1; 2; :::;m; (3.2)

où X(k) = (xi(k))1�i�n; Y (k) = (yi(k))1�i�m sont les états du système maître et esclave,

respectivement, Fi : Rn ! R; (1 � i � n); Gi : Rm ! R; (1 � i � m); et ui; 1 � i � m sont des

controlleurs à déterminer.

Dé�nition 3.1 [113] Le couplet des systèmes maître-esclave (3.1)-(3.2) est en synchronisation

complète projective hybride (FSHPS) lorsque, pour une condition initiale, il existe des control-

leurs (ui)1�i�m et des constantes réelles données (�ij)m�n de telle sorte que les erreurs de syn-

chronisations

e
i
(k) = yi(k)�

nX
j=1

�ijxj(k); i = 1; 2; :::;m; (3.3)

satisfont que lim
k!+1

ei(k) = 0:

Dé�nition 3.2 [175] Le couplet des systèmes maître-esclave (3.1)-(3.2) est en synchronisation

complète projective hybride inverse (IFSHPS) lorsque, pour une condition initiale, il existe des

controlleurs (ui)1�i�m et des constantes réelles données (�ij)n�m de telle sorte que les erreurs de

synchronisations

e
i
(k) = xi(k)�

mX
j=1

�ijyj(k); i = 1; 2; :::; n; (3.4)

satisfont que lim
k!+1

ei(k) = 0:

Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D
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Description des systèmes maître et esclave

Considérons le système maitre suivant

xi(k + 1) =
2P
j=1

aijxj(k) + fi(X(k)); i = 1; 2: (3.5)

Où X(k) = (x1(k); x2(k))T et le vecteur d�état du système maître, (aij) 2 R2�2 est la partie
linéaire du système maître, fi : R2 ! R; 1 � i � 2; sont des fonctions non-linéaires. Comme un
système esclave, nous considérons le système suivant :

yi(k + 1) = gi(Y (k)) + ui; i = 1; 2; 3: (3.6)

Où Y (k) = (y1(k); y2(k); y3(k))T et le vecteur d�état du système esclave, gi : R3 ! R et ui
sont des controlleurs à determiner.

Formulation du problème

On dit qu�une synchronisation FSHPS et IFSHPS coexistent pour la synchronisation du

système maître (3.5) et le système esclave (3.6) en 2-D, s�il existe des controlleurs ui; i = 1; 2; 3;

et des nombres réels �1; �2; �1; �2; �3; de telle sorte que les erreurs de synchronisation(
e1(k) = y1(k)� �1x1(k)� �2x2(k);

e2(k) = x2(k)� �1y1(k)� �2y2(k)� �3y3(k);
(3.7)

satisfont lim
k!+1

ei(k) = 0; pour i = 1; 2:

Résultats analytiques

Le système des erreurs (3.7) entre le système maître (3.5) et le système esclave (3.6) peut être

décrit comme suit (
e1(k + 1) = R1 + u1;

e2(k + 1) = R2 � �1u1 � �2u2 � �3u3;
(3.8)

où8>><>>:
R1 = g1(Y (k))� �1

2P
j=1

a1jxj(k)� �1f1(X(k))� �2
2P
j=1

a2jxj(k)� �2f2(X(k));

R2 =
2P
j=1

a2jxj(k) + f2(X(k))� �1g1(Y (k))� �2g2(Y (k))� �3g3(Y (k)):
(3.9)
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Le système des erreurs (3.8) peut être décrit sous la forme suivante

e(k + 1) = R +

 
1 0 0

��1 ��2 ��3

!
�

0BB@
u1

u2

u3

1CCA : (3.10)

Où e(k + 1) = (e1(k + 1); e2(k + 1))T et R = (R1; R2)T :

Pour achever une synchronisation entre le système maître (3.5) et le système esclave (3.6),

on suppose que �2 6= 0: Donc nous avons le résultat suivant :

Théorème 3.1 Les synchronisations FSHPS et IFSHPS coexistent entre le système maître (3.5)

et le système esclave (3.6) sous les conditions suivantes

(i) (u1; u2)
T =

 
1 0

��1
�2

� 1
�2

!
[(A� C) e(k)�R] et u3 = 0; où A = (aij)2�2 et C 2 R2�2:

(ii) La matrice de contrôle C est choisie de telle sorte que les valeurs propres de A � C sont

strictement à l�intérieur du disque unitaire.

Preuve En utilisant u3 = 0; le système des erreurs (3.10) peut être décrit comme

e(k + 1) = R +

 
1 0

��1 ��2

!
�
 
u1

u2

!
; (3.11)

et en susbtituant la loi du contrôle décrite en (i) dans (3.11), on aura

e(k + 1) = (A� C) e(k): (3.12)

Dans ce cas, la matrice de contrôle C est choisie de telle sorte que les valeurs propres de A� C

sont strictement à l�intérieur du disque unitaire. Selon la théorie de stabilité des systèmes discrets

linéaires, on conclut que lim
k!+1

ei(k) = 0; i = 1; 2:

Application numérique

Considérons le système bidimensionnel de Fold [176] comme un système maître et le système

tridimenstionnel généralisé de Hénon comme un système esclave. Le système maître est dé�nie

par (
x1(k + 1) = x2(k) + ax1(k);

x2(k + 1) = b+ x21(k);
(3.13)

Le système (3.13) a un attracteur chaotique, comme montré dans la �gure 3.1 pour (a; b) =

(�0:1; 0:7).
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Fig. 3.1 �L�attracteur chaotique du système (3.13) pour (a; b) = (�0:1; 0:7).

Le système esclave est décrit par8>><>>:
y1(k + 1) = �dy2(k) + u1;

y2(k + 1) = y3(k) + 1� cy22(k) + u2;

y3(k + 1) = dy2(k) + y1(k) + u3;

(3.14)

où U = (u1; u2; u3)T est le vecteur des contrôles. Le système incontrôlé (3.14) a un attracteur

hyperchaotique[141], comme montré dans la �gure 3.2, pour (c; d) = (1:07; 0:3).

Dans cet example, le système des erreurs entre les systèmes (3.13) et (3.14) est donné par(
e1(k) = y1(k)� �1x1(k)� �2x2(k);

e2(k) = x2(k)� �1y1(k)� �2y2(k)� �3y3(k);
(3.15)

où �1 = 1; �2 = 2; �1 = �2; �2 = 3 et �3 = �2: Donc selon notre approche présentée dans la
précédente subsection, la matrice A est donnée par

A =

 
a 1

0 0

!
;

et la matrice de contrôle C peut être choisie comme suit

C =

 
0:3 1

0 0:82

!
:
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Fig. 3.2 �L�attracteur hyperchaotique du système incontrolé(3.14) quand (c; d) = (1:07; 0:3).

Les contrôlleurs u1; u2 et u3 sont désignés comme suit8>>>><>>>>:
u1 = �0:1e1(k) + x2(k) + ax1(k) + 2b+ 2x

2
1(k);

u2 = � 4
15
e1(k) +

41
150
e2(k)� 1

2
x2(k)� a

2
x1(k)� 3

2
x21(k) +

3
2
y3(k)

�3c
2
y22(k) + y1(k) +

3
2
(1� b);

u3 = 0:

(3.16)

Il est clair de voir que toutes les valeurs propres de A � C sont strictement à l�intérieur

du disque unitaire. Donc, dans ce cas, les systèmes (3.13) et (3.14) sont synchronisés en 2D.

L�evolution des fonctions des erreurs est montrée dans la �gure 3.3

3.2.2 Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 3D

Description des systèmes maître et esclave

Maintenant, nous considérons les systèmes maître et esclave chaotiques dans la forme suivante

xi(k + 1) = fi(X(k)); i = 1; 2; (3.17)

yi(k + 1) =
3P
j=1

bijyj(k) + gi(Y (k)) + ui; i = 1; 2; 3; (3.18)

oùX(k) = (x1(k); x2(k))T et Y (k) = (y1(k); y2(k); y3(k))T sont les vecteurs d�états du système

maître et esclave respectivement, fi : R2 ! R; 1 � i � 2; (bij) 2 R3�3 est la partie linéaire du
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Fig. 3.3 �L�évolution des erreurs de synchronisation e1 et e2 entre le système maître (3.13) et

le système esclave (3.14).

système esclave, gi : R3 ! R; 1 � i � 3; sont des fonctions non-linéaires et ui; i = 1; 2; 3; sont

des contrôleurs à determiner.

Formulation du problème

Le problème de coexistence d�une synchronisation FSHPS et IFSHPS entre le système maître

(3.17) et le système esclave (3.18) en 3D, est de determiner les contrôleurs ui; i = 1; 2; 3; et des

nombres réels (i)1�i�2; (�i)1�i�3; (�i)1�i�2; de telle sorte que les erreurs de synchronisation8>><>>:
e1(k) = y1(k)� 1x1(k)� 2x2(k);

e2(k) = x2(k)� �1y1(k)� �2y2(k)� �3y3(k);

e3(k) = y3(k)� �1x1(k)� �2x2(k);

(3.19)

satisfont lim
k!+1

ei(k) = 0; i = 1; 2; 3:

Résultat analytique

Le système d�erreur (3.19), entre le système maître (3.17) et le système esclave (3.18), peut

être décrit comme suit 8>><>>:
e1(k + 1) = T1 + u1;

e2(k + 1) = T2 � �1u1 � �2u2 � �3u3;

e3(k + 1) = T3 + u3;

(3.20)
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où8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

T1 =
3P
j=1

b1jyj(k) + g1(Y (k))� 1f1(X(k))� 2f2(X(k));

T2 = f2(X(k))� �1
3P
j=1

b1jyj(k)� �1g1(Y (k))� �2
3P
j=1

b2jyj(k)� �2g2(Y (k))

��3
3P
j=1

b3jyj(k)� �3g3(Y (k));

T3 =
3P
j=1

b3jyj(k) + g3(Y (k))� �1f1(X(k))� �2f2(X(k)):

(3.21)

Le système des erreurs (3.21) peut être décrit dans la forme suivante

e(k + 1) = T +M � U; (3.22)

où e(k + 1) = (e1(k + 1); e2(k + 1); e3(k + 1))T ; T = (T1; T2; T3)T ; U = (u1; u2; u3)T et

M =

0BB@
1 0 0

��1 ��2 ��3
0 0 1

1CCA :

Pour achever une synchronisation entre le système maître (3.17) et le système esclave (3.18),

on suppose que �2 6= 0 et le contrôle U peut être construit comme suit

U =

0BB@
1 0 0

� �1
�2

1
�2

� �3
�2

0 0 1

1CCA [(B � L)e(k)� T ] ; (3.23)

où B = (bij)3�3 et L 2 R3�3 est la matrice de contrôle à determiner ultérieurement. En
substituant la loi de contrôle (3.23) dans (3.22), le système des erreurs peut être décrit comme

suit :

e(k + 1) = (B � L)e(k): (3.24)

On construit une fonction de Lyapunov V (e(k)) = eT (k)e(k);

�V (e(k)) = eT (k + 1)e(k + 1)� eT (k)e(k)

= eT (k)(B � L)T (B � L)e(k)� eT (k)e(k)

= eT (k)
�
(B � L)T (B � L)� I

�
e(k):

Dans ce cas, la matrice de contôle L est choisie de telle sorte que (B � L)T (B � L) � I est

une matrice dé�nie négative. Donc, de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que

lim
k!+1

ei(k) = 0; alors les systèmes (3.17) et (3.18) sont globalement synchronisés en 3D. Donc,

nous avons prouvé le résultat suivant :
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Théorème 3.2 Les synchronisatiuon FSHPS et IFSHPS coexistent entre le système maître

(3.17) et le système esclave (3.18) sous les conditions suivantes :

(i) (u1; u2; u3)T =

0BB@
1 0 0

� �1
�2

� 1
�2

� �3
�2

0 0 1

1CCA [(B � L)e(k)� T ] ;

(ii) La matrice de contrôle L est choisie de telle sorte que (B � L)T (B � L)� I est une matrice
dé�nie négative.

Application numérique

Considérons le système discret bidimensionnel de Lorenz [162] comme le système maître et

le système tridimensionnel de Hénon-like comme le système esclave. Le système maître est donné

par (
x1(k + 1) = (1 + ab)x1(k)� bx1(k)x2(k);

x2(k + 1) = (1� b)x2(k) + bx21(k):
(3.25)

Le système (3.25) a un attracteur chaotique, comme montré dans la �gure 3.4 pour (a; b) =

(1:25; 0:75):

Fig. 3.4 �L�attracteur chaotique du système (3.25) pour (a; b) = (1:25; 0:75):
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Le système esclave est donné par :8>><>>:
y1(k + 1) = 1 + y3(k)� cy22(k) + u1;

y2(k + 1) = 1 + dy2(k)� cy21(k) + u2;

y3(k + 1) = dy1(k) + u3;

(3.26)

où U = (u1; u2; u3)
T est le vecteur contrôleur. Le système incontrolé (3.26) a un attracteur

chaotique [141], comme montré dans la �gure 3.5, quand (c; d) = (1:4; 0:2):

Fig. 3.5 �L�attracteur chaotique du sysème incontrolé (3.26) pour (c; d) = (1:4; 0:2):

Dans cet example, le système des erreurs entres les systèmes (3.25) et (3.26) est donné comme

suit 8>><>>:
e1(k) = y1(k)� 1x1(k)� 2x2(k);

e2(k) = x2(k)� �1y1(k)� �2y2(k)� �3y3(k);

e3(k) = y3(k)� �1x1(k)� �2x2(k);

(3.27)

où 1 = 1; 2 = 2; �1 = 3; �2 = 2; �3 = 1; �1 = �1 and �2 = �2: Donc selon notre approche
présentée dans la sous-section précédente, la matrice B est donnée par

B =

0BB@
0 0 1

0 0:2 0

0:2 0 0

1CCA ;
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et la matrice du contrôle L peut être choisie comme suit

L =

0BB@
�0:44 0 1

0 �0:7 0

0:2 0 �0:13

1CCA ;

Les contrôleurs u1; u2 et u3 sont donnés par8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 = 0:44e1(k)� 1� y3(k) + cy22(k) + (1 + ab)x1(k)� bx1(k)x2(k)

+2(1� b)x2(k) + 2bx
2
1(k);

u2 = �0:66e1(k)� 0:45e2(k)� 0:065e3(k) + 3y3(k)� 3cy22(k) + dy2(k)� cy21(k)

�2(1 + ab)x1(k) + 3bx1(k)x2(k)� 9
2
(1� b)x2(k)� 9

2
bx22(k) + 7;

u3 = 0:13e3(k) + dy1(k) + (1 + ab)x1(k)� bx1(k)x2(k) + 2(1� b)x2(k)

+2bx21(k):

(3.28)

Par des calculs simples, on peut voir que (B�L)T (B�L)�I est une matrice dé�nie négative.
Par conséquent, dans ce cas, les systèmes (3.25) et (3.26) sont synchronisés en 3D. L�évolution

des fonctions des erreurs est montrée dans la �gure 3.6.

Fig. 3.6 �L�évolution des erreurs de synchronisation e1; e2 et e3 entre le système maître (3.25)

et le système esclave (3.26).

3.3 Synchronisation développée et réduite

Cette section est consacrée aux nouveaux schémas de synchronisation réduite et développée

entre les systèmes chaotiques discrets de dimensions di¤érentes. En basant sur la théorie de
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stabilité de Lyapunov, deux lois de contrôle sont proposées a�n de prouver la coexistence de GS

et IGS entre un système maître tridimensionnel et un système esclave bidimensionnel en 2D et

en 3D respectivement. Ld contenu de cette section fait l�objet d�une publication : Increased

and Reduced Synchronization between Discrete-Time Chaotic and Hyperchaotic

Systems, Nonlinear Dynamics and Systems Theory, 19 (2) (2019) 313-318 [177].

3.3.1 Système maître et esclave

Considérons le système maître suivant(
x1(k + 1) = f1(x1(k); x2(k));

x2(k + 1) = f2(x1(k); x2(k));
(3.29)

où (x1(k); x2(k))T est le vecteur d�etat du système maître, fi :R2 ! R; 1 � i � 2: Et pour le

système esclave considérons le système hyperchaotique suivant8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

y1(k + 1) =
3X
j=1

b1jyj(k) + g1(y1(k); y2(k); y3(k)) + u1;

y2(k + 1) =
3X
j=1

b2jyj(k) + g2(y1(k); y2(k); y3(k)) + u2;

y3(k + 1) =
3X
j=1

b3jyj(k) + g3(y1(k); y2(k); y3(k)) + u3;

(3.30)

où (y1(k); y2(k); y3(k))T est le vecteur d�etat du système esclave, (bij) 2 R3�3 est la partie
linéaire du système esclave, gi :R3 ! R; 1 � i � 3; sont des fonctions non-linéaires et ui; 1 � i �

3; sont les controleurs à déterminer.

3.3.2 Synchronisation en 3D

Le problème de la synchronisation développée en 3D entre le système maître (3.29) et le

système esclave (3.30), est de trouver les contrôleurs ui; 1 � i � 3; et les fonctions �; � : R2 !
R; ' : R! R; de façon que les erreurs de synchronisation8>><>>:

e1(k) = y1(k)� �(x1(k); x2(k));

e2(k) = x2(k)� '(y2(k));

e3(k) = y3(k)� �(x1(k); x2(k));

(3.31)

satisfont lim
k!+1

ei(k) = 0; pour i = 1; 2; 3:
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Remarque 3.1 Du système d�erreur (3.31) , il est clair que y1 et (x1; x2)T sont généralement

synchronisés, x2 et y2 sont généralement inversement synchronisés et y3 est en synchronisation

générale avec x1 et x2. Par conséquent, une synchronisation généralisée et une synchronisation

généralisée inverse coexistent dans la synchronisation des systèmes (3.29) et (3.30) en 3D.

Supposons que ' est une fonction inversible et son inverse est noté '�1: Donc nous avons

prouvé le résultat suivant.

Théorème 3.3 La synchronisation développée en 3D entre les systèmes (3.29) et (3.30) est

achevée sous la les lois de contrôle suivantes8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 = �
3X
j=1

b1jyj(k)� g1(Y (k)) + �(f1(X(k)); f2(X(k))) +
1
2
e1(k) +

2
5
e2(k)� 2

3
e3(k);

u2 = �
3X
j=1

b2jyj(k)� g2(Y (k)) + '
�1 �1

2
e1(k) +

2
5
e2(k) +

2
3
e3(k)� f2(X(k))

�
;

u3 = �
3X
j=1

b3jyj(k)� g3(Y (k)) + �(f1 (X(k)) ; f2 (X(k))) +
1
2
e1(k)� 4

5
e2(k);

(3.32)

où X(k) = (x1(k); x2(k))T et Y (k) = (y1(k); y2(k); y3(k))T :

Preuve Le système d�erreur (3.31) peut être décrit

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

e1(k + 1) =
3X
j=1

b1jyj(k) + g1(Y (k)) + u1 � �(f1(X(k)); f2(X(k)));

e2(k + 1) = f2(X(k))� '

 
3X
j=1

b2jyj(k) + g2(Y (k)) + u2

!
;

e3(k + 1) =
3X
j=1

b3jyj(k) + g3(Y (k))� �(f1 (X(k)) ; f2 (X(k)));

(3.33)

substituant la loi de contrôle (3.32) dans (3.33) on trouve8>><>>:
e1(k + 1) = 1

2
e1(k) +

2
5
e2(k)� 2

3
e3(k);

e2(k + 1) = 1
2
e1(k) +

2
5
e2(k) +

2
3
e3(k);

e3(k + 1) = 1
2
e1(k)� 4

5
e2(k):

(3.34)
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Construisons une fonction de Lyapunov de la forme V (e1(k); e2(k); e3(k)) = e21(k)+e
2
2(k)+e

2
3(k):

�V = e21(k + 1) + e22(k + 1) + e23(k + 1)� e21(k)� e22(k)� e23(k)

= �1
4

�
e21(k) +

17

25
e22(k) +

1

9
e23(k)

�
< 0:

Il est immédiat que les toutes les solutions du système d�erreur (3.34) tendent vers zéro quand

k ! +1. Par conséquent, les systèmes (3.29) et (3.30) sont globalement synchronisés en 3D.
Le résultat de la simulation numérique du système d�erreur (3.34) est illustré dans la �gure

3.7.

Fig. 3.7 �L�évolution des erreurs de synchronisation (3.34).

3.3.3 Synchronisation en 2D

Le problème de la synchronisation réduite en 2D entre le système maître (3.29) et le système

esclave (3.30), est de trouver les contrôleurs ui; i = 1; 2; 3, et des fonctions  : R2 ! R;�; ! :

R! R; de telle sorte que les erreurs de synchronisation(
e1(k) = y1(k)�  (x1(k); x2(k)) ;

e2(k) = x2(k)� �(y2(k))� ! (y3(k)) ;
(3.35)

satisfont que lim
k!+1

ei(k) = 0; pour i = 1; 2: On suppose que les fonctions � et ! sont inver-

sibles.
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Remarque 3.2 Du système des erreurs (3.35), il est clair que y1 est généralement synchronisé

avec x1 et x2, et x2 est inversement généralement synchronisé avec y2 et y3. Par conséquent,

une synchronisation généralisée et généralisée inverse co-existent pour la synchronisation des

systèmes (3.29) et (3.30) en 2D.

Le système d�erreurs (3.35) peut être décrit comme suit8>>>><>>>>:
e1(k + 1) =

3X
j=1

b1jyj(k) + g1(Y (k)) + u1 �  (f1(X(k)); f2(X(k))) ;

e2(k + 1) = f2(X(k))� �

 
3X
j=1

b2jyj(k) + g2(Y (k)) + u2

!
� !

 
3X
j=1

b3jyj(k) + g3(Y (k)) + u3

!
:

(3.36)

Dans ce cas, la loi de contrôle U peut être construite comme suit8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u1 = �
3X
j=1

b1jyj(k)� g1(Y (k))� u1 +  (f1(X(k)); f2(X(k)))� e1(k)� e2(k);

u2 = �
3X
j=1

b1jyj(k)� g1(Y (k)) + �
�1 (e1(k)� e2(k)) ;

u3 = �
3X
j=1

b3jyj(k)� g3(Y (k)) + !
�1 (f2(X(k))) ;

(3.37)

où ��1 et !�1 sont les fonctions inverses de � et !; respectivement. En substituant la de

contrôle(3.37) dans (3.36), le sysème d�erreurs peut être décrit comme suit(
e1(k + 1) = 1

2
e1(k) +

1
2
e2(k);

e2(k + 1) = 1
2
e1(k)� 1

2
e2(k):

(3.38)

On construit une fonction de Lyapunov de la forme V (e1(k); e2(k)) = e21(k) + e22(k);

�V = e21(k + 1) + e22(k + 1)� e21(k)� e22(k)

= �1
2

�
e21(k) + e22(k)

�
< 0:

Par conséquent, de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est immédiat que lim
k!+1

ei(k) =

0; (i = 1; 2): D�où nous avons proposé le résultat suivant

Théorème 3.4 Le système maître (3.29) et le système esclave (3.30) sont réduits synchronisés

en 2D sous la loi de contrôle (3.37).

Le résultat de la simulation numérique du système d�erreurs (3.38) est illustré dans la �gure

3.8.
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Fig. 3.8 �L�évolution des erreurs de synchronisation (3.38).

3.4 Système fractionnaire tridimensionnel généralisé de

Hénon

Dans cette section, nous proposons une forme fractionnaire d�un nouveau système tridimen-

sionnel généralisé de Hénon en étudiant l�existence du chaos et son contrôle. A l�aide des dia-

grammes de bifurcation, des portraits de phases et des exposants de Lyapunov, nous montrons

que le comportement général du système fractionnaire proposé dépend de l�ordre fractionnaire.

Nous présentons également deux schémas de contrôle du système en question. Cette section a fait

l�objet d�une publication : The fractional form of a new three-dimensional generalized

Hénon map, Advances in Di¤erence Equations (2019) 2019 :122 [178].

3.4.1 La dynamique du système

Considérons le nouveau système tridimensionnel généralisé de Hénon [179] suivant :8>><>>:
x(n+ 1) = a� y2(n) + bz(n);

y(n+ 1) = x(n);

z(n+ 1) = y(n);

(3.39)

où a et b sont les paramètres de bifurcation. Ce système est chaotique, par exemple, lorsque

(a; b) = (0:7281; 0:5) et (x(0); y(0); z(0)) = (1; 0; 0), comme illustré par les portratits des phases

montrés dans la �gure 3.9.
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Fig. 3.9 �(a) L�attracteur chaotique du système (3.39) dans : (a) le plan x�y (b) le plan x�z
(c) l�espace x� y � z:

Il est toujours nécessaire d�analyser le diagramme de bifurcation correspondant au paramètre

spéci�que et critique a�n de mieux cerner le comportement (la dynamique) du système chaotique,

voir �gure 3.10.

Fig. 3.10 � (a)Le diagramme de bifurcation du système (3.39) ; (b) L�exposant maximal de

Lyapunov

Le système (3.39) peut être réecrit sous une forme de di¤érence du premier ordre comme suit8>><>>:
�x(n) = a� y2(n) + bz(n)� x(n);

�y(n) = x(n)� y(n);

�z(n) = y(n)� z(n):

(3.40)

Introduisons la delta di¤érence de Caputo-like dé�nie dans (1.22) on se ramène au système
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d�ordre fractionnaire8>><>>:
C�v

ax(t) = a� y2(t� 1 + v) + bz(t� 1 + v)� x(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = x(t� 1 + v)� y(t� 1 + v);
C�v

az(t) = y(t� 1 + v)� z(t� 1 + v);
(3.41)

où t 2 Na+1�v; 0 < v < 1 désigne l�ordre fractionnaire, et a est le point initial. La formule

intégrale discrete décrite dans Théorème 1.6, nous donne le système équivalent8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x(t) = x(a) + 1
�(v)

t�vX
s=a+1�v

(t� s� 1)(v�1)(a� y2(s� 1 + v) + bz(s� 1 + v)� x(s� 1 + v));

y(t) = y(a) + 1
�(v)

t�vX
s=a+1�v

(t� s� 1)(v�1)(x(s� 1 + v)� y(s� 1 + v));

z(t) = z(a) + 1
�(v)

t�vX
s=a+1�v

(t� s� 1)(v�1)(y(s� 1 + v)� z(s� 1 + v));

(3.42)

où t 2 Na+1�v: Prenant en compte que (t� s� 1)(v�1) = �(t�s)
�(t�s�v+1) est une fonction discrète

de Kernel, et avec un point de départ a = 0, il en résulte les formules numériques suivantes8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x(n) = x(0) + 1
�(v)

nX
j=1

�(n�j+�)
�(n�j+1) (a� y2(j � 1) + bz(j � 1)� x(j � 1));

y(n) = y(0) + 1
�(v)

nX
j=1

�(n�j+�)
�(n�j+1) (x(j � 1)� y(j � 1));

z(n) = z(0) + 1
�(v)

nX
j=1

�(n�j+�)
�(n�j+1) (y(j � 1)� z(j � 1)):

(3.43)

Par les mêmes valeurs des conditions initiales et des paramètres de bifurcation adoptéss dans

la �gure 3.9 ci-dessus, des simulations sur ordinateur ont été utilisées pour évaluer les formules

numériques (3.43) a�n d�avoir une perspective autour de la dynamique du système fractionnaire

(3.41). Le diagramme de bifurcation et l�exposant de Lyapunov maximal correspondant pour

v 2 [0:96; 1] sont montrés dans la �gure 3.11 On pose n = 700 et on illustre seulement les 200
dernières itérations. L�exposant de Lyapunov maximal a été calculé en utilisant l�algorithme de

la matrice jacobienne proposé dans [180]. Les �gures 3.11(a) et 3.11(b) visualisent comment le

comportement du système régi par l�ordre fractionnaire v: D�abord, notons que si 0 � v � 0:969
le système fractionnaire diverge vers l�in�ni. En revanche, on peut observer qu�il existe des lignes

verticales avec un exposant de Lyapunov maximal positif quand v 2 ]0:969; 0:97[ : Dans ce cas,

la solution x(n) converge vers un attracteur chaotique.
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Dans les �gures 3.11(a) et �gure 3.11(b), on peut voir qu�il y a une transition du chaos

vers des cycles périodiques, suivie par des series d�apparition et de disparition de chaos, ce qui

signi�e que l�exposant de Lyapunov maximal change leurs valeurs entre des nombres et négatifs

et positifs quand v 2 [0:97; 0:986] : Finalement, quand v 2 ]0:986; 1] ; la solution x(n) converge
toujours vers un attracteur étrange.

Dans ce qui suit, on illustre le diagramme de bifurcation pour a 2 [0:3; 0:8] ; voir �gure

3.14. Pour avoir ces diagrammes on pose n = 2000 et �xons b = 0:5. Puis enlevant les 1700

premiers resultats, et les 300 derniers points sont illustrés dans les �gures 3.14(a) et 3.14(b),

correspondantes aux valeurs d�ordre fractionnaire v = 0:987 et v = 0:975 , respectivement.

Quand a passe à l�interval [0:66; 0:7885] ; des cycles périodiques et des régions chaotiques sont

apparus. Toutefois, quand v = 0:975; on peut observer une transition du comportement chaotique

vers orbite périodique de période 3 qui soudainement se transforme vers 3 petits attracteurs quand

a = 0:326:En incrémentant le paramètre a, le système fractionnaire passe directement vers un

régime purement chaotique. Il est imporant de montrer qu�un système dynamique fractionnaire

ne jamais reproduit le même exposant maximal de Lyapunov deux fois de suite, on conclut que

chaque valeur de v avait son propre attracteur.

Fig. 3.11 �(a) Bifurcation du système fractionnaire (3.41) d�ordre fractionnaire v; (b) Exposant

maximal de Lyapunov en fonction d�ordre fractionnaire v:

Dans la �gure 3.13, un attracteur qui contient une orbite périodique est illustré. Les �gures

3.14 et 3.15 montrent des attracteurs chaotiques des systèmes fractionnaires correspondants aux

valeurs v = 0:987 et v = 0:9695, respectivement. Finalement, la �gure 3.16 illustre les états du

système fractionnaire avec 2000 itérations, (a; b) = (0:7281; 0:5); (x(0); y(0); z(0)) = (1; 0; 0) et
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Fig. 3.12 �Diagramme de bifurcation dans le plan (a; x) pour b = 0:5 quand : (a) v = 0:987,(b)

v = 0:975:

v = 0:987:

Fig. 3.13 �L�orbite périodique obtenue pour n = 2000 et v = 0:975 dans : (a) le plan x � y ;

(b) le plan x� z ; (c) l�espace x� y � z:

3.4.2 Stratégie du contrôle

L�un des aspects les plus importants dans l�étude des systèmes dynamiques est le développe-

ment de stratégie de contrôle pour achever une stabilisation. Un autre aspect interessant est la

synchronisation d�un système chaotique avec un autre. Dans cette section, on introduit deux lois

de contrôle ayant pour objectif de stabiliser et synchroniser le système fractionnaire proposé.
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Fig. 3.14 �L�attracteur chaotique obtenu pour n = 2000 et v = 0:987 dans : (a) le plan x� y ;

(b) le plan x� z ; (c) l�espace x� y � z:

Fig. 3.15 �L�attracteur chaotique obtenu pour n = 2000 et v = 0:9695 dans : (a) le plan x� y ;
(b) le plan x� z ; (c) l�espace x� y � z:

Fig. 3.16 �L�évolution des états du système fractionnaire pour v = 0:987:
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Stabilisation

L�objectif de stabiliser le système proposé est de trouver une loi de contrôle adaptative de

façon que les états du système sont stabilisés vers zéro. Les théorèmes suivants présentent nos

résultats.

Théorème 3.5 Le système d�ordre fractionniare (3.41) peut être stabilisé sous la loi de contrôle

unidimensionnelle suivante :

u(t) = �a+ y2(t)� bz(t): (3.44)

Preuve Le système d�ordre fractionnaire contrôlé (3.41) peut être décrit8>><>>:
C�v

ax(t) = a� y2(t� 1 + v) + bz(t� 1 + v)� x(t� 1 + v) + u(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = x(t� 1 + v)� y(t� 1 + v);
C�v

az(t) = y(t� 1 + v)� z(t� 1 + v):
(3.45)

Substituant la loi de contrôle proposée (3.44) dans (3.45) on aura8>><>>:
C�v

ax(t) = �x(t� 1 + v);
C�v

ay(t) = x(t� 1 + v)� y(t� 1 + v);
C�v

az(t) = y(t� 1 + v)� z(t� 1 + v):
(3.46)

Le système (3.46) peut être écrit sous la forme

C�v
a (x(t); y(t); z(t))

T = M � (x(t� 1 + v); y(t� 1 + v); z(t� 1 + v))T ; (3.47)

où

M =

0BB@
�1 0 0

1 �1 0

0 1 �1

1CCA :

Notre objectif est de montrer que le zéro équilibre de (3.47) est asymptotiquement satble, que

signi�e que les états du système converge vers zéro. La stabilité asymptotique peut être établie

en utilisant la méthode de linéarisation décrite dans Théorème 1.7. Maintenant il est facile de

voir que toutes les valeurs propres �1; �2 et �3 de la matrice M satisfont

jarg �ij = � >
v�

2
et j�ij = 1 < 2 cos

�
jarg �ij � �

2� v

�v
; i = 1; 2; 3:
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Selon le Théorème 1.7 il est évident que la zéro solution de (3.47) est asymptotiquement stable

et, par conséquent, le système d�ordre fractionnaire (3.41) est stabilisé.

Une simulation numérique a été e¤ectuée pour illustrer le résultat du Théorème 3.5. On a

choisi les paramètres (a; b) = (0:7281; 0:5), et les conditions initiales (x(0); y(0); z(0)) = (1; 0; 0),

et l�ordre fractionnaire v = 0:98. Supposant a = 0, l�évolution des états vers zéro est illustrée

dans la �gure 3.17, ce qui con�rme le contôle théorique proposé dans Théorème 3.5.

Fig. 3.17 �Les états stabilisés et l�attracteur du système fractionnaire (3.41).

Synchronisation

La synchronisation renvoie à l�addition d�un paramètre de contrôle au système chaotique

contrôlé et l�adaptation de contrôle de manière que les états du système soient synchronisés.

Pour le système maître, on choisit le système fractionnaire tridimensionnel proposé dans [181].

Le système maître est décrit pour t 2 Na+1�v par8>><>>:
C�v

axm(t) = �xm(t� 1 + v)� �zm(t� 1 + v);
C�v

aym(t) = �zm(t� 1 + v) + xm(t� 1 + v)� ym(t� 1 + v);
C�v

azm(t) = 1 + ym(t� 1 + v)� �z2m(t� 1 + v)� zm(t� 1 + v):
(3.48)
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Pour (�; �) = (0:99; 0:2) ; a = 0 et v = 0:984, le système fractionnaire (3.48) est chaotique

comme illustré dans la �gure 3.18. Notons que l�indicem dans les états désigne le système maître.

De manière analogue, l�indice s est utilisé pour désigner les états du système esclave. Le

système esclave, est alors décrit par8>><>>:
C�v

axs(t) = a� y2s(t� 1 + v) + bzs(t� 1 + v)� xs(t� 1 + v) + u1(t� 1 + v);
C�v

ays(t) = xs(t� 1 + v)� ys(t� 1 + v) + u2(t� 1 + v);
C�v

azs(t) = ys(t� 1 + v)� zs(t� 1 + v) + u3(t� 1 + v);
(3.49)

où les fonctions ui; i = 1; 2; 3 désignent les contrôleurs de synchronisation.

Fig. 3.18 �Le comportement chaotique du système fractionnaire (3.48)

Le système d�erreur correspondant à la stratégie de synchronisation est dé�ni par8>><>>:
e1(t) = xm(t)� xs(t);

e2(t) = ym(t)� ys(t);

e3(t) = zm(t)� zs(t):

(3.50)

Pour réaliser une synchronisation complete entre entre le système maître (3.48) et le système

esclave (3.49), on discute la stabilité asymptotique de la zéro solution du système d�erreur donné

dans (3.50).

D�une autre manière, on trouve les contrôleurs u1; u2 et u3 pour lesquels la solution du système

d�erreur (3.50) tend vers zéro quand t tend vers l�in�ni. Le théorème suivant présente la loi de

contrôle proposée pour ce schéma de synchronisation.
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Théorème 3.6 Pour 8>><>>:
u1(t) = �a+ y2s(t)� bzs(t)� �zm(t);

u2(t) = �zm(t);

u3(t) = 1� �z2m(t);

(3.51)

le système maître (3.48) et le système esclave (3.49) sont synchronisés.

Preuve Le système d�erreur (3.50) a une di¤érence fractionnaire de Caputo8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

C�v
ae1(t) = a� y2s (t� 1 + v) + bzs (t� 1 + v)� xs (t� 1 + v) + u1 (t� 1 + v)

+xm (t� 1 + v) + �zm (t� 1 + v) ;
C�v

ae2(t) = xs(t� 1 + v)� ys(t� 1 + v) + u2(t� 1 + v)� �zm(t� 1 + v)
�xm(t� 1 + v) + ym(t� 1 + v);

C�v
ae3(t) = ys(t� 1 + v)� zs(t� 1 + v) + u3(t� 1 + v)� 1� ym(t� 1 + v)

+�z2m(t� 1 + v) + zm(t� 1 + v);

(3.52)

Substituant la loi de contrôle (3.51) dans (3.52) on aura8>><>>:
C�v

ae1(t) = �e1(t� 1 + v);
C�v

ae2(t) = e1(t� 1 + v)� e2(t� 1 + v);
C�v

ae3(t) = �e2(t� 1 + v)� e3(t� 1 + v):
(3.53)

Les valeurs propres de la partie linéaire du système (3.53) satisfont les conditions de stabilité

jarg �ij >
v�

2
et j�ij < 2 cos

�
jarg �ij � �

2� v

�v
; i = 1; 2; 3:

Selon le Théorème 1.7, nous avons que la zéro solution de (3.53) est asymptotiquement globale-

ment stable et, par conséquent, les systèmes (3.48) et (3.49) sont synchronisés.

La loi de contrôle citée dans Théorème 3.6 est con�rmée par des simulations numériques. La

�gure 3.19 illustre l�évolution en fonction du temps des systèmes maîtres et esclave (3.48)-(3.49)

après le contrôle. Les erreurs tendent clairement vers zéro, indiquant que la synchronisation

décrite est réussite.

3.5 Conclusion

Ce chapitre repasse en revue toutes les recherches essentielles de la thèse qui seraient expo-

sées en trois sections. Une première section a pour vocation d�assurer qu�une coexistence entre
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Fig. 3.19 �L�évolution des états des systèmes maître et esclave (3.48)-(3.49) après le contrôle.

d�une part une nouvelle synchronisation généralisée hybride des systèmes dynamiques discrets

chaotiques et d�autre part des systèmes hyperchaotiques d�ordre entier suivie d�une application

numérique qui explicite le schéma de synchronisation proposé. Alors que dans la deuxième,

sera vouée à la synchronisation développée et réduite entre des systèmes discrets chaotiques et

hyperchaotiques d�ordre entier en 2D et en 3D. Ainsi, les deux lois de contrôle y seront dévelop-

pées non sans simulations numériques. La troisième y sera présentée tout en appliquant le calcul

fractionnaire, (voir chapitre 2) la forme fractionnaire du système tridimensionnel généralisé chao-

tique de Hénon et il y sera exposé en clarté les deux nouveaux schémas de contrôle stabilisant et

synchronisant ce nouveau système.
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Les équations de di¤érence sont de plus en plus utilisées comme modèles mathématiques dans

de nombreuses disciplines, notamment la génétique, l�écologie, la physiologie, les réseaux neuro-

naux, la psychologie, l�ingénierie, la physique, la chimie et les sciences sociales...etc. Leur aptitude

à l�informatisation et leur simplicité mathématique ont attiré des chercheurs d�un large éventail

de disciplines. Les equations de di¤érence sont générées par des fonctions ou par la discrétisation

d�une equation di¤érentielle. Les algorithmes de discrétisation font partie d�une discipline appelée

analyse numérique qui appartient à la fois aux mathématiques et à l�informatique. Comme la

plupart des équations di¤érentielles sont insolubles, il faut recourir aux ordinateurs pour obte-

nir de l�aide. Cependant, les ordinateurs ne comprennent que les récursions ou les équations de

di¤érence, d�où la nécéssité de discrétiser les équations di¤érentielles.

Edward Lorenz est l�un des pionniers les plus ancients et les plus in�uents de la théorie du

chaos. Malgrès que sa formation ait été en météorologie, il a une compréhension approfondie

des équations di¤érentielles. En 1960, il a commencé un projet pour simuler des modèles mé-

téorologiques modélisés par un système de trois équations di¤érentielles (maintenant nommé

d�après lui). Déconcerté par ses résultats, il découvrit qu�à chaque fois qu�il modi�ait légèrement

les conditions initiales, les modèles météorologiques simulés changeaient radicalement. Cela l�a

conduit à la découverte de l�une des caractéristiques du chaos, à savoir la dépendance sensible

aux conditions initiales, populairement connue sous le nom d�e¤et papillon.

L�idée de synchroniser deux systèmes chaotiques identiques qui partent de conditions initiales

di¤érentes a été introduite par Pecora et Carroll. En utilisant un signal transmis, ils ont montré

que la synchronisation se produit lorsque les éléments de Lyapunov pour le sous-système esclave

sont tous négatifs. Depuis cette recherche fondatrice, la question de la synchronisation du chaos

a suscité un grand intérêt dans la science et l�ingénierie non linéaire. Au début, en modi�ant le
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schgéma de Pecora et Carroll, la plupart des méthodes se sont concentrées sur une synchronisation

complète (identique). Par la suite, di¤érents types d synchronisation ont été proposés dans la

littérature, tant pour les systèmes continus que pour les systèmes discrets.

Ces dernières années, les chercheurs se sont intéressés aux systèmes fractionnaires corres-

ponsnats aux systèmes d�ordre entier les plus connus. L�idée de base est que les équations aux

di¤érences fractionnaires ont une mémoire in�nie, ce qui améliore à la fois la �exibilité du modèle

dynamique dans la représentation des phénomènes physiques et possède la propriété intéressante

de la mémoire in�nie. Le calcul fractionnaire en temps continus existe depuis des siècles. Cepen-

dant, son homologue discret est relaticement nouveau. Des études récentes ont tenté de formuler

un cadre pour le calcul fractionnaire en temps discret dans lequel sa stabilité et sa théorie de

transformation sont établies.

Cette thèse est un traité d�introduction sur les modèles discrets chaotiques d�ordre entier

et fractionnaire et leurs dynamiques et synchronisations. Il fournit une introduction à la dy-

namique des modèles discrets. Cette thèse comporte trois chapitres, dont le premier chapitre

est consacré aux systèmes dynamiques discrets d�ordre entier et fractionnaire et l�analyse de

stabilité des points �xes et p-cycles des modèles discrets non-linéaires unidimensionnels et multi-

dimensionnels. Ensuite, une brève discussion des notions de bifurcation est présentée. Par la

suite, une généralisation des systèmes discrets d�ordre entier universels bien connus aux systèmes

discrets d�ordre fractionnaire a été donnée et dont les états sont avec mémoire en indiquant que

l�ordre de di¤érence se prend comme un paramètre et agissant au comportement de ses sys-

tèmes. Le deuxième chapitre est consacré au chaos et synchronisation, dé�nissant le phénomène

du chaos ainsi que ses multiples quanti�cateurs enrichi par des exemples connus illustrés chacun

d�eux par les simulations numériques appropriées. Ensuite, la théorie de synchronisation y a été

abordé en parlant de ses di¤érents types les plus performants et mettant en exergue la méthode

du conroleur actif qui est la plus favorable dans ce contexte. En�n , dans le troisième et le der-

nier chapitre, nous présentons nos résultats essentiels de cette thèse composé de tois sections

élaborants chacune un résultat basé sur les théories discutées aux derniers chapitres.

Notre plan pour les travaux futurs comprend une enquête sur de nouveaux systèmes discrets

d�ordre entier et fractionnaire et leur applicabilité dans le cryptage et la communication sécurisée.

Les resultats pourront aussi déboucher sur de nouveaux schémas de synchronisations des systèmes

chaotiques discrets et d�autres algorithmes menant à quanti�er et synchroniser le chaos dans ces

systèmes.
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