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In the study of the propagation of acoustic waves, it should
be noted that the Moore-Gibson-Thompson equation is one of the
equations of nonlinear acoustics describing acoustic wave
propagation in gases and liquids. The behavior of acoustic
waves depends strongly on the medium property related to
dispersion, dissipation, and nonlinear effects. It arises from
modeling high-frequency ultrasound (HFU) waves. In this work,
we have studied the solvability of the nonlocal mixed boundary
value problem for the fourth order of the Moore-Gibson-
Thompson equation. Galerkin’s method was the main used tool
for proving the solvability of the given nonlocal problem.

l(GvaordS:Moore - Gibson - Thompson equations, Faedo-Galerkin
method, integral conditions.



Dans 1'étude de la propagation des ondes acoustiques, il faut
noter que 1l'équation de Moore-Gibson-Thompson est 1l'une des

équations de 1'acoustique non linéaire décrivant la
propagation des ondes acoustiques dans les gaz et les
liquides. Le comportement des ondes acoustiques dépend

fortement de la propriété du milieu liée a la dispersion, a la
dissipation et aux effets non linéaires. Il résulte de 1la
modélisation des ondes ultrasonores a haute frégquence (HFU).
Dans ce travail, nous avons étudié la solvabilité du probleme
des valeurs aux limites mixtes non locales pour le quatrieme
ordre de 1'équation de Moore-Gibson-Thompson. La méthode de
Galerkin était le principal outil wutilisé pour prouver la
solvabilité du probléme non local donné.

Mots clés : 1es équations de Moore - Gibson -Thompson, la
méthode de Faedo-Galerkin, les conditions intégrales.
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Introduction générale

Des recherches sur la propagation non linéaire du son dans une situation d’ondes
de forte amplitude ont montré une littérature sur des modeles différentiels partiels
physiquement bien fondés [1, 2, 13, 16]. Ce domaine de recherche toujours trés ac-
tif est porté par un large éventail d’applications telles que l'utilisation médicale
et industrielle des ultrasons de haute intensité en lithotritie, thermothérapie et net-
toyage par ultrasons. Les modeles classiques d’acoustique non linéaire sont ’équation
de Kuznetsov, I’équation de Westervelt et I'équation KZK (Kokhlov-Zabolotskaya-
Kuznetsov). Pour une analyse mathématique de l'existence et de 1'unicité de plu-
sieurs types de problémes de valeurs aux limites initiales pour ces EDP non linéaires
du second ordre dans le temps, nous nous référons [9, 10, 11]. En se concentrant sur
I’étude de la propagation des ondes acoustiques, il convient de noter que 1’équation
MGT est 'une des équations de ’acoustique non linéaire qui décrit la propaga-
tion des ondes acoustiques dans les gaz et les liquides. Le comportement des ondes
acoustiques dépend fortement de la propriété du milieu liée a la dispersion, & la
dissipation et aux effets non linéaires. Il résulte de la modélisation des ondes ultra-
sonores & haute fréquence (HFU) [8, 26]. La dérivation de ’équation, basée sur la
mécanique du continuum et des fluides, prend en compte la viscosité et la conduc-
tivité thermique ainsi que 'effet du rayonnement de chaleur sur la propagation du
son. Ce modéle est réalisé par I’équation hyperbolique du troisiéme ordre

TUt + Uge — CQAU - bAU,t = 0,

la fonction inconnue u = u(z,t) désigne la vitesse acoustique scalaire, ¢ désigne
la vitesse du son et 7 désigne la relaxation thermique. Par ailleurs, le coefficient
b = Bc? est lié a la diffusion du son avec 8 € (0, 7]. [33] Chen et all ont étudié le
résultat de I’explosion pour ’équation semi-linéaire de Moore - Gibson -Thompson
avec non-linéarité de type dérivé dans le cas conservateur défini comme suit

By + gy — Au — BAu; = |ut\p,x eR",t> 0.
Ce travail est lié aux travaux suivants [12, 29]. Maintenant, lorsque nous parlons de

I'équation (MGT) avec terme mémoire, nous avons I. Lasieka et all dans [14] ont
étudié la décroissance exponentielle de ’énergie du troisiéeme ordre temporellement



de I'équation de Moore-Gibson-Thompson avec un terme de mémoire comme suit

t
TUt + auy — ¢ Au — bAu, — /g(t — s)Aw (s)ds =0,

0

ol 7, a, b, ¢® sont des paramétres physiques et A est un opérateur auto-adjoint positif
sur un espace de Hilbert H. Le terme de convolution f(f g(t — s)Aw (s) ds reflete les
effets mémoire des matériaux dus & la viscoélasticité. Dans [?] 1. Lasieka et X.
Wang ont étudié la décroisasse générale de la solution du méme probléme ci-dessus.
L’équation de Moore-Gibson-Thompson avec condition non locale est un nouveau
probléme posé. L’existence et I'unicité de la solution généralisée sont établies par
'utilisation de la méthode Galerkin. Trop de phénomeénes physiques sont modélisés
par des problémes de valeurs aux limites initiales pour des équations différentielles
partielles d’évolutions du second ordre, équations (a = 0) avec des contraintes non
locales telles que des conditions aux limites intégrales, ot les données ne peuvent pas
étre mesurées directement sur la frontiére, mais la valeur moyenne de la solution sur
le domaine est connue, ce probléme peut étre rencontré dans de nombreux domaines
scientifiques et de nombreux modeéles d’ingénierie, les travaux précédents [5, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 29, 30, 31]. S Mesloub et all dans [25] ont appliqué la
méthode de Galerkin sur un probléme non local mixte de dimension supérieure pour
une équation de Boussinesq. Tandis que S. Boulaaras et all ont étudié ’équation de
Moore-Gibson-Thompson avec condition intégrale dans [4]. Motivés par ces résultats,
nous améliorons 'existence et I'unicité par la méthode de Galerkin de 1’équation du
quatriéeme ordre de Moore - Gibson - Thompson Type avec condition intégrale,
ce probléme a été cité par les travaux de F. Dell’Oro et V. Pata dans [6]. Nous
définissons le probléme comme suit

Ut + Oy + Puy — 0Au — 6Au; — yAuy = 0,
w(z,0) = ug (x), w(z,0) =uy (x), uy(z,0) =us (x), uy(x,0) = ug (x) (1)

g—;‘ = [ Jyu (& ) dedr, x € Q.

Le but de cette thése est de considérer le probléme de valeurs aux limites mixtes non
locales pour I’équation de Moore-Gibson-Thompson (MGT) pour tout (z;t) € Qr =
Qx(0,7),000 <T < ocoet ) CR"est un domaine borné avec un frontiere réguliere
09). Et prouver 'existence et I'unicité de la solution au probléme posé. Nous divisons
cette thése comme suit : Dans le premier chapitre quelques définitions et espaces
appropriés ont été donnés. Ensuite, Dans le deuxiéme chapitre nous avons défini
la modélisation physique et le contexte historique des équations de Moore-Gibson-
Thompson et ses applications. Enfin au troisiéeme chapitre est par 'utilisons de la
méthode de Galerkin nous avons prouvé ’existence, et nous démontrons 'unicité
avec la méthode classique.



Chapitre

Rappels d’analyse fonctionnelle

Dans le premier chapitre nous donnons quelques notion de la théorie des espaces
fonctionnel et quelques inégalités et lemmes importante dans la suite.

1.1 Les espaces fonctionnelles

1.1.1 Espace de Banach

Dans tout ce chapitre k est le corps des réels R ou le corps des complexes C.

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble des éléments, x, y, z sont des éléments de X
et o, B sont des éléments dans le corps k. On suppose que chaque paire des éléments
(x,y) peut étre combiné par un opération nommée addition pour donner un autre
élément z dénoté z = x + y. On suppose aussi que chaque nombre réel o et chaque
élément x peut étre combiné par une opération notée multiplication pour donner un
autre élément y dénoté par y = ax. L’ensemble X avec ces deux opérations est
nommé un espace vectorielle si les ariomes suivants sont satisfaits

a) r+y=y+z,

b x+(y+z)=(x+y)+2

c) Il y a dans X un élément unique, dénoté par 0 est nommé [’élément neutre
tel que x + 0 = x pour chaque x.

d) Pour chaque © € X correspond un élément unique, dénoté par —x tel que
r+ (—x) =0,

e) Les deuz opérations addition et multiplication donne

1) a(z+y) = ax + oy,

2)(a+ f)xr = ax + P,

3)(af) = a(Ba),



1.1. LES ESPACES FONCTIONNELLES

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel E est dit espace normé si pour chaque élément
u € E il existe un nombre réel noté par ||u|| (norme de u) vérifiant les axiomes

a) |lul| >0, ||u|| =0 si et seulement si u = 0.

b) [[Aull = [A[[[ul], VA €k

o) lu+ vl < ||lu|l+ ||v]| (Inégalité triangulaire) .

Définition 1.1.3 Dans un espace normé (E, ||.||), on introduit la métrique (distance

entre u et v) par
4 () = lu—v]. (1.1)

Définition 1.1.4 La convergence d’une suite (uy), cnd éléments de E vers u dans
la norme de E (convergence forte) est définie par

[tn —ul| — 0, (1.2)

est noté comme suit ;

Up = U.
Définition 1.1.5 Une suite (uy,), oy d’éléments de E est dite suite de Cauchy si
lup = uglly  — 0 quand p,q — oo,
<= Ve >0,IN. € N,Vp,q € N tel que p > N. et Vg > N. = ||u, — u,|| (£.3)

Définition 1.1.6 On dit qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach
sl est complet, c’est-a-dire que toute suite de Cauchy (x,)nen d’éléments de E est
une suite convergente dans E.

Exemple 1.1.1 On définir l’espace de Banach LP () par
1
LP(Q) = {u€Q—R, mesurable / /|u]p dr | < oo
Q

avecl < p < oo. (1.4)

lorsque p = +00 on dit que f est essentiellement bornée ou encore que f €
L> () si il existe C € Ry t.q |f] < C p.p..sur Q. La norme dans LP (Q)
donnée par

[ull 1p () = /|u|p dr | , avec 1 < p < o0, (1.5)
Q

[l oo ) = i f{C € Ry Jul < C pop..}. (1.6)

4



CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.7 On appelle un produit scalaire sur E et on note (.,.), tout forme
sésquilinéaire, hermitienne, définie positive définir de £ x E dans k, c’est-a-dire
(1) Linéarité a gauche : Vz,y,z € E.Va,p €k, (ax + By, z) = a(z, z) + By, 2).

(2) Hermitienne : Vz,y € F, (x,y) = (y,x).

(3) Définie positive : Yo € E — {0}, (xz,z) >0 et (z,2) =0 = 2z =0.
Naturellement sik = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie
positive.

Corollaire 1.1.1 On peut définit une norme sur E par la formule suivante

|z|| = /(z,x), Yz e€E . (1.7)

Définition 1.1.8 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’une
norme associée a un produit scalaire.

Proposition 1.1.1 Pour chaque u et v d’un espace préhilbertien H, on a l'inégalité
de Cauchy (Cauchy-Bunyakovski)

|(w, 0) | < lull g [0l - (1.8)

Théoréme 1.1.1 Pour qu’un espace normé E soit préhilbertien il faut et il suffit
que sa norme satisfasse a l'identité du parallélogramme c’est-a-dire

2 2 2 2
Iz +yllz + llz =yl =2 (Il + lyle) . Yoy € E. (1.9)

Définition 1.1.9 Un espace de Hilbert (H, (.,.)) est un espace préhilbertien qui est
complet pour la norme associée & ce produit scalaire. Plus naturellement on conclut
du théoréme ci-dessus un espace de Hilbert est wun espace de Banach sa norme
satisfait 'identité du parallélogramme.

Exemple 1.1.2 Sip =2, L?(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le
produit scalaire suivant

2

sy = | [edr)

Q

(o) = /uv da. (1.10)

L2(9)
Q

On peut considérer comme sous espaces dans LP () les espaces
a) C* ().
b) L’ensemble de tous les polynomes.

c) Cg° (2) .



1.1. LES ESPACES FONCTIONNELLES

Définition 1.1.10 Soit M un sous ensemble d’un espace préhilbertien H, on appelle
complémentaire orthogonal de M et on note par M+ ’ensemble

M+ ={x € H; Yae M (a,z)g =0}. (1.11)

Définition 1.1.11 Soit H un espace préhilbertien, on dit qu’une famille de vecteurs
(x;)ier est orthogonale si

et on dit qu’une famille de vecteurs (x;);cr est orthogonale ou orthonormée si
. 1, 1#£ 5
Vi;jel: (Ii,]:j)H:éij:{ Oj 27:‘; . (1.13)

Définition 1.1.12 Une famille de vecteurs (z;);c; d’un espace de Hilbert H, est dite
totale ou compléte si : {x;; i € I}L = 0. Une famille orthonormée totale est appelée
base orthonormée de H ou base hilbertienne ou systéeme fondamental.de H.

Définition 1.1.13 Un espace de Hilbert H est séparable s’il posséde une suite de
points qui est dense dans H.

Théoréme 1.1.2 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Définition 1.1.14 FEn plus de la convergence forte dans H on considére aussi la
convergence faible ou converge au sens de produit scalaire (uy), oy d’éléments de H,
on dit qu’elle converge faiblement vers u si :

(up — u,v); — 0 quand n — oo pour tout v € H, (1.14)

et on note par
Up — U

Proposition 1.1.2 Si (uy), .y converge au norme vers u, alors elle converge faible-
ment vers u, 'inverse n’est pas vrai au général. Cependant si u, — u et ||u,| — ||u/,

f
alors dans ce cas u, — u.

1.1.3 Espace de Sobolev

Dérivées généralisées.
On sait que pour deux fonctions u(z) et v(z) indéfiniment différentiables dans
Q C R", c’est 'une d’elle par exemple v € C§°(2), on a I'égalité

/{ULH_UMLW}M:OOMZ(lcl,...,/cn)

k k k k
8x118x22...8xﬁ” 8x118x22...8x§"
Q

avec |k| =k + -+ k,,

(1.15)

que l'obtient & Paide de |k| intégration par parties.

6



CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

BILd
k1 9..k2 kn
0xy' 0xy*...0xk

u(z) intégrable dans tout ¥ C Q, la fonction Wy, i, si pour tout v € C(S2), on a

[’égalité
Olkly
/ (u + (—1)k|vwk1,k2,,kn) dr =0, (1.16)
Q

Définition 1.1.15 On appelle dérivée généralisée d’une fonction

Oxi Oxk? - - Oahn
la fonction Wy,..k, sera notée par
Okl
Oxhoxk? . Oxhn

Cette notion de dérivée généralisée est une extension de la dérivée classique les
D.G conservent beaucoup (mais pas toutes) de propriétés des D.G (somme, produit,
ordre,. ..) par exemple I'extension des dérivées d’ordre inférieurs a k. Cependant si

n

(1.17)

u(z) & des dérivées généralisées d’ordre inférieur a |k| de sous type |k| = E k; et si

/ |ul” dz < oo (p > 1) (existe) . Alors dans ce cas u a toute ¢ dérivées généralisées

d’ordre inférieures a |k| appartient a L? ().

Définition 1.1.16 W! (Q) (Q C R") est l’ensemble de tous les fonctionu € L™ ()
ayant des dérivées généralisées jusqu’a lordre | (inclus) dans L™ (Q2).Si on muni
W () de la norme suivante

||U|| = ||u||W}n(Q)

- /zz

k=0 |k|

m

Alkly

PRETS dr | | (1.18)

on obtient un espace de Banach.

Définition 1.1.17 W™ (Q) est le sous espace de W' () constitués de toutes les
fonctions u € W' () et en support compact dans Q. L’espace Wy P(I) est muni de
la norme induite par WP (I).

Définition 1.1.18 On note lespace W (Q) par HY(Q) et Wy par HE(Q), H'(Q)
et HY(Q) sont des espaces de Hilbert muni de produit scalaire défini par

1
(u,0)5 =

u, U)W;(Q)

= (U, U)LQ(Q) + (uﬂ?a UJ»‘)L2(Q) : (119)

7



1.1. LES ESPACES FONCTIONNELLES

O

n
Uy Uy = E Ug,; Vg,
=1
n

2= v, (1.20)

=1
n

2 _ E 2
i=1

L’espace H}(Q) joue un réle trés important pour la résolution des probléemes aux
limites des E.D.P de second ordre de tous types.

Remarque 1.1 Yu € H}(Q) et v € H(Q) on a alors

ou dv —
= — = 1,n. 1.21
(9in dx /uaxi de, i=1,n (1.21)
Q Q

Remarque 1.2 On prouve que siv € W, (), alors u € W} (Q)

ou

€ WHQ)=uecL'(Q) et — L' (Q).

" Ox
/|u| dr = /v2dx
Q

Q
< oo = uel'(Q).
ou ov
- — 27~
/ o dx / el dz
Q Q
2
< / % dx—l—/]v|2d:c
Q Q
< 4oo=u€ L'(Q), alorsu c W} (Q). (1.22)

8



CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

2
P

o0

ov

< R

< 26/(83:
Q

1
|v| + 502) dx
2 2

1 1

< 20/ (% % —|——v2—|——v2> dx

Q

2 c
<C€2 9 + (? + c) v2> dz
v 2

<c Y + cgvz> dx

oz
o ||? 9112
([ <1, )
()

= K[

ov

IA

IN

IA

[ (1.23)

1.2 Quelques inégalités et quelques lemmes im-
portants

Inégalité de Cauchy-Schwarz

ZZ%&W < (Zaijfi§j>

i=1 j=1 ij=1

N

(Z aijﬁi”j) , (1.24)

,j=1

vraie pour toute forme quadratique non négative a;;§;§; avec a;; = ay;, et pour
&5y M1y -5 My, sONL les réels arbitraires. a;; sont en général des fonctions.
Inégalité de Cauchy

1 1
V(a,b) € R?: |ab] < §a2 + 562. (1.25)

Inégalité de Cauchy avec «.
Soit € un nombre réel strictement positif, alors

€ 1
V(a,b) € R?: |ab| < —=a? + —1?. 1.26
(0/,)6 ‘a‘—2a+2€ ( )
Inégalité de Young.

Soient p et ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation
1 1
— - =1, (1.27)
p q
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1.2. QUELQUES INEGALITES ET QUELQUES LEMMES IMPORTANTS

alors
2 jal” 1Bl
V(a,b) € R* : |ab] < — + —. (1.28)
p q
Inégalité de Young avec ¢.
Soit € un nombre réel strictement positif, alors

V(a,b) € R?: |ab] < elal” + C(e) 6|7, (1.29)
ol p et ¢ sont reliés par la relation
1 1
—4+ =1, (1.30)
p q

et Ce) = L(ep) 7.
Inégalité intégrale de Holder.

1/p 1/q
V(f.9) € IP(Q) x LU(Q) / fol < / £ / P R 1Y
Q Q Q

ol p et ¢ sont toujours reliés par la relation : 1/p+1/q = 1.

Inégalité Trace
0
/|u| do < c/ <‘8_Z’ + |u|) dz, (1.32)
o0 Q

elle est vraie Yu € W (Q) et 9Q (réguliere). Si on pose u = v? ot v € W3 (), alors
u € W} (Q) et on obtient
ov 9 v\’ 9
— < — . .
8x‘+v}dx_/(€(8x> + cv® | do (1.33)
Q

/vzda < cl/ {|U|
o9 Q
Supposant que @ C R”, on remarque que Yu € W, ™ (), on a l'inégalité de

Inégalité de Poincaré
borné
/qux < C’é/uidx.

Q Q
lel?,, < C3llul? (1:34)

L2@)

Poincaré

Lemme de Gronwell
Si les hi(t), i = 1,2,3, sont des fonctions non négatives sur l'intervalle [0,T],
hi(t), ha(t) sont intégrables et hs(t) est non décroissante, alors de l'inégalité

T T
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

il s’ensuit que
.

/ ha(t)dt + ha(t) < e“Ths(t). (1.36)
0
L’intégral paramétrique (formule de Leibniz).
Soit
f:R?* — R? (1.37)
telle que f et % soient continues sur R2et soient o et 3 deux fonctions dérivables
de R™ dans R".Alors, “L’intégral paramétrique” (généralisée) F' définie sur R? par

:/f@w@, (1.38)

est dérivable

B(z)
2r@ = [ Zrwpa+ L0 s @) - 2 a9
a(x)

Remarque 1.3 Pour une fonction f qui ne dépend que de la seconde variable, on
retrouve bien le théoréme fondamental de l’analyse en posant

a(r)=a,f(z) =B
Formule de Green On suppose que 2 est un domaine borné de classe ¢ dans
R", et u,v € C? (Q) Les suivants sont appelés formules de Green

/v%ds /(UAU + VoVu) dz, (1.40)
o9 Q
ou ov
/(v% - u%)dS /(vAu — uAv)dz. (1.41)
o9 Q

ou dS désigne la mesure de surface sur 0f2. En effet, les formules de Green (1.40) et
(1.41) tiennent plus généralement pour u,v € C? (ﬁ) not (ﬁ), a condition que les
intégrales sur 2 et 0f) converge.
Cas spéciaux

1) Si on prend v = 1dans (1.41), on obtient

/—w /&Mx (1.42)

2) Si on prend u = v dans (1.41), on obtient

/u?ds / (ulu + |Vul?) da. (1.43)

o0 Q
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Chapitre

La méthode de Faedo-Galerkin et les équa-
tions de Moore - Gibson - Thompson

Dans la premiére section de ce chapitre nous expliquons la méthode de Faedo-
Galerkin, et son objectif et dans la deuxiéme section nous sommes intéressés a la
modélisation physique et le contexte historique des équations de Moore - Gibson -
Thompson.

2.1 La méthode de Faedo-Galerkin

Dans cette section nous donnons le schéma de Faedo-Galerkin, et pour cela nous
indiquons la définition suivante

2.1.1 Approximation de Faedo-Galerkin

Définition 2.1.1 Soit V' un espace de Hilbert séparable et {V,}, . une famille
d’espace vectoriels de dimension finie vérifiant les axiomes

V, C V,dimV,, < oo, (2.1)

V, =V quand n — oo. (2.2)
n
Au sens suivant : il existeU V,, sous-espace dense dans V' , tel que pour tout u € V,
i=1
on peut trouver une suite {un}eN* vérifiée : pour tout n, u, € V,, et u, — u dans V'
lorsque n — oo. L’espace V,, s’appelle une approzimation de Galerkin d’ordre n.

12



CHAPITRE 2. LA METHODE DE FAEDO-GALERKIN ET LES EQUATIONS
DE MOORE - GIBSON - THOMPSON

2.1.2 Le schéma de la méthode de Faedo-Galerkin

Soit P le probléeme exact pour lequel on cherche & montrer 'existence de la
solution dans un espace de fonction construit sur un espace de Hilbert séparable V'
et u la solution du probléme P. Aprés avoir fait un choix d’une approximation de
Galerkin V,, de V' il convient de définir un probléme approché P, dans I’espace de
dimension finie V,, ayant une unique solution u,,.

Le déroulement de I’étude est alors comme suivant

1. On définit la solution u,, du probléme P,.

2. On établit des estimations sur u,, "estimation a priori " pour montrer que u,

est uniformément bornée.

3. Par I'utilisation des résultats que wu,, est uniformément bornée, il est possible
d’extraire de {u, } .. une sous suite {u;, } .. qui a une limite dans la topologie
faible des espaces qui interviennent dans les estimations de ’étape 2. Soit alors
u la limite obtenue.

4. On montre que u est la solution du probleme P, donc elle est la solution
cherchée d’apres I'unicité.

5. Résultats des convergences fortes.

Notre objectif est de construire un procédé d’approximation qui nous fournit a la
limite une démonstration de I’existence de la solution, ce procédé revient a approcher
un(z,t) comme combinaison linéaire de fonctions des bases Z;(t) telle que

U (, 1) = Z Ci()Z;(x) (x,t) € Q x [0,T). (2.3)

Ou les C;(t) sont alors solutions d’un systéme de n—équations différentielles linéaires.

2.2 Les équations de Moore - Gibson - Thompson

En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes sont des équations aux
dérivées partielles non-linéaires qui décrivent le mouvement des fluides dans ’ap-
proximation des milieux continus. Elles gouvernent par exemple les mouvements de
I’air de I’atmosphere, les courants océaniques, I’écoulement de ’eau dans un tuyau, et
de nombreux autres phénomeénes d’écoulement de fluides. Elles sont nommées d’apres
deux physiciens Claude Navier et George Stokes. Dans ce travail, nous sommes in-
téressés a 'une des équations de Navier-Stokes, qui est I’équation de Moore-Gibson-
Thompson.

13



2.2. LES EQUATIONS DE MOORE - GIBSON - THOMPSON

2.2.1 La modélisation physique

L’équation (MGT) est I'une des équations de l'acoustique non linéaire décrivant
la propagation des ondes acoustiques dans les gaz et les liquides, résulte de la mo-
délisation des ondes ultrasonores a haute fréquence (HFU). Une équation (MGT) li-
néaire est le prélude aux équations non linéaires. Les modeéles classiques d’acoustique
non linéaire incluent ’équation de Kuznetsov, I’équation de Westervelt et ’équation
(KZK). Ce domaine de recherche est trés actif en raison d’un large éventail d’appli-
cations telles que |'utilisation médicale et industrielle de haute intensité échographie
en lithotritie, thermothérapie, nettoyage par ultrasons, etc. Une étude approfondie
des linéarisés modéles est un bon point de départ pour mieux comprendre les mo-
déles non linéaires. Ce qui est spécifique aux équations (MGT) est le fait que la
conductivité thermique est décrite par la loi de Maxwell - Catatneo - plutét que par
une loi de Fourier standard. La loi de Maxwell Cattaneo tient compte de la vitesse
finie de propagation du transfert de chaleur, éliminant ainsi le paradoxe de vitesse
infinie associé aux lois de Fourier. Ce phénomeéne est connu comme le paradoxe de
la conduction thermique. En introduisant la loi de flux de Maxwell Cattaneo, avec
un petit parameétre de relaxation 7 > 0 (temps de relaxation intrinseque du flux de
chaleur), le flux de chaleur se propage dans le milieu au cours du temps sous forme
de vague. Ce phénomeéne est également appelé second son. La valeur de ce parameétre
(relativement faible) dépend des parameétres physiques du fluide ou du gaz.

2.2.2 Le contexte historique

Nous mentionnerons maintenant les articles les plus importants publiés dans ce
domaine.

Les études dans ce domaine ont commencé en 1851, lorsque P. Stokes a publié
I’article suivant "An examination of the possible effect of the radiation of heat on the
propagation of sound", ou il a montré que le comportement des ondes acoustiques
dépend fortement de la propriété du milieu liée a la dispersion et aux effets non
linéaires. La dérivation de I’équation - basée sur la mécanique du continuum et des
fluides - prend en compte la viscosité et la conductivité thermique ainsi que 'effet du
rayonnement de chaleur sur la propagation du son. & partir de 1960, apres 'article
du F. Moore et W. Gibson intitulé par "Propagation of weak disturbances in a
gas subject to relaxing effects", ’équation de Moore - Gibson - Thompson (MGT)
a retenu beaucoup d’attention, le modéle dans cet article est réalisé a travers le
troisiéme ordre d’équation différentielle partielle hyperbolique

TUpt + Upp — CZAUJ - bAU,t = O, (24)

dans le sens physique des ondes acoustiques, la fonction inconnue v = u(z, t) désigne
une vitesse acoustique scalaire, ¢ désigne la vitesse du son et 7 désigne la relaxation
thermique. Par ailleurs, le coefficient b = B¢? est lié¢ & la diffusivité du son avec
7 € (0,f]. En particulier, il y a une transition d’un modeéle linéaire qui peut étre
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DE MOORE - GIBSON - THOMPSON

décrit avec un semi-groupe fortement continu exponentiellement stable dans le cas
0 < 7 < B au cas limite § = 7, ou la stabilité exponentielle d’un semigroupe
est perdue et il conserve d’une énergie définie convenable, pour cette raison, nous
appellerons le cas limite § = 7 le cas conservateur. Il existe de nombreux ouvrages
liés & ’équation, Nous mentionnons un article intitulé "Global solvability of Moore—
Gibson—Thompson equation with memory arising in nonlinear acoustics" de Irena
Lasiecka qui a étudié en 2016 la solvabilité globale de ’équation de Moore — Gibson
— Thompson avec terme mémoire apparaissant en acoustique non linéaire

9 2 (1 B 9
T Uttt + QU — C Tu — bTut = ﬁ g 1 + ﬂ u . (25)

Le systéme correspondant est constitué d’équations de mouvement (conservation
de l'impulsion) pour le variable v qui désigne la viscosité des particules fluides,
I’équation de continuité (conservation de la masse) reliant la densité du milieu a la
vitesse du fluide, gaz et la conservation de ’énergie (équation d’entropie-premiére
loi de la thermodynamique). Avec des conditions du Dirichlet homogeénes prescrites
a la limite d’'un domaine borné 2 C R", n = 3, ici b > 0 désigne un parameétre
de diffusivité, ¢? la vitesse du son et o représente le frottement. Les parameétres
positifs A, B représentent des interactions non linéaires, T' est un opérateur auto-
adjoint positif. Nous mentionnerons maintenant deux articles trés important ils sont
"Moore—-Gibson—Thompson equation with memory, part I : exponential decay of
energy" et "Moore—Gibson—Thompson equation with memory, partll : General decay
of energy", en 2015 — 2016 Irena Lasiecka, Xiaojun Wang ont étudié la décroissance
exponentielle de ’énergie et la décroissance générale de 1’énergie de ’équation de
Moore — Gibson — Thompson avec un terme mémoire définit comme suit :

t

Bups + uy — Au — SAuy — /g(t — s)w(s)ds = 0. (2.6)
0

Ce modeéle apparait dans les applications ultrasonores & haute fréquence tenant
compte du flux thermique et des temps de relaxation moléculaire. Selon la thermo-
dynamique irréversible étendue revisitée, la relaxation du flux thermique conduit a la
dérivée du troisiéme ordre dans le temps tandis que la relaxation moléculaire conduit
a des effets non locaux régis par des termes de mémoire. Le modeéle résultant est
de type hyperbolique avec des effets visqueux. Nous classons d’abord la mémoire en
trois types, ensuite, nous étudions comment un terme de mémoire cré un mécanisme
d’amortissement et comment la mémoire provoque une décroissance d’énergie méme
dans les cas ot le systéme sans mémoire d’origine est instable. Puis nous indiquons
Particle de Wenhui Chen et Alessandro Palmieri "Nonexistence of global solutions
for the semilinear Moore — Gibson — Thompson equation in the conservative case",
dans ce travail, les auteurs ont étudié ’existence locale et ’explosion de la solution
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2.2. LES EQUATIONS DE MOORE - GIBSON - THOMPSON

énergétique dans le cas sous-critique du probléme semi-linéaire de Cauchy associé a
I'équation (MGT) suivante :

{ Bupe + uy — Au — fAu = |ul”, reR" t>0 2.7)

(U, utautt)(oa I) = (u07u17 u2>a r e R™

Enfin, nous présentons 'article le plus important pour notre travail "On a Fourth-
Order Equation of Moore-Gibson—Thompson Type" de Filippo Dell’Oro et Vittorino
Pata en 2017, ils ont étudié ’existence locale pour une version abstraite de I’équation
du quatriéme ordre avec la méthode de semi-groupe et ils ont prouvé la stabilité
exponentielle du probleme suivant

Ut + QU + By — YAUy — 0Au, — 0Au = 0. (2.8)

Soumis & la condition aux limites de Dirichlet homogéne est analysé, avec «, 3, 7, 9, o
des parameétres strictement positifs. Les deux auteurs ont également montré com-
ment trouver ’équation du quatrieme ordre de Moore - Gibson - Thompson et c’est

ce que nous expliquerons dans la suite

Motivation

Soit 2 C R3 est un domaine borné avec une frontiére suffisamment réguliére
0f). On considére pour tout ¢t > 0 ’équation de Moore — Gibson — Thompson avec
mémoire traitée en [3, 7, 13]

¢
Ot + a0yt — bAGyu — cAu + /g(s)Au(t —s)ds =0, (2.9)
0

dans le variable inconnu v = u(z,t) : Q x [0,00) — R soumis & la condition aux
limites de Dirichlet homogéne

u(z,t) =0, =€ .

Ici a, b, c sont des constantes strictement positives respectant la contrainte structu-
relle
c
pi=b——2>0,
a

soit g € WL (R™) est une fonction non croissante convexe absolument continue sur

R* de la masse totale .

/g(s)ds <, (2.10)
0
satisfaisant pour certains ¢ > 0 la relation

g (s)+1Lg(s) <0, VseR". (2.11)
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DE MOORE - GIBSON - THOMPSON

L’équation est complétée par les conditions initiales assignées au temps ¢t = 0
U(x, O) = UO(x>> ut('r? 0) = UU(‘T)v utt('ru O) = U)()(.T)

Ou ug, vy, wp : 2 — R données prescrites.
— Lorsque g = 0, le modeéle se résume a I’équation MGT apparaissant en acoustique

Ut + AU — bA’LLt — cAu = 0, (212)

prise en compte des seconds effets sonores et de la relaxation thermique associée
les fluides visqueux. Les propriétés asymptotiques des solutions de (2.12) ont
été étudiées par plusieurs auteurs. Résumer le plus tot littérature, une telle
équation génére un semi groupe sur l’espace naturel des énergies faibles qui
est exponentiellement stable si et seulement si p > 0, alors que 1’énergie est
conservée quand g > 0. Il convient de mentionner que le semi groupe existe
aussi si 4 < 0, mais dans ce cas, I’énergie explose lorsque le temps passe a
I’infini.
Lorsque g 2 0, le terme mémoire introduit une dissipation supplémentaire. Par
conséquent, comme prévu, pour p > 0, Pénergie Q(t) associée a (2.9) et définie
comme

Q) = ||Vu(t>||2L2(Q)+”Vatu(t)”iz(ﬂ)+||8ttu(t)||iz(9)

t

~ [ 4 IV ) = ult = ) s

0

décroit exponentiellement jusqu’a zéro également, c¢’est-a-dire
Q(t) < CQ(0)e™,

pour certains w > 0 et C' > 1. Néanmoins, comme le mécanisme de dissipation de
(2.9) est plus fort que celui de (2.12), on pourrait penser que la stabilité exponentielle
de se produit également dans le cas © = 0. Au contraire, comme indiqué dans I’article
récent, lorsque p = 0. la contribution de la mémoire est capable de conduire le
systéme & zéro, c’est-a-dire que pour chaque énergie initiale fixe Q(0), il est toujours
vrai que

lim Q(t) =0,

t—o0

mais la décroissance n’est pas exponentielle

L’équation du quatriéme ordre

Du point de vue physique, le cas le plus pertinent en relation avec (2.10) est celui
du noyau exponentiel (négatif)

g(s) = de™",

17
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ou les constantes strictement positives d, ¢ remplissent la relation

4<e
14

conformément a (2.10) — (2.11). Dans cette situation, I’équation (2.9) se lit

t
U + Aty — AU, — cAu + d/ezsAu(t —s)ds = 0. (2.13)
0

Puis, en prenant la somme

d
— | Uyt + QU — bAut — cAu —+ d

o e " Au(t — s)ds

o
-~ ~

+0 | gy + augy — AU — cAu+d [ e S Au(t — s)ds| ,

=]

on obtient
Ugerr + (a 4+ O)uggy + aluy — bAuy — (¢ + bl)Auy — (el — d)Au = 0. (2.14)

Motivés par la discussion ci-dessus, nous considérons de maniére plus générale le
probléme de la valeur aux limites

{ U + Uy + Py — YAUy — 0Auy — 0Au =0 (2.15)

ulyq =0,

pour certains parameétres
o, B, 7,9, 0>0,

comme nous le verrons, le probléme (2.15) est bien posé dans l'espace naturel des
énergies faibles
H = H(Q) x HY(Q) x HY(Q) x L(%),

pour tout choix des parameétres structurels positifs.
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Chapitre

Méthode de Galerkin pour I’équation de Moore
- Gibson - Thompson du quatriéme ordre avec
des conditions intégrales

L’objectif de ce chapitre est d’étudier un probléme a valeurs aux limites mixtes
non locales pour ’équation de Moore - Gibson - Thompson avec condition intégrale.
Pour montrer ’existence de la solution nous avons appliqué la méthode de Faedo-
Galerkin.

3.1 Position du probléme

On définit le probléme suivant des valeurs aux limites mixtes non locales pour
I’équation de Moore - Gibson - Thompson avec la condition intégrale.

Ut + 0y + Puy — 0Au — 6Auy — yAuy = 0,
(:U 0) =uo (z), w(z,0) =uy (x), uy(z,0) =us (x),uw(x,0) = ug (x)

// (&,7)dédr, x € 09,

pour tout (x,t) € Qr = Q2 x (0,7), ou Q C R™ est un domaine borné avec une fron-
tiere suffisamment réguliere 0. Laisser V (Qr) et W (Qr) étre des espaces définis
respectivement par

)= {u €Wy (Qr) 1 us € Wy (Qr) : uw € Wy (Qr)

(3.1)

et
W(Qr)={ueV(Qr):u(z,T)=0}.
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3.1. POSITION DU PROBLEME

Considérez I’équation

(Ueets V) L2(Qr) + (Usee, V) 220y + B(Ust, V) 2001

—Q(A'LL, U)LQ(QT) — (5(Aut, >L2(QT (Autt, )LQ(QT) (32)

=0,
ol (.,.)r2(q,) représente le produit scalaire en L?(Qr), u est supposé étre une solu-
tion de (3.1) et v € W (Qr), évaluation du produit scalaire en (3.2) et 1'utilisation
de la condition aux limites dans (3.1) on trouve

(Utttt,?})p(QT) = //Utttt (x,t)v(x, t)dxdt
Q

= /T/uttt (z, t)v(x, t)dxdt—l—/uttt(x T)v(z, T)dzx — /Uttt(l' 0)v(x,0)dx

Q Q
= _(Utttyvt)LQ(QT) — (us (z), v(x, O)>L2(Q)7

T
a(utttav)L2(QT) = Oz//uttt(x,t)v(x,t)dxdt
0 0
T
= —a//utt(x,t)vt(x,t)dxdt—ka/utt(x,T)v(x,T)dx—a/utt(x,())v(x,())dx
0 Q Q Q

= o, vr)r2(Qr) — aluz (¢) ,v(z,0))r2(@),

T
B, v)12(Qr) = ﬁ//utt(x,t)v(:c,t)dxdt
0 Q

T
= —f w(z, t)v(x, t)dedt + 6 [ w(x, T)o(z, T)dz — B | w(z,0)v(x,0)dz
/] / /
= —Bu, vi)r2Qp) — Blur (), v(x,0))r2(0)

T
—0(Au, V) 12(0p) = Q//Au x, t)v(z,t)dxdt
0
T
= //Vuxthxtdxdt Q// :vt)dswdt
0 Q 0 00
= o(Vu,Vv)r2g.) — Q// //u T)dédT | ds,dt,
0 00 0 Q
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CHAPITRE 3. METHODE DE GALERKIN POUR L’EQUATION DE MOORE
- GIBSON - THOMPSON DU QUATRIEME ORDRE AVEC DES CONDITIONS
INTEGRALES

—0(Auy,v) 2@ = —5//Aut(x,t)v($,t)dxdt

:5//Vutxthxtdxdt—5// xtdsxdt

0 90
-~ Sn T [ [ ( [ [omter d@h) o
0 90 0
— §(Vu, Vo) 2oy — / / v / u (€,1) dédsdt
000 Q
T
+5//v/u0 (&) d€ds,dt,
000 Q
T
(AU, V)2(0p) = fy//Autt z,t)v(x, t)dedt
00
T
= 7//Aut x, v (z, t)dxdt —~ /Aut(w,T)v(:U,T)dx
0 © Q
—i—fy/Aul(:c)v(:c,T)da:
0
T
= ’y//Vut z, 1)V (x, t)dxdt
0 0
[ 0
u
_7/ vt(x,t)a—ntdsxdt—l—”y(Aul,v(m,O))Lg(m
0 09

= 5<V’Ut, V'Ut) 2(Qr)

_5//% (//u (&7 dde) dsgdt + v (Auy, v(2,0)) 12

0 09Q
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3.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION

mene a

—(Ueet, V) £2(Qr) — (Uet, Vo) £2(Qr) — B, V) 12(@p) + 0(Vu, V) 12(0)
+0(Vug, V) r2(00) — 7 (Vug, V) 12 (Qr)

- / / / / (€, 7) dedr | ds,dt

0 09 0

+(5//v/u(§,t) déds,dt

0002 Q

5 /T / v / uo(€)de dsdt

000 Q

. 0/ / 0/ Q/ w, (€, 7) dedr | ds,dt

+(us (), v(z, ))L2(n>+a(U2( ), 0(x,0))r2() + Blur (2),v(2,0)) 22(0)
=7 (Aug, 0(2,0)) 12 () (3:3)

Définition 3.1.1 Une fonction u € V (Qr) s’appelle une solution généralisée du
probléme (3.1) s’elle satisfaite I’équation (3.3) pour chaque v € W (Qr) .
3.2 Existence de la solution

Dans cette section, nous prouverons l’existence d’une solution généralisée du
probléme posé

Théoréme 3.2.1 Siug € W (), ug € Wy (Q),us € Wy (Q) et ug € L*(Q) alors
il y a au moins une solution généralisée dans V (Qr) au probléme (3.1).

Preuve. Laisser {Z;, ()}, étre un systéme fondamental de W (Q), tel que (Z, Z;)12(q) =
k4. Nous allons maintenant trouver une solution approximative du probléme (3.1)
sous la forme

uV (z,t) = Cp () Zi (), (3.4)

Ck (t) = (UN (I‘,t),Zk (I))Lz(g), ]{3: 1,...,N, (35)
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et peut étre déterminé & partir des relations

(upye, Z0 (@) r2() + a(ugly, Z1 (2) p2i) + Bluy, Zi (%)) 120y
+o(VuM,VZ, (2)r2(0) + 6(Vu , VZ (7)) 120
+7 (Vugv VZl (l’))L2(Q)

= 0 / 7 (z) ( j / u® (&,7) dgdr) ds,

+6 [ Z)(x u, (&,7) d{dT) ds,

[z

—l—’y/aQZl ( /Qu & dfdr) dsg, (3.6)
0

la substitution de (3.4) dans (3.6) donne pour [ =1,..., N.

0
+5/ZC,’C()VZ;€( ).VZ (x da:—l—'y/ZC’ (t)VZ (2) .VZ (z) dz

k=1

= gi /t Cr(T) (é/ 7 (z) / Zk(g)dgdsm) dr

Q Q

] Cy(r) C/ 2@ [ Zk<s>dsdsx) dr
Q

)
e
Il
—

Q

[ (et [ o) [ zierieas. ) ar
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/ SO (1) Zi (2) 7 (2) + oGy (1) Zi (x) 74 (1)
Q k=1

+BCy (t) Zy () Zy (x) + 0Ck (t) VZi (2) V Z, (x)

_ Qi /t Ci(7) (é/ Z () / Zk(f)dfdsx) dr

Q Q

+5i/t0,’€(7) (é/ Z (x)/Zk(ﬁ)dfdsx) dr

+v§: /O t (C;’J(T) / Z (z) /Q Zk(g)dgdsx) dr. (3.7)

De (3.7) il s’ensuit que

> () (Zi(2) . Zi (2)) ) + oCF (1) (Zi (), Z0 (%) 120

+8Cy (t) (Z (x) , Z1 (%)) 12(0) + 0C% (1) (VZi, VZ) 120
+0Cy, (1) (VZy, (x) , VZ, (7)) 12(0) +7CF (t) (VZi (), VZi (%)) 12(0)

Ly j Cu(r) Q/ 7 (x) / Zk(g)dgdsx) dr

Q

+5ZN: /t ! (7) (/ 7 (2) / Zk(g)dgdsx) dr

ﬂi /0 t (c,;'(T) /a Z@) /ﬂ Zk(g)dfds) dr,  1=1,..N. (38

Laisser
k p—
, k#I

(VZy, VZZ)B(Q) = Yk

/Zl (x)/Zk(f)ddeIXkl-

o0N Q
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Alors (3.8) peut étre écrit comme

Z C' (t) 0 + aCyY (1) 6 + O (t) (B0t + Y1) + 0C, (8) Vi

t

+0Ck (t) viy — /(Qck<T)Xkl + 0CL(T) X + YCK (T)xpy)dT = 0. (3.9)

0
Une différentiation par rapport a ¢ donne

z:w () 6 + aCP" (£) gy + CF () (BOwt + vvar) + Crr (8) (674 — YXa) »

+Cl,c (t) (07 — OXw1) Vi — 0Ck () X4y = 0, (3.10)

( N

> G (0) 0y + aCy (0) 8 + Cf (0) (8w + v71)

k=1
+6C% (0) vig + 0Cx (0) vy = 0 (3.11)
Cr(0) = (Zk, uo)2(0)> Cr(0) = (Zi, ur (7)) 12(0)
Gk (1) = (Zk,u2 (1)) r2(), CF (8) = (2, us (7)) L2(9)-
On obtient un systéme d’équations différentielles d’ordre quatre par rapport a le
variable ¢ a coefficients constants et aux conditions initiales (3.11), par conséquent,
nous obtenons un probléme de Cauchy d’équations différentielles linéaires qui est
résoluble de maniére unique. Ainsi pour tout n il existe une fonction u” () satisfai-
sant (3.6). Maintenant, nous allons démontrer que la séquence u” est bornée. Pour
ce faire, nous multiplions chaque équation de (3.6) par la somme C}, (t) appropriée
sur k de 1 & N puis intégrant I’égalité résultante par rapport a ¢t sur [0,7], avec
7 < T, donne

(ugttv UiV)Lz( Q-) +a (uttt7ut )Lz + B (uttvut )LQ(QT)

+o (Vu, Vu) o +0 (V' ,Vut V)
+ (Vutt , Vu, )

2(Qr) L2(Qr)
(Q )

:Q//w@t //wgn%m(mﬁ

0 60 0 Q
T t
+5//uiv (z,t) ( uN (€,m)dédn | ds,dt
0 90
—|—’y//ut x,t) (/ uly (€,n dfdn) ds,dt, (3.12)
0 90 078
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L’évaluation de chaque terme du coté gauche de 1’équation (3.12), conduit a

T

(B ) gy = — / () oy At + (2 (7)) (2,7)) 1oy
i
= (udh (5,0) 4 (,0)) 2 (3.13)
o (i) gy = (2 0) 0 (027 ey = (0 (.00 (2.0))
—oz/||utt A (3.14)

5(Ui¥7UiV)L2(QT) = B//utt (z,t)u, (x,t) dedt

= g//dt ? dadt

Q

= Ol g - § [ @ 0) gy (315
Q(VuN,VuiV)LQ(QT) = // (z,t) Vul (z,t) dzdt
_ 9//i(qu (,1))” dadt
2] | at
= —}|vu (2,732 0 ——||Vu (2,020 - (3.16)
5 (V' , V) oo :5]}|w§v (2,2 2t (3.17)
0

Y (vuga vui\f) L2(Q-)

= 7//VU,§\[ (z,t) Vul (z,t) dzdt
0 Q

[[d
- %//% (Vu, (x,t))dedt
0 Q

= Ve @) e — 5 [V @ 0) g (3.18)
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INTEGRALES
//%(// gn@m)mm

0 00

= Qaz uNEg;,T) 0/ Q/ u® (&,t) dédtds,
—0 / / u® (x,t) / u® (&,t) dédtds,, (3.3.16)
o 0 Q

5//W(//%gn&@)mﬁ

0 00

- //ut :pt/ u® (&,t) dédtds,

o 0

—5840/1& (z,1) / N(¢,0)d¢dtds, (3.19)

et

vj/ugv(“ (/0 [ (€.) dgdn) dsdt

0789
70/;1&?(3315 (/Qu (&,1) dg)dsxdt
. / / N (2,1) ( /Q ! §Od§) ds, dt. (3.20)
0 90

En prenant en compte les égalités (3.13) —(3.20) dans (3.12) nous trouvons
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(U:]r\{r‘r (‘T7T) uN (I‘ T)) ( )+C(( N (l’,T),UiV (x’T))LZ(Q)
+§ 7)oy + 5 19 @Dy + 5 [V @7

= (ugt ('Ta()) ,’U,i\] (1’,0))[2(9) + o (utt (l’,O),Ut ('xao))lp(g) + g Hui\](xao)nip(ﬂ)

T

s HV“ z,0) HL2 +7 HVut z,0) ||L2 +/(Ui¥t7ui]¥)L2(Q) at
0

2 2
+04/Hutt (xat)HLz(Q)dt_fs/”V“iV <I’t)||L2(Q)dt+
0 0

+984 uiv(x, o O/ Q/ WV (€, 1) dgdeds,
0 / / o (2, 1) / uN (€,1) dedds,

o0 0

+58£ 0/ ul (1) / u® (&,t) dédtds,
—584 0/ ul (x,t) / u™ (€,0)dédtds,

Q

o [ [ ([ i) s

0 00

—y / / ul (z,1) ( /Q ul (§,0)d§) ds,dt. (3.21)

0 00

D

Maintenant, en multipliant chaque équation de (3.6) par C} (t) approprié, on les
additionne de 1 & N et on les integre par rapport a t sur [0,7], avec 7 < T, on
obtient
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N N _ N

(ugtta utt )L2( Q-) +a (utttv utt )L2(Q-r) + ﬁ (utt 9 utt >L2(QT)

+o (Vu, Vuy )LQ(QT) + 0 (Vu), Vuy)
+v (Vuyy Vui\tf)

L2(Qr)
(Q )

= //utt (x,t) // (&,m)d&dn | dsgdt

0 o9

+5//utt (z,t) //ut (&,m)dedn | ds,dt

0 o0

+’V//Ui¥ (@, t) (/0 /ng(&n)dédn> ds,dt,

0 00

Avec le méme raisonnement dans (3.12), on trouve

N
(uttttautt 12(Q / / Uy Uy o dxdt

(3.22)

_/Huttt x7t)“iQ(Q) dt+ (U7J_\fTT (JI,T),uf_\; (*r77—>)L2(Q)

(“ e (2,0),ugy (x, 0))L2(Q) )

N N
& (Utm Uyy

|
o

)20

/ / ul uly drdt

0 Q

T d )

/ / T (ug) dzdt
0

B (“i\t[a“i\t[)Lz(QT) = 6/ [ ($7t)Hi2(Q) dt
0

29
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o (Vu,Vuy) o (VuN(z,7), Vul (z,7

))L2(QT)

L2(Qy)
—0 (Vu(2,0), Va¥ (2,0)) 1 g
0 / [V (2, 8) |20 . (3.26)
0
0 (V' ,Vug) ooy = 0 / / Vu, Vuy) dzdt
5[ [d
= - ||Vu T, T HL2(Q) HVut x,0) HLQ(Q), (3.27)
3 (Vi V) 1y = [ IV 00 (3.29)
0

of [ ([ [ )

Q

_ / (2,7 O/Q/uthdfdtdsx
—Q//ut 1) /uN £, t) dédtds,, (3.29)

o9 0 Q
5//uf¥(a¢t ( /u fndﬁdn) dsdt
0 90 Q

= 5/ 1177'/ (&, 7) deds,
—5/ :m/ u™ (€,0)déds,

—(5//ut (x,t) /ut (€,t) dédtds (3.30)

o 0
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et

7]/“& ( /Ut &1 dfdn> dszdt
0 89 Q
= 7/ Nz, )/ (&,7)dEds,
o0

y / Y(z,7) / ul (€, 0)deds,

—'y//ut x,t) /utt (&,t) dedtds, (3.31)

o 0

Une substitution des égalités (3.23) — (3.31) dans (3.22) donne

(ufh (.7) 2 (2.7)) gy + 5 e g

9 ) g + T 0, 7), D o

= / ||ugt <x7t)||i2(g) dt + (ugt (33, O) 7“9&7 (xa 0))L2(Q)
5 1 @Oy = [ 1 (et
0
—I—Q(VUN(;L"O),Vuiv(l',()))y(g) +Q/ ”vut (mvt)Hi?(Q) dt
0

)
3 1V 0.0 gy =7 [ 190 ()
0

+98£ ul (z,7) 0/ Q/ u™ (€, t) dedtds,

_Qa{ O/ (2,1 Q/ ™ (€.1) dedtds,
N N
+5a£uT (x,T)Q/u (&,7)deds,
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—5/U§V( )/ (defdsx—(S//ut (z,1) /uiv(f,t)dgdtdsm

a0 a0 0 Q

+ N, r) [ u (& 1)dédsy — | u(z,7) | ul¥(€,0)dEds,
[0 J#en]

— u, (x,t) | uy (&, t) dédtds,. (3.32)
[[en]

Maintenant, en multipliant chaque équation de (3.6) par C}” (t), approprié, on les
additionne de 1 & N et on les integre par rapport a ¢ sur [0,7], avec 7 < T', on
obtient

(ugtw Ugt)p(QT) +a (ugtv ugt)Lz + B (utt ) uttt)LQ(QT)

+o (Vu, V) 1oy +6 (V' Vuttt)
+v (Vuy, Vuy,)

L*(Qr)

(Q )
//um x,t) // (&,m)dédn | ds,dt
0 90
—I—(S//um (x,t) //ut (&,m)dédn | ds,dt
0 0

+v uly, (z,t) t uly (€,n)dédn ) ds,dt (3.33)
J [ (f e

Avec le méme raisonnement dans (3.12), on trouve

(utttwugt)[/z(QT) - //Uttttutttdl'dt
0 Q
= %// uttt ? dudt
0
= 5 HUTTT ( HL2(Q Hugt (x7 O)HiQ(Q) (334)
o (vt i) L2(Q /Huttt z,1) ||L2(Q)’ (3.35)
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/8 (ug’ugt)LQ(Q ) — B//ugtugdxdt
0 Q

d
= g//a(ug) dzdt
0 Q
= D @)y — 2l @Oy (3:36)
Q(qu>vugt)L2(QT) = Q(V'LLN(QI,T),VUQZ.(Z',T))LQ(Q)
-0 (VUN<£L',0),VU£¥($,O))L2(Q)
—0 / (Vuy', Vg ) o dt, (3.37)
0
) (VuiV,Vugt)Lz(QT) = —5/ HVug(x,t)HiZ(m dt +9 (VUJTV(:B,T),VUJTVT(QJ,T))Lz(Q)
—0 (VU?(QI,O),VUQ{(ZE,O))LQ(Q)7 (338)
N N _ 0 N 2 i
v (Vutt ’ vuttt)LQ(QT) - 5 HVUT’T (l’?T)HIg( Hvutt l' 0 ||L2 Q) (339)
//um (// (&n dfdn) ds,dt
0 90

_ /;”// (&.1) dedtds,
—Q//utt (z,1) / u® (€,t) dédtds,, (3.40)

o0 0
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//%Mﬁ(//mgmwﬁwm

0 00

= 5/UTT(.’£,T>/UN (&,7)dEds,
B) Q
—5/uN (z, T)/uN(f 0)déds,

—5//% z,1) /ut (€,1) dédtds,

o0 0
et

7//Uttt9€t (/Q/ut fndfdn)dsxdt

0 0Q

— o [ >/ (6, 7) deds,

o

—y / (. 7) / ul (€, 0)deds,

—fy//utt x,t) /utt (&,t) dédtds,

o9 0
— (3.42) dans (3.33) donne

2

Une substitution des égalités (3.34)

5 ||u£—7— (l’, T)Hig(g)

+0 (VUN(I, ), Vul (z, T))LQ(Q)

T ||L2(Q)

"—5 (Vuj-v(ma 7-)7 Vu7]'VT<:U7T))L2(Q) + % HVU'JF\; (x’T)Hi2(Q)

1
= 5 0y = o [ 0

e 2 0) oy + o / (Ve ) g
0

34
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+o (Vu™(z,0), Vuy (z, 0))L2(Q)

+5/ ||Wg($’t)ﬂia(m dt +9 (Vuiv(‘%?O)?vug(x?O))LQ(Q)

2|V @,0)[32q +@/ xr// (6,1) dedtds,

_Q//ug(“ /uN £.1) dedtds,

o0 0
+6 "(x,7) [ W (& 7)déds,
[0

_534 | (2, 7) Q/ N (€, 0)deds,
—6 / / ul) (x,t) / ul (&,t) dédtdsy

o2 0 Q
+ / ul (z,7) / ul (&,7) déds,
o0 Q

- / u (z,7) / ul (¢, 0)deds,

—y / / ul (z,1) / ul) (€,t) dedtds. (3.43)

o 0

En multipliant (3.21) par Ay, (3.32) par Ay, et (3.43) par A3, on obtient

M (ure, (2,7) 07 (2,7)) gy + e (uzr (2,7) 07 (2,7)) 1o g

)\ A )\
+ 55 [ (1) [ 2y + 19 (V0N @, 7) [0y + (S5 + ) 1V @7
A A
o (U, (,7) 0 (x,ﬂ)wm (22 20 ﬂllm)

A
3 HUiVTT (@7 [+ A (VU (7). Tl (7)) o

+A36 (Vul (z,7), VuiVT(x,T))L 2Q) /\37 ||Vu

+)\2Q(VUN(':67 T)u VU,IJ_V(SL’, T))LZ(Q) +

z,7) HL2(Q)
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A
=\ (uﬁt (z,0),ul (x, O))LQ(Q) + A\« (ug(a:, 0), ul (z, O))L2(Q) + %ﬁ Huiv(a:, O)H;(Q)

T

A A Aol
4228 |90 (0, 0) gy + (ot + 2 [ 9 00 g+ Ar [ () o

0

+0ua = 2a8) [ (00 eyt + O = 28) [ 190 (2,0) g
0 0

0 — Aga) / e, (o8] o (s (2. 0) 0 (2. 0)) 2

)\Qa )\36 2
+<T N ” g (z,0) ||L2(Q) + )‘ZQ(VUN(%O)’Vuiv(x’o))m(ﬂ)

A
+(A38 — A2y) / ||Vutt (x7t)||i2(ﬂ) dt + ?3 Hugt (x’O)Hi?(Q)

+A30 (VUN<J;7O)7VU£¥<‘T7O))L2(Q) + )‘39/ (Vu£V7Vug)L2(Q) dt
0

2 v

+A30 (Vuiv(a:, 0), Vul (z, O)) HL2

L2(Q)

+)\1@/ (x,T // (&,1) dfdtdsx—)\lg// (x,1) /’LLN €,t) dédtds,

o0 0

+(M16 — A20) //ut xt/ N(g,t)dgdtdsx—Aléaéo/uf(m,t)Q/uN(g,o)dgdtdsgg

o 0

+(A1y — Xad) 0/@{ ul (z,t) (/ngv (&,1) dg) dsgdt
—z\ﬂ/T/uiv (z,1) (/ngv(g,o)d§> dsxdt—l—)\gg/ (z,7 //uN ¢,t) dédtds,

0 00 0

+)\2585 uf(:c,T)/ (&, 7) déds, —AQ(S/ (z,7 Q/ (€,0)déds,
o

+)\2'y/ Nz, T)/u]TV (&, 1) dEds, —)\g'y/ uy (€,0)déds,

0N Q

—Aﬂ//ut 1) /uﬁ (€,1) dfdtdsx+>\39/ ' (z, r)/T/uN (€,t) dédtds,
0 Q

o 0 Q o
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—Agg/]ug (m,t)/uN (€,1) dgdtdsﬁAga/uﬁ(x,T)/uN (&, 7) déds,

o0 0 Q o0

Q
— 36 / ul (z,7) / u™ (€,0)déds, — N30 / / uly (1) / ul (€,1) dédtds

onN Q o 0 Q

W / ' (a,7) / ¥ (€ deds, oy [ (er) [ (€ 0)deds,

o0

— A3 / / ul (z,t) / uly (&) dédtds. (3.44)

o 0 Q

A Taide de I'inégalité de Cauchy et de l'inégalité de trace, nous pouvons estimer
tout les termes de la partie droite de (3.44) comme suivant

/\1Q/ xf// (€,1) dedtds,

A
< %’ (" (2, 7)) dsx+—51/(// gtdgdt) ds,
o
A
< ﬁ)(EHWN(%T)Hiz(m 1) [0 @) 20
2
A1
+—518§2( 2dt>( ( uN(g,t)dg) dt)
[\
A
< 2—5(€HWN(%T>||L2(Q) @) [0 @) [ 2(e))
+22 o0l T ( /1 df) ( [ dfdt>
A
< 219( [V @ D)oy + 1) [ D))

A
+A2 710 o) / s )] (3.45)

37



3.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION

—\10 / / u® (z,t) / u® (€,t) dédtds,

o0 0 Q
< A / 96 @,8)
A0 2
+222 (1(e) + 191 10) /Hu (0, 8)| (3.46)

(M6 — Ao0) / / / (6 0) dedtds,
) / T
< Bere) (5/||VUfV (CUJ)Hiz(mdtH(g)/Huy(%t);(Q)dt)
rd 0

i+ A [
-I—% 12] 1092 / [|u (m,t)H;(Q) dt, (3.47)
0
—Ald//uiv (:E,t)/uN<€,0)dfdtde
59 0 Q
5 T T
< — (E/Vuiv (a:,t)H;(Q) dt—i—l(s)/Hul{V (x,t)”;(mdt)
0 0
22 101160 T || (2, 0) | (3.48)
9 ’ L2(Q) .

AQQ/ ;m// (€, 1) dedtds,

A l(e
= (— 90 )y + o 1 ) e

IN

Moo
+722, |0l |8Q|T/Hu 2,8)[2 o (3.49)
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)\25/1@[(1:,7')/14]\[ (&,7)dEds,
o0

20
oo (N9 @Dl agy + 10 [ (7))

Ao
+igg|9| 109 [u™ (z,7) ||

IN

o (3.50)

_)\25\/21/5_\[(1‘,7—)/UN(€70)d§dSz

>\2

IN

= (19 @ g + 1) [0 @ Do)
)\2

+—%HWWMWLxOH;m, (3.51)

(A1y — Aa26) / / ul (z,t) / ul (&,t) dédtds,

o 0

M+ Aab)
< Q2D 10 )2 g

Ay 4 Agd f
A2 e vjallog) [ [ @ d 652)
0

—A1y / / ul (2,1 ( /Q ul (g,O)dg) ds,dt

0 990
A\ r 7
< % (s/in (@)} 2(0y dt+1(5>/uugv (@)} 2(0 dt)
0 0
A
SR T [ @, 0)[ [} g (3.53)
oy [ [ €r)deds,
o0 Q
A2
< 225 ( |Vl (z, 7 ||L2(Q)+l ) |ul (@, 7 ”iz(ﬂ)>
A2y

+575 190109 [[uX (2, 7) | o) (3.54)
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oy [ [ude0)deds,

o0 Q
A2y
< o (2 1190 . 72y + 1) [ (2, 7))
A
+ 2226 1921092 [ (,0) 2 g (3.55)
—A2y / / up (x,t) / ulY (&,t) dédtds,
o0 0

IA

= / 94 @0
+Ml /Hut x,t) HL2
A
+2010) |asz|/||u,{j (0, 8)]20 (3.56)
0

)xgg/ TTmT//uthdfdtdsx
0

)\39

l(
< 2 (; 9 )y ) )

A
+i957 [e] \8Q]T/ [ERER] 2 (3.57)

)

—Agg//Tug (:U,t)/uN (&,t) dédtds,

a0 0 Q
)\3 f N 2 T N ;
< TQ (5/Hvutt (x,t)HM(Q) dt—{'l(E)/Hutt (a:’t)HLQ(Q) dt)
/\39 Ie] ’aQ|/Hu x,t) HLz (3.58)
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IA

IA

IA

o [t

A3l
25

A30
"‘iﬁs

/ u® (&,7)déds,
Q

(e IVt g + 1

(&) JJure(

12109 Hu (x, T HL2(Q),

— 30 / ul (x,7) / u™ (€,0)déds,

o0
/\3

)\
"‘i%:g

Q

ol G A C T PSR (C

(&) JJure(

2] [0Q] H“ (x,0) HL2(Q)’

) / / ul (z,t) / ul (&) dédtds,

5 T T
2Ase (g/Vug (:z:,t)Hiz(Q) dt—l—l(e)/Hug(Q:,t)H;(m dt)

o 0

Q

)\ 5
20 10 |6Q|/Hut .

)\37/ ;m/u (&, 7) deds,

IN

IN

o0

2610

)\

2 (& |V (e

Q

ey + e

(&) [l

2] |6€2] Hu x, T HL2(Q)7

—x\gv/ui\;(:vﬂ')/uiv(f,())dgdsx

o0

2611

A
+ﬁ€11

Ay <8 |Vl (z

Q

7')||i2( +l(e
2] 109 Hut x,0) HL2
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z,7) Hi?(sz))

,7) Hi?(ﬂ))

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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—Agy / / ul (z,t) / ul (&,t) dédtds,

o 0

A
< / [V (2,0
A
+21(e) + | joa) /Hutt (08| (3.64)
0
A A
~ G @ D ey = 5 e (@) 2
< A (uﬂ]-\C'T(‘r7T>7U7]—\[($aT))L2(Q) ) (365)
A A
~ 5 e @ D gy = 5 168 )
< A (U.,]X.T(!IZ, T)7 uz—(xa T))L2(Q) ) (366)
A« A«
— 5 @)l age) = 5 ¥ @) 120
< N (e (@, 7),u <x,T>>L2(m, (3.67)
/\ /\
SV (@, 7) [y — [V @ Dl 2
< A0 (vu ( Z, ),VU?(:E,T))L%Q), (368)
)\ gs A20
= [V HL2(Q) - %13 ”V“iVT(LT)Hi?(Q)
< )\39 (V'LL ( ) ),VUi\g.(.T,T))L2(Q), (369)
)\ (55 A30€
o [V ’T)”;(Q) - BTM ||VuiVT(:E,T)H;(Q)
< Ago (VUT( Z, ),VU?;(%’,T))LQ(Q), (370)
)‘1 (Ugt(ff, O)a ui]EV (:Ev O))L2(Q)
A1 A
< 5 i@ 0)llaq) + 5 (@010, (3.71)
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INTEGRALES
Ma (ug (2, 0), 4 (2,0)) 12 g
)\ o )\ (0%
)\2 (ugt(xa 0)7 ug(ac, O)) (Q)
A )\
< 2lubie, 0)|[320) + = > b (2.0) 1 (3.73)
)\29 (VuN(x 0), Vul¥ (z, 0))L2(Q)
< HVU z,0) ||L2(Q) QHVut z,0) ||L2(Q), (3.74)
30 (VuN(x 0), Vul (z, 0))L2(Q)
< —QHVU z, 0 ||L2(Q) QHvutt T, 0 ||L2(Q)’ (375)
/\35 (V" (,0), Vug (z, 0>)L2(Q)
< 2 0 gy + 2 [V @Oy (570

T )\ T )\ T
A / (wl 1)) oy 4 < 5 / i (2. D)2y dt + 5 / [ (2, 6)| |20 At (377)
0 0 0

)\39/ Vut 7vutt L2( )d < TQ/Hvut x,t) HL2 dt+ /H Uy (2, ) ||L2(Q) dt,
0 0

Par combinaison (3.45) — (3.78) nous trouvons

>\1Q
< Mg
o_{%¢>

A2 A3

+—ﬂmwm+—mmwmwuw7%@

(3.78)

A10 A20 2
+ {L Q11091 T + =-ea |1 09 + %59 o] |aQ|} [ (@, 0)]| 2

{20, A1) i) e (1)

E9 2 €3 2 Eq 2
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3.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION

)\2’7 l(E) /\3’}/ )\1& )\16 N 2 )\3@ Z(E) )\35 Z(E)
o T el |aQ|+ -+ 7~ g (e @)+ e T2 5
(

A30l(e) Ay l(e) )\3’71(5) Ao A da N\3f N
+2€9+2€10+2511+2+2 2 2 J

1220

A2y Ao \f 2
+{ 21109/ T + = 2271 joa) + 2 ) 511|Q||m|+—1 %+%}||Uiv(%0)|lmm

D RS W W, AL Az A
+{?2+ 5 +<; - ;)}H“ﬁ(%O)Hizg +{31+32——3}Hum 27| 2qey

Mo A A Mo, A A A
s {—1 p2y —3} 2, 0) o g + {£g+ 220yt 220y - #Q} [V (@)

2 2 2 2eq 2 2
+{¥+%+A39}Hw¢ x0||L2(Q)+{%§2+%5§3+%5;—4+%7§5
R L A
{22 2 2 2R IV @0+ {5 - 2 T 0l
A L e e i I el
+ {%EJ 90109 + 22 (1) + 2] [02) + (W) 1)

A A A
+%952T]Q]|8Q\+£57T]Q| 09 + =2 39 [e] |am}/||u z,t) HLZ

+{(iﬁg&£)u@+5§u@+(ﬁlgﬁﬁ)wa+uuwm>

A Aoy 5 r ) A Mo,
#2000 + 22010 + 22 01001} [ ¥ 0,0l -+ { 222 il109] + 22240
0

)\3(5 A1

2901c) 4 %ﬂ(memm+—+Am—Mﬁ}/wﬁwﬂb@

A1
+{2+)\2—)\3a}/HutttxtHL2 i+ {2 }/Hvu @)

)\1(5 + )\QQ )\1(5 )\1’7 + )\25 )\1"}/ )\2’7 )\3@
+{( 5 5+25+ 5 €+26+2+2

r A A AsS A
—l—()\gg— /\15)}/ HVuiV(x,t)Hiz(Q) dt+{ 27 ‘Q‘ |0Q| + i‘g + % €+ %7
0
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INTEGRALES

A30 f 2
+%—|—(Agé—)\gy)}/||Vui\t’(x,t)HL2(Q) dt. (3.79)
On pose
A20 A30
my = igg Q] |09 + igg Q|09 , (3.80)
. 2EN=/ BT AT. Q|00
e 252 oL T T +5|||’
/\2’7[(5) )\3’)/ /\1
Q00| + — .81
+2 €6+ 2510| ||8[—|—2, (38)
/\3@ l(€) )\35 l(€) )\35 l(€) )\3’)/ l(g) )\3’}/ 1(5) /\2 /\10[
=— 4 —= 4+ — -+ — 3.82
3 2 €7+2 68+2 69_'_2 810+2 811+2+ 27 ( )
A A A
my = % €+ %Q 12+ ;Q€13> (3.83)
A A20 A0 A A A A30.
ms— 220° [ A20E  A0F  AYE | AYE | A0 A0 gy

2 E9 2 £3 2 4 2 €5 2 €6 2812 2
Par 'utilisation du (3.80) — (3.84) dans (3.79)

M) oo + 2 gy (2225 ) )
R AN LA

+{%+%6}||VU JUTHBQ)
L e I e

IN

[ () 2 o (@ )y s o (1) +m4HVu ]

)
+ms Hvufj(x,f)ujz o +{ 9]109| T + —€4|Q| 09| + —gg|sz| |6Q|} | (,0) Hm)

2

A Mo Aocv  A3f3 9 ) VIS VO \ )
H{Ze e (2 ?2’>}||ug(x,0)||L2(Q)+{?1+?2+?3}Huﬁt(:p,O)HLQ(Q)

A A A A A
{ ) o0y 7+ 22z j0 00 + “T e o] + 2 + 12 4 A }Hu?@:,owim)
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Mo Mo Ao A0 X300 Ay A
+{%+%+%}Hvuxo||L2(Q)+{%+§+% 2}HV 7,0) 120

A A30 A
S o [T AN [T ey [

+’y3/HuttxtHL2 dt+74/}}Vut @] ae dt+’y5/||Vutt$tHL2

+{A2 +)\2—)\3o¢}/HutttthL2 dt+{ }/HVU ) a (3.85)

Combiner les inégalités (3.86) — (3.80) et I’égalité (3.85) et les inégalités suivantes
[ (@, )y < e @ ) gy [l s ) gt [0 (2,0

(3.86)

s |1 (2, 7) |2y < 2 |0 ()| o ([l (2, )20y Hm2 08 (@, 0) 2 gy
(3.87)

< mg ||utt Z, t ||L2(QT)+m3 Hugt(xvt)HiQ(QT)‘i_m3 Hug(x, O)Hiz(m )
(3.88)

s H“T HL2(Q)

ma |V (@, 7)1y < ma [V (@012 g, Fma [ Ve (2,6)[ oy +ma [ Ve (2,0) [ g
(3.89)

ms HVU x,T HL2 < ms HVut x,t) HL2 (o TMs HVutt x,t) HL2 yFms HVuiV(x,O)H;(Q),

(3.90)
on a
Ao A p Ao A3f
20 o 0 ey + S5 N oy (5 + 257 ) N ) e
VD VDY Ao
+{§—§—§}Hum ,T>||L2(m+ 9 1)
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A3soe  ANde MANde Ay e A3y € A0 N30 A3y

- {7; e at ot vt e 2 T2 } IV @712
< ma [[u (@, )| ey + [ @D e,y + [0V (@0 e

tma [l (2, 0)[[aqg., + ma [ (2 012, + mz [l (2,0) [,

+ms Hug r,t H2L2 @) + ms Huﬁt x,t) ”;(QT + ms Huﬁ z,0 Hi?

+my HVU x,t) HL2 @) +m4HVut x,t) HL2 @) +m4HVu x,0) HL2

+ms ||V (2, ) HL2 (@) T s [ Vg (x,t) HL2 @) T s [V (2, 0) HL2

+{—ﬁmWMT+—%ﬂmwm+—%meM}M @0

{)\17 Q09| T + 221 sz 6 |09 + Mgn Q] 109 LAy MTO‘ + %} HUiV(w,O)Hiz(m

VR R G W R W, M A A 2
+{72+ 5 +<; - ;)}||Ui¥(%0)||m(m+{?1+?2+73}H“gt(x’o)umm

Mo Ao Azo 9 A20  A30 Ay A6 2

{2524 204 2 9 0 g +{%+%+%+L}W< lio
A A0 A

{%Q—l—%_ﬁ}uv Uy xOHLz +71/H“ xt||L2(Q)dt+72/“ut thLQ

+7 / [eaff (2, )] g B+ s / 1V (@, 8)|[}200 t + 75 / IVl (2, 6)] [} It

A
+{1+M Aw}/w%xt”mmﬁ+{lg}/”WLthm (3.91)

A A A A
2240 )l gy + 222 [0 ) P +<%§+{§)mﬁ@mm;®
1

A1o
+{?_?_?} HUTTT 77—)||L2(Q)+ 1 HVU LT HL2

MY A
{2 2V ) g
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,7) HL2(Q)

Noe XNde MNde Ay e A3y € A A30 A
— ig_ i_ i_+ﬁ_+ 37__ 20 + 3 + 37 ||Vu
2 E7 2 g 2 €9 2 €10 2 €11 2613 2514

<m0yt 0 4 [ 20
sy [ ) gy e+ [ a0 gyt s . 0)
J
sy [ 16 o0y s [ [t e+ s [ 2.0
/ 0
iy / [V (@,0)|2 g+ ms / 1V (@) oy dt + ma [V (2,0 |2 g
J

+m5/ [Vl (2, 8)] dt+m5/ [V (2, 8) |20t + s [V (@, O)| g

A0
+ {— 12109 T + i54 12| |092] + —59 12 |8§2|} HuN(x,O)H;

A A A M Mo A
{ 101 100I T + "2 g 0] |09 + “2Ley, 0 [00] + 2 + %+ﬁ}Huiv

YD VRS WD W M A A ?
e (2 A ol {3+ il

+{@+M W}Hw U] +{M+E+M+A_ﬁ}HWW’O)”;(“)

220

2 2 2 2 2
A A30 A
{%M%_ﬁ}uv Y@, 0)[ % ﬂl/uu xt||L2(Q)dt+fy2/Hut (0, 8)] 2

Y A ] R / 190 @, )| gyt + 75 / [V (1) |
0 0 0

A f Mo\ [
+ {?1 + Xy — )\304} / ||ui¥t(x,t)||2m(m dt + {%Qe} / HVuN(;U,t)HiQ(Q) dt, (3.92)
0 0
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et & partir de 1a, nous trouvons

A A A
)0y + 25 N gy + (324 25 ) o o

A A A2 A
+{—3——1——}HuTTT A Y RALCR S

Ay A9l
+{%+%} IV (2, 7)|

A A30 A30 A A A A0 A
_{ﬁ£+i£+i£+ﬂi+ 37i_ 29+ 3 —+ 37}||Vu

A
Lgl(

2 &y 2 &g 2 g9 2 €10 2 e 2e13 2e14 7—)HLQ(Q)
P pY) 2
Q] [0Q| T + —s4|Q| 169 + igg Q] 109 —|—m1} [« (@, 0)| ;20

IN

Ay )\fy A3y A Ao )\B 2
901001 T + "2 2 9] 092 + " ey [0 00 + 2 + 225+ 22y b (2,0) g

Us
A1
2

+

{% + A;a + (A;a - A‘;’B) +m3} Juff 2,0 [0 + {AQI + % P } (ACHOL s
+{%+%+%+m }HV“ 2,072y
+{%+%’5+%7+%5+ }Hwt (.0 12(0)
+{%+/\735_M} Vi (. 0)| [ +(’h+m1)/H“N(x’t)H;(m dt
g

+ (Y2 + ma + M) / o1 (2, )2 g B + (5 + 2+ m23) / [l (2, )2
0 0

A T
+ {71 + Ay — Az + m3} / Huﬁt(x’t)H;(Q) o
0

A\ A T
{852 e [0 Oyt 054 10) [ 900
s 0

+(74+m4+m5)/||Vu§v(a:,t)}};(m dt, (3.93)
ol
w = tariofonl+ 3 (e + 101 joal) + (2522 ) jnllon) + %Il o)
+¥57T\Q\ 00 + 232 A?’Q /169, (3.94)
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A0+ A A0 A A20 A A A30
g = < 10 + 2@) [(5)+Ll(5)+<w—+2) (I(e) + |9 |8Q|)+%l(5)+%l(s)+% 12| 09,

2 2 2
(3.95)
A A A30 A A
75 = 5 191109) + S21(e) + ToU(e) + 5L (Ue) + 19]109]) + T + (e — AaB).
(3.96)

A+ A A0 Ay + Agd A A A
74=<M)5+ = +< T )5—1— o 2204 552 (g0 — o),

2 2 2 2 2 2
(3.97)
A30 A A
5= e+ %75 + %9 4 (M6 — Aa). (3.98)
En choisissant €7, €g, €9, €10, €11, €13 €t €14 suffisamment grands
Mpoe Nde MNde A3y e A3y € A0 A A
A0 | A0 E | A30 € + AT € + 37 € 37 4 20 < 377 (3.99)
2 Er 2 £8 2 Eg 2 €10 2 €11 2814 2513 2

la relation (3.93) se réduit a
{HUN(J;’T)Hi,?(Q) + HVUN@’T)H;(Q) + H“iV(LT)H;(Q) + Hv“iv(%T)H;(Q)
) oy + V@) gy + 168 ) ooy}

< D / {1 @, 0) a0y + 1V @82y + 1 @0y
0

[V @Ol + e @)y + 190 g+ e )
D {1 @, 0) g0y + 1 (2, 0) [y

o [l (2,0 [y @y + 1@, O oy } (3.100)
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ou

max {242 60 092 7 + 2484 92 00 + 4%, 2] (992 + s, 2712 1962 T + 25 |2 |06
+A§J€11’Q’|aQ\+A—§+AlT°‘+%ﬁ+m2,%+MT°‘+Aza_A5+m37,\1+A2+A3

B2y, 0 o e
71+m17’72+m1+m2,'y3+m2+m3, —|—/\2 /\3064‘7713,

9
/\196 + My, Yy + M+ ms, V5 + s}

A MB A AsB
mm{flfl(e), 5=, 2%+ 525,

2072
A3 A A Aie Ay 4 Ao
2 2 27 297 2 2
_Mee  Ade  Ade My e | Ay e | Ase Ad _ Asy
’ 2 E7 2 E8 2 €9 2 €10 2 €11 2613 2614 2

(3.101)
En appliquant I'inégalité de Gronwall & (3.100) puis intégrer de 0 & 7 semble que

[ t)Hf/VQI(QT) + [|u” <$7t>||3v21(Q,) + [|u (9‘37’5)”?4/21(@)

< D" Lo (2) gy + s (@)l + i () gy + s (@)]22ofh102)
On déduit de (3.102) que

[ (@ )1y 0. + lu @O0 o, + k@ D50, < A (3.103)

Donc la suite {uN } N>, est bornée en V' (Qr), et on peut extraire une sous-suite,
pour laquelle on utilise la méme notation qui converge faiblement dans V' (Qr) a
une fonction u (z,t). Nous devons montrer que u (x,t) est une solution généralisée
de (3.1), puisque u” (z,t) — u(z,t) dans L? (Qr) et u™(x,0) — ¢ (x) dans L?*(Q),
alors u(x,0) = ¢ (x).

Maintenant, pour prouver que (3.6) valide, nous multiplions chacune des relations
(3.6) par une fonction p; (t) € W3 (0,T), p; (T) = 0, puis ajoutez la resultat obtenu
des égalités allant del =1al = N, et intégrer par rapport a t sur (0,7"). Si on

laisse 0™ Z P ( , alors on obtient

—(uyy ) 12@r) — a(uld s Y )12y — B, 0 ) 120
+Q(Vu V77 )L2 Qr) + 5(Vut 7V77 )L2 (Qr) — (Vut 7V77t )Lz (Qr)

= Q/aﬂ/o ™ (x,t) </ /uN (&,7) d&dT) dtds, +6/{m/ ™ (x,t) /QuN (&,t) dedtds,
—6 /8 ) / TnN (z,1) / N(¢,0)dedtds, — / /8 Qm ( / (&,1) dg) dsgdt
I / | ( [ (€0) d§> st~ (Au) (2.0),7 (0)) 1o o

+ (uttt(x 0) n (0))L2(Q) +a (ug(x, 0)7 UN(O))LQ(Q) + B (uﬁ(w, 0)7 nN(O))L2(Q) <:3104)
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3.2. EXISTENCE DE LA SOLUTION

N
pour tout Y de la forme > p; (t) Z (z). Depuis
F=1

// (& 7) —u(§ ) dedr < /T IQf |[u® = ul| o0, - (3.105)

[ [ e =y < V([0 ) =l

(3.106)
/ / (M(€,0) —u(¢,0)) dedt
< Vil (/ (@ t>)2dt)m [ (@, 0) = u(@,0)[| 2,y > (3:107)

et

N — 0, as N — oo, (3.108)

Hu - UHL2(QT)

T t
Q//nN (z,1) //uN &, 1) dédrdtds,
onJo
T
— g/ / n(x,t) // (&,7)dédrdtds,, (3.109)
onJo

) /8 ) /0 TnN / (€,t) dédtds,
s /m /OTn / (€.4) dedtds,, (3.110)

- /6 ) /0 TnN / (€,0)dédtds
— —5/@9/5n / (€,0)dédtds, (3.111)

_V/OT/mn (/ ® dg) ds,dt
R _W/OT/dQnt (/ (1) d§> ds,dt, (3.112)
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o [ ([ o)
. 7/.AJ”</ f()%)d%ﬁ. (3.113)

N
Ainsi, la fonction limite u satisfaite (3.6) pour tout % = 3 p; (t) Z, (z) . On note
k=

N
Qu la totalité de toutes les fonctions de la forme n™ = Y p; (t) Z (z) , avec p; () €
k=1

W0, T),p (t) = 0. Mais UY,Qx est dense dans W (Qr), alors la relation (3.6) est
vraie pour tout u € W (Q7). Ainsi nous avons montré que la fonction u (x,t) est
une solution généralisée du probleme (3.1) en V (Qr). m

3.3 Unicité de la solution

Théoréme 3.3.1 Le probléme (3.1) ne peut pas avoir plus d’une solution généralisée
dans V (Qr) .

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions généralisées différentes uy € V (Qr
g

et ug €V (QT)
pour le probléme (3.1). Alors la différence U = uy — ug résout

Uiie + aUyy + Uy — 0AU — 6AU, — vyAUy = 0,
U((E,O) = Ut(Q?,O) = Utt(:t,()) = Uttt(«%;()) =0
t

://U@ﬂﬁm,xEML
0 0
Et (3.5) donne

(Utttavt>L2(QT) - a(Uttavt>L2(QT 5(Utavt)L2(QT + Q(VU VU)Lz (Qr)
‘I‘(S(VUt, VU)LQ(QT VUt, Vvt L2(Qr)

T
l// //zfﬂ'%ﬁ>d%ﬁ+6! /‘gtdw%ﬁ

(3.114)

0 00 0 o0

—7// uTgtdfdt

0 00

dsydt. (3.3.2)

Considérez la fonctlon

<t <
v (1) = /U(x,s)ds, 0<t<T, (3.115)
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3.3. UNICITE DE LA SOLUTION

Il est évident quev € W (Qr) et v; (z,t) = —U (x,t) pour tout t € [0, 7| . L'intégration
par partie dans le coté gauche de (3.5) donne

1
—(Utttavt)H(QT) = (Urr (2, 7), U(%T))LQ(Q) ) HUT(va)Hi?(Q)v (3.3.4)

— (Un, ve) 12y = @ (Un(2,7), U2, 7)) 120 — 04/ 1U: («Tat)H;(m dt,  (3.116)

s
—f (Ut7vt)L2(QT) ~— 9 HU(Z’>7')Hi2(Q) ) (3.117)
Y
o (VU, VU)L2(QT) D) ||VU($70)||§/2(Q) , (3.118)
5 (YU, Vo) 1oy = 0 / [V (2, 8) 20 . (3.119)
(VUt,Vvt)LQ(Q HVU(x 7')HL2 ) (3.120)

Nous remplagons (??) — (3.120) dans (??) on obtient

(Urr(z,7), U(2, 7)) 20 + @ (Ur (2, 7), Uz, T))Lz(g) 2 5 10 )220

0 gl
+5 V0@, 0) 529 + 5 VU (@, 7)llz2(0 __”UT(‘r?T)HL?(Q)

_ /Hm D)o dt—é/HWt .

+Q// //U(ﬁ,T)dde ds,dt

0 00 0

+5 i / . / U (&,1) deds,dt — /D ' /8 K ( /Q U (&,1) dg) dsdt.  (3.121)

0 00 Q
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ensuite
||U||L2 (Qr ) > 72 ||U||L2(QT < T? ||U||L2(Q (3.122)

En utilisant I'inégalité de trace, le coté droit de (3.121) peut étre estimé comme suit

of [ (] [

0 900

IN

§T2 {ile) + 19 IaQI}/IIU 2,1)||Z2(qy dt

+§e/ V0 (2, 1)|22 g . (3.123)

(S/T/U/ U (&,t) dEds,dt
0 99

5 T
ST + 1901020} [ 1V 0.0

IN

5 T
+§5/ Vo (2, 1)[[72q dt, (3.124)
0

et

of [l freoe)eo
_ //6Q </Ut§td§)dsdt
_ //BQ (/Utftdf)dsdt

7192109 Uk 2
T ||Ut||i2(QT) T5e IVollz2 0,

g
+§l(5)T2 U170, (3.125)
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En combinant les relations (3.123)— (3.125) et (3.121) on obtient
(UTT(xv T)a U(l‘a T))LQ(Q) + o (UT(ma 7-)> U((L‘, T))LQ(Q)

B 2 0 2
+5 10, 7)l120) + 5 1VU(z, 0)lz2(q)

v 2 1 2
5 VU@, 7)) = 5 102 720

IN

{§T2< )+ I0]09]) + § (T1(<) + [0} [09)

o 1
0

7|Q| 90
; ( [ 101z e

+ (M) /||Vv 2, 0)|22 0 . (3.126)

Ensuite, en multipliant I’équation différentielle de (3.114) par Uy, et en intégrant
sur @, = Q x (0,7), on obtient

(Utttt> Uttt)LQ Q.) Tt a(Uttt> Uttt)L2 )+ 5(Utt, Uttt)L2(QT)

_Q<AU Uttt)L2 (@r) 5(AUtv Uttt) V(AUu Uttt)LZ(QT)
= 0. (3.127)
L’intégration par parties dans (3.127) donne
1
(Uiat, Uttt)LQ(QT) =35 HUTTT(JJ,T)Hiz(Q) ) (3.128)
« (Uttta Uttt)Lz(Q_r) = Oé/ ||Uttt (l’, t)”iz(g) dt, (3129)
0
B 2
B (Uy, Uttt)L2(QT) =3 ||UTT($7T)||L2(Q) ; (3.130)

Y
— 0 (AU, Uttt)Lz(QT) = 0(VU(z,7), VU (z, T))L2(Q) D) VU (z, 7')“%2(9)

—Q/Uw(%ﬂ /T/U(fﬂl)did?? dsg
+Q//Utt (z,t) / (&,t) dédtds,, (3.131)

o0 0
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— 0 (AU, Unt)2g,y = 6 (VU(2,7), VUi (2,7)) 20y — 5/ VU (z, )||ig(9) dt

=5 [Unntor) [ Ve ) deds,

N Q
+0 Utt (IL", t) Ut (f, t) dfdsxdt7 (3.132)
[[ren]

et

v
— 7 (AUy, Uttt)L2(QT) -3 VU~ (5577')”%2(9)

[ Untarr) [ U6 ) des,

o0N Q

+y / / Uy (2, 1) / Uy (€, 1) deds,dt.  (3.133)

0 99

Substitution (3.128) — (3.133) dans (3.127) on obtient 1’égalité

1 s
“UTTT("E T)||L2 @ T35 HUTT("E T)“L?

—I—Q (VU (z, 1), VUTT(x, 7)) 2y + 90 (VUT(x, 7), VU (2,7)) 12(q)
Y 0
+5 VU= (2, 7) 720 = 5 IV U (2, 7)I72(0)

- / U .1y e+ 0 / V0o ey

+g/ o (,7) (// éndfdn)dsz
—@//Utt :ct/ (&,t) dedtds,

o 0

+564 Urr(2,7) Q/ U (¢, 7)déds,
—0 / / Uy (2,1) / Uy (€,1) dEds,dt

0 00 Q

o7



3.3. UNICITE DE LA SOLUTION

<w/mmﬁ!u@n%m

o0N
-

- / / U (7, ) / Uy (€,1) déds,dt. (3.134)

0 0Q

Le coté droit de (3.134) peut étre borné comme suit

Q/UA%ﬂ(]/U@mead%

< 5 (N9 Dlia) + 1) 1Urr (e

+2:47100 |Q|/||U . (3.135)

T

—g//Utt (m,t)/U(f,t) dédtds,

o2 0 Q

T

0
2 [ {190 @032 0) + 1) U (2. )

0

IN

Y
+2100109 [ 1 (@010 . (3.136)

5 [ Untarr) [U (€ mdgas,

onN Q

o

= (£ IV (@, ) gy + 1) U (2, )
€9
WO
2

IN

2e

2T 1901109 U (2, ) Z2(e) (3.137)
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T

5 / / Uy (2.1) / U, (€, 4) deds,dt

0 900

IN

5 5[
32 [ 190 @010y dt + 516) [ 10 (D)3
0 0

5 T
437100109 [ U (2,0) 3 g
0

v [Unrter) [0t das,

o0N Q
< 5 (N9 Dlia) + 1) 1Urr (@)

+2€3TIQ\ 0 U= (2,7) 1720y (3.138)
et

— / / Uy (1) Q/ Uy (€, 1) déds,dt

0 00

IA

Tite) /||Utt 2 1)| 2oy + 5/||VU“ D) gy dt
+1710/00 / Vs (2, 8) 2o (3.130)

Ainsi, en combinant les inégalités (3.135) —(3.139) et ’égalité (3.134) on obtient

U, 7 ey + {ﬁ =2 - L - §e<s>} Ve ()

2 2 2, 2
)
=2 101109 U@, 7) sy — ST 194109 U (@, 7 s

Y Y 0 2
+{2- e e ?s} I9Uzr (&, )la(@ = 2 IVUr (2,7 gy
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+o(VU(2,7), VUrr (2,7)) 12 () + 0 (VU (2,7), VU (2, 7)) 120

0 0 g gl 2
+ {2106+ Gte) + 21+ JTi00 1081 | [ 100 0.0 oy
0

IN

0, 0 2
+{2arionl i)+ 21911091} [ 10 (@,t) e at
5 T T
+3T120109] [ 1V .01y dt o [ [0 2.0) ey

5 T
' {5 T gs} 190 . (3.140)
0

En ajoutant cote a cote (3.126) et (3.140), nous obtenons

G 1 7 U
{2 55'27 121109 ¢ 1U (2, )| 720y + 2 25§T|Q||39| U= (2, 7)1 220
B o 0 i 2
{5 B 2_5’1l<6) - l(e)Zs’Q 263“6) ||U”($’T)||L2(Q)

1 2 0
T3 |Urrr (@, 7) | 12() + B IVu(z, )||L2(Q)
(.

+(Urr(z,7), Uz, 7)) 120 + @ (Ur(2,7), U(2, 7)) 2
+o(VU(2,7), VUrr (2, 7)) 2(q) + 0 (VU (2, 7), VU7 (2, 7)) 12

v 4
+5 VU@ D)lz20) = 5 1VU: (2720

v_ e 0
s — =5 — ¢ IVU,
" { 2 2 252 2555} | SRl

IN

0 )
{§€1T 00119/ + £ 12/ |2 + §T2< () + 1921109 + 5 (7%1(e) + 121 162
v 2 2 2
+U()T?) I e Ol 1 = HUm(x,t)an(mdt
0

Q|00
n (ﬁ% 5710 \am) /HUt 7,070

1 e 9 gl g 2
# {5 +I©F + 316 + Ji0) + Tl 001} / [0 1)
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) vy Y [
+ {55 toetes+ 5} / VU (x’t)Hi?(Q) dt
0

4o+ [
0

Maintenant, pour traiter le dernier terme a droite de (3.141), nous définissons la
fonction 0 (z,t) par la relation

t

9@@:/U@@w

0

Par conséquent, en utilisant (3.115), il s’ensuit que

v(z,t) =0(x,7)—0(x,t), Vo(z,0) =VoO(x,71), (3.3.31)
et
IVolia, = IIVO(,7) = VO (2,1)][720)
< 2 (T V0 (@, 7|20 + 1V (x,t)]@g(QT)) . (3.142)

Et utilisez 'inégalité suivante

(8% (8%
_5 ||UT(:E7 T)Hi?(ﬂ) - 5 HU(I’, T)“iQ(Q) S a<UT(x7 T)7 U(CL’, T))LZ(Q)7 (3143)

1 1
S W D sy = 5 10 DlEagey < Uerl 7). U, iy, (3144

0.
e [V (2,7) 200 — ¢ IVU (@, )72y < 0 (VU (2,7), VU (2,7)) 120 »
(3.145)

2 /

0
O VU (o, iz = 585 VU2 D20) < 0 (VU(2,7), VU (2, 7)) 2(c)

2 /
(3.146)
ma U (@, 7720y < ma U2, )72, + mu [1Us(@, O)172(0,, (3.147)
ms U (2, 7) |2y < ma [|Us(2, D)[|72(0,) + m2 10z, )1 720, » (3.148)
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ms |Urr (2, 7) |72y < 1 U, )52,y + ma U2, 720,y (3.149)
my VU (2, 7) 120y < mallVU (@, 0720, + ma VU2, D12, (3.150)
ms VU (e, 7) 2200y < ms [ VU, ), +ms | VU, )] agoy - (3.151)
Laisser )
my =14+ 20T Q)00 + ¢
me =1 + 2e5T |9 \8Q| + 5
my = l( ) +U(e)g + 571(e) + 3, (3.152)
my = gsﬁl, .
\ ms =1+ g + 3T

en choisissant €/, &5, ¢4, €} et ef suffisamment grand

0 ) y )
2" "2, T2 8Jr254+2s5

I\D.IQ

(3.153)

Puisque 7 est arbitraire, nous animons que § — 7¢ (¢ +d + ) > 0, donc l'inégalité
(3.3.30) prend la forme

OO, )

s

5 U@, 752 + HU (2, 7)oy + 5
1

+§ HUTTT(va)HL?(Q) +[IVU; (1777—)||L2(Q)

0 Y
+ {— —71e(o+0+ 7)} ||V9($7T)||i2(9) + 9 IVU(z, T)”iz(ﬁ)

2
v_ e o 7 o 0 2
T e L L 2 VU, (x,

+{2 2" 2ep  2¢4° 22 25/5}” SR

IN

(7, +m) / 1 (2, 8) 2oy + (43 + s + m) / 1Ue (s 8) gy
0 0
o+ ma + ma} / Ui D)y + (s — ) / Uit (2, 8) 2o
0 0
e (045 +7) / 196 (2, )l

+my / IVU (2, 8)|[72(0) dt + (ma + m5) / IV U, (2, )] 72 dt
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5 T
#{get Ter el omf [ 190 @) o
0

2
ou
V=% %TI(?QI €2 + £ 192 Iaﬂl + QTZ( (e) + 12 109)
V=t ”'“"a“' + 379 \891 '
vy =g+l ) 5l( )+ 3l(e) + 3T |09,
on obtient
U (2, 7) 720y + 10U, 7720y + 1Urr (2, 7) 720y +
1Urrr (2, )22y + VU (@) 720y + VU (2,7) 720
+ IV Uer (2, 7) 720y + V0@, 7))
< D [ {10 @Ol + 10 Dl ey + 1V ()
= »Dllz2 (@) (T )220 0T V)l L2 (@)
+ [|Usse (35,15)\@2(9) + VU (35775)’&2(9) + VU (337t)“i2(9)
+ VU (2,) 720 + IV0 (=, t>||i2<m} dt, (3.155)
ol
maX{(")/l + ml), (")/,2 +mq + m2)4 ,’}/g + mo + ms, M3 — Q, My
;my+ms, Se+le+el+5+mse(o+0+
D= M4 T M5, 3¢ T 5€ T S5 ms € (0 )} (3.156)

i él yJy_e._ b6 . _ o 5
mm{2,2,,2,{2 27 T 2] 2535 SR

De plus, en appliquant le lemme de Gronwall & (3.155), nous en déduisons que

2 2 2
1U(z, )220 + 10U (@, ) I72) + 1Urr (2, 7)1 220
2 2 2
+[|Urrr (2, T)| 20 + VU (2, T) 720y + IVUF (2, 7) 720
2 2
VU (2, 1) 72 () + IVO(2, ) 720

0
<0, Vvrelo,—2 | 3.157
= ! [ 26(@+6+v)] (3.157)

(m—1)p mo
2¢(0+0+7) 2e(0+0+7)

couvrir I'intervalle entier [0, 7], et ainsi prouver que U(z,7) = 0, pour tout 7 dans
[0,7]. Ainsi, I'unicité est prouvée. m

En procédant de la méme maniére pour les intervalles 7 € [ pour
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Conclusion

L’étude de la propagation des ondes acoustiques doit nous faire remarquer que
I’équation de Moore—Gibson—Thompson est une des équations de I’acoustique non
linéaire décrivant la propagation des ondes acoustiques dans les gaz et les liquides.
Le comportement des ondes acoustiques dépend fortement des propriétés du milieu
liées & la dispersion, a la dissipation et aux effets non linéaires. Elle découle de
la modélisation des ondes ultrasonores de haute fréquence (HFU). Dans ce travail,
nous avons étudié la solvabilité du probléme de valeur limite mixte non local pour le
quatrieme ordre de I’équation de Moore—Gibson—-Thompson. La méthode de Galerkin
a été le principal outil utilisé pour prouver la solvabilité du probléme non local donné.
Dans le prochain travail, nous allons essayer d’utiliser la méme méthode avec les
équations de Hall-MHD qui sont des équations différentielles partielles non linéaires
qui se présentent en hydrodynamique et dans certaines applications physiques.
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