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  Résumé  
La présente thèse est consacrée à l’étude des différents problèmes des équations aux dérivées partielles 

d’évolutions de type viscoélastique avec différentes conditions aux limites (conditions aux limites non linéaires, 

conditions aux limites dynamiques, etc…). Nous nous intéressons à l'étude du comportement asymptotique de 

la solution qui se manifeste par la stabilité et l’explosion en temps fini. 

Nous commençons le premier chapitre de cette thèse en énonçant quelques notions préliminaires et outils 

indispensables pour la réalisation de ce travail. 

Le deuxième chapitre est voué à l'étude de l'existence locale et globale de la solution, ainsi que le 

comportement asymptotique de la solution d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff avec un terme de 

retard et un terme source. Nous prouvons l'existence locale de la solution en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin, et aussi nous prouvons l'existence globale de la solution en utilisant la méthode de puits de potentiel. 

En utilisant la méthode des fonctionnelles de Lyapunov, nous démontrons la stabilité de la solution, tandis que 

l'explosion de la solution en temps fini est étudiée en utilisant la méthode de Georgiev-Todorova. 

Le chapitre trois est destiné à la solvabilité de la solution et du comportement asymptotique d'une équation 

viscoélastique de type Kirchhoff avec des conditions aux limites non linéaires. 

Dans le quatrième chapitre, nous étudions une équation viscoélastique de type p-Laplacien avec des conditions 

aux limites dynamiques. Où nous démontrons que la solution globale existe ainsi que l’énergie associée au 

problème étudié décroit et que la solution s’explose en temps fini. 

Le dernier chapitre, est réservé à l’étude d’une équation viscoélastique à des exposants variables, avec un terme 

p(x)-Laplacien.  Pour la démonstration de la stabilité nous utilisons les inégalités de Komornik, par contre pour 

exprimer que la solution s’explose nous untilisons la méthode de Georgiev-Todorova. 

Mots clés : Equation viscoélastique, conditions aux limites non-linéaires, conditions dynamiques, terme de 

retard, exposants variables, existence, décroissance de l’énergie, explosion. 



 
 
 
 
 
 

 

Abstract 
This thesis is dedicated to the study of various problems of viscoelastic evolution partial 

differential equations with different boundary conditions (nonlinear boundary conditions, dynamic 

boundary conditions, etc.). We focus to the study of the asymptotic behavior of the solution, which 

is manifested by the stability and the blow-up of the solution at finite time. 

We start the first chapter of this thesis by mention somes  preliminary notions and the required 

tools for the realization of this work. 

The second chapter is caring to study the local and global existence of the solution as well as the 

asymptotic behavior of a Kirchhoff-type viscoelastic equation with a delay term and a source term. 

We show the local existence of the solution by using the Faedo-Galerkin method, also we prove the 

global existence of the solution by employing the potential well method. Examining the Lyapunov 

functionals method, we demonstrate the stability of the solution, while the blow-up of the solution 

in finite time is studied by using the Georgiev-Todorova method. 

Chapter three is intended for the solvability of the solution and the asymptotic behavior of a 

viscoelastic Kirchhoff-type equation with nonlinear boundary conditions. 

In the fourth chapter, we study a viscoelastic equation of the p-Laplacian type with dynamic 

boundary conditions. Where, we demonstrate that the global solution exists as well as that the 

energy associated to the studied problem decreases , and the solution blows-up in finite time. 

The last chapter, is concerned to the study of a viscoelastic equation with variable exponents and  

with a p(x)-Laplacian term. For the proof of the stability, we use the Komornik’s inequalities, while 

to prove that the solution blows-up we use the Georgiev-Todorova method 

 

Keywords : Viscoelastic equation, nonlinear boundary conditions, dynamic conditions, delay term, 

variable exponents, existence, energy decay, blow-up. 



 
 
 

  

 ملخص
-من نوع المعادلات اللزجةالمعادلات التفاضلية الجزئية التطورية  مسائل مختلفة مندراسة ل مخصصة هذه الأطروحة 

المرنة بشروط حدية مختلفة ) شروط حدية غير خطية، شروط حدية ديناميكية...(، حيث اهتممنا بدراسة السلوك 

 في زمن منتهي. و انفجار الحلالتقاربي للحل المتمثل في الاستقرار 

 هذا العمل. ساسية لإنجازبذكر بعض المفاهيم الأولية و الأدوات الأ الأطروحةالفصل الأول لهذه  نبدأ

المرونة من -اللزوجةلمعادلة  للحل و كذا السلوك التقاربيللحل ، المحلي و الكلي   وجودال مكرس لدراسةالفصل الثاني  

و  ، طريقة فايدو غلاركينوجود مصطلح تأخير و قوى خارجية. نبرهن وجود الحل المحلي باستعمال بكيرشوف نوع 

، أما  ليابونوف نبرهن استقرار الحل، و باستعمال طريقة  الطاقة كمون بئرالوجود الكلي باستعمال طريقة  نبرهنأيضا 

 انفجار الحل في زمن منتهي ندرسه باستعمال طريقة جورجييف و تودوروفا.

كيرشوف مع شروط المرونة من نوع -اللزوجةالتقاربي لمعادلة  سلوكالوجود الحل و  ةسادرموجه لالفصل الثالث  

 . غير خطيةحدية 

الحل  أبن نثبت أن،  مع شروط حدية ديناميكية p-Laplacien من نوعالمرونة -اللزوجةمعادلة  ، ندرسالفصل الرابع في 

 ان الحل ينفجر في زمن منتهي.و  تتناقص الخاصة بالمسألة المدروسة الطاقة موجود و كذا الكلي

 على هنةللبر .  p(x)-Laplacien مع حد ذات أسس متغيرة المرونة-اللزوجةدراسة معادلة ل ، مخصصالفصل الأخير  

 لتبيين أن الحل ينفجر نستعمل طريقة جورجييف و تودوروفا. بينماكومورنيك،  متراجحاتطريقة  نستخدم  الاستقرار 

 

الأسس  ر،يالتأخ حدشروط حدية غير خطية، شروط ديناميكية ،  ،المرونة -جةومعادلة اللز الكلمات المفتاحية :

 .نفجارالإ،  ، اضمحلال الطاقة الوجود ، المتغيرة



vii

TABLE DES MATIÈRES

Introduction générale 1

1 Préliminaires 7

1.1 Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Espace normé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 Espace de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.3 Espace de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.4 Introduction aux distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.5 Espaces Lp(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Espaces Lp ([0, T], X) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.6 Espace de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Espaces de Lebesgue à exposants variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2.1 Définitions et propriétés de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 Quelques Formules et inégalités utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Comportement asymptotique pour une équation viscoélastique de type Kirchhoff

avec un terme de retard et un terme source 18

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Notions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Solvabilité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.1 Existence locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.2 Existence Globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30



viii Table des matières

2.5 Stabilité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.6 Explosion en temps fini de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Les propriétés dynamiques d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff avec

un terme d’amortissement non linéaire aux bords et un terme source 43

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3 Existence Globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4 Décroissance de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.5 Explosion en temps fini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 Existence globale, décroissance énergétique et explosion de solutions pour une équa-

tion d’onde de type p-Laplacien avec un terme de mémoire et des conditions dyna-

miques aux bords 63

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2 Notions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3 Existence Globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.4 Stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.5 Explosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5 Sur une équation viscoélastique à des exposants variables avec un terme p(x)-Laplacien

79

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.2 Notions Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.3 Existence Globale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.4 Décroissance de l’énergie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

5.5 Explosion de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97



1

INTRODUCTION GÉNÉRALE

COmme nous le savons, le développement de la technologie est dû essentiellement aux

mathématiques, plus précisément aux équations aux dérivées partielles qui sont la clé

qui nous permet de modéliser plusieurs phénomènes naturels et problèmes modernes de

physique, mècanique, biologie et de technologie.

Cette théorie nous permet de relier les obstacles de la vie réelle aux sciences exactes et d’en

trouver les solutions adéquates et de les améliorer, plus encore, cette théorie nous permet de

faire des prévisions précises.

Vu le grand rôle joué par les EDPs dans les différentes sciences, l’intérêt de cette théorie

est devenu important chez plusieurs auteurs qui l’ont enrechi ; parmis ces auteurs, nous ci-

tons Euler, Navier et Stokes pour les équations de la mécanique des fluides, Fourier pour

l’équation de la chaleur, Maxwell pour les équations de l’éléctromagnétisme, Schrodinger et

Heisenberg pour les équations de la mécanique quantique, et bien entendu Einstein pour les

EDPs de la théorie de la relativité. Par contre le calcul pseudodifférentiel ( L. Hormander

1970) et l’étude systématique des EDPs avec un bon arsenal mathématique n’ont vu le jour

qu’avec l’apparition de la théorie des distribution ( L.Schwartz 1950).

Parmis les problèmes connus dans la démarche des différents systèmes mécaniques sont les

vibrations engendrées par les sollicitations dynamiques des composants qui peuvent conduire

le système à la defaillance ; dans ce cas, ce qui est interessant c’est l’augmentation de sa du-

rée de vie ou ce qu’on espère au moins, par diminution des vibrations et par évitement des

avaries causées par ces vibrations, ceci, peut se traduire par la dissipation de l’énergie méca-

nique des vibrations en chaleur. Le comportement des matériaux viscoélastiques représenté à

la fois par un comportement élastique qui conserve l’énergie après l’enlevement de la source

de déformation et par un comportement visqueux qui dissipe l’énergie qui permet d’amortir



2 Introduction générale

les chocs et de filtrer les vibrations, c’est ce qui attire l’attention des scientifiques pour étudier

ce type de problèmes.

Pour bien exprimer une équation viscoélastique, on établit l’équation suivante

h(ut)utt − k(∆u) +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + λ1ϕ1(ut) = λ2 f (u), (0.1)

où g représente la fonction de relaxation ou ce qu’on appelle aussi le terme de mémoire.

On peut considérer le comportement viscoélastique comme un lien entre les structures du

système, donc le développement d’un certain mécanisme est largement dû à la connaissance

de l’effet des liaisons viscoélastiques sur les caractéristiques dynamiques des composants de

ce mécanisme. Cela a permit aux scientifiques de définir plusieurs types d’équations visco-

élastiques.

Pour K(∆u) = M(∥∇u∥2
2)∆u, on parle d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff, le

physicien Gustav Kirchhoff [45] était le premier qui a introduit ce type d’équation en 1883

comme une généralisation de l’équation d’onde bien connue de d’Alembert, pour traiter les

vibrations et les déformations d’une corde élastique en dimmension 1. Cette équation est

donnée comme suit

ρhutt + τut =

{
p0 +

Eh
2L

∥∇u∥2
2

}
∆u + f , (0.2)

Les paramètres de l’équation ci dessus ont une signification physique donnée par : ρ dé-

signe la masse volumique de la section transversale h, p0 représente la tension axiale ini-

tiale, E représente le module d’élasticité (module de Young) du matériel obtenu en divisant

la contrainte de traction δ par la déformation ϵ (δ = Eϵ) et L représente la longueur de la

chaîne. Ce type de problème a été traité par de nombreux auteurs au cours de ces dernières

décennies et de nombreux résultats ont été obtenus, voir [57, 75, 86, 96].

Au cours du 18ieme siècle, le Laplacien (∆(.)) est apparu dans l’étude des filtrations des fluides

à travers des milieux poreux dans des régimes laminaires, comme suit

∂u
∂t

+ div(−k(u)∇(ϕ(u))) = 0, (0.3)
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où −k(u)∇(ϕ(u)) représente la loi de Darki, u la teneur en humidité volumétrique, K(u) dé-

signe la conductivité hydraulique et ϕ(u) le potentiel.

Par contre, au début des années 1870, la modélisation mathématique de cette étude dans des

régimes turbulents par le Laplacien est devenue insuffisante, cela a abouti à une contradic-

tion avec la réalité. Ce problème a inspiré l’emergence du terme p-Laplacien en apportant des

modifications à la loi de Darki, pour plus de détails voir [10]. Partant de ces résultats les scien-

tifiques ont introduit l’équation viscoélastique (0.1) avec K(∆u) = ∆pu = div(|∇u|p−2∇u)

pour étudier les vibrations longitudinales non linéaires, cette équation régit le modèle de

Kelvin-Voight (une barre pour n = 1, et une plaque pour n = 2).

On sait que les propriétés de nombreux corps sont afféctées lorsque un champ éléctrique

ou magnétique leur est appliqué de sorte qu’ils peuvent être capables d’absorber des chocs

ou d’être appliqués à des vannes et d’autres applications, contribuent à l’amélioration du

fonctionnement des systèmes. Parmi ces applications physiques on peut citer les modèles

d’écoulements des fluides électro-rhéologiques ou des fluides dont la viscosité dépend de la

température, les processus de filtration dans un milieu poreux, la viscoélasticité non linéaire

et le traitement d’image etc. Consulter [80]. Mathématiquement, ce type de phénomène a

été modélisé par des équations aux derivées partielles à exposants variables repprésenté par

l’équation suivante

utt − ∆p(x)u − ∆u +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + λ1ut|ut|m(x)−2 = λ3u|u|q(x)−2. (0.4)

L’étude de ce type de problèmes a donné de nombreux résultats, voir [55, 99, 81].

Le but principale de la modélisation mathématique des différents phénomènes est de trouver

une solution et d’étudier son comportement. Dans chaque système étudié, il y a des termes

qui le conduisent à la stabilité et des termes qui le conduisent à l’explosion. Le terme source

qui représente la force exterieur appliquée est un facteur d’explosion, par contre les termes

d’amortissements qu’ils soient faibles (ut) ou qu’ils soient forts (∆ut) stabilisent le système,

ceci est une intéraction des termes d’amortissements et de terme source, il est donc néces-

saire d’explorer le mécanisme du moment où les termes d’amortissements dominent le terme
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source, ou bien le terme source domine la dissipation, cette intéraction est représentée par

l’équation suivante

utt − ∆u +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + λ1ut|ut|p−2 = λ3u|u|q−2, (0.5)

si q > p la solution s’explose, si p ≥ q alors la solution existe globalement.

Ainsi, parmi les termes résponsables de l’explosion des solutions il y a le terme de retard, ce

dernier forme les problèmes avec retard représentés par l’équation suivante

utt − ∆u +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + λ1ut + λ2ut(t − τ) = λ3 f (u). (0.6)

C’est le cas où le fonctionnement d’un certain système ne dépend pas uniquement de son état

présentiel mais aussi de son passé, c’est-à-dire qu’il est nécessaire de mémoriser une partie de

l’histoire de ce système pour connaitre son évolution. La plupart des phénomènes phusiques,

chimiques et biologiques sont soumis à ce type de problèmes.

Comme l’étude des équations d’évolution non-linéaires a attiré l’attention de plusieurs ma-

thématiciens, c’est pourquoi on s’interesse dans notre thèse à l’étude des différents problèmes

viscoélastiques non-linéaires. Pour l’étude théorique de n’importe quel problème, la première

question qu’il faut se poser est de savoir si la solution globale existe, ou au moins l’existence

de la solution locale.

Pour démontrer l’existence de la solution globale on utilise la méthode de puits de potentiel,

cette méthode consiste à démontrer que la solution demeure dans le puits de potentiel définit

par

W =
{

u ∈ Wm,p : J(u) < d
}
∪
{

0
}

,

où J désigne l’énergie potentielle et d la profondeur du puits, si d > 0 alors la solution glo-

bale existe. Pour l’existence de la solution locale on utilise la méthode de compacité où on

construit des solutions approchées en utilisant la méthode de Faedo Galerkin, puis on dé-

montre l’existence de ces solutions approchées en utlisant un théorème d’existence de solu-

tion d’un système d’équations différentielles ordinaires, et finalement, on passe à la limite.
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Une fois l’existence est démontrée on s’interesse au comportement asymptotique des solu-

tions, pour étudier la stabilité on prouve que l’énergie des solutions décroit vers 0 lorsque le

temps t tend vers l’infini et ceci en utilisant la fonctionnelle de Lyapunove. La décroissance

de l’énergie est décrite par la relation suivante

E(t) ≤ Ce
−
∫ t

t0

ξ(s)ds
.

Si ξ(t) = a, alors l’énergie décroit exponnentiellement, si ξ(t) = a(1 + t)−1, a > 0 la décrois-

sance est polynomiale. Dans le cas des exposants variables, la construction de la fonctionnelle

de Lyapunov devient difficile, donc on utilise la méthode des inégalités de Komornik pour

obtenir les estimations suivantes

 E(t) ≤ CE(0)/(1 + t)1/r si r>0,

E(t) ≤ CE(0)e−rt si r=0.

Pour l’étude de l’explosion en temps fini de la solution, on utilise la méthode de Georgiev

et Todorova [35], en introduisant une fonctionnelle qui a les propriétés d’explosion.

Cette thèse contient cinq chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des notions préliminaires, les consepts de base

et les outils mathématiques utilisés tout au long de cette thèse.

Le deuxième chapitre est voué à l’étudie de l’existence locale et de l’existence globale de la

solution d’une équation viscoélastique non linéaire de type Kirchhoff avec un terme de retard

et un terme source, ensuite on étudie la stabilité de la solution ainsi que l’explosion en temps

fini en posant E(0) < 0.

Le troisième chapitre est destiné à l’étude d’une équation viscoélastique non-linéaire avec

des conditions au bord non-linéaires, où on démontre l’existence de la solution globale, la

stabilité pou m ≥ p et l’explosion en temps fini de la solution si p > m et ρ + 2 < p avec une

énergie initiale négative.

Dans le quatrième chapitre on étudie l’existence de la solution globale d’une équation vis-

coélastique avec un terme p − Laplacien et des conditons dynamiques, en outre, on étudie le
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comportement asymptotique de la solution.

Le dernier chapitre est sacrifié à l’étude d’un problème viscoélastique à exposants variables

et un terme p(x)− Laplacien, on démontre que la solution globale existe en utilisant la mé-

thode de puits de potentiel, pour démontrer la stabilité on utilise les inégalités de Komornik

et l’explosion en temps fini en se servant de la méthode de Georgiev-Todorova.

On essaie de comprendre à travers ces études le rôle des termes d’amortissements dans la

stabilité des systèmes, et de comprendre l’effet du terme source dans l’explosion, cette com-

prehension nous permet de faire un pas géant dans la stabilisation des différents systèmes et

de les contrôler. Ce qui représente l’objectif principal des mathématiques dans l’amélioration

et la recherche de diverses solutions. C’est ce qu’on vise à réaliser dans les jours à venir.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

"“Obvious” is the most dangerous word in mathematics",

"“Évident” est le mot le plus dangereux en mathématiques",

Eric T., Bell .

Le présent chapitre contient des principaux rappels de mathématiques qui nous permettent

de poursuivre notre étude tout au long de cette thèse.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section Ω désigne un ouvert de Rn, n ≥ 1, et K désigne le corps R ou C.

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1. [30] Soit E un espace vectoriel sur le corps K, l’application ∥.∥ à valeurs réelles
définie sur E est dite une norme si pour tout u, v ∈ E et tout λ ∈ K vérifie :

1/ ∥u∥ ≥ 0, ∥u∥ = 0 si et seulement si u = 0,
2/ ∥λu∥ = |λ|∥u∥ ,
3/ ∥u + v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.

Remarque 1.1. Soit E un espace vectoriel muni de la norme ∥.∥, E est dit espace vectoriel
normé (où normé) et on le note par (E, ∥.∥).

Proposition 1.1. [30] Si (E, ∥.∥) est un espace vectoriel normé sur K, alors l’application d : E×
E −→ R+ définie par d(u, v) = ∥u − v∥ est une distance sur E, appelée distance canonique
associée à la norme.
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Définition 1.2. (Equivalence des normes) [30] Soit E un espace vectoriel normé muni de deux
normes ∥.∥1 et ∥.∥2, on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux constantes
positives α1, α2 telle que

∀ u ∈ E, α1∥u∥1 ≤ ∥u∥2 ≤ α2∥u∥1.

Proposition 1.2. [30] Soient ∥.∥1 et ∥.∥2 deux normes équivalentes sur E, alors :

un converge vers u pour la norme ∥.∥1 ⇐⇒ un converge vers u pour la norme ∥.∥2.

Définition 1.3. [30] Soit E un espace normé, et soit (un)n∈N une suite d’éléments de E. (un)n∈N

est une suite de Cauchy si

∀ ε > 0 ; ∃ N > 0, ∀ n, m ≥ N : ∥un − um∥ < ε.

Définition 1.4. Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de
Cauchy (un)n∈N de l’espace E converge vers un élément u de E.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.5. (Espace de Banach) [85] On appelle espace de Banach un espace vectoriel
normé complet pour la distance associée à la norme c’est-à-dire, dans lequel toute suite de
Cauchy est convergente.

Définition 1.6. [14] Soit E un espace vectoriel normé, on appelle espace dual E′ de E l’espace
des formes linéaires continues sur E.

Proposition 1.3. [14] E′ muni de la norme duale ∥.∥E′ définie par

∥ f ∥E′ = sup{| f (u)| : u ∈ E et ∥u∥ ≤ 1},

est un espace de Banach puisque K est complet. Lorsque f ∈ E′, la valeur de f en u ∈ E
est généralement notée ⟨ f , u⟩E,E′ au lieu de f (u). On dit que ⟨., .⟩ le produit scalaire dans la
dualité (E′, E).

Remarque 1.2. [14] A partir de E′ on construit le bidual ou second dual E′′ = (E′)′, muni de
la norme

∥ψ∥ = sup
{
|⟨ψ, f ⟩|, f ∈ E′ et ∥ f ∥ ≤ 1

}
.

Définition 1.7. [85] Convergence uniforme dans un espace de Banach.
Soit (un)n∈N, une suite de fonctions de E. On dit que (un)n∈N converge uniformément vers
u ∈ E lorsque limn→∞ ∥un − u∥∞ = 0.



1.1. Espaces fonctionnels 9

Définition 1.8. [85] Convergence forte dans un espace de Banach.
Soit E un espace de Banach, et soit (un)n∈N une suite dans E. Alors (un)n∈N converge forte-
ment vers u dans E si et seulement si

lim
n→∞

∥un − u∥E = 0.

Définition 1.9. [85] Convergence faible dans un espace de Banach.
Soient (un)n∈N ⊂ E, u ∈ E, on dit que (un)n∈N converge faiblement vers u dans E lorsque
n → ∞, si

pour tout f ∈ E
′
, f (un) → f (u),

où E′ est l’espace dual de E.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.10. [30] Un espace de Hilbert H, est un espace vectoriel réel ou complexe muni
du produit scalaire ⟨u, v⟩ et qui est complet pour la norme associée

∥u∥2
H = ⟨u, u⟩.

Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach.

Définition 1.11. (Système orthogonal) [30] Soit E un espace de Hilbert, la suite (en)n≥1 ⊂ H
est appelée système orthogonal si

δn,m =< en, em >=

{
d n = m
0 sinon.

Si d = 1, on dit que le système (en)n≥1 est un système Orthonormé.

Définition 1.12. (Base Hilbertienne) [30] Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire
< ., . >. On appelle base Hilbertienne de E une famille dénombrable (en)n≥1 d’éléments de E
orthonormée pour le produit scalaire et engendre un sous espace vectoriel dense dans E.

Définition 1.13. [102] On appelle E un espace séparable tout espace normé contient une partie
dénombrable dense.

Theorem 1.1. [102] Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Theorem 1.2. [30] Soit (un)n∈N une suite bornée dans l’espace de Hilbert H, alors on peut extraire
une sous-suite faiblement convergente.

Theorem 1.3. [30] Dans l’espace de Hilbert , toute suite convergente est bornée.
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1.1.4 Introduction aux distributions

On définit le gradient et le laplacien de u, respectivement comme suit

∇u =

(
∂u
∂x1

,
∂u
∂x2

, . . . ,
∂u
∂xn

)⊤
et |∇u|2 =

n

∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣∣2 ,

∆u =
n

∑
i=1

∂2u(x)
∂x2

i
=

(
∂2u
∂x2

1
+

∂2u
∂x2

2
+ . . . +

∂2u
∂x2

n

)
(x).

On note par C(Ω) l’espace des fonctions continues de Ω à valeurs dans R, pour k ≥ 1

entier, Ck(Ω) est l’espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre

k est continue sur Ω.

Ck
c (Ω) est l’espace des fonctions de Ck(Ω) dont le support est compact et contenu dans Ω.

Pour tout multi-entier α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, on pose |α| = α1 + ... + αn, et on désigne par Dα

la dérivée partielle

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
.

Définition 1.14. On note par C∞
0 (Ω) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur

Ω à support compact, autrement dit

C∞
0 (Ω) =

{
u ∈ C∞(Ω); u(x) = 0 ∀x ∈ Ω\K, ou K est un compact

}
.

Définition 1.15. [83] Une distribution T sur Ω est une forme linéaire continue sur C∞
0 (Ω). Les

distributions forment un espace vectoriel noté D′(Ω).

Une distribution T est donc une application de C∞
0 (Ω) dans C faisant correspondre à une

fonction test φ un nombre complexe noté ⟨T, φ⟩, telle que

— Linéarité : ∀ φ1, φ2 ∈ C∞
0 (Ω), ∀ λ1, λ2 ∈ C :

⟨T, λ1φ1 + λ2φ2⟩ = λ1⟨T, φ1⟩+ λ2⟨T, φ2⟩.

— Continuité : Si φk → φ dans C∞
0 (Ω) alors ⟨T, φk⟩ → ⟨T, φ⟩ dans C.

où ⟨., .⟩ désigne le crochet de dualité.

Définition 1.16. [83] Soit (Tj)j∈N une suite de distributions sur Ω. On dit que

Tj → T dans D’(Ω),
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si
lim
j→∞

< Tj, φ >=< T, φ > ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

Proposition 1.4. [83] Soit (Tj)j∈N une suite d’éléments de Lp(Ω) et T ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞.
Supposons que

Tj → T dans Lp(Ω).

Alors,
Tj → T dans D’(Ω).

1.1.5 Espaces Lp(Ω)

Définition 1.17. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞, on définit l’espace des classes des fonctions pime

sommable sur Ω par

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R, u mesurable et

∫
Ω
|u(x)|pdx < ∞

}
,

muni de la norme

∥ u ∥Lp=∥ u ∥p=

(∫
Ω
|u(x)|pdx

)1/p
.

Définition 1.18. Pour p = ∞, on définit l’espace des fonctions essentiellement bornées par

L∞(Ω) =

{
u : Ω → R, u mesurable, ∃ c > 0, telle que |u(x)| ≤ c p.p sur Ω

}
.

muni de la norme sup-essentiel

∥ u ∥L∞= Supessx∈Ω|u(x)| = inf {c; |u(x)| ≤ c p.p sur Ω} .

Remarque 1.3. L’espace L2 muni du produit scalaire

⟨u, v⟩ =
∫

Ω
u.vdx, u.v ∈ L2(Ω),

est un espace de Hilbert.

Theorem 1.4. [89] Lp muni de sa norme ∥ u ∥p, est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Theorem 1.5. [84] Lp est un espace reflexif si et seulement si, 1 < p < ∞, en outre il est séparable
pour tout 1 ≤ p < ∞.

Espaces Lp ([0, T], X)

Définition 1.19. Soit X un espace de Banach, 1 ≤ p < ∞ et [0, T] un intervalle de R. On
appelle espace de Lebesgue à valeurs dans X et on note Lp([0, T], X) l’espace des fonctions
f : [0, T] → X mesurables qui vérifient
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1. si 1 ≤ p < ∞ : ∥ f ∥Lp([0,T],X)=

(∫ T

0
∥ f ∥p

X dt
) 1

p

< ∞.

2. si p = ∞ : ∥ f ∥L∞([0,T],X)= ess sup
t∈[0,T]

∥ f ∥X< ∞.

Proposition 1.5. Lp([0, T], X) muni de la norme ∥ f ∥Lp([0,T],X), 1 ≤ p ≤ ∞ est un espace de
Banach .

1.1.6 Espace de Sobolev

Espaces Wm,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de Rn, n ≥ 1, m ≥ 2 et p un nombre réel tel que 1 ≤ p ≤ +∞, on définit

Wm,p(Ω) comme suit [102] :

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω); telle que Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α, |α| ≤ m

}
,

où α ∈ Nn, |α| = α1 + . . . + αn et Dαu = ∂α1
1 . . . ∂αn

n est la dérivée faible de u ∈ Lp
loc(Ω).

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme

∥ u ∥Wm,p=∥ u ∥Lp + ∑
0<|α|≤m

∥ Dαu ∥Lp .

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω).

Remarque 1.4. [102] Les espaces Hm(Ω) sont des espaces de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)Hm = (u, v)L2 + ∑
0<|α|≤m

(Dαu, Dαv)L2 , pour u, v ∈ Hm(Ω).

Proposition 1.6. [102] On a

1. Wm,p(Ω) sont des espaces de Banach.

2. si m ≥ m′, Hm(Ω) −→ Hm′
(Ω) avec injection continue.

3. si m = 0 on a W0,p(Ω) = Lp(Ω).

Espace W1,p(Ω)

Soit Ω un ouvert non vide quelconque de Rn,n ≥ 1.
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Définition 1.20. [102] Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on défnit l’espace de Sobolev W1,p par

W1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) ; telle que

∂u
∂xi

∈ Lp(Ω), ∀ 1 ≤ i ≤ n
}

,

où
∂u
∂xi

désigne la dérivée partielle de u dans la direction xi au sens des distributions.

L’espace W1,p(Ω) est muni de la norme

∥u∥W1,p(Ω) =

(
∥u∥p

p +
n

∑
i=1

∥ ∂u
∂xi

∥p
p

)1/p

=

(
∥u∥p

p + ∥∇u∥p
(Lp)n

)1/p

,

pou p ̸= ∞, et

∥u∥W1,p(Ω) = max
|α|≤1

∥Dαu∥∞,

pour p = ∞.

Définition 1.21. [102] Dans le cas où p = 2, on note

W1,2(Ω) = H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω); telle que

∂u
∂xi

∈ L2(Ω), ∀ 1 ≤ i ≤ n
}

,

muni de la norme

∥u∥H1(Ω) =

(
∥u∥2

2 + ∥∇u∥2
(L2)n

)1/2

.

Proposition 1.7. [36] L’espace W1,p(Ω) est un espace de Banach pou tout 1 ≤ p ≤ ∞, aussi
l’espace H1(Ω) muni de sa norme, est un espace de Hilbert séparable.

Lemme 1.1. [50] Soient Ω ∈ Rn, n ≥ 1, et un(x), u(x) deux fonctions réelles dans Lp(Ω)

(1 ≤ p ≤ +∞) telle que un converge fortement vers u dans Lp(Ω). Ainsi, si 1 ≤ p < +∞,
(un)n∈N admet une sous-suite qui converge presque partout vers u, et si p = +∞, alors
(un)n∈N converge presque partout vers u.

Lemme 1.2. [50] Supposons que Ω est un domaine borné de Rn, n ≥ 1. Soit um(x) une suite
bornée dans Lp(Ω), (1 ≤ p < ∞) telle que um converge presque partout vers u. Alors, u est
dans Lp(Ω) et um converge faiblement vers u dans Lp(Ω).

Theorem 1.6. (théorème de Rellikh Kondrachov)[36] Soit Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, un ouvert borné régulier.
Alors toute partie bornée de H1(Ω) est relativement compacte dans L2(Ω).
Dès lors, comme toute suite faiblement convergente est bornée, le théorème de Rellich implique que
toute suite faiblement convergente dans H1(Ω) possède une sous-suite qui converge fortement dans
L2(Ω) (autrement dit, qui converge pour la topologie induite par la norme L2 sur Ω).
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1.2 Espaces de Lebesgue à exposants variables

1.2.1 Définitions et propriétés de base

Soit Ω un ouvert borné de Rn, n ≥ 1 avec une frontière ∂Ω Lipschitzienne-continue, puis,

on introduit

Définition 1.22. [28] Soit Ω un sous ensemble mesurable de Rn avec |Ω| > 0, on définit
l’espace des fonctions exposants p(.) par

Π(Ω) =

{
p : Ω −→ [1, ∞] telle que p(.) mesurable

}
.

On pose

p− = ess inf
x∈Ω

p(x), p+ = ess sup
x∈Ω

p(x).

On définit dans l’espace des fonctions f : Ω −→ R, la fonctionelle

Θp(.)( f ) =
∫

Ω
| f (x)|p(x)dx < +∞.

Définition 1.23. [28] On appelle un modulaire toute fonction Θ qui vérifie les propriétés
suivantes :

1. Θp(.)( f ) ≥ 0, pour toute f .

2. Θp(.)( f ) = 0, si et seulement si f = 0.

3. Θp(.)( f ) = Θp(.)(− f ), pour toute f .

4. Θp(.)( f ) est convexe.

Proposition 1.8. [28] Le modulaire Θp(.)( f ) possède les propriétés suivantes :
(1) Si | f (x)| ≥ |g(x)| pour tout x ∈ Ω et si Θp(.)( f ) < +∞, alors Θp(.)( f ) ≥ Θp(.)(g), de plus
l’inégalité est stricte si | f (x)| ̸= |g(x)|.
(2) Si 0 < Θp(.)( f ) < +∞ alors la fonction λ 7→ Θp(.)( f /λ) est continue et décroissante sur
l’intervalle [1, ∞).

On définit alors l’espace

Définition 1.24. [28] Soit p : Ω −→ [1, ∞] une fonction mesurable avec Ω un domaine de Rn.
On définit l’espace de Lebesgue à exposant variable p(.) par

Lp(.)(Ω) :=
{

u : Ω −→ R mesurable sur Ω tel que ∃ λ > 0 : Θp(.)(λu) < ∞
}

.
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Remarque 1.5. [25] Si p(.) est borné, alors on a :

u ∈ Lp(x)(Ω) ⇐⇒ Θp(.)(u) =
∫

Ω
|u(x)|p(x)dx < ∞.

Définition 1.25. [28] L’espace Lp(x)(Ω) est muni de la norme de Luxemburg suivante

∥u∥p(.) := in f
{

λ > 0 : Θp(.)

(
u
λ

)
≤ 1

}
.

Remarque 1.6. Si p(.) = constante, les espaces Lp(x)(Ω) et Lp(Ω) coincident.

Proposition 1.9. [28] L’espace Lp(x)(Ω) muni de sa norme est un espace de Banach.

Définition 1.26. [28] Soient p(.), p′(.) ∈ Π(Ω) tel que

1
p(x)

+
1

p′(x)
= 1, ∀ x ∈ Ω,

où
1
∞

:= 0. Alors, on appelle p′(.) l’exposant conjugué de p(.), et Lp′(.) l’espace conjugué de

Lp(.).

Définition 1.27. [28] Soit p : Ω −→ [1, ∞] une fonction mesurable avec Ω un domaine de Rn.
On définit l’espace de Sobolev à exposant variable p(.) par

W1,p(.)
0 (Ω) :=

{
u ∈ Lp(.)(Ω) : |∇u|p(x) ∈ L1(Ω), u = 0 sur ∂Ω

}
,

muni de la norme
∥u∥

W1,p(.)
0 (Ω)

= ∥u∥p(.) + ∥∇u∥p(.).

Lemme 1.3. (Inégalité d’injection de Sobolev [16]) Soit p(x) satisfait 5.8, alors, il existe une
constante c∗ telle que

∥u∥p(.) ≤ c∗∥∇u∥p(.) pourtout u ∈ W1,p(.)
0 (Ω). (1.1)

1.3 Quelques Formules et inégalités utiles

Lemme 1.4. (Formule de Green). Pour tout u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω) on a

−
∫

Ω
∆uvdx =

∫
Ω
∇u∇udx −

∫
∂Ω

∂u
∂η

vds,

où ∂u
∂η est la dérivée normale de u sur ∂Ω.
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Lemme 1.5. (L’inégalité de Sobolev Poincarré ([2]) Soit la constante q avec 2 ≤ q < ∞ pour

n = 2, ou 2 ≤ q <
2n

n − 2
pour n ≥ 3, alors, il existe une constante c∗ = c∗(Ω, q) telle que

∥u∥q ≤ c∗∥∇u∥2, ∀u ∈ H1
0(Ω).

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u, v ∈ L2(Ω), on a∣∣∣∣∫Ω
uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|uv|dx ≤

(∫
Ω
|u|2dx

) 1
2
(∫

Ω
|v|2dx

) 1
2

.

i.e.

∥uv∥L1(Ω) ≤ ∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω).

Inégalité de Cauchy

Pour tout (a, b) ∈ R2, on a

|ab| ≤ 1
2
|a|2 + 1

2
|b|2.

Inégalité de Cauchy avec ε

Pour tout ε > 0 et (a, b) ∈ R2, on a

|ab| ≤ ε

2
|a|2 + 1

2ε
|b|2.

Inégalité de Young

Soient p, q deux nombres réels strictement positifs liés par la relation :

1
p
+

1
q
= 1.

Alors ∀ (a, b) ∈ R2, on a

|ab| ≤ |a|p
p

+
|b|q

q
.
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Inégalité de Young avec ε

Pour tout ε > 0 et (a, b) ∈ R2, on a

|ab| ≤ ε|a|p + C(ε)|b|q,

où p et q sont strictement positifs liés par la relation
1
p
+

1
q
= 1 et C(ε) =

1
q
(εp)

−q
p .

Inégalité de Hölder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.

Pour tout u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω), |uv| ∈ L1(Ω), et pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on note q le

conjugué de p, alors on a l’inégalité

∣∣∣∣∫Ω
uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|uv|dx ≤

(∫
Ω
|u|pdx

) 1
p
(∫

Ω
|u|qdx

) 1
q

.

i.e. ∫
Ω
|uv|dx ≤ ∥u∥Lp(Ω)∥v∥Lq(Ω).

Inégalité de Minkowski

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a

∥u + v∥Lp(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω) + ∥v∥Lp(Ω).
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UNE

ÉQUATION VISCOÉLASTIQUE DE TYPE KIRCHHOFF

AVEC UN TERME DE RETARD ET UN TERME SOURCE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on considère l’équation viscoélastique de type Kirchhoff non-linéaire

avec un terme de retard comme suit

utt − M(∥∇u∥2
a)div[a(x)∇u] +

∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u(s)]ds

+µ1ut + µ2ut(t − τ) = u|u|p−2 sur Ω × (0,+∞),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω,

ut(x, t − τ) = f0(x, t − τ) sur Ω × (0, τ),

(2.1)

où Ω est un domaine borné de Rn, n ≥ 1 avec une frontière ∂Ω assez régulière. M(s) est une

fonction positive de classe C1, telle que M(s) = m0 + m1sγ,γ > 0, m0 > 0, m1 ≥ 0, s ≥ 0, µ1

est une constante positive, µ2 est un nombre réel, τ > 0 represente le temps de retard, et g

une fonction positive définie sur [0,+∞[.

Pour le problème (2.1) avec M une constante et µ1 = µ2 = 0, il existe plusieurs résultats
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concernant l’existence et le comportement asymptotique de la solution, voir [18, 17, 31, 50,

53, 58, 76, 79].

Si M est une fonction, µ1 = µ2 = 0 et a = 1 dans (2.1), on peut citer plusieurs travaux, voir

[40, 43, 49, 57, 75, 86, 96, 97]. Wu et Tsai [95] ont considéré l’équation intégro-différentielle

non linéaire suivante

utt − M(∥∇u∥2
2)∆u +

∫ t

0
h(t − s)∆u(s)ds + h(ut) = f (u), (2.2)

où ils ont démontrer l’existence globale de la solution avec la décroissance exponentielle de

l’énérgie. Wu ([90]) a prouvé que l’équation (2.2) admet une solution globale, de plus il a

obtenu de nouveaux résultats concernant la décroissance de l’énérgie et l’explosion de la

solution. Yang et Gong [98] ont étudié l’explosion de la solution de l’équation viscoélastique

suivante

utt − M(∥∇u∥2
2)∆u +

∫ t

0
h(t − s‘)∆u(s)ds + αut = |u|p−2u,

avec une énérgie initiale positive.

Si a est une fonction, Zennir et al. [101] ont considéré une classe d’équation dégénérée d’onde

viscoélastique avec une densité

ρ(x)(|ut|p−2ut)t − M(∥∇xu∥2
2)div[a(x)∇xu] +

∫ t

0
µ(t − s)div[a(x)∇xu(s)]ds = 0.

En utilisant les foncionnelles de Lyapunov, ils ont démontré que la solution décroit vers 0.

Boumaza et Gheraibia [12] ont considéré l’équation suivante

utt − M(∥∇u∥2
2)∆u − div[a(x)∇u] +

∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u(s)]ds + ut = |u|p−2u.

Posant des hypothèses appropriées sur la fonction de relaxation g et la fonction M, ils ont

étudié l’existence globale de la solution, la stabilité et l’explosion en temps fini de la solution

avec une énérgie initiale négative.

Les effets du terme de retard apparaissent souvent dans de nombreux problèmes réels, où

ils peuvent transformer le comportement stable d’un certain système à un comportement

instable. Au cours de ces dernières années, beaucoup de résultats sont publiés concernant les
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équations d’évolution d’onde avec un terme de retard, voir [23, 24, 44, 54, 74].

Nicaise et Pignotti [73] ont considéré l’équation d’onde avec un terme de retard comme suit

utt − ∆u + µ1ut + µ2ut(t − τ) = 0,

où ils ont étudié la stabilité de la solution de cette équation dans le cas 0 < µ2 < µ1. Ré-

cemment, Wu [91] a prouvé l’explosion de la solution avec une énergie initiale positive et

non-positive de l’équation suivante

|ut|ρutt − ∆u − ∆utt +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + µ1ut + µ2ut(t − τ) = b|u|p−2u.

Pour l’équation viscoélastique de type Kirchhoff avec un retard. Daewook [22] a étudié le

problème suivant

utt − M(x, t, ∥∇u∥2
2)∆u +

∫ t

0
h(t − s)div[a(x)∇u(s)]ds + |u|mu + µ1ut + µ2ut(t − τ(t)) = 0.

Posant des conditions sur le terme de kirchhoff et la fonction de relaxation, l’auteur a obtenu

un résultat de décroissance uniforme de l’énergie.

2.2 Notions préliminaires

Dans cette section, on décrit le cadre variationnel du problème (2.1) ansi que quelques

lemmes préliminaires.

Soit a ∈ C1(Ω) une fonction positive telle que

a(x) ≥ a2
1 > 0, (2.3)

et

Ha :=
{

u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω

a(x)|∇u|2dx < +∞
}

,

un espace de Hilbert muni de la norme

∥∇u∥2
a =

∫
Ω

a(x)|∇u|2dx. (2.4)
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De (2.3) et (2.4), on obtient

∥∇u∥2
2 ≤ 1

a2
1
∥∇u∥2

a. (2.5)

Pour énoncer et prouver nos résultats, on a besoin des hypothèses suivantes :

(A1) La fonction de relaxation g est de classe C1, ansi pour tout s ≥ 0, on a

g(s) ≥ 0, g′(s) ≤ 0, m0 −
∫ ∞

0
g(s)ds = l > 0.

(A2) Il existe une fonction positive, differenciable ζ telle que

g′(s) ≤ −ζ(s)g(s), s > 0, g(0) > 0,

avec

ζ ′(t) ≤ 0, et
∫ +∞

0
ζ(t)dt = +∞.

(A3) La constante p satisfait

p ≥ 2γ + 2, si n = 1, 2, et 2γ + 2 ≤ p ≤ n + 2
n − 2

, si n ≥ 3.

De plus, on suppose que la fonction g satisfait

∫ ∞

0
g(s)ds <

m0(p − 2)
p − 2 + (1/2η)

. (2.6)

Lemme 2.1. [101] Pour u ∈ C1([0, T); H1
0(Ω)), on a

∫
Ω

∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u(s)]dsut(t)dx

=
1
2

d
dt

(
(g ◦ ∇u)(t)− ∥∇u∥2

a

∫ t

0
g(s)ds

)
−1

2
(g′ ◦ ∇u)(t) +

1
2
∥∇u∥2

a,

où

(g ◦ ∇u)(t) =
∫ t

0
g(t − s)∥∇u(t)−∇u(s)∥2

ads.
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2.3 Position du problème

Similaire à Nicaise et Pignotti [73], on introduit une nouvelle variable z définie par

z(x, ρ, t) = ut(x, t − τρ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0.1), t > 0,

ce qui donne

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, sur Ω × (0.1)× (0,+∞).

Ce qui nous permet de réécrire le problème (2.1) sous la forme suivante

utt − M(∥∇u∥2
a)div[a(x)∇u] +

∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u(s)]ds

+µ1ut + µ2z(1, t) = |u|p−2u sur Ω × (0,+∞),

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0 sur (0, 1)× (0,+∞),

z(0, t) = ut(t) sur (0,+∞),

z(ρ, 0) = f0(−ρτ) sur Ω × (0, 1),

u(x, t) = 0 sur ∂Ω × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) sur Ω.

(2.7)

Soit ξ une constante positive vérifie

τ|µ2| ≤ ξ ≤ τ(2µ1 − |µ2|). (2.8)

Alors, l’énergie associée au problème (2.1) est donnée par

E(t) =
1
2
∥ut∥2

2 +
1
2

(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
m1

2γ + 2
∥∇u∥2γ+2

a +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)



2.3. Position du problème 23

+
ξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − 1
p
∥u∥p

p. (2.9)

Lemme 2.2. Soit u une solution du problème (2.1), alors

E′(t) ≤ 1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a − c0(∥ut∥2
2 + ∥z(1, t)∥2

2). (2.10)

Démonstration. En multipliant la première équation de (2.7) par ut et en l’integrant sur Ω, on
obtient

d
dt

[
1
2
∥ut∥2

2 +
1
2

(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
m1

2γ + 2
∥∇u∥2γ+2

a

+
1
2
(g ◦ ∇u)(t) +

ξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − 1
p
∥u∥p

p

]
= −1

2
g(t)∥∇u∥2

a −
1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− µ1∥ut∥2

2 − µ2

∫
Ω

z(1, t)utdx.

(2.11)

En utilisant l’inégalité de Young, on estime le dernier terme de (2.11) comme suit∣∣∣∣∣− µ2

∫
Ω

z(1, t)utdx

∣∣∣∣∣ ≤ |µ2|
2

∥z(1, t)∥2
2 +

|µ2|
2

∥ut∥2
2. (2.12)

De même, en multipliant la deuxième équation de (2.7) par ξz et en l’integrant sur Ω × (0.1),
on trouve

ξ

τ

d
dt

∫
Ω

∫ 1

0
|z(ρ, t)|2dρdx = − ξ

2τ

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂ρ
|z(ρ, t)|2dρdx

=
ξ

2τ
(∥ut∥2

2 − ∥z(1, t)∥2
2).

(2.13)

En combinant (2.11), (2.12) et (2.13), on obtient

E′(t) ≤ 1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a − c0(∥ut∥2
2 + ∥z(1, t)∥2

2),

où c0 = min
{

µ1 −
ξ

2τ
− |µ2|

2
,

ξ

2τ
− |µ2|

2

}
, une constante positive d’après (2.8).

Ensuite, on définit la fonctionnelle

I(t) = I(u(t)) =
(

m0 −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
m1

γ + 1
∥∇u∥2γ+2

a + (g ◦ ∇u)(t)

+ξ
∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − ∥u∥p
p,
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et l’energie potentielle

J(t) =
1
2

(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
m1

2γ + 2
∥∇u∥2γ+2

a +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
ξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − 1
p
∥u∥p

p.

De ce qui précède, on obtient

E(t) =
1
2
∥ut∥2

2 + J(t). (2.14)

Lemme 2.3. Supposons que les conditions (A1)–(A3) soient vérifiées. Alors, pour tout (u0, u1) ∈
Ha(Ω)× L2(Ω) telle que

I(0) > 0, et β =
cp
∗

lap
1

(
2p

l(p − 2)
E(0)

) p−2
2

< 1, (2.15)

on a
I(t) > 0, pour tout t > 0. (2.16)

Démonstration. Comme I(0) > 0, alors grâce à la continuité de u(t), il existe un temps T∗ < T
tel que

I(t) ≥ 0, ∀ t ∈ [0, T∗).

Soit t0 vérifie {
I(t0) = 0 et I(t) > 0, pour tout 0 ≤ t0 < T∗

}
. (2.17)

Alors, pour tout t ∈ [0, T∗), on a

J(t) =
p − 2

2p

[(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + (g ◦ ∇u)(t) +
m1

γ + 1
∥∇u∥2γ+2

a

+ξ
∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ

]
+

1
p

I(t).

≥ p − 2
2p

[(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + (g ◦ ∇u)(t) +
m1

γ + 1
∥∇u∥2γ+2

a

+ξ
∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ

]
.

(2.18)

Utilisant A1, (2.10), (2.14) et (2.18), on obtient

l∥∇u∥2
a ≤

(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a ≤
2p

p − 2
J(t)

≤ 2p
p − 2

E(t) ≤ 2p
p − 2

E(0), ∀ t ∈ [0, T∗).
(2.19)



2.4. Solvabilité de la solution 25

En exploitant le lemme (1.5), les relations (2.5),(2.15) et (2.19), on trouve

∥u(t0)∥
p
p ≤ cp

∗∥∇u(t0)∥
p
2 ≤ cp

∗
ap

1
∥∇u(t0)∥

p
a ≤ cp

∗
lap

1

(
2p

l(p − 2)
E(0)

) p−2
2

l∥∇u(t0)∥2
a

= βl∥∇u(t0)∥2
a <

(
m0 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u(t0)∥2

a.

Par conséquent, on peut obtenir
I(t0) > 0,

ce qui est en contradiction avec (2.17). Ainsi, I(t) > 0 sur [0, T∗).

Lemme 2.4. [58] Supposons que

p ≤ 2
n − 1
n − 2

,

alors, il existe une constante positive C > 1 dépendant seulement de Ω telle que

∥u∥s
p ≤ C(∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p),

pour tout u ∈ H1
0(Ω), 2 ≤ s ≤ p.

Lemme 2.5. [52] Soit Q un ouvert borné de Rn
x × Rn

t , gµ et g des fonctions de Lq(Q), 1 < q <

∞, telles que
∥gµ∥Lq(Q) ≤ C, gµ −→ g p.p. dans Q.

Alors
gµ ⇀ g f aible dans Lq(Q).

2.4 Solvabilité de la solution

2.4.1 Existence locale

Theorem 2.1. Soient µ1 ≥ |µ2|, u0 ∈ Ha(Ω), u1 ∈ L2(Ω), f0 ∈ L2(Ω × (0, 1)) et T > 0, alors il
existe une unique solution faible u de (2.1) telle que :

u ∈ C([0, T]; H2(Ω) ∩ Ha(Ω)),

ut ∈ C([0, T]; L2(Ω)).

Démonstration. Étape 01 : Construction des solutions approchées
Soient w1, ..., wm, ... une base hilbertienne de V = Ha(Ω) ∩ Lp(Ω), et Vm le sous-espace de V
engendré par les m premiers éléments de la base, et soient ϕ1, ..., ϕm, ... une base hilbertienne
de W = L2(Ω × (0, 1)), et Wm le sous-espace de W engendré par les m premiers éléments de
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la base. L’approximation de Faedo Galerkin consiste à trouver pour tout entier m ≥ 1

t 7→ um(x, t) =
m

∑
i=1

gim(t)wi(x),

t 7→ zm(x, ρ, t) =
m

∑
i=1

him(t)ϕi(x, ρ).

Vérifiant les formulations variationnelles suivantes
um(t) ∈ Vm, ∀t ∈ [0, T]

((um(t))tt, wk) + M(∥∇u∥2
a)Ak(t)−

∫ t

0
g(t − s)Ak(s)ds + µ1((um(t))t, wk)

+µ2(z(., 1), wk)− (|um|p−2um, wk) = 0, ∀k = 1, m,

(2.20)

et  zm(t) ∈ Wm, ∀t ∈ [0, T]

(τ(zm(t))t + (zm(t))ρ, ϕk) = 0, ∀k = 1, m,
(2.21)

avec les conditions initiales

um(0) = u0m, u0m = ∑m
i=1 αimwi → u0,

(um)t(0) = u1m, u1m = ∑m
i=1 βimwi → u1,

zm(0) = z0m, z0m = ∑m
i=1 γimϕi → f0,

(2.22)

où

((um(t))tt, wk) =

((
∑m

i=1 gim(t)wi(x)
)

tt
, wk

)

=

((
∑m

i=1
d2gim

dt2 (t)wi(x)
)

, wk

)

= ∑m
i=1(wi, wk)

d2gim

dt2 (t),

et
Ak(t) =

∫
Ω

a(x)∇um∇wkdx

=
∫

Ω
a(x)∇

( m

∑
i=1

gim(t)wi(x)
)
∇wkdx

= ∑m
i=1 gim(t)

∫
Ω

a(x)∇wi(x)∇wkdx,
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et ∫ t

0
g(t − s)Ak(s)ds =

∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

a(x)∇um(s)∇wkdx

=
∫ t

0
g(t − s)

∫
Ω

a(x)∇
( m

∑
i=1

gim(s)wi(x)
)
∇wkdx

= ∑m
i=1

∫ t

0
g(t − s)gim(s)

∫
Ω

a(x)∇wi(x)∇wkdx,

et

µ1((um(t))t, wk) = µ1

((
∑m

i=1 gim(t)wi(x)
)

t
, wk

)

= µ1

((
∑m

i=1
dgim(t)

dt
wi(x)

)
, wk

)
= µ1 ∑m

i=1
dgim(t)

dt
(wi(x), wk),

et

µ2(z(., 1), wk) = µ2

((
∑m

i=1 him(t)ϕi(x, ρ)

)
, wk

)
= µ2 ∑m

i=1(ϕi, wk)him(t).

Ainsi, on obtient un système d’équations différentielles non linéaires du second ordre.

∑m
i=1(wi, wk)

∂2gik
∂t2 (t) + µ1

m

∑
i=1

(wi, wk)
∂gik
∂t

(t) + M(∥∇u∥2
a)

m

∑
i=1

Ai(t)gik(t)

∑m
i=1

∫ t

0
g(t − s)Ai(s)gim(s) + µ2

m

∑
i=1

(ϕi, wk)hik(t)− (|um|p−2um, wk) = 0,

gik(0) = αik, (gik)t(0) = βik.

(2.23)

Et 
τ ∑m

i=1(ϕi, ϕk)
∂hik
∂t

(t) +
m

∑
i=1

((ϕi)ρ, ϕk)hik(t)

hik(0) = γik.

(2.24)

Grâce au théorème de Caratheodory des équations différentielles ordinaires, on peut conclure
qu’il existe un tm qui dépend uniquement de |αim|, |βim| et |γim| tel que dans [0, tm], le pro-
blème (2.23)-(2.24) admet une solution locale unique (gm(t), hm(t)) ∈ (C2[0, tm])2.
Étape 02 : Estimation a priori
En multipliant l’équation (2.20) par (gkm)t(t), en sommant pour k = 1, 2, ..., m, et en intégrant
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la relation résultante sur (0, t), on obtient :

1
2

[
∥(um)t∥2

2 +
(

m0 −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇um∥2

a +
m1

γ + 1
∥∇um∥2γ+2

a + (g ◦ ∇um)(t)

]

− 1
p
∥um∥p

p + µ1

∫ t

0
∥(um)t∥2

2ds + µ2

∫ t

0

∫
Ω

zm(., 1)(um)tdxds +
1
2

∫ t

0
g(s)ds∥∇um∥2

a

−1
2

∫ t

0
(g′ ◦ ∇um)(t)

=
1
2

[
m0∥∇u0∥2

a +
m1

γ + 1
∥∇u0∥2γ+2

a + ∥u1∥2
2

]
− 1

p
∥u0∥

p
p.

(2.25)

De même, soit ξ ≥ 0. On multiplie l’équation (2.21) par (ξ/τ)(hkm), puis on effectue la somme
pour k = 1, 2, ..., m, et en intégrant la relation obtenue sur (0, t)× (0, 1), on obtient

ξ

2

∫
Ω

∫ 1

0
(zm)

2dρdx +
ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
(zm)ρzmdρdxds

=
ξ

2
∥zm0∥L2(Ω×(0,1)).

(2.26)

Notons qu’on peut réécrire le dernier terme à gauche de l’équation (2.26) comme suit

ξ

τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0
(zm)ρzmdρdxds =

ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

∂

∂ρ
(zm)

2dρdxds

=
ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω
(z2

m(x, 1, s)− z2
m(x, 0, s))dxds.

(2.27)

En sommant (2.25) et (2.26) en tenant compte de (2.27), on obtient :

Em(t) +
(

µ1 −
ξ

2τ

) ∫ t

0
∥(um)t∥2

2ds + µ2

∫ t

0

∫
Ω

zm(., 1)(um)tdxds

+
1
2

∫ t

0
g(s)ds∥∇um∥2

a −
1
2

∫ t

0
(g′ ◦ ∇um)(t) +

ξ

2τ

∫ t

0

∫
Ω

z2
m(x, 1, s)dxds

= Em(0).

Supposons que µ2 < µ1 et choisissons ξ de sorte que (2.8) soit satisfaite. En utilisant l’inégalité
de Young, on trouve qu’il existe deux constantes positives c4 et c5 telle que :

Em(t) + c4

∫ t

0
∥(um)t∥2

2ds + c5

∫ t

0
∥zm(., 1)∥2

2 +
1
2

∫ t

0
g(s)∥∇um∥2

ads

−1
2

∫ t

0
(g′ ◦ ∇um)(t)ds

≤ Em(0),

(2.28)
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avec
c4 = µ1 −

ξ

2τ
− µ2

2
, c5 =

ξ

2τ
− µ2

2
.

En utilisant (A1)-(A3), et (2.22), on peut déduire qu’il existe une constante positive C indé-
pendante de m telle que

Em(t) ≤ C.

Alors la solution (gm(t), hm(t)) peut être étendue sur l’intervalle [0, T].
En outre, on a

C ≥ Em(t) =
1
2
∥(um)t∥2

2 + Jm(t) ≥
1
p
∥um∥p

p,

par conséquent, lorsque m → +∞ dans (2.28), on constate que

um demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T; Ha(Ω) ∩ Lp(Ω)).

um demeure dans un ensemble borné de L2(0, T; Ha(Ω)).

(um)t demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T; L2(Ω)).

zm demeure dans un ensemble borné de L∞(0, T; L2(Ω × (0, 1))).

(2.29)

Étape 03 : Convergence et résultat d’existence
De manière similaire à [52], on déduit qu’on peut extraire des sous-suites convergentes (umk)k, (zmk)k
et ((umk)t)k de (um), (zm) et (um)t respectivement, et

umk ⇀ u f aible∗ dans L∞(0, T; Ha(Ω) ∩ Lp(Ω)),

(umk)t ⇀ ut f aible∗ dans L∞(0, T; L2(Ω)),

zmk ⇀ z f aible∗ dans L∞(0, T; L2(Ω × (0, 1))).

En outre, il découle de (2.29) que umk reste dans un ensemble borné de L2(0, T; Ha(Ω)) et
(umk)t reste dans un ensemble borné de L2(0, T; L2(Ω)), par conséquent (um)m est bornée
dans H1(Q). De plus, on sait qu’en vertu du théorème de Rellich-Kondrachov, l’injection de
H1(Q) dans L2(Q) est compacte. Et en tant qu’un résultat du théorème de Rellich, toute suite
faiblement convergente dans H1(Q) a une sous-suite qui converge fortement dans L2(Q).
Ainsi,

umk → u dans L2(Q). (2.30)

D’autre part, en utilisant le lemme (1.1), on trouve qu’il existe une sous-suite de (umk) encore
notée (umk), telle que

umk → u presque partout dans Q. (2.31)

De plus, comme |umk |p−2umk reste dans un domaine borné de L∞(0, T; L
p

p−1 (Ω)), on a

|umk |
p−2umk ⇀ w f aible∗ dans L∞(0, T; L

p
p−1 (Ω)). (2.32)
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Maintenant, en suivant la même méthode que celle utilisée dans [52], on peut démontrer que
w = |u|p−2u comme suit.
À partir de (2.31), on obtient :

|umk |
p−2umk → |u|p−2u p.p dans Q, (2.33)

et d’après le lemme (2.5), on a

|umk |
p−2umk ⇀ |u|p−2u f aible dans L

p
p−1 (Q). (2.34)

Grâce à l’unicité de la limite et la relation (2.34), cela nous permet de trouver que w = |u|p−2u.
D’après (2.30), on a

umk(0) → u(0) dans L2(Q).

De l’unicité de la limite et (2.22), on déduit que u0 = u(0). De la même manière on obtient
u1 = ut(0).
Ainsi, on peut prendre la limite dans (2.20) et (2.21), et en utilisant la propriété de la densité
des espaces Vm et Wm, on en déduit que (2.1) a une solution locale.

2.4.2 Existence Globale

Cette section est consacrée à la preuve de l’existence globale de la solution du problème

(2.1), et ceci en utilisant la méthode de puits de potentiel, qui est basée sur le lemme (2.3). En

utilisant le fait que

lim
t→T∗

cp
∗

lap
1

(
2p

l(p − 2)
E(u(t), ut(t))

) p−2
2

≤ β < 1,

on peut étendre T∗ à T, et obtenir le résultat suivant

Theorem 2.2. Supposons que les conditions du lemme (2.3) soient vérifiées, alors la solution (2.1) est
globale et bornée.

Démonstration. Pour arriver à notre résultat, on doit démontrer que

∥ut∥2
2 + ∥∇u∥2

a

est bornée indépendemment du temps t.
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En utilisant (2.9), (2.10), (2.14) et (2.19), on obtient

E(0) ≥ E(t) = J(t) +
1
2
∥ut∥2

2

≥ p − 2
2p

(
l∥∇u∥2

a
)
+

1
2
∥ut∥2

2

≥ min
{

l
p − 2

2p
,

1
2

}(
∥∇u∥2

a + ∥ut∥2
2

)
,

d’où
∥∇u∥2

a + ∥ut∥2
2 ≤ CE(0).

avec C =
1

min
{

l
p − 2

2p
,

1
2

} .

2.5 Stabilité de la solution

Dans cette section, on étudie la décroissance générale de l’énergie pour le problème (2.1).

On définit la fonctionnelle F(t) comme suit

F(t) := E(t) + ε1ϕ(t) + εψ(t), (2.35)

où ε1 et ε2 sont deux constantes positives qui seront spécifiées ultérieurement, et

ϕ(t) =
∫

Ω
uutdx. (2.36)

ψ(t) = −
∫

Ω
ut

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx. (2.37)

Le lemme suivant exprime la relation d’équivalence entre les deux fonctionnelles F(t) et E(t).

Lemme 2.6. Il existe deux constantes positives β1 et β2 telle que

β1F(t) ≤ E(t) ≤ β2F(t). (2.38)

Démonstration. On a

|F(t)− E(t)| =

∣∣∣∣ε1ϕ(t)− ε2ψ(t)
∣∣∣∣

≤ ε1

∫
Ω
|u||ut|dx + ε2

∫
Ω
|ut|
∣∣∣∣ ∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))ds

∣∣∣∣dx,
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en utilisant les inégalités de Holder, de Young et de Poincarré, on obtient

|F(t)− E(t)| ≤ ε1 + ε2

2
∥ut∥2

2 +
ε1

2
∥u∥2

2 +
ε2(m0 − l)

2

∫ t

0
g(t − s)∥u(t)− u(s)∥2

2ds

≤ ε1 + ε2

2
∥ut∥2

2 +
ε1c2

∗
2a2

1
∥∇u∥2

a +
ε2c2

∗(m0 − l)
a2

1
(g ◦ ∇u)(t)

≤ c(ε1, ε2)E(t).
(2.39)

où c(ε1, ε2) = max
{

ε1 + ε2

2
,

ε1c2
∗

2a2
1

,
ε2c2

∗(m0 − l)
a2

1

}
, et donc, de (2.39) on peut obtenir (2.38) en

choisissant ε1 et ε2 suffisamment petites.

Lemme 2.7. La fonctionnelle ϕ(t) définie dans (2.36) vérifie

ϕ′(t) ≤ (1 + ε)∥ut∥2
2 − cε∥∇u∥2

a − m1∥∇u∥2γ+2
a +

m0 − l
4ε

(g ◦ ∇u)(t) + ε∥z(1, t)∥2
2 + ∥u∥p

p.

Démonstration. En dérivant (2.36) par rapport à t et en se servant de l’équation (2.1), on obtient

ϕ′(t) = ∥ut∥2
2 − m0∥∇u∥2

a − m1∥∇u∥2γ+2
a + ∥u∥p

p

−µ1

∫
Ω

uutdx − µ2

∫
Ω

uz(1, t)dx +
∫

Ω
a(x)∇u(t)

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx

= ∥ut∥2
2 − m0∥∇u∥2

a − m1∥∇u∥2γ+2
a + ∥u∥p

p + I1 + I2 + I3.

En adaptant les inégalités de Hölder, de Young et de Sobolev-Poincaré, et la relation (2.5), on
estime I1, I2 et I3 comme suit

I1 ≤ ε∥ut∥2
2 +

c2
∗µ2

1
4a2

1ε
∥∇u∥2

a, (2.40)

I2 ≤ ε∥z(1, t)∥2
2 +

c2
∗µ2

2
4a2

1ε
∥∇u∥2

a, (2.41)

et

I3 =
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)a(x)(∇u(s)−∇u(t))dsdx +

( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a

≤ (ε + (m0 − l))∥∇u∥2
a +

(m0 − l)
4ε

(g ◦ ∇u)(t).
(2.42)

En combinant les inégalités (2.40),(2.41) et (2.42), on trouve

ϕ′(t) ≤ (1 + ε)∥ut∥2
2 − cε∥∇u∥2

a − m1∥∇u∥2γ+2
a +

m0 − l
4ε

(g ◦ ∇u)(t) + ε∥z(1, t)∥2
2 + ∥u∥p

p,



2.5. Stabilité de la solution 33

où

cε := l − ε − c2
∗

4a2
1ε
(µ2

1 + µ2
2) > 0.

Lemme 2.8. La fonctionnelle ψ(t) définie dans (2.37) vérifie :

ψ′(t) ≤ −
{ ∫ t

0
g(s)ds − 2δ

}
∥ut∥2

2 + δ
{

m0 + 2(m0 − l)2 + ca
}
∥∇u∥2

a

+δm1∥∇u∥2γ+2
a + δ∥z(1, t)∥2

2 + c3(g ◦ ∇u)(t)− g(0)c2
∗

4δa2
1
(g′ ◦ ∇u)(t).

Démonstration. On dérive la fonctionnelle ψ(t) définie dans (2.37) par rapport à t en utilisant
l’équation (2.1), on obtient

ψ′(t) = −
∫

Ω
utt

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
ut

∫ t

0
g′(t − s)(u(t)− u(s))dsdx −

( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥ut∥2

2

= M(|∇u∥2
a)
∫

Ω
a(x)∇u

∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

−
∫

Ω

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)ds

∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

+µ1

∫
Ω

ut

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

+µ2

∫
Ω

z(1, t)
∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
|u|p−2u

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
ut

∫ t

0
g′(t − s)(u(t)− u(s))dsdx −

( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥ut∥2

2

= I1 + I2 + · · ·+ I6 −
( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥ut∥2

2.

(2.43)

Dans ce qui suit, on va estimer tous les termes de l’équation (2.43).
Commençant par le premier terme, en utilisant les inégalités de Hölder et de Young, la condi-
tion (A1) et la relation (2.5), on obtient :
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I1 =

(
m0 + m1∥∇u∥2γ

a

) ∫
Ω

a(x)∇u
∫ t

0
g(t − s)∇u(t)−∇u(s)dsdx

≤
(

m0 + m1∥∇u∥2γ
a

)[
δ∥∇u∥2

a +
m0 − l
4δa2

1
(g ◦ ∇u)(t)

]

≤ δm0∥∇u∥2
a + δm1∥∇u∥2γ+2

a +

[(
m0

4δa2
1
+

m1

4δa2
1

(
2p

l(p − 2)
E(0)

)γ)
(m0 − l)

]
(g ◦ ∇u)(t)

:= δm0∥∇u∥2
a + δm1∥∇u∥2γ+2

a + cγ(g ◦ ∇u)(t),
(2.44)

I2 ≤ δ
∫

Ω

( ∫ t

0
g(t − s)a(x)

1
2 (|∇u(s)−∇u(t)|+ |∇u(t)|)ds

)2

dx

+
1
4δ

∫
Ω

( ∫ t

0
g(t − s)a(x)

1
2 (∇u(t)−∇u(s))ds

)2

dx

≤
(

2δ +
1
4δ

) ∫
Ω

( ∫ t

0
g(t − s)a(x)

1
2 (∇u(t)−∇u(s))ds

)2

dx + 2δ(m0 − l)2∥∇u∥2
a

≤
(

2δ +
1
4δ

)
(m0 − l)(g ◦ ∇u)(t) + 2δ(m0 − l)2∥∇u∥2

a,

(2.45)

I3 ≤ δ∥ut∥2
2 +

(m0 − l)µ2
1c2

∗
4δa2

1
(g ◦ ∇u)(t), (2.46)

I4 ≤ δ∥z(1, t)∥2
2 +

(m0 − l)µ2
2c2

∗
4δa2

1
(g ◦ ∇u)(t). (2.47)

Pour estimer I5, on utilise les inégalités de Hölder et de Young, la condition (A1) et les deux
relations (2.5) et (2.19). L’estimation est donnée comme suit

I5 =

∣∣∣∣∣
∫

Ω
|u|p−2u

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

∣∣∣∣∣
≤ δ

c2p−2
∗

a2p−2
1

∥∇u∥2p−2
a +

(m0 − l)c2
∗

4δa2
1

(g ◦ ∇u)(t)
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≤ δ

{
c2p−2
∗

a2p−2
1

(
2p

l(p − 2)
E(0)

)p−2}
∥∇u∥2

a +
(m0 − l)c2

∗
4δa2

1
(g ◦ ∇u)(t)

:= δca∥∇u|2a +
(m0 − l)c2

∗
4δa2

1
(g ◦ ∇u)(t).

(2.48)

De même, pour I6, on trouve

I6 ≤ δ∥ut∥2
2 −

g(0)c2
∗

4δa2
1
(g′ ◦ ∇u)(t). (2.49)

En combinant les estimations (2.44)-(2.49), l’inegalité (2.43) devient

ψ′(t) ≤ −
{ ∫ t

0
g(s)ds − 2δ

}
∥ut∥2

2 + δ
{

m0 + 2(m0 − l)2 + ca
}
∥∇u∥2

a

+δm1∥∇u∥2γ+2
a + δ∥z(1, t)∥2

2 + c3(g ◦ ∇u)(t)− g(0)c2
∗

4δa2
1
(g′ ◦ ∇u)(t).

où

c3 =

{
cγ +

(
2δ +

1
4δ

)
(m0 − l) +

(µ2
1 + µ2

2)(m0 − l)c2
∗

4δa2
1

+
(m0 − l)c2

∗
4δa2

1

}
.

Lemme 2.9. Assumons que les hypothèses (A1)-(A3) sont satisfaites. Soit (u0, u1) ∈ Ha(Ω)×
L2(Ω) donné et satisfait les conditions du lemme (2.3). Alors, pour tout t0, la fonctionnelle
F(t) vérifie :

F′(t) ≤ −δ1E(t) + δ2(g ◦ ∇u)(t), (2.50)

où δ1 et δ2 sont des constantes positives.

Démonstration. Tout d’abord, comme la fonction g est continue et positive avec g(0) ≥ 0,
alors pour tout t0 > 0, ∫ t

0
g(s)ds ≥

∫ t0

0
g(s)ds = g0.

En utilisant les lemmes (2.7) et (2.8), on obtient

F′(t) ≤ −
{

c0 + ε2(g0 − 2δ)− ε1(1 + ε)
}
∥ut∥2

2 −
{

c0 − (ε2δ + ε1ε)
}
∥z(1, t)∥2

2

−
{

ε1cε − ε2δ{m0 + 2(m0 − l)2 + ca}
}
∥∇u|2a − m1{ε1 − ε2δ}∥∇u∥2γ+2

a

+ε1∥u∥p
p +

{
ε1(m0 − l)

4ε
+ ε2c3

}
(g ◦ ∇u)(t) +

{
1
2
− ε2

g(0)c2
∗

4δa2
1

}
(g′ ◦ ∇u)(t).
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Maintenant, on doit choisir δ suffisamment petit tel que :

g0 − 2δ >
g0

2
et

δ{m0 + 2(m0 − l)2 + ca}
cε

<
g0

4
.

Une fois le δ est fixé, on choisit ε1 et ε2 de sorte que

g0

4ε2
< ε1 <

g0ε2

2
, (2.51)

et

c4 = ε2(g0 − 2δ)− ε1(1 + ε) > 0,

c5 = c0 − (ε2δ + ε1ε) > 0,

c6 = ε1cε − ε2δ(m0 + 2(m0 − l)2 + ca) > 0,

c7 = ε1 − ε2δ > 0.

De plus, prenant ε1 et ε2 suffisamment petits pour que (2.38) et (2.51) restent valides et que :

c8 =
1
2
− ε2

g(0)c2
∗

4δa2
1

> 0.

Par conséquent, pour tout t ≥ t0, on obtient le résultat voulu.

Theorem 2.3. Supposons que les conditions (A1) - (A3) soient vérifiées. Si (u0, u1) ∈ H1
0(Ω) ×

L2(Ω), alors l’énergie E(t) vérifie :

E(t) ≤ Ke−k
∫ t

t0
ζ(s)ds, t ≥ t0,

où K et k sont deux constantes positives.

Démonstration. Multipliant (2.50) par ζ(t), on a

ζ(t)F′(t) ≤ −δ1ζ(t)E(t) + δ2ζ(t)(g ◦ ∇u)(t),

de (A2) et en appliquant le lemme (2.2), on obtient :

ζ(t)F′(t) ≤ −δ1ζ(t)E(t)− δ2(g′ ◦ ∇u)(t)

≤ −δ1ζ(t)E(t)− 2δ2E′(t), ∀t0 ≤ t,

d’où
ζ(t)F′(t) + 2δ2E′(t) ≤ −δ1ζ(t)E(t). (2.52)
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On introduit la fonctionnelle de Lyapunove L(t) définie par

L(t) = ζ(t)F(t) + CE(t), (2.53)

et on la dérive par rapport à t, on obtient

L′(t) = ζ ′(t)F(t) + ζ(t)F′(t) + CE′(t), (2.54)

En utilisant (A2) et (2.52), on trouve

L′(t) ≤ −δ3ζ(t)E(t), ∀t0 ≤ t, (2.55)

où c ≥ 2δ2.
D’autre part, on peut constater que les deux fonctionnelles, L(t) et E(t), sont équivalentes
graçe à l’équivalence établie entre F(t) et E(t) dans le lemme (2.6). De plus, à partir de l’équa-
tion (2.53), on peut obtenir

α1E(t) ≤ L(t) ≤ α2E(t), (2.56)

L’utilisation de (2.56), nous permet d’obtenir

L′(t) ≤ −δ4ζ(t)L(t), ∀t0 ≤ t, (2.57)

où δ4 =
δ3

α2
. Une simple intégration de (2.57) conduit à

L(t) ≤ L(t0)e
−δ4

∫ t
t0

ζ(s)ds, ∀t ≥ t0

.

2.6 Explosion en temps fini de la solution

Theorem 2.4. Si les hypothèses (A1)-(A3), (2.6) et E(0) < 0 sont satisfaites, alors la solution du
problème (2.1) connaîtra une explosion en temps fini

T∗ ≤ 1 − σ

κσΨ1−σ(0)
.

Démonstration. Soit
H(t) = −E(t), (2.58)

de (2.10), on trouve que

H′(t) = −E′(t) ≥ c0(∥ut∥2
2 + ∥z(1, t)∥2

2) ≥ 0,
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d’où la croissance de la fonction H(t). De (2.9) et (2.58), on obtient

0 < H(0) ≤ H(t) ≤ 1
p
∥u∥p

p, t ∈ [0, T). (2.59)

On définit la fonction suivante

Ψ(t) = H1−σ(t) + ε
∫

Ω
uutdx, (2.60)

où ε > 0 est une petite constante qui sera choisie ultérieurement, et

0 < σ ≤ min
{

p − 2
2p

,
p − 2

p

}
. (2.61)

On dérive la fonction (2.60) en utilisant (2.1), on obtient

Ψ′(t) = (1 − σ)H−σ(t)H′(t) + ε
∫

Ω
|ut|2dx + ε

∫
Ω

uuttdx

= (1 − σ)H−σ(t)H(t) + ε∥ut∥2
2 − εm0∥∇u∥2

a − εm1∥∇u∥2γ+2
a + ε∥u∥p

p

+ε
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)dsdx − εµ1

∫
Ω

uutdx − εµ2

∫
Ω

uz(1, t)dx.

(2.62)

Pour estimer le 6ieme,le 7ieme et le 8ieme terme dans (2.62), on utilise les inégalités de Hölder et
de Young, pour η, δ > 0, on trouve

∫
Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)dsdx ≥

(
1 − 1

4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a − η(g ◦ ∇u)(t), (2.63)

µ1

∫
Ω

uutdx ≤ δµ2
1∥u∥2

2 +
1
4δ

∥ut∥2
2

≤ δµ2
1∥u∥2

2 +
1

4δc0
H′(t),

(2.64)

et
µ2

∫
Ω

uz(1, t)dx ≤ δµ2
2∥u∥2

2 +
1
4δ

∥z(1, t)∥2
2

≤ δµ2
2∥u∥2

2 +
1

4δc0
H′(t),

(2.65)
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En combinant les estimations (2.63)-(2.65) dans (2.62), on obtient :

Ψ′(t) ≥
{
(1 − σ)H−σ(t)− ε

2δc0

}
H′(t) + ε∥ut∥2

2 − εm1∥∇u∥2γ+2
a + ε∥u∥p

p

−ε

{
m0 −

(
1 − 1

4η

) ∫ t

0
g(s)ds

}
∥∇u∥2

a − εη(g ◦ ∇u)(t)

−εδ(µ2
1 + µ2

2)∥u∥2
2.

(2.66)

En utilisant (2.9) et (2.58), on obtient

Ψ′(t) ≥
{
(1 − σ)H−σ(t)− ε

2δc0

}
H′(t) + ε

{ p
2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1

{
p

2γ + 2
− 1
}
∥∇u∥2γ+2

a

+ε

{
m0

(
p
2
− 1
)
−
(

p
2
− 1 +

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)}
∥∇u∥2

a + εpH(t)

+ε

{
p
2
− η

}
(g ◦ ∇u)(t) + ε

pξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − εδ(µ2
1 + µ2

2)∥u∥2
2.

(2.67)
Graçe à (A1) et (2.6), on a

Ψ′(t) ≥
{
(1 − σ)H−σ(t)− ε

2δc0

}
H′(t) + ε

{
p
2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1b1∥∇u∥2γ+2
a

+εb2∥∇u∥2
a + εb3(g ◦ ∇u)(t) + ε

pξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ

−εδ(µ2
1 + µ2

2)∥u∥2
2 + pεH(t),

(2.68)

où b1 =
p

2γ + 2
− 1 > 0, b2 = m0

(
p
2
− 1
)
−
(

p
2
− 1+

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
> 0, b3 =

p
2
− η > 0.

Par conséquent, en prenant δ = Hσ(t)/2c0k, où k > 0 sera spécifié ultérieurement, on obtient

Ψ′(t) ≥ {(1 − σ)− εk}H−σ(t)H′(t) + ε

{
p
2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1b1∥∇u∥2γ+2
a + εb2∥∇u∥2

a

εb3(g ◦ ∇u)(t) + ε
pξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − ε
µ2

1 + µ2
2

2c0k
Hσ(t)∥u∥2

2 + pεH(t),

(2.69)
exploitant (2.59), on trouve

Hσ(t)∥u∥2
2 ≤ 1

pσ
∥u∥σp

p ∥u∥2
2 ≤

c2
p

pσ
∥u∥σp+2

p . (2.70)
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En substituant (2.70) dans (2.69), on obtient

Ψ′(t) ≥ {(1 − σ)− εk}H−σ(t)H′(t) + ε

{
p
2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1b1∥∇u∥2γ+2
a

+εb2∥∇u∥2
a + εb3(g ◦ ∇u)(t) + ε

pξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − ε
c
k
∥u∥σp+2

p + pεH(t),

(2.71)
où c = c2

p(µ
2
1 + µ2

2)/2c0pσ.
De (2.5), (2.61) et le lemme (2.4), il résulte

∥u∥σp+2
p ≤ C

(
∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p

)
≤ C

a2
1
∥∇u∥2

a + C∥u∥p
p. (2.72)

En combinant (2.72) avec (2.71), on obtient

Ψ′(t) ≥ {(1 − σ)− εk}H−σ(t)H′(t) + ε

{
p
2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1b1∥∇u∥2γ+2
a

+ε

{
b2 −

c
ka2

1
C
}
∥∇u∥2

a + εb3(g ◦ ∇u)(t) + ε
pξ

2

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ

−ε
c
k

C∥u∥p
p + pεH(t).

(2.73)

En soustrayant et en ajoutant εθH(t) du côté droit de (2.74) et en utilisant (2.9) et (2.58), on
déduit que

Ψ′(t) ≥ {(1 − σ)− εk}H−σ(t)H′(t) + ε

{
p
2
− θ

2
+ 1
}
∥ut∥2

2 + εm1

{
b1 −

θ

2γ + 2

}
∥∇u∥2γ+2

a

+ε

{
b2 −

m0θ

2
− c

ka2
1

C
}
∥∇u∥2

a + ε

{
b3 −

θ

2

}
(g ◦ ∇u)(t)

+ε

{
pξ

2
− θξ

2

} ∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ − ε

{
θ

p
− c

k
C
}
∥u∥p

p + ε(p − θ)H(t),

(2.74)
On choisit θ telle que

0 < θ < min
{

p, (2γ + 2)b1,
2b2

m0
, 2b3

}
.

Puis, on prend k suffisamment grand telle que

b2 −
θm0

2
− c

ka2
1

C > 0, et
θ

p
− c

k
C > 0.

Après avoir fixer k, on choisit ε assez petit pour que

(1 − σ)− εk > 0, et Ψ(0) = H1−σ(0) + ε
∫

Ω
u0u1dx.
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D’où, de (??) on obtient

Ψ′(t) ≥ K
(
∥ut∥2

2 + ∥∇u∥2
a + ∥∇u∥2γ+2

a + ∥u∥p
p + (g ◦ ∇u)(t) +

∫ 1

0
∥z(ρ, t)∥2

2dρ + H(t)
)

,

(2.75)
où K est une constante positive.
On passe maintenant à l’estimation du terme Ψ

1
1−σ (t).

On a d’après l’inégalité de Hölder∣∣∣∣ ∫Ω
uutdx

∣∣∣∣ ≤ ∥u∥2∥ut∥2 ≤ cp∥u∥p∥ut∥2,

ce qui implique ∣∣∣∣ ∫Ω
uutdx

∣∣∣∣ 1
1−σ

≤ cp∥u∥
1

1−σ
p ∥ut∥

1
1−σ
2 ,

l’inégalité de Young nous donne

∣∣∣∣ ∫Ω
uutdx

∣∣∣∣ 1
1−σ

≤ C
(
∥u∥

µ
1−σ
p + ∥ut∥

θ
1−σ
2

)
, (2.76)

où
1
µ
+

1
θ

= 1. Or l’application du lemme (2.4) necéssite de prendre θ = 2(1 − σ), ce qui

donne
µ

1 − σ
=

2
1 − 2σ

≤ p. Par conséquent, (2.76) devient

∣∣∣∣ ∫Ω
uutdx

∣∣∣∣ 1
1−σ

≤ C
(
∥u∥s

p + ∥ut∥2
2

)
, (2.77)

où s =
2

1 − 2σ
.

Encore une fois, graçe au lemme (2.4) et à (2.5), on obtient

∣∣∣∣ ∫Ω uutdx
∣∣∣∣ 1

1−σ

≤ C
(
∥u∥p

p + ∥∇u∥2
2 + ∥ut∥2

2

)
≤ C

a2
1

(
∥u∥p

p + ∥∇u∥2
a + ∥ut∥2

2

)
.

(2.78)

En combinant (2.78) et (2.60), on trouve

Ψ
1

1−σ (t) =

[
H1−σ(t) + ε

∫
Ω

uutdx
] 1

1−σ

≤ N
(
∥ut∥2

2 + ∥∇u∥2
a + ∥u∥p

p + H(t)
)

.

(2.79)
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De (2.75) et (2.79) on arrive à la relation suivante

Ψ′(t) ≥ κΨ
1

1−σ (t), pout tout t > 0, (2.80)

où κ est une constante positive.
En effectuant une integration simple de (2.80) sur (0, t), on obtient

Ψ
σ

1−σ (t) ≥ 1

Ψ− σ
1−σ (0)− κσt

1−σ

.
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CHAPITRE 3

LES PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES D’UNE ÉQUATION

VISCOÉLASTIQUE DE TYPE KIRCHHOFF AVEC UN

TERME D’AMORTISSEMENT NON LINÉAIRE AUX

BORDS ET UN TERME SOURCE

3.1 Introduction

Le troisième chapitre est consacré à l’étude d’une équation viscoélatique de type Kirchhoff

avec une densité non constante et des conditions aux bords non-linéaires, donnée par

|ut|ρutt −
(
a + b∥∇u∥2

2
)
∆u +

∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds − α∆utt = 0 Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),(
a + b∥∇u∥2

2
)∂u

∂v
+ α

∂utt

∂v
−
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂v

ds + |ut|m−2ut = |u|p−2u Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω,
(3.1)

où Ω est un domaine borné de Rn(n ≥ 1), avec une frontière Γ = Γ0 ∪ Γ1 assez régulière telle

que Γ0 ∩ Γ1 = ∅.

ρ, a, b et α > 0 sont des constantes positives. On désigne par ν la normale sortante de Γ, et

par
∂u
∂ν

la dérivée normale de u en un point de Γ, m ≥ 2, g fonction de relaxation positive et

décroissante.

Pour une fonction de densité non constante, Cavalcanti et al. [16], ont considéré le problème
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suivant 
|ut|ρutt − ∆u − ∆utt +

∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds − γ∆ut = 0 Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω.

(3.2)

Dans leur article, les auteurs ont d’abord prouvé l’existence globale de la solution faible pour

γ = 1, ensuite, ils ont établi le taux de décroissance de l’énergie pour γ > 0. Messaoudi et

Tatar [65] ont également étudié (3.2), en prenant γ = 0 et un terme source non linéaire. En

introduisant une nouvelle fonctionnelle et en utilisant la méthode de puits de potentiel, ils

ont montré que le terme viscoélastique est suffisant pour assurer l’existence globale et la dé-

croissance uniforme des solutions, pourvu que les conditions initiales soient dans le même

ensemble stable. Plus tard, Wu [92] a étudié (3.2) avec γ = 0, un terme source non linéaire

et un terme d’amortissement faible. Il a debattu la décroissance uniforme de l’énergie de la

solution sous des conditions appropriées sur la fonction de relaxation g et les conditions ini-

tiales.

Pour une équation d’onde avec une intéraction d’un terme d’amortissement et un terme

source, Vitillaro [88] a étudié le problème aux limites suivant

utt − ∆u = 0 Ω × (0,+∞),

u(x, t) = 0 Γ0 × (0,+∞),
∂u
∂v

+ |ut|m−2ut = |u|p−2u Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω,

(3.3)

où il a démontré que si m ≥ p, le terme d’amortissement superlinéaire |u|m−2u implique

l’existence globale de la solution pour des conditions initiales arbitraires. En revanche, si

m < p, la solution du problème (3.3) n’existe plus.

Cependant, en présence du terme viscoélastique, Liu et al. [53] ont étudié la décroissance de
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l’énergie ainsi que l’explosion de la solution du problème suivant :

utt − ∆u +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds = 0 Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),
∂u
∂v

−
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂v

ds + |ut|m−2ut = |u|p−2u Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω.

(3.4)

Wu [93] a traité le problème (3.4) dans un cadre plus général. En adaptant la méthode de

Faedo-Galerkin, il a prouvé l’existence de la solution faible et a travaillé sur sa stabilité. De

plus, il a démontré que la solution peut exploser en temps fini pour certaines données initiales

dans un ensemble instable.

Di et al. [27] ont pris une fonction de densité non constante et ont étudié le problème d’onde

viscoélastique avec un terme source non linéaire aux bords suivant :

uρ−1
t utt − ∆u +

∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds = 0 Ω × (0,+∞),

u(x, t) = 0 Γ0 × (0,+∞),
∂u
∂v

−
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂v

ds = f (u) Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω.

(3.5)

Ils ont démontré l’existence globale d’une solution faible sous certaines hypothèses sur g et

f , en supposant que I(u0) ≥ 0 et que E(0) = d. Or, pour I(u0) < 0 et E(0) < βδ, l’explo-

sion en temps fini a été établie. Plus tard, Di et Shang [26] ont étudié (3.5) avec f (u) ≡ 0,

un terme d’amortissement non linéaire aux bords et un terme source. Tout d’abord, ils ont

prouvé l’existence globale des solutions faibles en combinant la méthode d’approximation

de Galerkin, la méthode de puits de potentiel et la méthode de monotonie. Ils ont également

établi un résultat de décroissance de l’énergie et ont montré l’explosion de la solution en

temps fini sous certaines hypothèses sur g et les données initiales.

Pour l’équation d’onde viscoélastique de type Kirchhoff avec un terme Balakrishnan-Taylor



46 Chapitre 3. Les propriétés dynamiques d’une équation viscoélastique de type Kirchhoff
avec un terme d’amortissement non linéaire aux bords et un terme source

et un terme d’amortissement non linéaire aux bords, Wu [94] a considéré le problème suivant

utt − M(t)∆u +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds = |u|p−1u Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),

M((t)
∂u
∂v

−
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂v

ds + h(ut) = |u|k−1u Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω,

(3.6)

où M(t) = a + b∥∇u∥2
2 + σ

∫
Ω ∇u.∇utdx. Ce modèle a été proposé par Balakrishnan et Tay-

lor [7] pour étudier l’amortissement dans les structures flottantes. Dans ce contexte, Shun a

examiné les taux de décroissance uniformes en faisant des hypothèses raisonnables sur la

fonction de relaxation, le terme d’amortissement et le terme source. Zarai et ses collabora-

teurs [100] ont été intéressés par l’étude de (5.46) sans le terme source (|u|p−1u) avec h = αut.

Ils ont démontré l’existence globale des solutions et ont obtenu un résultat de décroissance

d’énergie et ceci en employant la technique de multiplicateur.

3.2 Préliminaires

Dans cette section on introduit les notions, les outils mathématiques et les concepts de base

nécessaires pour atteindre l’objectif de ce chapitre. Les normes usuelles des espaces Lp(Ω) et

Lp(Γ1) sont notées ∥u∥p et ∥u∥p,Γ1 respectivement. La norme de l’espace de Sobolev H1
0(Ω)

est représentée par la notation standard.

On définit l’espace de Hilbert

H1
Γ0

=

{
u ∈ H1(Ω) : u|Γ0 = 0

}
,

muni de la structure de Hilbert introduite par l’espace H1(Ω).

Pour affirmer nos résultats, on énonce les hypothèses suivantes :

(A1) : La fonction de relaxation g est une fonction décroissante de classe C1 qui satisfait pour

tout s > 0 les propriétés suivantes :

g(s) ≥ 0, g′(s) ≤ 0, a −
∫ +∞

0
g(s)ds = l ≥ 0.
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(A2) : Il existe une fonction différentiable positive ξ telle que

g′(s) ≤ −ξ(s)g(s) pour tout s > 0,

avec

ξ ′(t) ≤ 0, et
∫ +∞

0
ξ(t)dt = +∞.

(A3) : La constante p satisfait la condition suivante :

4 < p < ∞, si n = 1, 2, et 4 < p <
2(n − 1)

n − 2
si n ≥ 3.

On outre, on suppose que

∫ +∞

0
g(s)ds <

a(ξ/2 − 1)
ξ/2 − 1 + 1/2xi

. (3.7)

On définit l’énergie associée au problème (3.1) par

E(t) =
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 +
1
2
(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
4
∥∇u∥4

2 +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
α

2
∥∇ut∥2

2 −
1
p
∥u∥p

p.Γ1
.

(3.8)

Maintenant, on rappelle les lemmes suivants :

Lemme 3.1. (Inégalité de Sobolev-Poincaré [2]) Soit 2 ≤ q < ∞ si n = 1, 2, où 2 ≤ q <
2n

n − 2
si n ≥ 3, alors, il existe une constante positive c∗ = c∗(Ω, q) telle que

∥u∥q ≤ c∗∥∇u∥2 pour u ∈ H1
0(Ω), (3.9)

et
∥u∥q,Γ1 ≤ B∗∥∇u∥2, (3.10)

où B∗ est la constante optimale de l’injection de trace.

Lemme 3.2. [58] Supposons que p ≤ 2
n − 1
n − 2

, alors, il existe une constante positive C > 1 qui

dépend seulement de Γ1 tel que

∥u∥s
p,Γ1

≤ C
(
∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p,Γ1

)
,

pour tout u ∈ H1
Γ1
(Ω) et pour tout entier 2 ≤ s ≤ p.
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Lemme 3.3. Soit u la solution du problème (3.1), alors on a

E′(t) ≤ −∥ut∥m
m,Γ1

− 1
2

g(t)∥∇u∥2
2 +

1
2
(g′ ◦ ∇u)(t). (3.11)

Démonstration. Multipliant la première équation dans (3.1) par ut et l’intègrant ensuite sur Ω,
on obtient

d
dt

[
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 +
1
2

(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
4
∥∇u∥4

2 +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
α

2
∥∇ut∥2

2 −
1
p
∥u∥p

p,Γ1

]
= −∥ut∥m

m,Γ1
− 1

2
g(t)∥∇u∥2

2 +
1
2
(g′ ◦ ∇u)(t).

(3.12)

D’où (3.11).

Maintenant, on définit les fonctionnelles suivantes :

I(t) = I(u(t)) =
(

a −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
2
∥∇u∥4

2 + (g ◦ ∇u)(t)− ∥u∥p
p.Γ1

. (3.13)

et

J(t) = J(u(t)) =
1
2

(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
4
∥∇u∥4

2 +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)− 1

p
∥u∥p

p.Γ1
, (3.14)

où J(u(t)) représente l’énergie potentielle de (3.1).

À partir de (3.13) et (3.14), on peut réécrire l’énergie E(t) comme suit

E(t) =
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 +
α

2
∥∇ut∥2

2 + J(t). (3.15)

On énonçe ci-après le théorème concernant l’existence locale, dont la preuve se trouve dans

[32].

Theorem 3.1. Supposons que les conditions A1 - A3 soient satisfaites. Alors, pour tout (u0, u1) ∈
H1

Γ0
(Ω)× H1

Γ0
(Ω) ∩ Lm(Γ1), il existe une solution unique du problème (3.1) telle que :

u ∈ L∞
(
[0, T]; H1

Γ0
(Ω)

)
, ut ∈ L∞

(
[0, T]; H1

Γ0
(Ω) ∩ Lm(Γ1)

)
,

pour T > 0.
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3.3 Existence Globale

Dans cette section, on démontre que la solution du problème (3.1) est globale.

Lemme 3.4. Supposons que les conditions A1-A3 soient satisfaites, et que pour tout (u0, u1) ∈
H1

Γ0
(Ω)× L2(Ω), on a :

I(0) > 0, ϑ =
Bp
∗
l

( 2p
l(p − 2)

E(0)
) p−2

2
< 1. (3.16)

Alors,
I(t) > 0, Pour tout t > 0. (3.17)

Démonstration. Comme I(0) > 0, alor par continuité de u(t), il existe un temps T∗ < T tel
que

I(t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T∗). (3.18)

Soit t0 vérifiant : {
I(t0) = 0 et I(t) > 0, pour tout 0 ≤ t0 < T∗

}
. (3.19)

Cela implique que, pour tout t ∈ [0, T∗), on a

J(u(t)) =
p − 2

2p

[(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
2
∥∇u∥4

2 + (g ◦ ∇u)(t)

]
+

1
p

I(t)

≥ p − 2
2p

[(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
b
2
∥∇u∥4

2 + (g ◦ ∇u)(t)

]
.

(3.20)

En utilisant (A1), (3.11), (3.15) et (3.20), on arrive à

l∥∇u∥2
2 ≤

(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2

≤ 2p
p − 2

J(u(t))

≤ 2p
p − 2

E(t)

≤ 2p
p − 2

E(0), ∀ 0 < t < T∗.

(3.21)
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En exploitant maintenant (3.10), (3.16) et (3.21), on trouve

∥u(t0)∥
p
p,Γ1

≤ Bp
∗∥∇u(t0)∥

p
2 ≤ Bp

∗
l

( 2p
l(p − 2)

E(0)
) p−2

2
l∥∇u(t0)∥

p
2

= ϑl∥∇u(t0)∥
p
2

<
(

a −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u(t0)∥2

2, ∀ 0 < t < T∗.

(3.22)

Ce qui nous conduit au résultat suivant

I(t) > 0, ∀ t ∈ [0, T∗),

ceci contredit l’équation (3.19), d’où I(t) > 0. En répétant cette procédure et en utilisant le
fait que

lim
t→T∗

cp
∗
l

(
2p

l(p − 2)
E(u(t), ut(t))

) p−2
2

≤ ϑ < 1,

T∗ est étendu à T.

Theorem 3.2. Supposons que les conditions du lemme (3.4) soient satisfaites. Alors, en vertu de ce
lemme, la solution du problème (3.1) est globale et bornée.

Démonstration. Il suffit de démontrer que

∥ut∥ρ+2
ρ+2 + ∥∇u∥2

2 + ∥∇ut∥2
2 ≤ CE(0).

On a
E(0) ≥ E(t) =

1
ρ + 2

∥ut∥ρ+2
ρ+2 +

α

2
∥∇ut∥2

2 + J(t)

≥ p − 2
2p

(
l∥∇u∥2

2
)
+

1
ρ + 2

∥ut∥ρ+2
ρ+2 +

α

2
∥∇ut∥2

2.
(3.23)

alors, on obtient
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥∇u∥2
2 + ∥∇ut∥2

2 ≤ CE(0), (3.24)

où C =
1

min{ l(p−2)
2p , 1

ρ+2 , α
2}

.

3.4 Décroissance de l’énergie

Cette section est consacrée à l’étude de la stabilité de la solution du problème (3.1). Afin

de prouver notre résultat principal, on définit les fonctionnelles suivantes :

ϕ(t) =
∫

Ω

1
1 + ρ

|ut|ρutudx +
∫

Ω
α∇ut∇udx. (3.25)
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ψ(t) = −
∫

Ω

1
1 + ρ

|ut|ρut

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
α∇ut

∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx.

(3.26)

Ensuite, on définit la fonctionnelle L par :

L(t) = NE(t) + ϵϕ(t) + ψ(t). (3.27)

On a alors les lemmes suivants :

Lemme 3.5. Pour ϵ assez petit et en choisissant N assez grand, la relation

β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t), (3.28)

est vérifiée pour deux constantes positives β1, β2.

Démonstration. En se servant des inégalités de Holder, de Young, de Poincaré et l’inégalité
(3.9), on trouve

|L(t)− NE(t)| ≤ ϵ + 1
ρ + 2

∥ut∥ρ+2
ρ+2 + ϵc0∥∇u∥2

2 + α
ϵ + 1

2
∥∇ut∥2

2 + c1(g ◦ ∇u)(t)

≤ c(ϵ)E(t),
(3.29)

où

c0 =
cρ+2
∗

ρ + 2

( 2p
l(p − 2)

E(0)
)ρ/2

+
α

2
,

et

c1 =
(a − l)ρ+1cρ+2

∗
ρ + 2

( 2p
l(p − 2)

E(0)
)ρ/2

+
a − l

2
.

Si on prend ϵ suffisamment petit, alors (3.28) découle de (3.29).

Lemme 3.6. La fonctionnelle ϕ définie dans (3.25) satisfait

ϕ′(t) ≤ 1
ρ + 1

∥ut∥ρ+2
ρ+2 − (−η + l − c

m
ηm)∥∇u∥2

2 − b∥∇u∥4
2 + α∥∇ut∥2

2

+
a − l
4η

(g ◦ ∇u)(t) + (1 +
c
m

ηm)∥u∥p
p,Γ1

+
m − 1

m
η−m/m−1∥ut∥m

m,Γ1
.

(3.30)

Démonstration. En dérivant l’équation (3.25) par rapport à t et en utilisant l’équation (3.1), on
trouve

ϕ′(t) =
∫

Ω
|ut|ρuttudx +

∫
Ω

1
ρ + 1

|ut|ρ+2dx +
∫

Ω
α∇utt∇udx +

∫
Ω

α|∇ut|2dx
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=
∫

Ω

1
ρ + 1

|ut|ρ+2dx −
∫

Ω

(
a + b∥∇u∥2

2
)
|∇u|2dx +

∫
Ω

α|∇ut|2dx

+
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx −

∫
Γ1

|ut|m−2utudΓ +
∫

Γ1

|u|pdx.
(3.31)

En utilisant les inégalités de Holder et de Young, on estime le quatrième et le cinquième terme
de (3.31) comme suit∣∣∣∣∣

∫
Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx(t)

∣∣∣∣∣ ≤ (η + a − l)∥∇u∥2
2 +

a − l
4η

(g ◦ ∇u)(t), (3.32)

et ∣∣∣∣∣
∫

Γ1

|ut|m−2utudΓ

∣∣∣∣∣ ≤ 1
m

ηm∥u∥m
m,Γ1

+
m − 1

m
η−m/m−1∥ut∥m

m,Γ1

≤ c
m

ηm(∥∇u∥2
2 + ∥u∥p

p,Γ1
) +

m − 1
m

η−m/m−1∥ut∥m
m,Γ1

.

(3.33)

Une substitution de (3.32)-(3.33) dans (3.31) donne (3.30).

Lemme 3.7. La fonctionnelle ψ définie dans (3.26) satisfait

ψ′(t) ≤ −
{

1
ρ + 1

∫ t

0
g(s)ds − δ−(ρ+2/ρ+1)

ρ + 2

}
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + δ
{

a + cB + 2(a − l)2
}
∥∇u∥2

2

+δb∥∇u∥4
2 + α

{
δ −

∫ t
0 g(s)ds

}
∥∇ut∥2

2 + cl(g ◦ ∇u)(t)

−
{

cρ +
g(0)c2

∗
2δ

}
(g′ ◦ ∇u)(t) + δ−m/m−1(a − l)

m − 1
m

∥ut∥m
m,Γ1

.
(3.34)

Démonstration. En dérivant l’équation (3.26) par rapport à t et en utilisant l’équation (3.1), on
trouve

ψ′(t) = −
∫

Ω
|ut|ρutt

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdx − 1

ρ + 1

( ∫ t

0
g(s)ds

) ∫
Ω
|ut|ρ+2dx

− 1
ρ + 1

∫
Ω
|ut|ρut

∫ t

0
g′(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
α∇ut

( ∫ t

0
g(t − s)∇ut(t)ds

)
dx

−
∫

Ω
α∇ut

∫ t

0
g′(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx
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−
∫

Ω
α∇utt

( ∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))ds

)
dx

=
∫

Ω
(a − b∥∇u∥2

2)∇u
∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

−
∫

Ω

( ∫ t

0
g(t − s)∇u(s)ds

)( ∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))ds

)
dx

−
∫

Ω
α∇ut

( ∫ t

0
g(t − s)∇ut(t)ds

)
dx − 1

ρ + 1

( ∫ t

0
g(s)ds

) ∫
Ω
|ut|ρ+2dx

− 1
ρ + 1

∫
Ω
|ut|ρut

∫ t

0
g′(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

−
∫

Ω
α∇ut

∫ t

0
g′(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

+
∫

Γ1

|ut|m−2ut

∫ t

0
g(t − s)

(
u(t)− u(s)

)
dsdΓ

−
∫

Γ1

|up−2u
∫ t

0
g(t − s)

(
u(t)− u(s)

)
dsdΓ.

(3.35)

Dans ce qui suit, on va estimer tous les termes de (3.35). Pour ceci, on utilise l’inégalité de
Young et l’inégalité de Holder. Plus précisément, pour tout δ > 0, nous pouvons établir les
estimations suivantes∣∣∣∣∣

∫
Ω
(a + b∥∇u∥2

2)∇u
∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

∣∣∣∣∣
≤ (a + b∥∇u∥2

2)
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

≤ (a + b∥∇u∥2
2)

[
δ∥∇u∥2

2 +
a − l

4δ
(g ◦ ∇u)(t)

]

≤ aδ∥∇u∥2
2 + bδ∥∇u∥4

2 + cδ(g ◦ ∇u)(t),

(3.36)

où

cδ =

(
a +

(
E(0)/lb

)2
)

a − l
4δ

.

et ∣∣∣∣∣
∫

Ω

( ∫ t

0
g(t − s)∇u(s)ds

)( ∫ t

0
g(t − s)(∇u(t)−∇u(s))ds

)
dx

∣∣∣∣∣
≤ 2δ(a − l)2∥∇u∥2

2 +
(
2δ +

1
4δ

)
(a − l)(g ◦ ∇u)(t).

(3.37)
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et ∣∣∣∣∣
∫

Γ
|ut|m−2ut

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdΓ

∣∣∣∣∣
≤ δ−m/m−1(a − l)

m − 1
m

∥ut∥m
m,Γ1

+
δm

m
Bm
∗

( 2p
l(p − 2)

E(0)
)m−2/2

(g ◦ ∇u)(t),

(3.38)

et ∣∣∣∣∣
∫

Γ
|u|p−2u

∫ t

0
g(t − s)(u(t)− u(s))dsdΓ

∣∣∣∣∣
≤ δB2p−2

∗
( 2p

l(p − 2)
E(0)

)p−2
∥∇u∥2

2 +
(a − l)B2

∗
4δ

(g ◦ ∇u)(t)

= δcB∥∇u∥2
2 +

(a − l)B2
∗

4δ
(g ◦ ∇u)(t).

(3.39)

Puisque 0 < −
∫ t

0
g′(s)ds ≤ g(0) et E(t) ≤ E(0), on trouve

∣∣∣∣∣
∫

Ω

1
ρ + 1

|ut|ρut

∫ t

0
g′(t − s)(u(t)− u(s))dsdx

∣∣∣∣∣
≤ δ−(ρ+2)/ρ+1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 − cρ(g′ ◦ ∇u)(t)

(3.40)

avec

cρ =
gρ+1(0)cρ+2

∗ δρ+2

ρ + 2

( 2p
p − 2

E(0)
)ρ/2

,

et ∣∣∣∣∣α
∫

Ω
∇ut

∫ t

0
g′(t − s)(∇u(t)−∇u(s))dsdx

∣∣∣∣∣
≤ αδ∥∇ut∥2

2 −
c2
∗g(0)
4δ

(g′ ◦ ∇u)(t)

(3.41)

Une substitution de (3.36)-(3.41) dans (3.35) donne

ψ′(t) ≤ −
{

1
ρ + 1

∫ t

0
g(s)ds − δ−ρ+2/ρ+1

ρ + 2

}
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + δ
{

a + cB + 2(a − l)2
}
∥∇u∥2

2

+δb∥∇u∥4
2 + α

{
δ −

∫ t
0 g(s)ds

}
∥∇ut∥2

2 + cl(g ◦ ∇u)(t)

−
{

cρ +
g(0)c2

∗
2δ

}
(g′ ◦ ∇u)(t) + δ−m/m−1(a − l)

m − 1
m

∥ut∥m
m,Γ1

,

(3.42)
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où

cl = cδ +
(

2δ +
1
4δ

)
(a − l) +

δm

m
Bm
∗

(
2p

l(p − 2)
E(0)

)m−2/2

+
(a − l)B2

∗
4δ

.

Lemme 3.8. Supposons que les conditions A1-A3 soient satisfaites. Soient u0 ∈ (H1
Γ0
∩ Lp(Γ1))

et u1 ∈
(

H1
Γ0
∩ Lm(Γ1)

)
donnés et satisfaisant (3.16). Alors pour tout t0 > 0, la fonctionnelle

L(t) vérifie
L′(t) ≤ −α1E(t) + α2(g ◦ ∇u)(t). (3.43)

Pour αi > 0,(i = 1, 2).

Démonstration. D’après les lemmes (3.6) et (3.7), on a

L′(t) = NE′(t) + ϵϕ′(t) + ψ′(t)

≤ −
{

g0 − ϵ

ρ + 1
+

δ−(ρ+2)/ρ+1

ρ + 2

}
∥ut∥ρ+2

ρ+2 −
{

ϵc2 − δ{a + cB + 2(a − l)2}
}
∥∇u∥2

2

−b{ϵ − δ}∥∇u∥4
2 − α

(
g0 − δ − ϵ

)
∥∇ut∥2

2 +
(

cl +
ϵ(a − l)

4η

)
(g ◦ ∇u)(t)

+
(N

2
− cρ −

g(0)c2
∗

2δ

)
(g′ ◦ ∇u)(t) + ϵ

(
1 +

c
m

ηm
)
∥u∥p

p,Γ1

−
(

N − δ−m/m−1(a − l)
m − 1

m
− ϵ

m − 1
m

η−m/m−1
)
∥ut∥m

m,Γ1
,

(3.44)

où g0 =
∫ t0

0
g(s)ds, on choisit 0 < ϵ < g0 et δ satisfait

δ < min

{
ϵc2

a + cB + 2(a − l)2 , g0 − ϵ

}
.

De plus, on choisit N suffisamment grand pour que

N > max

{
δ−m/m−1(a − l)

m − 1
m

+ ϵ
m − 1

m
η−m/m−1, g0

( c2
∗
δ

)
+ 2cρ

}
.

Ce qui donne pour αi > 0,i = 1, 2

L′(t) ≤ −α1E(t) + α2(g ◦ ∇u)(t). (3.45)
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Theorem 3.3. Supposons que les conditions du lemme (3.8) soient satisfaites. Alors, il existe deux
constantes positives k1, k2, tel que pour tout t0 > 0, l’énergie de la solution du problème (3.1) satisfait

E(t) ≤ k1E(t0)exp
(
− k2

∫ t

t0

ζ(s)ds
)

. (3.46)

Démonstration. Multipliant (3.45) par ζ(t), on obtient

ζ(t)L′(t) ≤ −α1ζ(t)E(t)− α2(g′ ◦ ∇u)(t)

≤ −α1ζ(t)E(t)− 2α2E′(t),
(3.47)

ce qui implique
ζ(t)L′(t) + 2α2E′(t) ≤ −α1ζ(t)E(t). (3.48)

Maintenant, on définit la fonctionnelle de Lyapunov comme suit

F(t) = ζ(t)L(t) + 2α2E(t)

Graçe à l’équivalence entre les deux fonctionnelles E(t) et L(t), il est facile de démontrer que
F est équivalent à E(t), c’est-à-dire qu’il existe deux constantes positives β1, β2 telles que

β1E(t) ≤ F(t) ≤ β2E(t),

en utilisant le fait que ζ ′(t) ≤ 0, on obtient

F′(t) ≤ −α1

β2
ζ(t)F(t). (3.49)

Ensuite, en effectuant une simple intégration de l’équation (3.49) sur (t0, t) on obtient

F(t) ≤ F(t0)exp
(
− k

∫ t

t0

ζ(s)ds
)

.

Par conséquent, (3.46) est obtenue.

3.5 Explosion en temps fini

Dans cette section, on étudie l’explosion en temps fini de la solution du problème (3.1).

Notre résultat est donné par le théorème suivant

Theorem 3.4. Supposons que les conditions A1 − A3, la condition (3.7), ρ + 2 < p et que E(0) < 0
soient satisfaites, et soit u0 ∈ H1

Γ0
(Ω) ∩ Lp(Γ1) et u1 ∈ H1

Γ0
(Ω) ∩ Lm(Γ1). Alors la solution du

problème (3.1) explose en temps fini.

Démonstration. Soit
H(t) = −E(t). (3.50)
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De (3.11) et (3.50), on obtient

H′(t) = ∥ut∥m
m.Γ1

+
1
2

g(t)∥∇u∥2
2 −

1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)

≥ ∥ut∥m
m.Γ1

≥ 0.
(3.51)

Donc H est une fonction croissante et pour tout t ≥ 0, on a

H(0) ≤ H(t) ≤ 1
p
∥u∥p

p,Γ1
. (3.52)

Maintenant, on définit la fonctionelle G comme suit

G(t) = H1−δ(t) + ϵ
∫

Ω

1
ρ + 1

|ut|ρutudx + ϵ
∫

Ω
α∇u∇utdx, (3.53)

où ϵ est une constante positive assez petite qui sera choisie ultérieurement, et

0 < δ ≤ min
{ p − m

p(m − 1)
,

1
ρ + 2

− 1
p

}
. (3.54)

On dérive (3.53), et on utilise l’équation (3.1), on trouve

G′(t) = (1 − δ)H−δ(t)H′(t) + ϵ
∫

Ω
|ut|ρuttu +

ϵ

ρ + 1
∥ut∥ρ+2

ρ+2dx + ϵ
∫

Ω
α|∇ut|2dx

+ϵ
∫

Ω
α∇u∇uttdx

= (1 − δ)H−δ(t)H′(t) +
ϵ

ρ + 1
∥ut∥ρ+2

ρ+2dx − ϵa∥∇u∥2
2 − ϵb∥∇u∥4

2

+ϵ
∫

Ω
|∇u|

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx + ϵα∥∇ut∥2

2 + ϵ∥u∥p
p,Γ1

− ϵ
∫

Γ1

|ut|m−2utudΓ.

(3.55)
En utilisant la relation

ξH(t) =
ξ

p
∥u∥p

p,Γ1
− ξ

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 −
ξ

2

(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 −
ξb
4
∥∇u∥4

2

−ξ

2
(g ◦ ∇u)(t)− ξα

2
∥∇ut∥2

2,
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on obtient

G′(t) = (1 − δ)H−δ(t)H′(t) + ϵ(
1

ρ + 1
+

ξ

ρ + 2
)∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ϵ
[ξ

2

(
a −

∫ t

0
g(s)ds

)
− a
]
∥∇u∥2

2

+ϵb(
ξ

4
− 1)∥∇u∥4

2 + ϵα(1 +
ξ

2
)∥∇ut∥2

2 − ϵ
∫

Γ1

|ut|m−2utudΓ + ϵ(1 − ξ

p
)∥u∥p

p,Γ1
+ ϵξH(t)

+ϵ
ξ

2
(g ◦ ∇u)(t) + ϵ

∫
Ω
|∇u|

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx.

(3.56)
En appliquant l’inégalité de Young, pour η > 0, σ > 0, on estime

∫
Ω
|∇u|

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx ≥

(
1 − 1

4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 − η(g ◦ ∇u)(t), (3.57)

et ∣∣∣∣∣
∫

Γ1

|ut|m−2utudΓ

∣∣∣∣∣ ≤ σm

m
∥u∥m

m,Γ1
+

m − 1
m

σ−m/m−1∥ut∥m
m,Γ1

≤ σm

m
∥u∥m

m,Γ1
+

m − 1
m

σ−m/m−1H′(t).

(3.58)

En combinant ces estimations en (3.56), on obtient

G′(t) ≥
(
(1 − δ)H−δ(t)− ϵ(m − 1)

m
σ−m/m−1

)
H′(t) + ϵ

( 1
ρ + 1

+
ξ

ρ + 2

)
∥ut∥ρ+2

ρ+2

+ϵ

[
a
(ξ

2
− 1
)
−
(ξ

2
− 1 +

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)]
∥∇u∥2

2

+ϵb
(ξ

4
− 1
)
∥∇u∥4

2 + ϵα
(

1 +
ξ

2

)
∥∇ut∥2

2 −
ϵσm

m
∥u∥m

m,Γ1
+ ϵ(1 − ξ

p
)∥u∥p

p,Γ1

+ϵξH(t) + ϵ
(ξ

2
− η

)
(g ◦ ∇u)(t).

(3.59)

En utilisant (3.59), on trouve que pour certains 0 < η <
ξ

2

G′(t) ≥
(
(1 − δ)H−δ(t)− ϵ(m − 1)

m
σ−m/m−1

)
H′(t) + ϵ

( 1
ρ + 1

+
p

ρ + 2

)
∥ut∥ρ+2

ρ+2

+ϵpH(t) + ϵς1∥∇u∥2
2 + ϵς2(g ◦ ∇u)(t) + ϵb

( p
4
− 1
)
∥∇u∥4

2

+ϵ(1 − ξ

p
)∥u∥p

p,Γ1
+ ϵα

(
1 +

p
2

)
∥∇ut∥2

2 −
ϵσm

m
∥u∥m

m,Γ1
,

(3.60)

où
4 < ξ < p,
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ς1 =

[
a
(ξ

2
− 1
)
−
(ξ

2
− 1 +

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)]
,

et
ς2 =

(ξ

2
− η

)
.

En prenant σ =

(
mk

m − 1
H(t)−δ

)−m−1
m

, où k est une constante positive qu’on précisera ulté-

rieurement, on obtient

G′(t) ≥
(
(1 − δ)− ϵk)H−δ(t)H′(t) + ϵς3∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ϵξH(t)

+ϵς1∥∇u∥2
2 + ϵς2(g ◦ ∇u)(t) + ϵς4∥∇u∥4

2 + ϵς5∥∇ut∥2
2

+ϵ(1 − ξ

p
)∥u∥p

p,Γ1
− ϵk1−mς6Hδ(m−1)(t)∥u∥m

m,Γ1
,

(3.61)

avec
ς3 =

( 1
ρ + 1

+
ξ

ρ + 2

)
,

ς4 = b
(ξ

4
− 1
)
,

ς5 = α
(

1 +
ξ

2

)
,

et
ς6 = (m/m − 1)1−m > 0.

En utilisant le fait que m < p et que

H(t) ≤ 1
p
∥u∥p

p,Γ1
,

on trouve

G′(t) ≥
(
(1 − δ)− ϵk)H−δ(t)H′(t) + ϵς3∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ϵξH(t)

+ϵς1∥∇u∥2
2 + ϵς2(g ◦ ∇u)(t) + ϵς4∥∇u∥4

2 + ϵς5∥∇ut∥2
2

+ϵ(1 − ξ

p
)∥u∥p

p,Γ1
− ϵk1−mς6

1
pδ(m−1)

∥u∥m+δp(m−1)
p,Γ1

,

(3.62)
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De (3.54) et du lemme (3.2), on peut déduire que pour s = m + δp(m − 1) ≤ p, on a

∥u∥m+δp(m−1)
p,Γ1

≤ C

(
∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p,Γ1

)
. (3.63)

Combinant (3.63) dans (3.62), on obtient

G′(t) ≥
(
(1 − δ)− ϵk)H−δ(t)H′(t) + ϵς3∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ϵξH(t)

+ϵ

(
ς1 − k1−mς6

C
pδ(m−1)

)
∥∇u∥2

2 + ϵς2(g ◦ ∇u)(t) + ϵς4∥∇u∥4
2

+ϵς5∥∇ut∥2
2 + ϵ

(
1 − ξ

p
− k1−mς6

C
pδ(m−1)

)
∥u∥p

p,Γ1
.

(3.64)

Tout d’abord, on choisit k > 0 suffisamment grand pour que ς1 − k1−mς6
C

pδ(m−1)
> 0 et

1 − ξ

p
− k1−mς6

C
pδ(m−1)

> 0.

Ensuite, on choisit ϵ suffisamment petit de sorte que (1 − δ)− ϵk > 0,
et

G(0) = H1−δ(0) + ϵ
∫

Ω

1
ρ + 1

|u1|ρu1u0dx + ϵ
∫

Ω
α∇u0∇u1dx.

Ainsi, on obtient

G′(t) ≥ λ
(
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥∇u∥2
2 + (g ◦ ∇u)(t) + ∥∇u∥4

2 + ∥∇ut∥2
2 + H(t) + ∥u∥p

p,Γ1

)
, (3.65)

où λ est une constante positive.
D’autre part, on a

G
1

1−δ ≤ γ

(
H(t) +

(
ϵ
∫

Ω

1
ρ + 1

|ut|ρutudx
) 1

1−δ
+
(

ϵ
∫

Ω
α∇u∇utdx

) 1
1−δ

)
. (3.66)

En utilisant l’inégalité de Holder, on trouve

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ c1∥u∥
1

1−δ
p ∥ut∥

ρ+1
1−δ
ρ+2.

Ensuite, on se sert de l’inégalité de Young pour obtenir

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ c2

(
∥u∥

µ
1−δ
p + ∥ut∥

θ(ρ+1)
1−δ

ρ+2

)
,
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pour
1
µ
+

1
θ
= 1, on prend θ =

(1 − δ)(ρ + 2)
ρ + 1

, alors

µ =
(1 − δ)(ρ + 2)
1 − δ(ρ + 2)

,

on adapte le lemme (3.1), on obtient

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ C

(
∥u∥p

p + ∥∇u∥2
2 + ∥ut∥ρ+2

ρ+2

)

≤ c3

(
∥∇u∥p

2 + ∥∇u∥2
2 + ∥ut∥ρ+2

ρ+2

)

≤ c4

(
∥∇u∥2

2 + ∥ut∥ρ+2
ρ+2

)
.

(3.67)

On obtient l’estimation suivante en appliquant à nouveau l’inégalité de Young

∣∣∣∣∣
∫

Ω
∇u∇utdx

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤ C

(
∥∇u∥

µ
1−δ
2 + ∥∇ut∥

θ
1−δ
2

)
,

où
1
µ
+

1
θ
= 1. On prend µ =

2(1 − δ)

1 − 2δ
, θ = 2(1 − δ). Par conséquent, on obtient

∣∣∣∣∣
∫

Ω
∇u∇utdx

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤ C

(
∥∇u∥

2
1−2δ
2 + ∥∇ut∥2

2

)
. (3.68)

De (3.67) et (3.68), on obtient

G
1

1−δ ≤ κ1

(
H(t) + ∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥u∥p
p + ∥∇u∥2

2 + ∥∇ut∥2
2 + ∥∇u∥

2
1−2δ
2

)
. (3.69)

D’où,

G
1

1−δ ≤ κ2

(
H(t) + ∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥u∥p
p + ∥∇u∥2

2 + ∥∇ut∥2
2

)
. (3.70)

Combinant (3.65) et (3.70), on trouve que

G′(t) ≥ θG
1

1−δ (t), (3.71)
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où θ est une constante positive.
En effectuant une simple integration de l’inégalité (3.71) sur (0, t), on obtient

G
δ

1−δ (t) ≥ 1

G− δ
1−δ (0)− θδt

1 − δ

. (3.72)

Ainsi, on a démontré que G(t) ne peut pas rester bornée pour tout t ≥ 0, donc elle s’explose
en temps fini T∗

T∗ ≤ 1 − δ

θδG
δ

1−δ (0)
. (3.73)
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CHAPITRE 4

EXISTENCE GLOBALE, DÉCROISSANCE ÉNERGÉTIQUE

ET EXPLOSION DE SOLUTIONS POUR UNE ÉQUATION

D’ONDE DE TYPE P-LAPLACIEN AVEC UN TERME DE

MÉMOIRE ET DES CONDITIONS DYNAMIQUES AUX

BORDS

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le problème suivant :

utt − ∆u − ∆pu +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds − ∆put = 0 Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),

utt = −∂u
∂ν

+
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂ν

ds − |∇u|p−2 ∂u
∂ν

−|∇ut|p−2 ∂ut

∂ν
− ut + |u|k−2u Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω,

(4.1)

où Ω est un domaine borné de Rn (n ≥ 1), avec une frontière assez régulière Γ = Γ0 ∪ Γ1

telle que Γ0 ∩ Γ1 = ∅ et mes(Γ0) > 0. On note par
∂u
∂ν

la dérivée de la normale extérieure

unitaire de Γ. p, k ≥ 2, la fonction de relaxation g est une fonction positive non-croissante

qui satisfait certaines conditions qu’on spécifiera plus tard, u0, u1 sont des fonctions appar-

tenant à des espaces appropriés, et l’opérateur ∆p est le p-Laplacien classique donné par

∆pu = div
(
|∇u|p−2∇u

)
.

Dans les cinquantes dernières années, de nombreux auteurs ont été intéressés par l’étude de



64
Chapitre 4. Existence globale, décroissance énergétique et explosion de solutions pour une

équation d’onde de type p-Laplacien avec un terme de mémoire et des conditions
dynamiques aux bords

l’équation p-laplacienne lorsque p ̸= 2. De nombreux résultats ont été obtenu concernant

l’existence globale de solutions pour l’équation d’onde de type p-Laplacien. Nous pouvons

notamment citer ceux de Nako et Nambu [72] et de Biazutti [11], ainsi que celui de M. Green-

berg [38] en présence d’un terme d’amortissement fort. Voir [77, 81, 99] pour en savoir plus

sur le rôle important joué par ce terme dans l’existence et la stabilité de la solution.

Abbès Benaissa et al. [9] ont étudié le comportement asymptotique de l’équation d’onde p-

Laplacienne avec une faible dissipation de type m-Laplacien, donnée par

utt − div(|∇u|p−2∇u)− σ(t)div(|∇ut|m−2∇ut) = 0. (4.2)

Mokeddem et Mansour [69] ont ajouté un terme source et ont considéré le problème aux

limites suivant :

utt − div(|∇u|p−2∇u)− adiv(|∇ut|m−2∇ut) = b|u|r−2u. (4.3)

Ils ont établi un résultat d’existence globale et de décroissance de l’énergie. Messaoudi et

al. [62] ont étudié l’équation (4.3) avec un terme d’amortissement non linéaire et ont éta-

bli le résultat d’explosion de solutions avec une énergie initiale négative. Récemment, Per-

eira et al.[78] ont considéré une équation d’onde avec un terme d’amortissement de type

p-Laplacien

utt − ∆pu − ∆put = |u|r−1u.

Ils ont prouvé l’existence globale et l’unicité de la solution en utilisant la méthode de Faedo

Galerkin, ainsi que le comportement asymptotique en utilisant la méthode de Nakao [71].

Pour les équations viscoélastiques avec un terme p-Laplacien, Carlos et al. [82] ont considéré

l’équation suivante :

utt − ∆u − div

(
|∇ut|p−2∇ut

)
+ g ∗ ∆u = 0, (4.4)

ils ont prouvé l’existence de la solution en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, et ont

également obtenu des résultats sur la décroissance de l’énergie en utilisant le résultat de P.

Martinez [56].
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Du point de vue mathématique, lorsque on ne néglige pas les termes d’accélération aux bords,

on utilise les conditions dynamiques aux limites, qui représentent la loi de Newton pour la

masse attachée. Pour plus d’informations sur la pertinence physique de ces conditions aux

limites, nous conseillons aux lecteurs les articles [3, 15, 8, 21]. Ce type de problème a été traité

par S. Gerbi et al. [37] où ils ont considéré le problème semi-linéaire suivant :

utt − ∆u − α∆ut = |u|p−2u Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),

utt = −a

[
∂u
∂ν

+
α∂ut

∂ν
ds + r|ut|m−2ut

]
Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) Ω.

(4.5)

Ils ont prouvé l’existence globale de la solution ainsi que la décroissance exponentielle de

l’énergie lorsque les données initiales sont à l’intérieur d’un ensemble stable, et ont montré

l’explosion de la solution pour des conditions initiales dans un ensemble instable. Gerbi et

Said-Houari [36] ont étudié le problème suivant

utt − ∆u − α∆ut +
∫ t

0 g(t − s)∆u(s)ds = |u|p−2u Ω × (0,+∞),

u = 0 Γ0 × (0,+∞),

utt = −
[

∂u
∂ν

−
∫ t

0
g(t − s)

∂u
∂ν

(s)ds +
α∂ut

∂ν
ds + h(ut)

]
Γ1 × (0,+∞),

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x). Ω.

(4.6)

Ils ont étudié l’unicité et l’existence locale de la solution en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin et le théorème du point fixe. Après avoir imposé certaines restrictions sur les condi-

tions initiales, ils ont obtenu l’existence globale de la solution et ils ont également montré que

si α > 0, la solution croît de manière exponentielle, sinon, la solution explose en un temps

fini.

A partir de là, nous allons aborder pour la première fois l’équation d’onde avec un terme

p-Laplacien et des conditions dynamiques aux limites. Dans ce chapitre, notre objectif est

d’étudier l’équation d’onde avec un terme d’amortissement de type p-Laplacien pour p > 2

et de prouver l’existence globale de solutions ainsi que leur comportement asymptotique.
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équation d’onde de type p-Laplacien avec un terme de mémoire et des conditions
dynamiques aux bords

4.2 Notions préliminaires

Dans cette section, on mets en place des notations, des hypothèses et des lemmes qui

seront utilisés tout au long de ce chapitre. On note ∥u∥p et ∥u∥p,Γ1 les normes des espaces

Lp(Ω) et Lp(Γ1) respectivement. Pour les normes des espaces de Sobolev, on utilise la notation

∥u∥H1
0
= ∥∇u∥2, ∥u∥

W1,p
0

= ∥∇u∥p.

Soit

H1
Γ0

=
{

u ∈ H1(Ω)/u|Γ0 = 0
}

,

et

W1,p
Γ0

=
{

u ∈ W1,p(Ω)/u|Γ0 = 0
}

.

Il est nécessaire d’énoncer les hypothèses suivantes afin de prouver nos résultats :

(A1) La fonction de relaxation g est de classe C1, décroissante et satisfait pour s > 0 les

conditions suivantes :

g(s) ≥ 0, g′(s) ≤ 0, 1 −
∫ +∞

0
g(s)ds = l ≥ 0.

(A2) Il existe une fonction différentiable positive ξ telle que

g′(s) ≤ −ξ(s)g(s) pour tout s > 0,

où ξ(t) satisfait

ξ ′(t) ≤ 0 et
∫ +∞

0
ξ(t)dt = +∞.

(A3) k > 2, si n = 1, 2, et 2 < k ≤ 2(n − 1)
n − 2

, si n ≥ 3.

En outre, on suppose que g satisfait

∫ +∞

0
g(s)ds <

m − 2 + 2B2
∗σ

m − 2 + (1/2η)
. (4.7)
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Lemme 4.1. (Inégalité d’injection de Sobolev [2]) Soit 2 ≤ q < ∞ pour n = 1, 2, ou 2 ≤ q <
2n

n − 2
pour n ≥ 3. Alors, il existe une constante c∗(Ω, q) telle que

∥u∥q ≤ c∗∥∇u∥2 pour u ∈ H1
Γ0
(Ω), (4.8)

Selon l’hypothèse A3, on rappelle l’inclusion suivante des espaces de Sobolev :

H1
Γ0
(Ω) ↪→ Lk(Ω).

De plus, on a l’injection de trace suivante :

∥u∥q,Γ1 ≤ B∗∥∇u∥2, (4.9)

où B∗ la constante optimale de l’injection de trace.

Lemme 4.2. [58] Supposons que p ≤ 2
n − 1
n − 2

soit vérifiée. Alors il existe une constante positive

C(Ω) > 1 telle que

∥u∥s
p ≤ C

(
∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p

)
,

pour tout u ∈ H1
0(Ω), 2 ≤ s ≤ p.

Lemme 4.3. [58] Supposons que p ≤ 2
n − 1
n − 2

soit vérifié. Alors il existe une constante positive

(Γ1) > 1 telle que

∥u∥s
p,Γ1

≤
(
∥∇u∥2

2 + ∥u∥p
p,Γ1

)
,

pour tout u ∈ H1
Γ1
(Ω), 2 ≤ s ≤ p.

Maintenant, on peut définir l’énergie associée au problème (4.1) comme suit

E(t) =
1
2
∥ut∥2

2 +
1
2
∥ut∥2

2,Γ1
+

1
2
(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
1
p
∥∇u∥p

p −
1
k
∥u∥k

k,Γ1
.

(4.10)

Lemme 4.4. Soit u une solution du problème (4.1). Alors

E′(t) ≤ −∥ut∥2
2,Γ1

− ∥∇ut∥p
p +

1
2
(g′ ◦ ∇u)(t). (4.11)

Démonstration. En multipliant l’équation (4.1) par ut et l’intégrant sur Ω, on obtient :

d
dt

[
1
2
∥ut∥2

2 +
1
2
(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
1
2
(g ◦ ∇u)(t) +

1
p
∥∇u∥p

p −
1
k
∥u∥k

k,Γ1

]

= −∥ut∥2
2,Γ1

− ∥∇ut∥p
p −

1
2

g(t)∥∇u∥2
2 +

1
2
(g′ ◦ ∇u)(t).

(4.12)
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D’où (4.11).

Maintenat, on définit la fonctionnelle

I(t) = I(u(t)) =
(

1 −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
2
p
∥∇u∥p

p + (g ◦ ∇u)(t)− ∥u∥k
k.Γ1

, (4.13)

et l’énergie potentielle

J(t) = J(u(t)) =
1
2

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
1
p
∥∇u∥p

p +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)− 1

k
∥u∥k

k.Γ1
. (4.14)

Il s’ensuit que

E(t) =
1
2
∥ut∥2

2 +
1
2
∥ut∥2

2,Γ1
+ J(t). (4.15)

Concernant l’étude de l’existence locale on énoncera simplement le théorème suivant, dont

la preuve est similaire à celle présentée dans [37, 82] :

Theorem 4.1. (Existence Locale). Supposons que (A1) − (A2) soient vérifiées. Alors, pour tout
(u0, u1) ∈ W1,p

Γ0
(Ω)× W1,p

Γ0
(Ω) donné, il existe une unique solution locale u du problème (4.1) telle

que
u ∈ C

(
[0, T]; W1,p

Γ0
(Ω)

)
, ut ∈ C

(
[0, T]; W1,p

Γ0
(Ω)

)
,

pour T > 0.

4.3 Existence Globale

Dans cette section, on va prouver que la solution établie dans le problème (4.1) est globale.

Lemme 4.5. Supposons que (A1)-(A2) soient vérifieés, et pour tout (u0, u1) ∈ W1,p
Γ0

(Ω) ×
W1,p

Γ0
(Ω), tel que

I(0) > 0, ϑ =
Bk
∗

l

(
2k

l(k − 2)
E(0)

) k−2
2

< 1, (4.16)

où B∗ est la constante d’injection de Sobolev. Alors,

I(t) > 0, pourtout t > 0. (4.17)

Démonstration. Comme I(0) > 0, alors par continuité de u(t), il existe un temps T∗ > 0 tel
que

I(t) ≥ 0, ∀ t ∈ [0, T∗). (4.18)
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Choisissons t0 tel que {
I(t0) = 0, et, I(t) > 0, pour tout, 0 ≤ t0 < T∗

}
. (4.19)

On obtient alors

J(u(t)) =
k − 2

2k

[(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
2
p
∥∇u∥p

p + (g ◦ ∇u)(t)

]
+

1
k

I(t)

≥ k − 2
2k

[(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
2
p
∥∇u∥p

p + (g ◦ ∇u)(t)

]
.

(4.20)

En utilisant (A1), (4.15) et le lemme (4.1), on obtient :

l∥∇u∥2
2 ≤

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2

≤ 2k
k − 2

J(u(t))

≤ 2k
k − 2

E(t)

≤ 2k
k − 2

E(0), ∀0 < t < T∗.

(4.21)

En exploitant (4.9), (4.16) et (4.21), on trouve

∥u(0)∥k
k,Γ1

≤ Bk
∗∥∇u(t0)∥k

2 ≤ Bk
∗

l

( 2k
l(k − 2)

E(0)
) k−2

2
l∥∇u(t0)∥

p
2

= ϑl∥∇u(t0)∥
p
2

<
(

1 −
∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u(t0)∥2

2, ∀ 0 < t < T∗.

(4.22)

Par conséquent, on obtient
I(t) > 0,

ce qui contredit (4.19), donc I(t) > 0 pour tout t ∈ (0, T∗). En répétant la même procédure,
T∗ est étendu à T.

Le résultat de l’existence globale est donné par le théorème suivant :

Theorem 4.2. Supposons que les conditions du lemme (4.5) soient satisfaites. Alors, pour toute solu-
tion u du problème (4.1) avec des données initiales (u0, u1) ∈ W1,p

Γ0
(Ω)× W1,p

Γ0
(Ω), la solution reste

bornée pour tout temps t > 0.
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Démonstration. pour avoir réussi à démontrer la bornitude de la solution, il suffit de démon-
trer que

∥ut∥2
2 + ∥ut∥2

2,Γ1
+ ∥∇u∥2

2 + ∥∇u∥p
p ≤ CE(0),

donc, en utilisant le lemme (4.4), (4.15) et (4.20), on obtient

E(0) ≥ E(t) =
1
2
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

+ J(t)

≥ k − 2
2k

(
l∥∇u∥2

2 +
2

2p
∥∇u∥p

p
)
+

1
2
∥ut∥2

2 +
1
2
∥ut∥2

2,Γ1
.

(4.23)

Par conséquent,
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

+ ∥∇u∥2
2 + ∥∇u∥p

p ≤ CE(0), (4.24)

où C est une constante positive qui dépend seulement de k, l et p, donnée par

C =
1

min{ l(k−2)
2k , 2

2p , 1
2}

.

4.4 Stabilité

Ladite section est consacrée à l’étude de la stabilité de la solution du problème (4.1). Afin

de prouver nos principaux résultats, on définit la fonctionnelle suivante :

F(t) := E(t) + εϕ(t), (4.25)

où ε est une constante positive à spécifier ultérieurement, avec

ϕ(t) =
∫

Ω
utudx +

∫
Γ1

utudx. (4.26)

Ensuite, on présente les lemmes suivants

Lemme 4.6. Pour ε assez petit, on a

β1E(t) ≤ F(t) ≤ β2E(t), (4.27)

où β1 et β2 sont deux constantes positives.

Démonstration.
|F(t)− E(t)| = |εϕ(t)|

≤ ε
∫

Ω
|ut||u|dx +

∫
Γ1

|ut||u|dx.
(4.28)
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En utilisant les inégalités de Hölder, de Young et de Sobolev-Poincaré, on obtient

|F(t)− E(t)| ≤ ε

2

(
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

)
+

ε

2

(
∥u∥2

2 + ∥u∥2
2,Γ1

)
≤ ε

2

(
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

)
+

ε(c2
∗ + B2

∗)

2
∥∇u∥2

2

≤ cεE(t).

(4.29)

Si on choisit ε suffisamment petit, alors (4.27) résulte de (4.29).

Lemme 4.7. La fonctionnelle ϕ définie dans (4.26) vérifie

ϕ′(t) ≤ ∥ut∥2
2 − (l − η(1 + B2

∗))∥∇u∥2
2 + (1 +

1
4η

)∥ut∥2
2,Γ1

−
(

1 − ηp

p

)
∥∇u∥p

p

+
p − 1

p
η−p/p−1∥∇ut∥p

p +
1 − l
4η

(g ◦ ∇u)(t) + ∥u∥k
k,Γ1

.
(4.30)

Démonstration. En dérivant (4.26) par rapport à t et en utilisant l’équation (4.1), on obtient

ϕ′(t) = ∥ut∥2
2 + ∥ut∥2

2,Γ1
− ∥∇u∥2

2 − ∥∇u∥p
p + ∥u∥k

k,Γ1

+
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx −

∫
Ω
|∇ut|p−2∇ut∇udx

+
∫

Γ
utudΓ

= ∥ut∥2
2 + ∥ut∥2

2,Γ1
− ∥∇u∥2

2 − ∥∇u∥p
p + ∥u∥k

k,Γ1
+ I1 + I2 + I3.

(4.31)

En utilisant les inégalités de Hölder et de Young, on estime I1,I2 et I3 comme suit :

I1 =

∣∣∣∣∣
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx(t)

∣∣∣∣∣
≤ (η + (1 − l))∥∇u∥2

2 +
1 − l
4η

(g ◦ ∇u)(t),

(4.32)

et

I2 =

∣∣∣∣∣
∫

Ω
|∇ut|p−2∇ut∇udx

∣∣∣∣∣
≤ 1

p
ηp∥∇u∥p

p +
p − 1

p
η−p/p−1∥∇ut∥p

p,

(4.33)
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et
I3 =

∫
Γ

utudΓ

≤ 1
4η

∥ut∥2
2,Γ1

+ η∥u∥2
2,Γ1

≤ 1
4η

∥ut∥2
2,Γ1

+ ηB2
∗∥∇u∥2

2. (4.34)

Une substitution de (4.32)-(4.34) dans (4.31) donne (4.30).

Lemme 4.8. Supposons que (A1)–(A2) soient vérifiées. Soit (u0, u1) ∈ W1,p
Γ0

(Ω) × W1,p
Γ0

(Ω)

donnés et satisfaisant (4.16). Alors, pour tout t0, la fonctionnelle F(t) vérifie

F′(t) ≤ −δ1E(t) + δ2(g ◦ ∇u)(t), (4.35)

pour certains δi > 0, (i = 1, 2).

Démonstration. Comme la fonction g est positive et continue, avec g(0) ≥ 0, pour tout t0 > 0,
on a ∫ t

0
g(s)ds ≥

∫ t0

0
g(s)ds = g0.

Grâce aux lemmes (4.4) et (4.7), on a

F′(t) = E′(t) + εϕ′(t)

≤ ε∥ut∥2
2 − (1 − ε(1 + η))∥ut∥2

2,Γ1
− ε(l − η(1 + B2

∗))∥∇u∥2
2

−
(

1 − ε
p − 1

p
η−p/p−1

)
∥∇ut∥p

p − ε
(

1 − ηp

p

)
∥∇u∥p

p + ε∥u∥k
k,Γ1

+
1
2
(g′ ◦ ∇u)(t) + ε

1 − l
4η

(g ◦ ∇u)(t).

(4.36)

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Sobolev-Poincaré et l’injection de Sobolev, on trouve

∥ut∥2
2 ≤ c2

∗∥∇ut∥2
2 ≤ γc2

∗∥∇ut∥p
p.

Donc, l’inégalité (4.36) peut être réécrite comme suit :

F′(t) ≤ −(1 − ε(1 + η))∥ut∥2
2,Γ1

− ε(l − η(1 + B2
∗))∥∇u∥2

2

−
(

1 − ε
(

γc2
∗ +

p − 1
p

η−p/p−1
)
∥∇ut∥p

p − ε
(

1 − ηp

p

)
∥∇u∥p

p

+ε∥u∥k
k,Γ1

+
1
2
(g′ ◦ ∇u)(t) + ε

1 − l
4η

(g ◦ ∇u)(t).

(4.37)
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Maintenant, on choisit η suffisamment petite, de sorte que

l − η(1 + B2
∗) > 0, 1 − ηp

p
> 0.

Lorsque η est fixée, on choisit ε suffisamment petit pour que

1 − ε(1 + η) > 0, 1 − ε
(

γc2
∗ +

p − 1
p

η−p/p−1
)
> 0.

Donc, pour tout t > 0, l’inégalité (4.35) est satisfaite.

Theorem 4.3. Supposons que (A1)–(A2) soient vérifiées. Si (u0, u1) ∈ W1,p
Γ0

(Ω)×W1,p
Γ0

(Ω). Alors,
il existe deux constantes positives k1 et k2 telle que l’énergie de (4.1) vérifie

E(t) ≤ k1e−k2
∫ t

t0
ξ(s)ds, t0 ≥ t.

Démonstration. En multipliant (4.35) par ξ(t), on trouve

ξ(t)F′(t) ≤ −δ1ξ(t)E(t)− δ2ξ(t)(g ◦ ∇u)(t). (4.38)

De l’hypothèse (A1) et en utilisant le lemme (4.4), on peut obtenir

ξ(t)F′(t) ≤ −δ1ξ(t)E(t)− δ2(g′ ◦ ∇u)(t)

≤ −δ1ξ(t)E(t)− 2δ2E′(t), ∀t0 ≤ t,
(4.39)

cela nous donne
ξ(t)F′(t) + 2δ2E′(t) ≤ −δ1ξ(t)E(t), ∀ t0 ≤ t. (4.40)

On définit maintenant la fonctionnelle de Lyapunove comme suit

L(t) = ξ(t)F(t) + CE(t). (4.41)

Grâce à l’équivalence entre les deux fonctionnelles E et F exprimée dans la relation (4.27), on
peut voir clairement que la fonctionnelle de Lyapunove l’est aussi.
Dérivant (4.41), on obtient

L′(t) = ξ ′(t)F(t) + ξ(t)F′(t) + CE′(t), (4.42)

vu la condition (A2), on peut dire

L′(t) ≤ ξ(t)F′(t) + CE′(t), ∀t0 ≤ t, (4.43)

d’où
L′(t) ≤ −δ3ξ(t)E(t) (4.44)
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ou δ3 =
max{1, C}δ1

max{1, 2δ2}
.

Une simple intégration de (4.44), conduit à

L(t) ≤ L(t0)e
− δ3

k2

∫ t
t0

ξ(s)ds, ∀t0 ≤ t, (4.45)

ce qui nous permet de déduire l’inégalité

E(t) ≤ k1e−k2
∫ t

t0
ξ(s)ds, t0 ≤ t.

4.5 Explosion

Dans cette section, on énonce et on prouve le résultat de l’explosion de la solution du

problème (4.1). Notre résultat est donné par le théorème suivant :

Theorem 4.4. Supposons que les conditions (A1)–(A3) et (4.7) soient satisfaites, en outre, on suppose
que E(0) < 0. Alors, la solution du problème (4.1) s’explose en un temps fini T∗, et

T∗ ≤ 1 − δ

G
δ

1−δ (0)αδ
. (4.46)

Démonstration. Soit
H(t) = −E(t), (4.47)

de (4.11), on trouve
H′(t) = −E′(t)

≥ ∥ut∥2
2,Γ1

+ ∥∇ut∥p
p ≥ 0.

(4.48)

Cela nous permet d’en déduire que la fonction H(t) est croissante. De plus, de (4.10) et (4.47),
on obtient, pour tout t ≥ 0,

H(0) ≤ H(t) <
1
k
∥u∥k

k,Γ1
. (4.49)

Puis, on définit une nouvelle fonctionnelle G comme suit

G(t) = H1−δ(t) + ϵ
∫

Ω
utudx + ϵ

∫
Γ1

utudΓ, (4.50)

où ϵ est une constante positive assez petite dont on choisira plus tard, et

0 < δ ≤ min
{ p − 2

2p
,

p − 2(1 − s)
2p

}
. (4.51)
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En dérivant (4.50), et en utilisant (4.1), on obtient

G′(t) = (1 − δ)H−δH′(t) + ϵ∥ut∥2
2 + ϵ∥ut∥2

2,Γ1
− ϵ∥∇u∥2

2 − ϵ∥∇u∥p
p + ϵ∥u∥k

k,Γ1

+ϵ
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx − ϵ

∫
Ω
|∇ut|p−2∇ut∇udx − ϵ

∫
Γ

utudΓ.
(4.52)

En appliquant les inégalités de Hölder et de Young, pour η, σ > 0, on obtient

ϵ
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)∇u(s)dsdx ≥ ϵ

(
1 − 1

4η

)( ∫ t

0
g(t)ds

)
∥∇u∥2

2 − ϵη(g ◦ ∇u)(t), (4.53)

ϵ
∫

Ω
|∇ut|p−2∇ut∇udx ≤ ϵ

p
σp∥∇u∥p

p + ϵ
p − 1

p
σ−p/p−1∥∇ut∥p

p

≤ ϵ

p
σp∥∇u∥p

p + ϵ
p − 1

p
σ−p/p−1H′(t),

(4.54)

et
ϵ
∫

Γ1

utudΓ ≤ ϵ

4σ
∥ut∥2

2,Γ1
+ ϵB2

∗σ∥∇u∥2
2

≤ ϵ

4σ
H′(t) + ϵB2

∗σ∥∇u∥2
2.

(4.55)

En combinant les estimations (4.53)-(4.55) et (4.52), on trouve

G′(t) ≥
(
(1 − δ)H−δ − ϵ

4σ

)
H′(t) + ϵ∥ut∥2

2,Γ1

−ϵ
{

1 −
(

1 − 1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
+ B2

∗σ
}
∥∇u∥2

2

−ϵ
(

1 +
1
p

σp
)
∥∇u∥p

p + ϵ∥u∥k
k,Γ1

−ϵ
p − 1

p
σ−p/p−1∥∇ut∥p

p − ϵη(g ◦ ∇u)(t).

(4.56)

En utilisant la relation

−mH(t) =
m
2
∥ut∥2

2 +
m
2
∥ut∥2

2,Γ1
+

m
2
(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

2 +
m
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
m
p
∥∇u∥p

p −
m
k
∥u∥k

k,Γ1
,

(4.57)

on peut obtenir

G′(t) ≥
(
(1 − δ)H−δ − ϵ

4σ

)
H′(t) + ϵ

(m
2
+ 1
)
∥ut∥2

2 + ϵ
(m

2
+ 1
)
∥ut∥2

2,Γ1
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+ϵ

{(m
2
− 1
)
−
(m

2
− 1 +

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
− B2

∗σ

}
∥∇u∥2

2

+ϵ

(
m
p
− 1 − 1

p
σp

)
∥∇u∥p

p − ϵ
p − 1

p
σ−p/p−1∥∇ut∥p

p + ϵ
(

1 − m
k

)
∥u∥k

k,Γ1

+ϵmH(t) + ϵ
(m

2
− η

)
(g ◦ ∇u)(t).

(4.58)

En utilisant (4.7), on trouve qu’on a pour certains η avec 0 < η < m/2

G′(t) ≥
(
(1 − δ)H−δ − ϵ

4σ

)
H′(t) + ϵ

(m
2
+ 1
)
∥ut∥2

2 + ϵ
(m

2
+ 1
)
∥ut∥2

2,Γ1

+ϵb1∥∇u∥2
2 + ϵb2∥∇u∥p

p + ϵb3(g ◦ ∇u)(t)− ϵ
p − 1

p
σ−p/p−1∥∇ut∥p

p

+ϵ
(

1 − m
k

)
∥u∥k

k,Γ1
+ ϵmH(t),

(4.59)

où

b1 =

{(m
2
− 1
)
−
(m

2
− 1 +

1
4η

)( ∫ t

0
g(s)ds

)
+ B2

∗σ

}
> 0,

b2 =

(
m
p
− 1 − 1

p
σp

)
> 0,

et
b3 =

m
2
− η > 0.

Donc, en prenant σ = Hδ/4k, où k > 0 seront spécifié plus tard, on obtient

G′(t) ≥
(
(1 − δ)− ϵk

)
H−δH′(t) + ϵ

(m
2
+ 1
)
∥ut∥2

2 + ϵ
(m

2
+ 1
)
∥ut∥2

2,Γ1

+ϵb1∥∇u∥2
2 + ϵb2∥∇u∥p

p + ϵb3(g ◦ ∇u)(t)− ϵ
p − 1

p(4k)−p/p−1 H−δp/p−1H′(t)

+ϵ
(

1 − m
k

)
∥u∥k

k,Γ1
+ ϵmH(t).

(4.60)

En substituant (4.60) dans (4.59), on trouve

G′(t) ≥
(
(1 − δ)− ϵ

(
k +

p − 1
p(4k)−p/p−1

))
H−δH′(t) + ϵ

(m
2
+ 1
)
∥ut∥2

2 + ϵ
(m

2
+ 1
)
∥ut∥2

2,Γ1

+ϵb1∥∇u∥2
2 + ϵb2∥∇u∥p

p + ϵb3(g ◦ ∇u)(t) + ϵ
(

1 − m
k

)
∥u∥k

k,Γ1
+ ϵmH(t).

(4.61)
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on prend k > 0 assez grand et on sélectionne ϵ > 0 assez petit pour que

(1 − δ)− ϵ
(

k +
p − 1

p(4k)−p/p−1

)
> 0,

et
G(0) = H1−δ(0) + ϵ

∫
Ω

u1u0dx + ϵ
∫

Γ1

u1u0dΓ.

Par conséquent, de (4.61) on obtient

G′(t) ≥ K
(
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

+ ∥∇u∥2
2 + ∥∇u∥p

p + ∥u∥k
k,Γ1

+ (g ◦ ∇u)(t) + H(t)
)

. (4.62)

où K est une constante positive.
Maintenant, on doit estimer G(t)1/1−δ. Par les inégalités de Hölder et Young, on a

∣∣∣∣∣
∫

Ω
utudx

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤ C

(
∥u∥

µ
1−δ
p + ∥ut∥

θ
1−δ
2

)
, (4.63)

pour
1
µ
+

1
θ
= 1. Pour pouvoir utiliser le lemme (4.2), on prend θ = 2(1 − δ) ce qui donne

µ

1 − δ
=

2
1 − 2δ

≤ p. Par conséquent, (4.63) devient

∣∣∣∣∣
∫

Ω
utudx

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤ C

(
∥u∥

µ
1−δ
p + ∥ut∥2

2

)

≤ C

(
∥∇u∥2

2 + ∥∇u∥p
p + ∥ut∥2

2

)
.

(4.64)

D’une façon similaire à (4.64), en appliquant le lemme (4.3) on obtient

∣∣∣∣∣
∫

Γ1

utudΓ

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤
(
∥ut∥2,Γ1∥u∥2,Γ1

) 1
1−δ

≤
(
∥ut∥

1
1−δ
2,Γ1

∥u∥
1−s
1−δ
p ∥∇u∥

s
1−δ
2

)
.

(4.65)

Comme
∥∇u∥

s
1−δ ≤ γ

s
2(1−δ) ,
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on trouve ∣∣∣∣∣
∫

Γ1

utudΓ

∣∣∣∣∣
1

1−δ

≤ C

(
∥ut∥2

2,Γ1
+ ∥u∥

2(1−s)
1−2δ

p

)

≤ C

(
∥ut∥2

2,Γ1
+ ∥u∥p

p + ∥∇u∥2
2

)
.

(4.66)

De (4.64) et (4.66), on obtient

G
1

1−δ (t) ≤ C
(
∥ut∥2

2 + ∥ut∥2
2,Γ1

+ ∥∇u∥p
p + ∥∇u∥2

2 + H(t)
)

. (4.67)

En combinant (4.62) et (4.67), on trouve

G′(t) ≥ αG
1

1−δ (t), ∀t > 0, (4.68)

où α une constante positive.
Une simple intégration de (4.68) sur (0, t) nous donne

G
δ

1−δ (t) ≥ 1

G− δ
1−δ (0)− αt δ

1−δ

. (4.69)

Par conséquent, la solution du problème (4.1) s’explose en temps fini T∗ donné par

T∗ ≤ 1 − δ

G
δ

1−δ (0)αδ
. (4.70)



79

CHAPITRE 5

SUR UNE ÉQUATION VISCOÉLASTIQUE À DES

EXPOSANTS VARIABLES AVEC UN TERME

P(X)-LAPLACIEN

5.1 Introduction

Soit Ω ⊂ Rn (n ≥ 2), un domaine Lipschitzien borné et 0 < T < ∞. On considère le

problème suivant

|ut|ρutt − ∆p(x)u − div[a(x)∇u]

+
∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u]ds + µ1ut(x, t)|ut|m(x)−2(x, t)

+µ2ut(x, t − τ)|ut|m(x)−2(x, t − τ) = µ3u(x, t)|u|q(x)−2 sur QT,

u(x, t) = 0 sur ST,

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x) sur Ω,

ut(x, t − τ) = f0(x, t − τ) sur Ω × (0, τ),

(5.1)

où QT = Ω×R+ et ST = ∂Ω× [0, ∞) désigne la frontière latérale du cylindre QT. Supposons

que ρ,µ1 et µ3 sont des constantes positives fixées, et µ2 un nombre réel, τ > 0 représente

le temps de retard, g la fonction de relaxation positive décroissante. L’opérateur ∆p(.) est le

p-Laplacien classique donné par ∆p(x) = div
(
|∇u|p(x)−2∇u

)
, les exposants variables m(.),

q(.) et p(.) sont des fonctions mesurables sur Ω̄.

L’étude de l’existence, de l’unicité et du comportement asymptotique des solutions pour les
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problèmes à exposant variable a attiré l’attention de nombreux auteurs ces dernières années

en raison de son importance et de son rôle dans plusieurs domaines tels que les écoulements

des fluides électrorhéologiques ou des fluides à viscosité dépendante de la température, la

viscoélasticité non linéaire, les processus de filtration à travers un support poreux et le trai-

tement d’image, comme en témoignent les références [1, 20, 51] et d’autres. Antonsev [4], a

considéré l’équation non linéaire suivante

utt − div(a(x, t)|∇u|p(x,t)−2∇u)− α∆ut = b(x, t)|u|σ(x,t)−2u,

où α est une constante positive, a et b sont deux fonctions données, et p et σ sont des exposants

non linéaires. Dans ce travail, Antonsev a étudié l’explosion des solutions en temps fini pour

une énergie initiale négative sous certaines hypothèses sur les données initiales. Ensuite, dans

[5], il a prouvé l’existence des solutions faibles locales et globales en utilisant la méthode de

Faedo-Galerkin. Il a également donné le résultat d’explosion sur l’intervalle fini (0, tmax) pour

les solutions avec une énergie initiale strictement négative. Messaoudi et Talahmeh [66] ont

étudié l’équation suivante :

utt − div(|∇u|m(x)−2∇u) + µut = |u|p(x)−2u. (5.2)

Ils ont établi un résultat d’explosion pour certaines solutions avec une énergie initiale posi-

tive arbitraire. Leur résultat généralise celui de Korpusov [48], qui a été établi pour (5.2) avec

m et p des constantes. Ensuite, dans [61], ils ont considéré une équation r-Laplacienne avec un

terme d’amortissement faible non linéaire, et ont établi un résultat de décroissance générale

en utilisant la méthode de Komornik sous des conditions appropriées sur r, m et les données

initiales. En outre, ils ont donné un exemple numérique pour illustrer leur théorie.

En présence du terme viscoélastique, Y. Gao et W. Gao [34] ont considéré l’équation à expo-

sants variables suivante :

utt − ∆u − ∆utt +
∫ t

0
g(t − s)∆u(s)ds + |ut|m(x)−2ut = |u|p(x)−2u.

Sous des hypothèses appropriées sur g, m et p, ils ont étudié l’existence d’une solution faible

en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.
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Pour un terme de retard non linéaire, Kafini et Messaoudi [63] ont étudié l’équation sui-

vante

utt − ∆u + µ1ut|ut|m(x)−2 + µ2ut(x, t − τ)|ut(x, t − τ)|m(x)−2 = bu|u|p(x)−2.

Dans cette étude, les auteurs ont établi un résultat de décroissance de l’énergie dans le cas où

b = 0, tandis que pour b ̸= 0, ils ont prouvé que la solution explose en temps fini. Ferreira et

al. [33] ont considéré l’équation de rayonnement de type Kirchhoff suivante

utt + ∆2u − M(∥∇u∥2)∆u + µ1ut|ut|m(x)−2 + µ2ut(x, t − τ)|ut(x, t − τ)|m(x)−2 = 0.

Ils ont démontré la stabilité exponentielle et polynomiale en utilisant les inégalités de Ko-

mornik. Antonsev et al. [6], ont étudié l’équation p-Laplacienne avec un terme de retard de

la forme donnée ci-dessus. :

utt − ∆p(x)u + µ1ut|ut|m(x)−2 + µ2ut(x, t − τ)|ut(x, t − τ)|m(x)−2 = bu|u|q(x)−2,

où ils ont prouvé que la solution s’explose en temps fini pour E(0) < 0. Puis, en utilisant la

méthode de Komornik, ils ont obtenu un résultat de décroissance générale.

Inspirés par les recherches précédentes, notre but principal dans le présent chapitre est d’étu-

dier l’existence et le comportement asymptotique des solutions du problème (5.1).

5.2 Notions Préliminaires

Comme dans [101], on définit l’espace de Hilbert

Ha :=
{

u ∈ H1
0(Ω) :

∫
Ω

a(x)|∇u|2dx < +∞
}

,

muni de la norme

∥∇u∥2
a :=

∫
Ω

a(x)|∇u|2dx, (5.3)

où a(x) ∈ C1(Ω) est une fonction positive qui satisfait

a(x) ≥ a2
1 > 0. (5.4)
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Donc en utilisant (5.3) et (5.4), on peut obtenir

∥∇u∥2
2 ≤ 1

a2
1
∥∇u∥2

a. (5.5)

Soit p : Ω −→ [1, ∞), on définit l’espace de Lebesgue à exposant variable par

Lp(.)(Ω) =

{
u : Ω −→ R; measurable sur Ω :

∫
Ω
|u|p(.)dx < ∞

}
,

muni de la norme de Luxemburg

∥u∥p(.) = in f
{

λ > 0 :
∫

Ω

∣∣∣∣uλ
∣∣∣∣p(x)

dx ≤ 1
}

. (5.6)

L’espace Lp(.) muni de cette norme est un espace de Banach (voir [28]), et immédiatement on

a

min
{
∥u∥p−

p(x), ∥u∥p+

p(x)

}
≤
∫

Ω
|u|p(x)dx ≤ max

{
∥u∥p−

p(x), ∥u∥p+

p(x)

}
. (5.7)

De plus, on définit l’espace de Sobolev à exposant variable W1,p(.)(Ω) par

W1,p(.) =

{
u ∈ Lp(.)(Ω) : ∇u existe et |∇u| ∈ Lp(.)(Ω)

}
,

muni de la norme

∥u∥1,p(.) = ∥u∥p(.) + ∥∇u∥p(.).

L’espace W1,p(.)
0 muni de la norme équivalente

∥u∥1,p(.) = ∥∇u∥p(.),

est défini comme la fermeture de C∞
0 (Ω) dans W1,p(.)(Ω), si p(x) vérifie la condition de conti-

nuité log-Hölder suivante

|p(x)− p(y)| ≤ α

log 1
|x−y|

, ∀ x, y ∈ Ω et |x − y| ≤ δ,

avec α > 0 et 0 < δ < 1.

On doit maintenant énoncer les hypothèses suivantes afin de prouver nos résultats :

(A1) La fonction de relaxation g est une fonction de classe C1 décroissante et satisfait pour
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s > 0

g(s) ≥ 0, g′(s) ≤ 0, 1 −
∫ +∞

0
g(s)ds = l ≥ 0.

(A2) Il existe une fonction différentiable positive ξ telle que

g′(s) ≤ −ξ(s)g(s) pourtout s > 0,

avec

ξ ′(t) ≤ 0, et
∫ +∞

0
ξ(t)dt = +∞.

(A3) Les exposants q(x), m(x) et p(x) vérifient

2 ≤ q− ≤ q(x) ≤ q+ ≤ q∗,

ρ + 2 ≤ m− ≤ m(x) ≤ m+ ≤ m∗,

2 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ ≤ p∗,

(5.8)

où
q− = in f essx∈Ω q(x), q+ = supessx∈Ω q(x),

m− = in f essx∈Ω m(x), m+ = supessx∈Ω m(x),

p− = in f essx∈Ω p(x), p+ = supessx∈Ω p(x),

et

m∗ ≤


2n

n − 2
si n ≥ 3,

+∞ si n < 3,

(5.9)

et

q∗ =


2(n − 1)

n − 2
si n ≥ 3,

+∞ si n < 3,

(5.10)

et

p∗ ≤


essin fx∈Ω

np(x)
n − p(x)

si p+ < n,

+∞ si + ≥ n.

(5.11)
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En outre, on suppose que g satisfait

∫ ∞

0
g(s)ds <

(1 − a)q− − 2
(1 − a)q− − 2 + 1/2η

. (5.12)

Pour a et η deux constantes positives à spécifier ultérieurement.

Maintenant, similaire à Nicaise et Pignotti [73], on introduit une nouvelle variable z pour

traiter le terme de retard comme suit

z(x, ρ, t) = ut(x, t − τρ), x ∈ Ω, ρ ∈ (0.1) et t > 0, (5.13)

ce qui nous donne

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0, sur Ω × (0, 1)× (0,+∞). (5.14)

Alors, le problème (5.1) peut être réécrit de la manière suivante

|ut|ρutt − ∆p(x)u − div[a(x)∇u]

+
∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u]ds + µ1ut(x, t)|ut|m(x)−2(x, t)

+µ2z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2 = µ3u(x, t)|u|q(x)−2 sur QT,

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0 sur Ω × (0, 1)× (0, ∞),

u(x, t) = 0, sur ST,

u(0) = u0(x), ut(0) = u1(x), sur Ω,

z(x, 0, t) = ut(x, t) sur Ω × (0, ∞),

z(x, ρ, 0) = f0(x,−τρ) sur Ω × (0, 1).

(5.15)

Posons ξ une fonction continue positive telle que

τ|µ2|(m(x)− 1) < ξ(x) < τ(µ1m(x)− |µ2|), (5.16)
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On définit l’énergie associée au problème (5.1) par

E(t) =
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+

1
2

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

−µ3

∫
Ω

|u|q(x)

q(x)
dx +

∫
Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z|m(x)

m(x)
dρdx. (5.17)

Lemme 5.1. Soit u la solution du problème (5.1). Alors,

E′(t) ≤ 1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a − c0

( ∫
Ω
|ut|m(x)dx +

∫
Ω
|z(x, 1, t)|m(x)dx

)
. (5.18)

Démonstration. En multipliant la première équation de (5.15) par ut et l’intégrant ensuite sur

Ω, puis en multipliant la deuxième équation de (5.15) par
ξ(x)

τ
|z|m(x)−2z et l’intégrant sur

Ω × (0, 1), on obtient

d
dt

[
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+

1
2

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

−µ3

∫
Ω

|u|q(x)

q(x)
dx +

∫
Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z|m(x)

m(x)
dρdx

]
=

1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a −
∫

Ω

(
µ1 −

ξ(x)
τm(x)

)
|ut|m(x)dx

−µ2

∫
Ω

z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2utdx − 1
τ

∫
Ω

ξ(x)
m(x)

|z(x, 1, t)|m(x)dx.

(5.19)

En utilisant l’inégalité de Young avec q =
m(x)

m(x)− 1
et p = m(x), on estime le troisième terme

de (5.19) comme suit

−µ2

∫
Ω

z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2utdx

≤ |µ2|
∫

Ω

1
m(x)

|ut|m(x)dx + |µ2|
∫

Ω

m(x)− 1
m(x)

|z(x, 1, t)|m(x)dx.
(5.20)

Alors, on obtient

dE
dt

≤ 1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a −
∫

Ω

(
µ1 −

ξ(x)
τm(x)

− |µ2|
m(x)

)
|ut|m(x)dx

−
∫

Ω

(
ξ(x)

τm(x)
− |µ2|(m(x)− 1)

m(x)

)
|z(x, 1, t)|m(x)dx.

(5.21)
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De la relation (5.16), on obtient

f1(x) = µ1 −
ξ(x)

τm(x)
− |µ2|

m(x)
> 0,

et

f2(x) =
ξ(x)

τm(x)
− |µ2|(m(x)− 1)

m(x)
> 0.

Comme m(x) et ξ(x) sont bornées, on peut dire que f1(x) et f2(x) le sont également. On
définit alors

c0(x) = min
{

f1(x), f2(x)
}

, pour tout x ∈ Ω,

en prenant c0 = infx∈Ω c0(x), on obtient

dE
dt

(t) ≤ 1
2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)∥∇u∥2

a − c0

( ∫
Ω
|ut|m(x)dx +

∫
Ω
|z(x, 1, t)|m(x)dx

)
.

Lemme 5.2. [66] Supposons que la condition (A3) est vérifiée. Alors il existe une constante
positive c > 1 qui dépend seulement de Ω, telle que

Θs/q−(u) ≤ c
(
∥∇u∥p(.)

p− + Θ(u)
)

.

Alors

∥u∥s
q− ≤ c

(
∥∇u(t)∥p(.)

p− + ∥u(t)∥q−

q−

)
,

et

Θs/q−(u) ≤ c
(
|H(t)|+ ∥ut∥ρ+2

ρ+2 + Θ(u) +
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ

)
,

pour tout u ∈ W1,p(.)
0 et p− ≤ s ≤ q−.

Corollaire 5.1. [66] Soit l’ypothèse (A3) verifiée. Alors

∥u∥s
q− ≤ c

(
|H(t)|+ ∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥u(t)∥q−

q− +
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ

)
.

Pour tout u ∈ W1,p(.)
0 et p− ≤ s ≤ q−.

Ensuite, on définit les fonctionelles suivantes

I(t) = I(u(t)) = 2
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx +

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + (g ◦ ∇u)(t)

+2
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dρdx − µ3q(x)

∫
Ω

|u|q(x)

q(x)
dx,

(5.22)
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et l’energie potentielle

J(t) = J(u(t)) =
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx +

1
2

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a +
1
2
(g ◦ ∇u)(t)

+
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dρdx − µ3

∫
Ω

|u|q(x)

q(x)
dx.

(5.23)

Cela nous permet de réécrire l’énergie comme suit

E(t) =
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + J(t). (5.24)

5.3 Existence Globale

Dans cette section, on va prouver que la solution du problème (5.1) est globale.

Lemme 5.3. Supposons que les conditions (A1)-(A2) soient vérifiées, et pour tout (u0, u1) ∈
H1

0(Ω)× L2(Ω), telle que

I(0) > 0, ϑ =
µ3cq+

∗

q−aq+
1 l

( 2q−

l(q+ − 2)
E(0)

) q+−2
2

< 1, (5.25)

on a
I(t) > 0, pour tout t > 0. (5.26)

Démonstration. Puisque I(0) > 0, alors par continuité de u(t), il existe un temps T∗ < T tel
que

I(t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, T∗). (5.27)

Soit t0 vérifie {
I(t0) = 0, et I(t) > 0, ∀0 < t0 < T∗

}
. (5.28)

Alors, pour tout t ∈ [0, T∗),

J(u(t)) =
q(x)− 2

2q(x)

[(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + 2
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+ (g ◦ ∇u)(t)

+2
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dρdx

]
+

1
q(x)

I(t)

≥ q(x)− 2
2q(x)

[(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + 2
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+ (g ◦ ∇u)(t)
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+2
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dρdx

]

≥ q− − 2
2q−

[(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a + 2
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
+ (g ◦ ∇u)(t)

+2
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dρdx

]
.

(5.29)

En utilisant (A1), (5.24) et (5.29), on obtient

l∥∇u∥2
a ≤

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u∥2

a

≤ 2q−

q− − 2
J(u(t))

≤ 2q−

q− − 2
E(t)

≤ 2q−

q− − 2
E(0), ∀0 < t < T∗.

(5.30)

En utilisant l’inégalité de Poincarré, (5.5), (5.25) et (5.30), on trouve

µ3q(x)
∫

Ω

|u(t0)|q(x)

q(x)
dx ≤µ3q+

q−

∫
Ω
|u(t0)|q

+

≤µ3q+

q−
∥u(t0)∥

q+

q+

≤µ3q+cq+
∗

q−
∥∇u(t0)∥

q+
2

≤µ3q+cq+
∗

q−aq+
1

∥∇u(t0)∥
q+
a

≤µ3q+cq+
∗

q−aq+
1 l

(
2q−

l(q+ − 2)
E(0)

) q+−2
2

l∥∇u(t0)∥2
a

=ϑl∥∇u(t0)∥2
a <

(
1 −

∫ t

0
g(s)ds

)
∥∇u(t0)∥2

a.

(5.31)

Par conséquent, on obtient
I(t0) > 0.

Ce qui contredit (5.28). Ainsi, I(t) > 0 sur [0, T∗). Répétant cette procédure, T∗ est étendu à
T.
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Theorem 5.1. Supposons que les conditions du lemme (5.3) soient satisfaites. Alors la solution du
problème (5.1) est globale et bornée.

Démonstration. Il suffit de démontrer que

∥ut∥ρ+2
ρ+2 + ∥∇u∥2

a +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx ≤ CE(0),

alors, en utilisant (5.18), (5.24) et (5.29), on obtient

E(0) ≥ E(t) =
1

ρ + 2
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + J(t)

≥ q− − 2
2q−

(
l∥∇u∥2

a +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx
)
+

1
ρ + 2

∥ut∥ρ+2
ρ+2

≥ min
{

l(q− − 2)
2q−

,
q− − 2

q−
,

1
ρ + 2

}(
∥∇u∥2

a +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx + ∥ut∥ρ+2

ρ+2

) (5.32)

d’où

∥ut∥ρ+2
ρ+2 + ∥∇u∥2

a +
∫

Ω

|∇u|p(x)

p(x)
dx ≤ CE(0), (5.33)

où C =
1

min
{

l(q− − 2)
2q−

,
q− − 2

q−
,

1
ρ + 2

} . La preuve est donc complète.

5.4 Décroissance de l’énergie

Lemme 5.4. Sous les hypothèses (5.8), il existe une constante positive C telle que la solution
globale u de (5.1) vérifie ∫

Ω
|u(t)|q(x)dx ≤ CE(t).

Démonstration. ∫
Ω
|u(t)|q(x)dx ≤ max{∥u∥q−

q(x), ∥u∥q+

q(x)}

≤ max
{

cq−
∗ ∥∇u∥q−

2 , cq+
∗ ∥∇u∥q+

2

}

≤ max
{

cq−
∗

aq−
1

∥∇u∥q−
a ,

cq+
∗

aq+
1

∥∇u∥q+
a

}

≤ max
{

cq−
∗

aq−
1 l

∥∇u∥q−−2
a ,

cq+
∗

aq+
1 l

∥∇u∥q+−2
a

}
l∥∇u∥2

a ≤ CE(t).
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Lemme 5.5. Sous les hypothèses (5.8), il existe une constante positive C telle que la solution
u du problème (5.1) vérifie∫

Ω
|u(t)|m(x)dx ≤ CE(t), pour tout t > 0.

Démonstration. La preuve est similaire à celle du lemme précédent.

Lemme 5.6. (Komornik, [46]) Soit E : R+ → R+ une fonction décroissante, supposons qu’il
existe des constantes r et ω telles que∫ +∞

s
Er+1(t)dt ≤ 1

|Ω|E
r(0)E(s) = cE(s), ∀s > 0,

alors, on a 
E(t) ≤ cE(0)/(1 + t)1/r si r > 0,

E(t) ≤ cE(0)e−ωt si r = 0.

Lemme 5.7. [63] La fonctionnelle

ϕ(t) = τ
∫ 1

0

∫
Ω

e−ρτξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)dxdρ,

satisfait le long de la solution de (5.15) l’inégalité suivante

ϕ′(t) ≤
∫

Ω
ξ(x)|ut|m(x)dx − τe−τ

∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)dxdρ.

Maintenant, on suppose que

ρ + 2 ≤ q− ≤ q(x) ≤ q+ ≤ m− ≤ m(x) ≤ m+ ≤ m∗,

où

m∗ =


in f essx∈Ω

nm−

n − m− si m− < n,

+∞ si m− ≥ n.

Theorem 5.2. Soient (u0, u1) ∈ W1,p(·)
0 (Ω) × L2(Ω) et m(·), p(·) et q(·) appartenant à C(Ω̄).

Alors l’énergie E(t) satisfait

E(t) ≤

 ce−αt si m(x) = ρ + 2,

cE(0)/(1 + t)2/m+−(ρ+2) si m+ > ρ + 2.

Pour c et α deux constantes positives.
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Démonstration. Soient T > S > 0 et r ≥ 0. En multipliant la première équation de (5.15) par
u(t)Er(t), puis l’intégrant sur Ω × (S, T), on obtient

∫ T

s
Er(t)

∫
Ω

[
|ut|ρuttu − ∆p(x)u.u − div[a(x)∇u]u +

∫ t

0
g(t − s)div[a(x)∇u]dsu

+µ1ut(x, t)|ut|m(x)−2(x, t)u + µ2z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2u − µ3u(x, t)|u|q(x)−2u

]
dxdt = 0,

ceci implique que

∫ T

s
Er(t)

∫
Ω

[
d
dt
(
|ut|ρutu

)
− |ut|ρ+2 + |∇u|p(x) + a(x)|∇u|2

−
∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)ds∇u(t) + µ1ut(x, t)|ut|m(x)−2(x, t)u

+µ2z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2u − µ3|u|q(x)

]
dxdt = 0.

(5.34)

En utilisant la définition de E(t) et la relation

d
dt

(
Er
∫

Ω
|ut|ρutudx

)
= rEr−1(t)E′(t)

∫
Ω
|ut|ρutudx + Er

∫
Ω

(
|ut|ρutu

)
tdx.

on obtient

2
∫ T

s
Er+1dt ≤ −

∫ T

s

d
dt

(
Er
∫

Ω
|ut|ρutudx

)
dt + r

∫ T

s
Er−1(t)E′(t)

∫
Ω
|ut|ρutudxdt

+
( 3

ρ + 2

) ∫ T

s
Er∥ut∥ρ+2

ρ+2dt +
∫ T

s
Er
∫

Ω

(
2 − p(x)

p(x)

)
|∇u|p(x)dxdt

+
∫ T

s
Er
∫ t

0
g(t − s)∥∇u(s)−∇u(t)∥2

adsdxdt

+
∫ T

s
Er
∫

Ω

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(t)

[
∇u(s)−∇u(t)

]
dsdxdt

−µ1

∫ T

s
Er
∫

Ω
ut(x, t)|ut|m(x)−2(x, t)udxdt + 2

∫ T

s
Er
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρdt

−µ2

∫ T

s
Er
∫

Ω
z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2udxdt + µ3

∫ T

s
Er
∫

Ω

(
1 − 2

q(x)

)
|u|q(x)dxdt.

(5.35)
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Maintenant, on estime chaque terme de (5.35)

Estimation du terme : −
∫ T

s

d
dt

(
Er
∫

Ω
|ut|ρutudx

)
dt

∣∣∣∣∣−
∫ T

s

d
dt

(
Er
∫

Ω
|ut|ρutudx

)
dt

∣∣∣∣∣
=

[
Er(s)

∫
Ω
|ut(x, s)|ρ+1udx − ET(s)

∫
Ω
|ut(x, T)|ρ+1udx

]

≤ 1
ρ + 2

Er(s)

[
(ρ + 1)

∫
Ω
|ut(x, s)|ρ+2dx +

∫
Ω
|u(x, s)|ρ+2dx

]

+
1

ρ + 2
Er(T)

[
(ρ + 1)

∫
Ω
|ut(x, T)|ρ+2dx +

∫
Ω
|u(x, T)|ρ+2dx

]

≤ 1
ρ + 2

Er(s)

[
(ρ + 1)E(s) +

2cρ+2
∗

laρ+2
1

(E(0))ρ/2E(s)

]

+
1

ρ + 2
Er(T)

[
(ρ + 1)E(T) +

2cρ+2
∗

laρ+2
1

(E(0))ρ/2E(T)

]
.

(5.36)

Comme E(t) est décroissante, on en déduit que∣∣∣∣∣−
∫ T

s

d
dt

(
Er
∫

Ω
|ut|ρutudx

)
dt

∣∣∣∣∣ ≤ cEr+1(s) ≤ cEr(0)E(s) = c1E(s). (5.37)

Estimation du terme r
∫ T

s
Er−1(t)E′(t)

∫
Ω
|ut|ρutudxdt

∣∣∣∣∣r
∫ T

s
Er−1(t)E′(t)

∫
Ω
|ut|ρutudxdt

∣∣∣∣∣
≤ −r

∫ T

s
Er−1(t)E′(t)

∫
Ω
|ut|ρ+1udxdt

≤ − r
ρ + 2

∫ T

s
Er−1(t)E′(t)

[
(ρ + 1)E(t) +

2cρ+2
∗

laρ+2
1

(E(0))ρ/2E(t)
]

≤ −c2

∫ T

s
Er(t)E′(t)dt

≤ −c2Er+1(s) ≤ c3E(s).

(5.38)
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Estimation du terme
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er∥ut∥ρ+2

ρ+2dt

On pose Ω− =

{
x ∈ Ω, |ut| < 1

}
, et Ω+ =

{
x ∈ Ω, |ut| ≥ 1

}
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er
∫

Ω
|ut|ρ+2dxdt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω−

|ut|ρ+2dx +
∫

Ω+

|ut|ρ+2dx

]
dt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω−

(|ut|m
+
)ρ+2/m+

dx +
∫

Ω+

(|ut|m
−
)ρ+2/m−

dx

]
dt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω
(|ut|m(x))ρ+2/m+

dx +
∫

Ω
(|ut|m(x))ρ+2/m−

dx

]
dt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er
[
(−E′(t))ρ+2/m+

+ (−E′(t))ρ+2/m−
]

dt

≤
(

3
ρ + 2

)
m− − 2 − ρ

m−

∫ T

s
Erm−/m−−2−ρdt +

(
3

ρ + 2

)(
ρ + 2
m−

) ∫ T

s
(−E′(t))dt

+

(
3

ρ + 2

)(
r

r + 1

) ∫ T

s
Er+1(t)dt +

(
3

ρ + 2

)(
1

r + 1

) ∫ T

s
(−E′(t))(ρ+2)(r+1)/m+

(t)dt.

Pour m− ≥ ρ + 2, le choix de r = m+

ρ+2 − 1 donnera rm−/m− − 2 − ρ = r + 1 +
m+ − m−

m− − 2 − ρ
,

par conséquent, on considère 2 cas, pour m− > ρ + 2 on a(
3

ρ + 2

) ∫ T

s
Er
∫

Ω
|ut|ρ+2dxdt

≤ c4

∫ T

s
Er+1(t)dt + c5(E(0))

m+−m−
m−−2−ρ

∫ T

s
Er+1(t)dt + c6E(s)

≤ c(ρ)
∫ T

s
Er+1(t)dt + c6E(s).

(5.39)

Pour m− = ρ + 2, on a(
3

ρ + 2

) ∫ T

s
Er
∫

Ω
|ut|ρ+2dxdt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω−

|ut|ρ+2dx +
∫

Ω+

|ut|ρ+2dx

]
dt
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≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω−

(|ut|m
+
)ρ+2/m+

dx +
∫

Ω+

|ut|m(x)dx

]
dt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er

[ ∫
Ω
(|ut|m(x))ρ+2/m+

dx +
∫

Ω
|ut|m(x)dx

]
dt

≤
(

3
ρ + 2

) ∫ T

s
Er(−E′(t))ρ+2/m+

dt +
(

3
ρ + 2

)(
1

r + 1

)
Er+1(s)

≤
(

3
ρ + 2

)(
r

r + 1

) ∫ T

s
Er+1dt +

(
3

ρ + 2

)(
1

r + 1

) ∫ T

s
(−E′(t))(ρ+2)(r+1)/m+

dt

+

(
3

ρ + 2

)(
1

r + 1

)
Er+1(s),

(5.40)

on prend r =
m+

ρ + 2
− 1, on obtient

(
3

ρ + 2

) ∫ T

s
Er
∫

Ω
|ut|ρ+2dxdt

≤
(

3
ρ + 2

)(
r

r + 1

) ∫ T

s
Er+1dt +

(
3

ρ + 2

)(
1

r + 1

) ∫ T

s
(−E′(t))dt

+

(
3

ρ + 2

)(
1

r + 1

)
Er+1(s)

≤
(

3
ρ + 2

)(
r

r + 1

) ∫ T

s
Er+1dt + cρ(1 + Er(0))E(s).

(5.41)

Estimation du terme −µ1

∫ T

s
Er
∫

Ω
ut(x, t)|ut(x, t)|m(x)−2udxdt

En utilisant l’inégalité de Young et le lemme (5.5), on obtient∣∣∣∣∣− µ1

∫ T

s
Er
∫

Ω
ut(x, t)|ut(x, t)|m(x)−2udxdt

∣∣∣∣∣
≤ µ1

∫ T

s
Er
∫

Ω
|ut(x, t)|m(x)−1udxdt

≤ µ1

∫ T

s
Er

[
m(x)− 1

m(x)

∫
Ω
|ut|m(x) +

1
m(x)

∫
Ω
|u|m(x)dx

]
dt

≤ cm1

∫ T

s
Er(t)(−E′(t))dt + cm2

∫ T

s
Er(t)

∫
Ω
|u|m(x)dxdt
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≤ cm1 Er(0)E(s) + cm2

∫ T

s
Er+1(t)dt. (5.42)

Estimation du terme
∫ T

s
Er
∫ t

0
g(t − s)∥∇u(s)−∇u(t)∥2

adsdxdt

∫ T

s
Er
∫ t

0
g(t − s)∥∇u(s)−∇u(t)∥2

adsdxdt

≤ −
∫ T

s
Er
∫ t

0

1
ξ(s)

gt(t − s)∥∇u(s)−∇u(t)∥2
adsdt

≤ − 1
ξ(0)

∫ T

s
Er(E′(t))dt

≤ ς0Er+1(s) ≤ ς0Er(0)E(s) = cE(s).

(5.43)

Estimation du terme
∫ T

s
Er
∫

Ω

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(t)

[
∇u(s)−∇u(t)

]
dsdxdt

En utilisant l’inégalité de Cauchy, on obtient∣∣∣∣∣
∫ T

s
Er
∫

Ω

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(t)

[
∇u(s)−∇u(t)

]
dsdxdt

∣∣∣∣∣
≤
∫ T

s
Er 1

2

( ∫ t

0
g(t − s)ds

)
∥∇u∥2

adt +
∫ T

s
Er 1

2

∫ t

0
g(t − s)∥∇u(s)−∇u(t)∥2

adsdt,

et en utilisant le fait que g(t) ≤ −gt(t)
ξ(t)

, on obtient

∣∣∣∣∣
∫ T

s
Er
∫

Ω

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(t)

[
∇u(s)−∇u(t)

]
dsdxdt

∣∣∣∣∣
≤ c

1 − l
l

∫ T

s
Er+1dt + cE(s).

(5.44)

Estimation du terme 2
∫ T

s
Er
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρdt

En utilisant le lemme (5.7), on obtient

2
∫ T

s
Er
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρdt

≤ 2
m−

∫ T

s
Er
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)dxdρdt
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≤ 2eτ

m−τ

∫ T

s
Er
∫

Ω
ξ(x)|ut|m(x)dxdt − 2eτ

m−

∫ T

s
Er(t)

d
dt

( ∫ 1

0

∫
Ω

e−ρτξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)dxdρ
)

dt

≤ − 2eτ

m−

[
Er(t)

∫ 1

0

∫
Ω

e−ρτξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

]t=T

t=s

+
2eτ

m−τ

∫ T

s
Er
∫

Ω
ξ(x)|ut|m(x)dxdt.

Comme ξ(x) est bornée, on obtient

2
∫ T

s
Er
∫ 1

0

∫
Ω

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρdt

≤ 2eτ

m− Er+1(s) +
2eτξ0

m−τ
Er+1(s) ≤ c(m)E(s).

(5.45)

Estimation du terme −µ2

∫ T

s
Er
∫

Ω
z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2udxdt

∣∣∣∣∣− µ2

∫ T

s
Er
∫

Ω
z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2udxdt

∣∣∣∣∣
≤ µ2

∫ T

s
Er
∫

Ω

m(x)− 1
m(x)

|z(x, 1, t)|m(x)dxdt + µ2

∫ T

s
Er
∫

Ω

1
m(x)

|u(x, t)|m(x)dxdt

≤ µ2(m+ − 1)
m−

∫ T

s
Er(t)(−E′(t))dt +

µ2C
m−

∫ T

s
Er+1(t)dt

≤ µ2(m+ − 1)
m− Er(0)E(s) +

µ2C
m−

∫ T

s
Er+1(t)dt.

(5.46)

Estimation du terme µ3

∫ T

s
Er
∫

Ω

(
1 − 2

q(x)

)
|u|q(x)dxdt

En utilisant le lemme (5.4), on obtient

µ3

∫ T

s
Er
∫

Ω

(
1 − 2

q(x)

)
|u|q(x)dxdt

≤ µ3

(
1 − 2

q+

) ∫ T

s
Er
∫

Ω
|u|q(x)dxdt

≤ µ3

(
1 − 2

q+

) ∫ T

s
Er+1(t)dt.

(5.47)

En combinant (5.37)-(5.47), on arrive à∫ T
s Er+1(t)dt ≤ cρ,m

∫ T
s Er+1(t)dt + cE(s). (5.48)
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On choisit cρ,m < 1, assez petit pour que

∫ T

s
Er+1(t)dt ≤ cE(s). (5.49)

En prenant T −→ +∞, on obtient ∫ +∞

s
Er+1(t)dt ≤ cE(s). (5.50)

Ainsi, le lemme de Komornik implique le résultat souhaité.

5.5 Explosion de la solution

Dans cette section, on énonçe et on démontre le résultat de l’explosion de la solution en

temps fini pour le problème (5.1).

On suppose que

ρ + 2 ≤ max{m+, p+} < q− ≤ q(x) ≤ q+ ≤ p∗. (5.51)

On a alors

Lemme 5.8. [66] Soit l’hypothèse (5.51) est vérifiée, et soit (u) une solution de (5.1). Alors

Θ(u) ≥ C∥u∥q−

q−

et ∫
Ω
|u|m(x)dx ≤ C

(
Θm−/q−(u) + Θm+/q−(u)

)
.

Theorem 5.3. Supposons que les conditions (A1)–(A2) et E(0) < 0 sont vérifiées. Alors, la solution
du problème (5.1) explose en temps fini T∗, et

T∗ ≤ 1 − δ

G
δ

1−δ (0)κδ
(5.52)

Démonstration. Soit

H(t) = −E(t), (5.53)
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de (5.18), on trouve

H′(t) = −E′(t)

≥ c0

( ∫
Ω
|ut|m(x)ds +

∫
Ω
|z(x, 1, t)|m(x)dx

)
≥ 0.

(5.54)

Donc H(t) est une fonction croissante. À partir de l’énergie et de (5.53), on obtient pour tout
t ≥ 0 que

H(0) ≤ H(t) < µ3

∫
Ω

|u|q(x)

q(x)
≤ µ3

q−
Θ(u), (5.55)

où
Θ(u) =

∫
Ω
|u|q(x)dx.

Ensuite, on définit l’équation

G(t) = H1−δ(t) + ϵ
∫

Ω

1
ρ + 1

|ut|ρutudx, (5.56)

où ϵ > 0 une petite constante que l’on choisira plus tard, et

0 < δ ≤ min
{

q− − m+

q−(m+ − 1)
,

q− − (ρ + 2)
(q−)(ρ + 2)

}
. (5.57)

En dérivant (5.56), et en utilisant (5.1), on obtient

G′(t) = (1 − δ)H−δH′(t) + ϵ
∫

Ω
|ut|ρuttu +

ϵ

ρ + 1
∥ut∥ρ+2

ρ+2dx

= (1 − δ)H−δH′(t) +
ϵ

ρ + 1
∥ut∥ρ+2

ρ+2 − ϵ
∫

Ω
|∇u|p(x) − ϵ∥∇u∥2

a

+ϵ
∫

Ω
∇u(t)

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)dsdx − ϵµ1

∫
Ω
|ut|m(x)−2utudx

−ϵµ2

∫
Ω

z(x, 1, t)|z(x, 1, t)|m(x)−2udx + ϵµ3

∫
Ω
|u|q(x)dx.

(5.58)

En appliquant les inégalités de Hölder et de Young, pour η, σ > 0, on arrive à

ϵ
∫

Ω
∇u

∫ t

0
g(t − s)a(x)∇u(s)dsdx ≥ ϵ

(
1 − 1

4η

)( ∫ t

0
g(t)ds

)
∥∇u∥2

a − ϵη(g ◦ ∇u)(t) (5.59)

et ∫
Ω

µ1|ut|m(x)−1udx ≤
µm+

1
m−

∫
Ω

σm(x)|u|m(x)dx +
m+ − 1

m+

∫
Ω

σ−m(x)/m(x)−1|ut|m(x)dx. (5.60)
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et ∫
Ω

µ2|z(x, 1, t)|m(x)−1udx ≤ µm+

2
m−

∫
Ω

σm(x)|u|m(x)dx

+
m+ − 1

m+

∫
Ω

σ−m(x)/m(x)−1|z(x, 1, t)|m(x)dx.

(5.61)

Comme dans [67], on prend σ pour que

σ−m(x)/m(x)−1 = kH−δ(t),

où k ≥ 1 est spécifié plus tard, on obtient alors∫
Ω

σ−m(x)/m(x)−1|ut|m(x)dx = kH−δ(t)
∫

Ω
|ut|m(x)dx

≤ kH−δ(t)H′(t).
(5.62)

∫
Ω

σ−m(x)/m(x)−1|z(x, 1, t)|m(x)dx = kH−δ(t)
∫

Ω
|z(x, 1, t)|m(x)dx

≤ kH−δ(t)H′(t).
(5.63)

et ∫
Ω

σm(x)|u|m(x)dx =
∫

Ω
k1−m(x)Hδ(m(x)−1)|u|m(x)dx

≤ k1−m−
Hδ(m+−1)(t)

∫
Ω
|u|m(x)dx.

(5.64)

En utilisant le lemme (5.8), on obtient

k1−m−
Hδ(m+−1)(t)

∫
Ω
|u|m(x)dx

≤ k1−m−
c
(

Θm−+q−δ(m+−1)/q− + Θm++q−δ(m+−1)/q−
) (5.65)

et en utilisant le lemme (5.2) en prenant

s = m− + q−δ(m+ − 1) ≤ q−, et s = m+ + q−δ(m+ − 1) ≤ q−,

on obtient

Hδ(m+−1)(t)
∫

Ω
|u|m(x)dx ≤ c

(
∥∇u∥p−

p + Θ(u)
)

(5.66)
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En combinant (5.59)-(5.66), on obtient

G′(t) ≥
[
(1 − δ)− ϵ

2(m+ − 1)
m+

k
]

H−δ(t)H′(t) + ϵ

(
1

ρ + 1
+

(1 − a)q−

ρ + 2

)
∥ut∥ρ+2

ρ+2

+ϵ

{
(1 − a)q−

p−
− c

µm+

1 + µm+

2

m−km−−1
− 1
} ∫

Ω
|∇u|p(x)dx + ϵ

(
(1 − a)q−

2
− η

)
(g ◦ ∇u)(t)

+ϵ

{(
(1 − a)q−

2
− 1
)
−
(
(1 − a)q−

2
− 1 +

1
4η

) ∫ t

0
g(s)ds

}
∥∇u∥2

a

+ϵ

{
µ3a − c

µm+

1 + µm+

2

m−km−−1

}
Θ(u) + ϵ(1 − a)q−H(t) + ϵ(1 − a)q−

∫
Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ.

(5.67)
Tout d’abord, on fixe a tel que

0 < a < min
{

q− − p−

q−
,

q− − 2η

q−

}
Ensuite, on prend k > 0 assez grand pour que

(1 − a)q−

p+
− c

µm+

1 + µm+

2

m−km−−1
− 1 > 0, et µ3a − c

µm+

1 + µm+

2

m−km−−1
> 0.

Une fois k est fixé, on sélectionne ϵ > 0 assez petit pour que

(1 − δ)− ϵ
2(m+ − 1)

m+
k > 0, et G(0) = H1−δ(0) + ϵ

∫
Ω

1
ρ + 1

|u1|ρu1u0dx.

Ainsi, on obtient

G′(t) ≥ K
(
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + ∥∇u∥p−

p(.) + ∥∇u∥2
a + (g ◦ ∇u)(t) + Θ(u)

+
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ + H(t)

)
,

(5.68)

où K une constante positive.
On estime maintenant G(t)

1
1−δ . D’après l’inégalité de Hölder, on a

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ C∥u∥
1

1−δ

q− ∥ut∥
ρ+1
1−δ
ρ+2.
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L’inégalité de Young nous donne

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ C

(
∥u∥

β
1−δ

q− + ∥ut∥
θ(ρ+1)

1−δ
ρ+2

)
,

pour
1
β
+

1
θ
= 1, on prend θ = (1−δ)(ρ+2)

ρ+1 , alors

β =
(1 − δ)(ρ + 2)
1 − δ(ρ + 2)

.

Ainsi, du corollaire (5.1) on obtient

(∣∣∣∣∣
∫

Ω
|ut|ρutudx

∣∣∣∣∣
) 1

1−δ

≤ C
[
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + Θ(u) +
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ + H(t)

]
.

(5.69)
En combinant (5.56) et (5.69), il est possible de conclure que

G
1

1−δ =
[

H1−δ + ϵ
∫

Ω |ut|ρutudx
] 1

1−δ

≤ M
(
∥ut∥ρ+2

ρ+2 + Θ(u) +
∫

Ω

∫ 1

0

ξ(x)|z(x, ρ, t)|m(x)

m(x)
dxdρ + H(t)

)
.

(5.70)

Finalement, de (5.68) et (5.70), on trouve

G′(t) ≥ κG
1

1−δ , (5.71)

où κ est une constante positive.
Une simple intégration de (5.71) sur (0, t) nous donne

G
δ

1−δ (t) ≥ 1

G
−δ

1−δ (0)− κδt
1 − δ

.

Par conséquent, la solution du problème (5.1) s’explose en temps fini T∗.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

"We can only see a short distance ahead,

but we can see plenty there that needs to be done."

["Nous ne pouvons voir qu’une courte distance devant nous,

mais nous pouvons y voir beaucoup de travail à accomplir."]

Alan M., Turing turing

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à l’étude du comportement asymptotiques

des solutions pour des équations d’onde viscoélastiques avec des conditions aux limites de

différents types. Où, nous avons pu obtenir les résultats suivants :

1- Solvabilité et comportement asymptotique de la solution d’une équation viscoélastique de

type Kirchhoff avec un terme de retard et un terme source.

2- Existence globale, la stabilité et l’explosion de la solution d’une équation viscoélastique de

type Kirchhoff avec des conditions aux limites non-linéaire.

3- Etude de l’existence globale de la solution ainsi que son comportement asymptotique pour

une équation viscoélastique avec un terme p-Laplacien et avec des conditions aux limites dy-

namiques.

4- Enfin, on a généralisé l’étude du chapitre précédent en introduisant un terme p(x)-Laplacien

et des exposants variables.

Il est nécessaire de noter qu’il n’existe pas encore une méthode générale pour la construction

des fonctionnelles de Lyapunove, où on a remarqué qu’il est parfois difficile de construire

une fonctionnelle de Lyapunove compatible avec le problème étudié, c’est ce que nous avons

bien remarqué lors de notre étude du dernier chapitre, où nous n’avons pas pu arriver à la

construire.
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Ainsi, de nombreuses perspectives intéressantes pour l’analyse numérique, et la stabilisation

qui pourraient permettre de poursuivre les problèmes aborder dans cette thèse.
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