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 بسم الله الرحمن الرحيم
العلماء، فرفعنا من بساط الأرض  لحمد لله المعطاء، الذي سقانا من كأس العلم وا  

يضاهي عنان السماء، وأهدانا هوية العلم للبقاء، في عصر لا يرحم الجهل  منبر إلى  
وبعد: والجهلاء  

 على ضفة الامتنان ومن على منبر مصنوع من لوح الإقرار بالمعروف، أقف  ✓

 رموز الفخر وأصحاب سمو الفكر، من يذُكرون كلمة شكر    لقيلأ
 فيطيب الذكر ولا يزرعون إلا ويثمر البذر، رفيعي المقام ومنابع العلم والإلهام،

 نقول إنصافلن نوفيهم حقهم مهما خطت الأقلام، بكل أمانة نعترف وبكل 
 الاعتراف رائعون.  لم، وأنكم فوق الرأي مميزون وفوقبأنكم الأصالة وأنكم الع

 وأخص بالشكر للأستاذة المؤطرة * قصري أحلام  * على مجهوداتها المبذولة  ✓

النصائح المقدمةو   

   وأقول سقاك الله من بحر علمه المزيد .لي اوتوجيهاته 

 



         

    ءإهدا  
 بسم الله الرحمن الرحيم                                                      

 ، لمستحق فداؤه رافع السماء ا  ، خالق القضاء المضمون بقاؤه  ، لحمد لله المعطاء المرجوّ سخاؤه ا
 الذي شمل العالمين إنعامه وعمّ جميع المخلوقات إكرامه وبعد: مشرف العلم والعلماء  

 فأهدي ثمرة سنيني وجهدها 
 أغلى الحبايب أعظم نعم الله ، إلى التي تستحق أن أنحني لأجل حبها   لىإ

 غالية أمي ال 
 رحل  إلى منأعز الناس .. الذي لا يجزيه مني كلام .. لى إإلى من واراه التراه .. 

     ولن يعود
 رحمه الل   خي أ   

 ، إلى من بوجوده  مد  ه أعتقطت يوما إلى من به أكبر وعلي ن سإلى سندي إ
 أكستسب قوة  

 أخي الأكبر 
  

 ئلة  بسمة العا و طفلتنا المدللة  إلى
 صغيرتنا سلسبيل  

      
 ة،لأخوة وملوك النخو لى أصحاب المعروف ومعنى السند، نعم الموصوف ونعم العضد، أبطال اإ

 .ومعاني الصلاحرموز النجاح 
   صديق اتي  

                                                                   لي  قوة    مصدر   وساهم في دعمي وكان  إلى من ساندني
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 الملخص 

 

بعرر  بعرا المھراه    بدايةقمنا ، فوضوي ذو رتبة كسرية نظامدراسة لقدمنا    في هذه المذكرة        

كمرا   ،ث  تطرقنرا كرذلل للأنظمرة ذال الرترك الكسررية  ،نظرية الھوضىوالأساس ة للأنظمة الدينام ك ة  

ومن ث  ركزنرا علرى تيل رظ نظرام فوضروي  ،عن أنظمة فوضوية ذال رتبة كسرية  قدمنا بعا الأمثلة

 كسري.

 ن خرل  يياراد ثوابرت ل رابونوا ل رام رن النقاط الثابتة ونقاط الاستقراالبيث عشملت الدراسة  

قظ مرن أالسلوك الھوضوي مع رتك كسرية  ، زيادة على ذلل فقد ظ رالسلوك ال   ظ رل العديد منأين  

 وكرذا الاعتمراد ا ن الرترك الكسررية مھ ردة  رد إوهرذا ي رر ممكرن مرع الرترك ال،ري ية، لرذلل فر  ثلثة

 في الدراسة. على المخططال والاستناد 

  .، استقرار ل ابونوا الأنظمة الدينام ك ة، الھوضى، اليساب الكسريكلمات مفتاحية: 
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Résumé 

 

         Dans cette note, nous avons présenté une étude d'un système chaotique 

d'ordre fractionnaire. Nous avons d'abord présenté quelques concepts de base 

des systèmes dynamiques et de la théorie du chaos, puis nous avons 

également traité des systèmes d'ordre fractionnaire, et nous avons également 

fourni quelques exemples de systèmes chaotiques d'ordre fractionnaire. Par 

conséquent, nous nous sommes concentrés sur l'analyse d'un système 

chaotique fractionnaire. 

L'étude comprenait la recherche de points fixes et de points de stabilité 

en leur trouvant des constantes de Lyapunov, Là où de nombreux    

comportements sont apparus. en plus de cela, un comportement chaotique est 

apparu avec des rangs fractionnaires inférieurs à trois, et cela n'est pas 

possible avec les rangs corrects, donc les rangs fractionnaires sont très utiles. 

Ainsi que le recours et le recours aux graphiques dans l'étude. 

Mots clés : systèmes dynamiques, chaos, calcul fractionnaire, stabilité de 

Lyapunov . 
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Abstract 

 

      In this note, we presented a study of a fractional-order chaotic system. We 

first presented some basic concepts of dynamical systems and chaos theory, 

and then we also dealt with fractional-order systems, and we also provided 

some examples of fractional-order chaotic systems. Hence, we focused on 

analyzing a fractional chaotic system. 

The study included searching for fixed points and stability points by 

finding Lyapunov constants for them, Where many behaviors appeared. 

moreover, chaotic behavior appeared with fractional ranks less than three and 

this is not possible with the correct ranks, so the fractional ranks are very 

useful, As well as reliance and reliance on charts in the study . 

Key words: dynamical systems, chaos, fractional calculation, Lyapunov 

stability 
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 مقدمة 

 

الديناميكية في الآونة الأخيرة موضوع بحث واستكشاف مكثف تعتبر إذ    كانت دراسة الأنظمة 

وهي    1665نظرية الأنظمة الديناميكية فرعًا مهمًا من فروع الرياضيات التي قدمها نيوتن حوالي عام  

يمكن التعبير عن هذا  ،  تتطور بمرور الوقت وتتبع القواعد التي  الظواهر    من أجل  نماذج رياضيةتوفر  

خلال من  يمك   التطور  التي  المعادلات  من  محدودة  تكون  مجموعة  أن  عاديةن  تفاضلية    ، معادلات 

تفاضلية جزئية تطبيقات  أو  النماذج  معادلات  ليست كل   هذه  أنه  نعلم  الديناميكية. نحن  تسمى الأنظمة 

 أنظمة مستقرة وأنظمة غير مستقرة. : هناك نوعان  متطابقة الأنظمة الديناميكية

منتظمة وعشوائية ولكنها تحكمها  تهتم نظرية الفوضى بالظواهر التي تبدو غير  إلى جانب ذلك         

في بداية القرن التاسع عشر. في عام    كان هنري بوانكاريه أول من لاحظ هذه الظاهرة  ،قوانين حتمية

لورنز    1961 الفوضىلاحظ  يسمى  السلوك  من  جديد  تفاضلية    نوع  معادلات  ثلاث  استخدم  عندما 

 . وسمي هذا الأخير بنظام الفراشة  بعض مكونات الأرصاد الجوية لنمذجة

الباحثين مهتمين بشدة بنظرية الفوضى وكذلك طرق السيطرة عليها   بعد ذلك أصبح العديد من 

نها الظاهرة التي لها بشكل عام سلوك خاص وغير متوقع لنظام ديناميكي أ تعرف الظاهرة الفوضوية ب

 .حتمي غير خطي

وعدم القدرة  أو الابتدائية الأولية    ي ذلك الحساسية للشروطفالفوضى لها عدد من الخصائص بما  

لا يمكن    ،للغاية لتشفير البيانات مما يجعل الأنظمة الفوضوية جذابة  بها على المدى الطويل  على التنبؤ  

 المعادلات البسيطة والحتمية.  لكن تم وصفه بشكل مثالي بواسطة بالنظام الفوضوي التنبؤ

، القسم الأول عمل جد أن العلماء انقسموا إلى قسمينإلى أنه عند دراسة هذا النظام ن الإشارة وتجدر     

النظامعلى   هذا  في  الفوضى  على  منه   ،الحفاظ  التخلص  على  عمل  الذي  الثاني  الشق  عكس  على 

 .السيطرة من حيث السيطرة ومكافحة على وجه الخصوص  مهمًا للبحث  لا مجا  الفوضىتظل  .وإزالته

التخصصات         من  العديد  في  واسع  نطاق  على  الفوضى  تطبيق  الرياضيات، تم  في  العلمية 

،  السياسة   ،والبرمجة، وعلم الأحياء الدقيقة، علوم الكمبيوتر، والاقتصاد، والهندسة، الفلسفة، والفيزياء
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النفس علم  السكان،  الروبوتات ديناميات  والاتصالات ،  ،  الليزر  وكيمياء  الحيوية  تشفير    ،والكيمياء 

 والأنظمة المالية.البيانات 

  تم   عام  300حساب التفاضل والتكامل الكسري هو موضوع رياضي يعود تاريخه إلى أكثر من         

انسوا  فر  جوتفريد فيلهلم ليبنيز رسالة إلى ويليام، في مثل هذا اليوم كتب  1695سبتمبر    30في    تقديمه

عدد صحيح إلى    برتبة   من مشتق  المشتقات   ، يستحضر إمكانية تعميم معنىأنطوان، ماركيز دو لوبيتال

أجاب ليبنيز "في    n = 1/2 رتبةنتيجة مشتق ال  أن يعرف أوبيتال  غير صحيح. أراد   عدد رتبة  مشتق  

  "وفي الواقع  لقد تحققت رؤيته.سيتم استخلاص استنتاجات مفيدة يوم من الأيام 

مساهمات   أويلرأعظم    نجد  مثل  رياضيات  لابلاس،    علماء  عشر،  السادس  القرن  في  لاغرانج  أو 

ريمان  (1837؛    1832)ليوفيل    و  ،فورييه عشر    (1847)،  التاسع  القرن  وكذلكفي  جرونوالد   ، 

)   و  (1867) كبير1868ليتنيكوف  اهتمام  القرن.  نفس  من  الثاني  النصف  في  حساب   (  إلى  جلبه  تم 

مختلفة مجالات  في  المفاهيم  هذه  تطبيق  خلال  من  الكسري  والتكامل  والهندسة،    التفاضل  الفيزياء 

 .، التحكم الآلي والروبوتات معالجة الإشارات، معالجة الصور

الأخيرة،          الآونة  الفي  ذات  الديناميكية  الأنظمة  الباحثين   ةالفوضوي  ةالكسريرتب  أثارت    انتباه 

بحث نشط. لقد لاحظ العديد من الباحثين  مجال ةالكسريرتبة أصبحت دراسة الأنظمة التفاضلية ذات الو

 رتب وقد أثبتوا أن أنظمة اليمكن أن تولد القيم الكسرية غير الخطية سلوكيات فوضوية.    أن عدة أنظمة

فوضويا    ةالكسري سلوكا  تظهر  أن  المثاليمكن  سبيل  الكسري  نظام  على  الكسري لورنز  النظام   ، 

  .روسلرل

ثلاثة    يرتكز على  العمل،  برتبة كسريةفوضوي    تقدم هذه الأطروحة دراسة نظامسبق،  علاوة على ما   

 : فصول

الديناميكية في عمومياتها    الفصل الأول مع التركيز بشكل خاص على نظام  مخصص للأنظمة 

والمتقطع المستمر  الحالالوقت  وفضاء  الأساسية  المفاهيم  مثل  المفارقات ،  نظرية  إلى  التطرق  ثم  ، ة 

وخصائصها من خلال معالجة تعريفات المشتقات الكسرية  تعريفات للأنظمة الفوضوية    وتناول أيضا

 . واستقرارها الكسرية ةنظمالمفاهيم الأساسية للأالأساسية و

بعض الأمثلة ب   الفصل الثانيمن أجل التوضيح الجيد للفوضى في الأنظمة الكسرية نستشهد في  

 . الفوضوية الكسرية للأنظمة



 مقدمة 
 

    
 

ن حيث النقاط  نقترح نظام كسري فوضوي ونعمل على دراسته م في الفصل الثالث سوف  ،  أخيرا       

 . ، وكذا ثابت ليابونوفالتشتت  ،الثابتة واستقرارها
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 الفصل الأول

 عموميات حول الأنظمة الديناميكية الفوضوية 

 

 مقدمة   .1.1

، كانت دراسة الأنظمة الديناميكية محصورة في مجال متعلق ومحدد ي قبل سبعينات القرن الماض

بالرياضيات والفيزياء الرياضية. منذ ذلك الحين أصبح تخصص يعد اليوم أحد أهم التخصصات  

مجالات   إلى  تطبيقات  أيضا  يتضمن  والذي  والتجريبية،  النظرية  وكذلك  الرياضية  الفيزياء  في 

إلى نظرية الأنظمة الديناميكية غير الخطية مع  ائيات السكان  أخرى تتراوح من الكيمياء إلى إحص

عل اتفق  ما  إلى  تنتمي  التي  الفيزيائية  أو يالظواهر  الفوضوية  الأنظمة  فيزياء  أنه  على  الآن    ه 

 الفوضى الحتمية. 

الوقت بمرور  حالته  تتطور  الذي  النظام  هو  الديناميكي  تحكمه،  tالنظام  من    التطور  مجموعة 

يتم وصف تطور الزمن المتقطع   ،tة أو المستمرة لـ  عالقواعد التي تحدد حالة النظام للقيم المتقط

المعادلات  نظام  بواسطة  المستمر  الوقت  بينما  الجبرية  المعادلات  نظام  بواسطة  عام  بشكل 

 التفاضلية.

 الأنظمة الديناميكية  .2.1

الكيمياء،  الفيزياء  في  وهذا  الوقت  بمرور  تتطور  التي  الظواهر  الديناميكي  النظام  يصف  عام  بشكل 

 . والاقتصاد وما إلى ذلكالبيولوجيا 

 . يمكن وصف هذا التطور بواسطة المعادلات التفاضلية العادية، المعادلات التفاضلية الجزئية ،رياضيا

 تصنف الأنظمة الديناميكية إلى فئتين: 

 أنظمة ديناميكية متقطعة.  •

 أنظمة ديناميكية مستمرة.  •

 

 متقطعة الديناميكية النظمة .  الأ1.2.1

   النظام الديناميكي المتقطع بمتتالية تراجعية من الشكل:يمكن تمثيل  
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               ( ) nx k 
         ( ) ( )( )1 ,x k f x k k+ =

 

:              حيث:         n nf + → 

         

 الأنظمة الديناميكية المستمرة  .  2.2.1

   الديناميكي المستمر بمعادلة تفاضلية من الشكل:يمكن تمثيل النظام 

( )( ),
dx

f x t t
dt

=          x  

:               :حيث          n n nf  → 

   الحالة فضاء .3.1

فضاء رياضي متعدد الأبعاد يسمح بالتفسير الهندسي لحركة النظام الديناميكي   فضاء الحالة هو

يسلكه النظام يسمى   ذي، المسار الفيما يتعلق بالوقت الموصوف بواسطة المعادلات التفاضلية 

 .بالمنحنى 7  

. 1.3.1 مثال  

 (  L’oscillateur de Duffing)   مستمرالحالة النظام   • 8 

3 cos

dx
y

dt

dy
x x y t

dt
  


=


 = − − +


 

،، متغيرات حقيقية  فيزيائية ) متغيرات إحصائية(، فضاء الحالات  هو   .     حيث 

3   هذا النظام غير خطي وغير مستقل، يمكن أن يكون ثنائيا أو متحفظا   فضاء المتغيرات هو   

 )إعتمادا على الحركة مع الاحتكاك أو بدونه( 

  (l’application de Hénon) متقطعالحالة النظام   • 9 

 

 

 

 .2،  فضاء المتغيرات هو    2، فضاء الحالات هو   متغيرات حقيقية  a،bحيث 

2

1

1

1k k k

k k

x y ax

y bx

+

+

 = + −


=
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 قسم بوانكاريه   .4.1

هو أداة رياضية بسيطة تسمح بتحويل نظام ديناميكي مستمر إلى نظام ديناميكي   ريهتطبيق بوانكا

 . تقليل من رتبة النظامالذا التحويل عن طريق يحدث ه، متقطع

ذا نعرف في ه،  0x   ومسار حله في nبعد ذو ليكن نظام ديناميكي مستمر موصوف في فضاء الحالة 

1nالفضاء سطح ذو بعد  −   . 

التكرارات مع  متتاليةذي يتوافق فيه تطبيق بوانكاريه هو النظام الديناميكي في وقت متقطع وال

إحداثيات نقاط تقاطع المسار مع هذا السطح . 10  

 

 

                        مبدأ قسم بوانكاريه  :1.1شكل ال

 . تسمى مجموعة نقاط التقاطع الموجودة على السطح قسم بوانكاريه

 ظرية المفارقات ن.   5.1

أو   النوعية  للتغيرات  الرياضية  الدراسة  هي  المفرقات  تحدث   الطوبولوجيةنظرية  النظام  بنية  في 

النظام تغييرا نوعيا في خصائص نظام مثل الاستقرار أو عدد وسيط  عندما يولد التباين الكمي لالمفارقة  

ر قيم المفارقات.ي وقت التغييتغيرات فأو طبيعة الحالات المستقرة. تسمى قيم الم النقاط الثابتة 10  

 . 1.5.1تعريف 

دارات الدورية أو في خصائص الاستقرار لنظام غير خطي  مأو الالنقاط الثابتة  ة هو تغيير في  المفارق

تختلف   تسمى    متغيرةعندما  المهالنظام،  في    تغيرةم  تغيرةذه  النوعية  فيها  تتغير  التي  والقيم  المفارقة 

 .سمى نقاط المفارقةتسلوك النظام الذي يحدث 
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 مخطط المفارقات   .  2.5.1

تمثيل   الثابتةهو  يحدد طبيعة   النقاط  هو مخطط  البعد  أحادي  المفارقة  المفارقة، مخطط  لمعامل  كدالة 

عندما   واستقرارها  للنظام  المختلفة  اليالحلول  يتكون  وسيطختلف  تتطور،  التي  مجالات  خلالها   من 

ال )المقاربة    الحلول مع  مستمر  بشكل  معها(  تتوافق  التي  الحدود  مجموعات  فصل    وسيطأو  ويتم 

. يعد مخطط المفارقة أداة فعالة للتقييم السريع لمجموعة الحلول الممكنة لنظام  لمفارقةاالمجالات بنقاط  

إحدى   لتغيرات  وفقا  إلى    ،وسائطهما  يؤدي  الذي  للمعامل  الخاصة  القيم  تحديد  الممكن  من  يجعل 

ال  قيم  يحمل  بياني  رسم  إنه  على    الإحداثيعلى    وسيط المفارقة.  الحالة  متغيرات  الخاصة لأحد  والقيم 

على    الإحداثي الحصول  يمكن  المستقل  النظام  حالة  في  التقارب.  نظام  إلى  الوصول  القيم  هعند  ذه 

الخاصة من خلال العمل مع قسم بوانكاريه. 10  

   .1.5.1 مثال

 Hénonمخطط مفارقة لنظام 

2

1

1

1k k k

k k

x y ax

y bx

+

+

 = + −


=
 

 

0.3bمن أجل  Hénonمخطط مفارقة لنظام   :2.1شكل ال = 

 تاريخ الفوضى  .  6.1

الفوضى اليوناني عام    Chaos  ظهرت كلمة  العصر  الشاعر  700أول مرة في  لدى  غريقي  الإق.م 

ء، والهيولي والفراغ غير المحدد"، ثم وردت لاشيء سوى الخ  لا فوضىفي قوله:" ال Hesiod هسيود 

فوضىرض من الالأبرزت السماوات و ": هفي قول  Lmettonتونوفي "الفردوس" المفقود لم 1" .
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الحركة لقوانين  نيوتن  العالم يحتوي  Motion واكتشاف  أن  إلى  السابع عشر يحيلنا  القرن  أواخر  في 

نظام محكم تفسي  على  أو  لها سبب  يكون  آلة ميكانيكية  ربمعنى أي حركة  يتحرك وفق  العالم  أن  ، أي 

ثابتة   تتغير   لاوقوانين  2،   هو    1814  لابلاسوجاء الحالي  الوقت  في  الكون  أن وضع  فكرة  ليؤكد 

وأنه يسبب في وضعه المستقبل وعلى أنه من الذكاء أنك في لحظة معينة   نتيجة واضعة في الماضي

تشمل  التي  القوة  هذه  تأثير  عند  الكائنات  وضع  أو  الطبيعة،  في  المؤثرة  القوة  على  التعرف  تستطيع 

  ل هذه المعادلة المستقبل يبقى شيء مؤكد والماضي مفتوح لاجسام الكبيرة والصغيرة، ومن خالأحركة  

للحاضر الحتمية   وواضح  أنه     Déterminismeوهذا معناه مبدأ  نيوتن  بين  في    فروقتوجد    لاحيث 

  النتائج 3،     عام إن    Maxwellماكسوال جاء  1876وفي  في  الفروقوقال:  الأوضاع    البسيطة 

المبدئية سوف تؤدي إلى الفرق في الوضع النهائي لكن فرق بسيط وليس بدرجة كبيرة 3    ،  لكن جاء

حينما أعلن ملك النرويج عن جائزة لمن يجد   1889ليؤكد خاصة عام   Henri 1854  ههنري بوانكاري 

ا  لاح هل  أم  لألمشكلة  مستقرة  الشمسية  بوانكاريلانظمة  وجد  حيث  ليكتشف    لاح  ه؟  بالجائزة،  وفاز 

مدة ستة أشهر لكي يعالج المشكلة فوجد شيئا    هالحسابات مانحا بوانكاري  أن ثمة خطأ فيلاحقا  زميله  

أن الكون حتمي خالص التي    نتائج    منذ البداية، وتوصل إلى  لايوجد حل للمشكلة أص  لاأنه    ذهل منه

الخطية الرياضيات  نيوتن  منذ عصر  بها  بو Machination an Line سلم  في   هنكاريا حيث وضح 

عام   هذا  ع  أن  1890بحثه  لها  ليس  نيوتن  مشكلة  لاقوانين  في  الثالأقة  كيفية  ثةلاجسام    التنبؤ   أي 

بتدائية تحدث تباينات هائلة  لإ، ووجد أن تباينات طفيفة في الشروط ا ررض والقمالأبحركات الشمس و

بوانكاري  في إكتشافات  أن  نجد  التنبؤات، وهكذا  النهائية وتتحدى حالة  النظلامن خ  هالظواهر  في   رل 

 .متوقعلاالنموذج الخطي لنيوتن الذي كان يهمل التغيرات الطفيفة التي تبرز ال 1  

هتمام خاصة في فكرة عدم إمكانية  لا لم تحظ با  نسبة مجرد طرح ميتافيزيقي   ه وقد كانت أفكار بوانكاري 

بداية علمية بحتة بعيدة عن اولى لنظرية  لأرهاصات الإالتنبؤ التي تعتبر ا لفوضى، والتي بدأت فعليا 

الجوية  رصاد لأعمال المتخصصة في علم الأل الامن خ تنظير في مستهل الستينيات من القرن الماضي

لورنز إدوارد  الرياضيات   لامحاو  Edward Lorenz   لمكتشفها  علم  بين  يجمع  وأن  تطويرها 

المعاد الأو ببساطة  هو  بالطقس  للتنبؤ  نموذج  يعمل  و  الفيزياء،  وعلم  التفاضليةلارصاد  تمثل    ت  التي 

التغيرات في درجة الحرارة وضغط السرعة   3 . 

الذاكرةإحاول          محدود  حاسوب  في  الطقس  حركة  أنماط  إدخال  لورنز  تحليل    دوارد  على  يعمل 

  لا وتلك الحواسيب لم تكن تظهر في الرسوم البيانية إ   ل أرقام ذات ست منازل عشرية،لاالبيانات من خ

بإدخال بيانات لتخطيط رسومات بيانية    لاقام لورنز أو .خيرلأولى غفلة على الثالث الأث الاالمنازل الث

دخال كل المنازل العشرية وبعد فترة لإفي عملية ا  لالها مكونة من سلسلة من اثنتي عشر معادلة مستعم

البيانية الرسومات  تلك  لاسترجاع  البرنامج  لتشغيل  بد   عاد  أو   لاولكنه  بالمعادلة  يبدأ  أن  بدأ   لامن 

مدخ السلسلة  ا  لابمنتصف  الاالثرقام  لأمنازل  فقط،لأ ثة  كبيرا    ولى  تغييرا  ثم  إ فوجد  تباعد  حدث  ذ 

البيانية، الرسومات  في  كبير  اخت  انحراف  وجود  سبب  لورنز  استوعب  و لاوقد  المعطيات  في  ف 

الواحد من ألف ليس ذو    خيرة معتقدا أن الفرقلأ ثة الا رقام الثلأالبيانات المخزنة تمثل في غياب منزلة ا

ا البيانات مؤديا إلى وجود اضطراب وحركة ل  لاختلاأهمية ولكن هذا  بسيط تطور مع تطور تسلسل 

البيانية بدت على شكل فراشة  لاغير خطية   الرسومات  ومن هنا جاء أحد  .متوقعة وعندما طبع تلك 

معالم هذه النظرية هو تأثر الفراشة  3 . 
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النظرية   Iyh Ina Sharkwfsky "يكم عالم الرياضيات الروسي " إيه إن تشاركوفس  1964في عام  

وجود حلقة دورية   وهي إن إكتشافات   )المنحى واحد )نماط السلوكية للعديد من الخرائط لأفتة حول اللاا

القيمة محددة المعلم يشير    16واحدة تشير إلى وجود حلقات أخرى، وكان إكتشاف وجود حلقة الدورة  

ضمنيا إلى وجود حلقات دورة ثامنة ورابعة والثامنة و أولى عن تلك القيمة، بينما كان يعني إكتشاف 

يعتبر د  ثالثة لكل دورة محتملة وجود حلقة وهو  يدلنا على  وجود دورة حلقة  بناء، فهو  ليل آخر غير 

عام   "كوفسكي"  أشار  العمل،  من  عاما  عشر  أحد  بعد  تماما  متقنة  النتيجة  يعد  ولكنه  الحلقات  موضع 

ورقتهما البحثية الواسعة التأثير تحت " York و" يورك " LI ل العالمان" ليلام لنشر من خ1975

وقد  .ذهانلأإستقر في ا Choas مصطلح الفوضىتستلزم الفوضى، و من وقتها  (الدورة الثالثة(عنوان 

مصطلح الفوضى في البحوث العلمية   May Robert "إستخدم البيولوجي والرياضي "روبرت ماي 

" نظرية  دخلت  و  الفوضى،  بنظرية  إشتهر  أن  الدراسات  "   Choas" "الفوضىإلى  عالم  إلى 

الترمود  في  الحال  كان  كما  قانونا  النظرية  تكن  لم  هذا  رغم  أويناالبيولوجية،  الكوانتية،  ميكا  الفيزياء 

شكليلالكنها مكنت الباحثين من تحليل الحوادث ذات التشابك ال  1. 

 نظرية الفوضى  .  7.1

في    yorkeو      Liمن قبل    1975كمفهوم رياضي، تم استخدام مصطلح الفوضى لأول مرة في عام  

مقالهم   11.    قبل حتى  إلى  أولكن  تؤدي  أن  يمكن  للغاية  بسيطة  دوال  أنها  على  ملاحظتها  يتم  ن 

الفوضوية هو مقال   الديناميكيات  للغاية. أحد ركائز تطور  تعايش دورات    "  1964ديناميكيات معقدة 

بواسطة   )بالروسية(  ذاته  حد  في  للخط  المستمر  الخرائط  السبعينات     . اركوفسكيشرسم  خلال 

ب  الاهتمام  انفجر  الفوضى  والثمانيات  فكرة  لإعطاء  مختلفة  محاولات  وبذلت  الفوضوية  الديناميكيات 

كتاب   هي  السياق  هذا  في  البارزة  الأعمال  دقيقا.  رياضيا  على    1980معنى  المتكررة  الخرائط   "

الكوليت    " ديناميكية  كنظم  الزمني  كتاب  وإيكمان الفاصل   ،1989    "Dynamics of one 

Dimension Mappings     من تأليف "Sarrkovoskii  ، Kolyada   ،Sivak    وFedorenko  

. بينما   Block coppel’s" ديناميكيات في بعد واحد " لـ    1992) بالروسية( وملاحظات محاضرة  

كان موضوع الديناميكيات الفوضوية حتى أواخر الثمانيات مقتصرا في المقام الأول على المنشورات  

مقتصرا في المقام الأول على المنشورات الموجهة   1986الموجهة نحو البحث، فإن كتاب ديفاني لعام  

لعام   ديفاني  كتاب  فإن   ، البحث  الديناميكي   1986نحو  الأنظمة  إلى  مقدمة  النقطة  "  الفوضوية "حدد  ة 

شائعة وبدأت في دخول الكتب المدرسية الجامعية مثل     (التي أصبحت فيها الفوضى ) كمفهوم رياضي

 12 دورة أولى في الأنظمة الديناميكية المنفصلة " بواسطة " Holngren  (1994 " أو )Discrete  

Chaosـ"  ل Elaydi  (1999)   13 . 

  Devaneyالفوضى في مفهوم   ➢

 التعريف التالي للفوضى: النظام الديناميكي يكون فوضويا إذا وفقط إذا:   Devaneyاقترح         

 . طبولوجياي إذا كان متعد  •

 لديه مجموعة كثيفة من المدارات الدورية. •

 يعرض ظاهرة الحساسية للشروط الابتدائية.  •
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 1.7.1ملاحظة 

  كي ظام ديناميلنتعني كلمة الانتقال ببساطة أنه إذا أخذنا في الاعتبار صورتين من حالتين مختلفين  

فهناك مسار ينتقل من أحدهما إلى الآخر. لاحظ أن الفرضيتين الأوليين تدلان على الفرضية الثالثة  

 .صحيحا دون أن يكون العكس 14  ، 15. 

 : Li-Yorkeالفوضى بمفهوم  ➢

للفوضى   Li-Yorkeقدم         رياضي  تعريف  ثلاث   ،أول  وجود   " جدا  بسيطا  معيارا                    لقد وضعوا 

الفوضوية  الديناميكية  تحليل الأنظمة  للغاية في  المعيار دورا مهما  يلعب هذا  الفوضى "  يعني  فترات 

 15 . 

 النظام الفوضوي  .  1.7.1

 . 1.7.1تعريف 

ديناميكي فوضوي كل نظام يعتمد على عدة معاملات ويتميز بحساسية شديدة للشروط    نظام نسمي

أو الخطية  المعادلات  أنظمة  بواسطة  نمذجتها  أو  تحديدها  يتم  لم    الميكانيكا   قوانين  الابتدائية 

 الكلاسيكية. 

بعض التعاريف المتعلقة بالفوضى   .  2.7.1 16 

     .2.7.1تعريف

f:نقول أن الدالة      I I→     كل ثنائية من المجموعات المفتوحة   ت ة طوبولوجيا  إذا كانيمتعد

,U V I  0  يوجدK          حيث( )kf U V  

 . 3.7.1تعريف 

و   Xلتكن    في       X  .  Yمجموعة جزئية من     Yمجموعة  أجل كل   ،  Xكثيفة  كان من  إذا 

xعنصر  X     يوجد عنصرy Y   من  قريب  x        أيY X=    .     أن نقول      Yوعليه 

في كل      X  كثيفة  أجل  من  كان  xإذا  X       نقاط متتالية  إيجاد  يمكن  ny Y    تتقارب     

 .   xنحو   

 . 4.7.1تعريف

f:نقول أن الدالة      I I→           0لها حساسية للشروط الابتدائية إذا وجد          حيث من أجل

x I  وV I ـل جوار  x      يوجدy I        حيث( ) ( )n nf x f y −  
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 خصائص الأنظمة الفوضوية .  8.1

 أن يشتمل على الخصائص التالية: لكي يتم تصنيف النظام على أنه فوضوي يجب 

 Sensibilité aux conditions initiales  الابتدائيةللشروط  الحساسية.  1.8.1

في نهاية القرن التاسع عشر اكتشف العالم المشهور هنري بوانكاريه لأول مرة الحساسية للشروط   

سنة  الابتدائية وفي  إدوارد   اختراعبعد    1963،  الرياضي  الجوية  الأرصاد  عالم  أكد  الحواسيب 

هذا   هذا    الاكتشافلورنز  لعب  جدا.  دقيقة  ميادين    الاكتشافبحسابات  عدة  في  جدا  فعالا  دورا 

قيم   في  طفيف  جد  تغيير  أن  على  الخاصية  هذه  تنص  الرياضيات.  ميدان  في  خاصة  علمية، 

أن   يمكن  فوضوي  لنظام  الإبتدائية  الحالات  على  متغيرات  متوقعة  غير  نهائية  حالات  إلى  يؤدي 

المدى الطويل. 17 ، 18 

   Le déterminisme  الحتمية .  2.8.1

المعرفة الدقيقة   .يقال أن النظام حتمي عنما يكون من الممكن التنبؤ )حساب( تطوره بمرور الوقت 

بحالة النظام في لحظة معينة اللحظة الأولية سمح بالحساب الدقيق لحالة النظام في أي وقت آخر. 

في الظواهر العشوائية من المستحيل تماما التنبؤ بمسار أي جسيم لذا النظام الفوضوي لديه قواعد 

ير خطية معروفة ومن ثم يتم  أساسية حتمية وغير إحتمالية تحكمها بشكل عام معادلات تفاضلية غ

تقديمها بواسطة قوانين صارمة وحتمية تماما. 19  

 الجاذب الفوضوي .  3.8.1

 مجموعة من الحلول التي يتطور من خلالها النظام مهما كانت شروطه الابتدائية. 

.  1.8.1تعريف  20 

الحالات   المحدودة من فضاء  الجزئية  المجموعة  تحويل     Aتسمى  أجل     Tجاذب فوضوي من 

تحوي هذه    يوجد كرة محتواة في    A، بمعنى من أجل كل نقطة من    Vللفضاء إذا وجد جوار 

 النقطة والتي تحقق الخصائص التالية: 

1- V   هي منطقة إلتقاط، بمعنى كل مدار بالتحويلT   محتوى كليا فيV    من أجل نقطة ابتدائية

 .   Vمن 

 . المسارات جد حساسة للشروط الإبتدائية من أجل نقطة إبتدائية من   -2

3- A هو كائن كسري.  

 والتي تمر من جوار هذه النقطة.  ، يوجد مسارات تبدأ من   Aمن أجل كل نقطة من   -4
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   أمثلة عن الأنظمة الفوضوية.  5.8.1

نظام لورنز  21  : 

متغيرات فقط  اكتشف لورنز أنه يمكن للمرء الحصول على سلوك فوضوي بثلاثة    1963في عام  

أن ديناميكية معقدة للغاية يمكن    لذلك برهنأي نظام غير خطي يتمتع بثلاث درجات من الحرية.  

 أن تظهر في نظام رسمي بسيط للغاية، هذا هو نظام لورنز.     

 :المعرف بـنحصل على نظام لورنز كمثال للأنظمة الفوضوية المستمرة  

( )

( )

dx
y x

dt

dy
x z y

dt

dz
xy bz

dt






= −




= − −



= −


 

 zو x    ،yتباين الحالات   (3.1) التالية السلوك الفوضوي لنظام لورنز، ويمثل الشكلشكال الأتمثل 

 بطريقة غير منتظمة. 

 
 

 لنظام لورنز بمرور الوقت  zو x ،yتطور حالات  :3.1شكل ال
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 لفوضوي  جاذب لورنز ا :4.1الشكل                                  

 

   .فراشة تطور الحالات الثلاث بشرط أولي، يبدو الهيكل مثل جناحي فوضوييمثل جاذب لورنز ال

 . 1.8.1ملاحظة 

إذا أخذنا حالة أخرى قريبة جدا من النقطة السابقة، فإننا نلاحظ أن التطورين سوف ينفصلان ولكن   

 المسارات تتراكم على نفس الفراشة. 

 

 
                       

 3الغريب في البعد  جاذب لورنز :5.1الشكل 

 

  L’attracteur de Rossler :جاذب روسلر

العالم الألماني روسلر تقديمه بواسطة  تم  في    جاذب روسلر هو الجاذب المرتبط بنظام روسلر والذي 

 السبعينات كمعادلات نموذجية مع الحد الأدنى من المكونات الفوضوية في وقت مستمر. 
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بوا نظرية  لأن  الأنظمة    ه نكارينظرا  في  الدورية  شبه  أو  الدورية  أو  المستقرة  غير  الجاذبات  تستبعد 

ة أو المستوى أو الدائرأو    أحادية البعد أو ثنائية الأبعاد )مثل الخط  فارقات المستقلة التي تعرف بأنها م

 الكرة( فإن أصغر بعد الفوضى ثلاثة.

النماذج الأولية للمعادلات التفاضلية العادية في اقترح أوتو روسلر سلسلة من أنظمة    على هذا الأساس 

العد  أي فوضى مع  التماثل،  الأبعاد مفرطة  ثلاثية  لليابونوففضاءات طور  الإيجابية   يد من الأسس 

 22 . 

 غير خطي:  تحتوي على مصطلحالنظام عبارة عن ثلاث معادلات تفاضلية عادية  

( )

( )

dx
y z

dt

dy
x ay

dt

dz
b z x c

dt


= − +




= +



= + −


 

قيم  من أجل حالة فوضوية يملك  النظام ت،متغيرات الحالا  x    ،y    ،z و وسائط a    ،b ،cحيث 

0.2a: وسائط ال =،0.6b = ،5.25c =   23. 

 
 الجاذب الفوضوي لروسلر  :6.1الشكل 
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 السلاسل الزمنية للجاذب الفوضوي لروسلر  :7.1الشكل 

وزينظام ل 24  : 

المعادلات   فوضوية جديدة ثنائية الأبعاد تشبه  خريطة   ، قدم لوزي في ملاحظة قصيرة1978في سنة  

بالقيمة المطلقة  التربيعي    حد ببساطة يتم استبدال ال  الشهيرة.  ونوالجاذبات تلك الموجودة في خريطة هين 

الأولى   المعادلة  مفصل  وفي  وتحليل  الجاذبات  لبعض  الفوضوي  للطابع  صارم  بإثبات  يسمح  هذا 

 جاذبيتها.  لأحواض 

 نظام لوزي معرف بـ: 

1

1

1n n n

n n

x y a x

y bx

+

+

 = + −


=
 

يمكن أن    ،داخل المنطقة التي تظل فيها المدارات محدودة  .حقيقية غير معدومة  وسائط   bو    aحيث    

 .  bو   aسلوكيات منتظمة وفوضوية اعتمادا على قيم المتغيرين لوزي  تعرض خريطة
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)جاذب لوزي من أجل  :18.الشكل  ) ( ), 1.7,0.5a b )مع الشرط الابتدائية  = ) ( )0 0, 0,0x y = 

 .  الاشتقاق الكسري  9.1

   Riemann-Lioville.  تعريف 1.9.1

     ليكن 
*m   ، 1m m−   

 :بـنسمي المشتقة الكسرية من الدرجة بمفهوم ريمان ليوفيل الدالة المعرفة 

( )
( )

( ) ( )
11

tm
mR

a t m

a

d
D f t t f d

m dt

   


− −
= −
 − 

 

Caputo  .  تعريف  2.9.1 27 28  

)المشتق الكسري بمفهوم كابوتو للدالة   )f t    على المجال ,a b      :يعرف بالعلاقة التالية 

( )
( )

( ) ( ) ( )
11

t
m mc

a t

a

D f t t f d
m

   


− −
= −
 − 

 

و   mحيث   1m = +   ،  ـيعني الجزء الصحيح ل  . 

Litnikov –Grunwald    .  تعريف 3.9.1 29 

الكسري   للإشتقاق  الأساسية  للتعريف     Grunwald – Litnikov  لـالفكرة  تعميم  إعطاء  هي 

 الكلاسيكي لمشتقة دالة برتبة كيفية : 

)مشتقة الدالة  )f t    1من الرتبة : 

(1.1)                                ( )
( ) ( )'

0
lim
h

f t f t hdf
f t

dt h→

− −
= = 
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)بتطبيق التعريف مرتين نتحصل على مشتقة الدالة   )f t   2من الرتبة : 

(2.1)        ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )" "2

2 20 0

2 2
" lim lim

h h

f t f t h f t f t h f t hd f
f t

dt h h→ →

− − − − + −
= = = 

                (    نتحصل على :2.1( و ) 1.1من  )

(3.1)                    ( )
( ) ( ) ( ) ( )3

"'

3 30

3 3 2 3
lim
h

f t f t h f t h f t hd f
f t

dt h→

− − + − − −
= =         

 بالاشتقاق المتتالي: 

(4.1)                            ( ) ( ) ( )
0

0

1
lim 1

n n
rn

n nh
r

nd f
f t f t rh

rdt h→
=

 
= = − − 

 
         

    حيث 
( )( ) ( )1 2 ...... 1

!

n n n n n r

r r

− − − + 
= 

 
    

 صحيح موجب.  nإذا كان    nتمثل الاشتقاق من الرتبة   ( 4.1)العلاقة 

nبفضل الخاصية:          ( )1 !n n + نستطيع الحصول على عبارة أكثر تعميم في حالة       =

n  سالب أو معدوم 

(5.1)               

( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2 ...... 1
1

!

1

r n n n n n r

r r

r n

r n

− − − + 
− = 

 

 −
=
 + + −

    

.3.9.1تعريف  26  

الرتبة   من  الكسري  الاشتقاق  التوالي  على  الرتب  نعرف  ومن  صحيح(  بمفهوم     −ة  )غير 

Grunwald – Litnikov                  

حيث   fللدالة    ,f C a t   :بـ 

( )
( )

( ) ( )
( )

0
0

1
lim

1

G

a t
h

r

r
D f t f t rh

h r











→
=

 −
= −

 +  −


 

(6.1         )( )
( ) ( )

11
t

a

t f d


  


− −
= −
 − 
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  (7.1)      ( )
( ) ( )

11
t

a

t f d


  


−
= −
 

   
( )

( )

( ) ( )
( )

0
0

1
lim

1

G

a t
h

r

r
D f t f t rh

h r










−

−→
=

 +
= −

 + 


                                     

 . 3.9.1تعريف 

من الصنف     fإذا كانت 
mC   ( تسمح لنا بكتابة : 7.1( و ) 6.1) ـالتكامل بالتجزئة ل 

(8.1)              ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

0

1

1

rr t
m mG

a t

r a

f a t a
D f t t f d

r m



   
 

−


− −

=

−
= + −

 − +  −
  

(9.1)              
( )

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

0

1

1

rr t
m mG

a t

r a

f a t a
D f t t f d

r m



   
 

+


+ −−

=

−
= + −

 − +  +
 

 

( عليها  المتحصل  أن    8.1الصيغة  بفرض      )( )1,2,...,r n=     ،( ) ( )r
f t   المجال على  مستمرة 

المغلق    ,a t      حيثm      الشرط mعدد صحيح يحقق      لـ قيمة ممكنة  معطاة    mأصغر 

1mبالعلاقة التالية   m−   . 

 .   دوال خاصة بالاشتقاق الكسري10.1

 اماڨ الدالة.  1.10.1

في    اماڨالدالة   العاملي  للدالة  امتداد  فهي  خاصة  ودالة  عقدية  دالة  المركبة  أويلر  الأعداد  مجموعة 

 . )باستثناء بعض النقط (

 . 1.10.1تعريف 

zكل  من أجل     حيث( )Re 0z    :الدالة قاما تعطى بالعلاقة التالية ، 

(10.1)                                            
( ) 1

0

z tz t e dt

+

− − = 
 

خواص   .10.12. 25 

)   من الخواص المهمة لدالة قاما العلاقة التراجعية التالية: • ) ( )1z z z + =  

    :n   طبيعيمن أجل كل عدد  •
( )2 !1

2 4 !n

n
n

n

 
 + = 

 
 

•     
1

2


 
 = 
 

   ،( )0+ = +      ،( )1 1 = 

,0الدالة قاما ليست لها أقطاب بسيطة من أجل النقط   • 1, 2, 3,...z = − − − 

 

 



 الفصل الأول: عموميات حول الأنظمة الديناميكية الفوضوية 
 

  16 
 

 (    Mittag- Leffler ليفر)  –ميتاغ الدالة .  3.10.1

 ليفر تعميم للدالة الأسية، وهذا ما يعطينا أهمية كبيرة في الحساب الكسري. –الدالة ميتاغ 

 الدالة بوسيط واحد  2.10.1تعريف  26 

 ليفر لأول مرة بالسلسلة:  –عرفت الدالة ميتاغ 

(11.1 )       z                 0           ( )
( )0 1

k

k

z
E z

k






=

=
 +

 

 الدالة بوسيطين   .3.10.1تعريف  26 

 ( بالعبارة :  (Agarwalالتعميم إلى متغيرين قدم من طرف أغاروال  

(12.1)         z         ,      , 0                 ( )
( )

,

0

k

k

z
E z

k
 

 



=

=
 +

 

 . ليفر –تسمى دالة بوسيطين من صنف  ميتاغ  

  خواص  .10.14. 26 

 الخصائص المهمة نذكر: من 

• ( )1,1

zE z e= 

• ( ) ( )2

2,1 cosE z sh z= 

• ( )
( )2

2,2

sin sh z
E z

z
= 

• ( ) ( ),1E z E z = 

• ( ) ( )
2

1
,1

2

zE z e erfc z= − 

  دالة ليابونوف  .11.1

  .2.11.1 تعريف 30 

  ليكن
*x   لـ  جوار    Uنقطة ثابتة و     

*x      و: nL U  دالة ليابونوف عند    L مستمرة   →
*x     

 : يلي حققت ما إذا

1-  ( ) ( )*L x L x=    من أجل
*x x       فيU . 

)من أجل جميع الحلول     -2 ).x     ،( )( )t L x t→    متناقصة : 
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                 0t I                   
( )( ) 0

d
L x t

dt


 

 

عند     رتيبة   L دالة ليابونوف  
*x    :إذا كان أيضا 

)من أجل جميع الحلول     -3 ).x     ،( )( )t L x t→    متناقصة تماما : 

                  0t I                     
( )( ) 0

d
L x t

dt


 

 الاستقرار بمفهوم ليابونوف .  12.1

 ليكن النظام الديناميكي التالي: 

(13.1             )                               ( ),x f x t=
 

 دالة غير خطية. fحيث 

نقول أن النقطة الثابتة  
*x  أنها  (13.1) للنظام : 

  مستقرة:  -1 28    يعني أن المسار( )x t  مع الشروط الابتدائية قريب من النقطة الثابتة  
*x    بمعنى  

( ) *

0x t x −  الثابتة النقطة  من  قريبا  يبقى   ،
*x       كل أجل  0tمن  t     تبقى أن  يجب  لهذا   .

)الحلول   )x t   بواسطة المحددة  المنطقة  )  داخل  ) *x t x −     أنبوب نصف قطره   )تظل في 

)المسار   وحول  ) 0x t x= )  

تكون النقطة الثابتة   
*x  كانت  إذا مستقرة :

( ) ( )* *

0 00, 0 : ,x t x x t x t t       −   −   
 

مقارب:   -2 بشكل  مستقرة  31   أن يعني 
*x   تحديد على  أيضا  قادرون  ولكننا  فقط،  مستقرة  ليست 

   tؤول عندما ي 0xأي مسار ينتمي إلى هذا المجال إلى  ميل مجال قريب من النقطة الثابتة بحيث ي

  .  إلى 

 : كانت  إذامستقرة بشكل مقارب تكون النقطة الثابتة 

( ) ( )* *

00, 0 : lim 0
t

x t x x t x  
→

    −   − =
 

: بشكل أسي  ةمستقر -3 32  يعني أن شعاع الحالة يتقارب نحو النقطة الثابتة
*x   أسرع من دالة

 . سيةأ
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تكون النقطة الثابتة  
*x وجد عددان حقيقيان موجبان   إذا مستقرة بشكل أسيa وb  : 

( ) ( ) ( )* * *

0 0 00, 0 : ,btx t x x t x a x t x e t t   −    −   −  −  
 

 إذا لم يتحقق شرط الاستقرار.  مستقرة:غير   -4

 خطية الأنظمة الديناميكية  . 13.1

 33 :نعرف النظام الديناميكي الغير خطي كما يلي 

(14.1)                                                       
( )

dx
f x

dt
=

 

) حيث  )1 2, ,..., nx x x x=  و( )1 2, ,..., nf f f f=  و
*x لهذا النظام نقطة ثابتة . 

)اضطراب صغير نفرض  )t  يتم تطبيقه بجوار النقطة الثابتة
*x  يمكن توسيع الدالة .f    إلى سلسلة

  تايلور بجوار النقطة
*x    :كالتالي 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )* * * * .ft x f x t f x J x t  + = + +
 

)و  )*

fJ x   المصفوفة اليعقوبية للدالةf معرفة بـ: 

( )

*

1 1

1

*

1

n

f

n n

n x x

f f

x x

J x

f f

x x
=

  
  
 
 =
 
  

   

  

)لما    )* *f x x=  :فإن المعادلة تكون من الشكل 

(15.1  )                                       
( ) ( ) ( )* .ft J x t =

 

   تعني أن النظام خطي. (15.1) الكتابة 

 يابونوف  لـ الطريقة الغير مباشرة ل. 1.13.1

الذاتية    نقوم باختبار القيمتعتمد هذه الطريقة على اختبار الخطية حول النقطة الثابتة للنظام بتعبير أدق  

 للمصفوفة اليعقوبية عند النقطة الثابتة.  
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 .1.13.1رهنة مب 32 

حقيقية سالبة أو سالبة تماما فإن أجزاء  تحتوي علىإذا كانت جميع القيم الذاتية للمصفوفة اليعقوبية   -1
*x .مستقرة بشكل مقارب 

موجب تماما  جزء حقيقي  واحدة معإذا كانت المصفوفة اليعقوبية تحتوي على الأقل على قيمة ذاتية  -2

فإن 
*x  .غير مستقرة 

فإن  حقيقية معدومة أو سالبة تحتوي على أجزاء إذا كانت جميع القيم الذاتية  -3
*x  . مستقرة 

 يابونوف  لـ الطريقة المباشرة ل. 2.13.1

 . 2.13.1مبرهنة 

ليكن       
* 0x   نقطة ثابتة للنظام الديناميكي المعرف بـ   =

(16.1                )                              ( )( ),x f t x t=
 

و   
nD  مجال يحتوي على الأصل. إذا وجد دالة  L    من الصنف

1C   جوار المعرفة موجبة في

V D   :إذن 

)إذا كان   -1 ) 0L x   ،    *x V x   مستقرة .   x*فإن النقطة الثابتة   −

)إذا كان     -2 ) 0L x   ،    *x V x   مستقرة بشكل مقارب.   x*فإن النقطة الثابتة     −

 .(16.1) دالة ليابونوف للنظام Lتسمى   

 ثوابت ليابونوف .  3.13.1

تمكن من قياس التباعد بين المدارات التي تنشئ من شروط إبتدائية متجاورة.    ةثوابت ليابونوف هي أدا

الإبتدائية للشروط  الحساسية  بتأكيد  تسمح  ليابونوف  ديناميكي    ثوابت  نظام  حالة  في  فوضوي.  لنظام 

بعد    ذو  ليابونوف    nيوجد    nمتقطع  ثابت  34 الخطي الغير  المتقطع  الديناميكي  النظام  نعتبر   .

 : التالي

(17.1      )                              ( )1  k kx F x+ = 

.3.13.1مبرهنة  32   

 معرفة بالعبارة التالية:  (17.1)للنظام  ثوابت ليابونوف

(18.1)                       1,2,...,i n=    ,   ( ) ( )1

1
lim ...

i

L i k
k

J J
k

 
→+

= 
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)    حيث  ) ( )1 0...K KJ DF x DF x−=  و   ( )iDF x     هي المصفوفة اليعقوبية للدالةF    المعرفة عند   

ix :كالتالي   

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

1

i i

i ni

i

n i n i

i ni

f x f x

x x

DF x

f x f x

x x

  
 

  
 =
 
  

    

.134.1. مبرهنة 33  

 يمكن استنتاج استقراره كما يلي: (  17.1) حساب ثوابت ليابونوف للنظام ب  

)  إذا كان -1 ) ( )1
... 0

n

L L      فإنه يوجد نقاط ثابتة مستقرة بشكل مقارب.  

)إذا كان   -2 ) ( )2
... 0

n

L L      ،( )1
0L   .مقارب فإن الجاذب هو دورة حدية مستقرة بشكل   =

)إذا كان   -3 ) ( )1
... 0

n k

L L 
+

   ،    ( ) ( )
... 0

n k

L L = = فإن الجاذب عبارة عن توروس ذو بعد   =

k  .أي شبه دوري 

)إذا كان    -4 )
0

i

Li
         ،( )1

0L     .فإن الجاذب فوضوي 

)إذا كان   -5 )
0

i

Li
      ،( ) ( )1

... 0
k

L L     فإن الجاذب فوضوي مفرط . 

 استقرار الأنظمة الكسرية   . 14.1

 ستقرار الأنظمة الكسرية الخطية  ا. 1.14.1

 ليكن النظام الكسري الخطي التالي: 

(19.1)                                  1,2,...,i n=,      ( ) ( )
1

i

n
c

t i ij j

j

D x t x t
 

=

= 

ناطق    iحيث   icو     1و  0بين    عدد 

tD
      الرتبة من  لكابوتو  الكسري  أجل       iالمشتق  من   ،

1,2,...,i n=        

 .  i لمقامات المضاعف المشترك   Mليكن  
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.1.14.1 مبرهنة 37  

1 إذا كان  2 ...  = = ) فإن النظام يكون مستقرا بشكل مقارب إذا كان   = )( )arg
2

spec A


. 

.2.14.1 مبرهنة 37  

من   ، فإن النظام يكون مستقرا بشكل مقارب إذا كانت جميع الجذورمختلفة  أعداد ناطقة  iإذا كان 

)المعادلة    )( )1 2det , ,..., 0n
M M M

diag A     − )    تحقق = )( )arg
2

spec A


  

) مع )
1,ij i j n

A 
 

=. 

 

 استقرار الأنظمة غير الخطية  . 2.14.1

 غير الخطي التالي:   الكسريليكن النظام 

(20.1)                          1,2,...,i n=    ,        ( ) ( )( )ic

t i iD x t f X t


= 

:حيث   n

if كرةالجزئية  المشتقات     → في  المستمرة  ثابتة    عند   ركزتتم  الثانية  نقطة 

( )*

1 2, ,..., nx x x x=        وهذا يعني( )( )*

1 2, ,..., 0i nf x x x x=  إذن لدينا النتائج التالية:      =

.3.14.1مبرهنة  37  

1 إذا كان   2 ...  = =  يكافئ: مستقرة بشكل مقارب   x*عندئذ تكون النقطة الثابتة للنظام    =

( )( )( )*arg
2

spec J x


    حيث J  هي المصفوفة اليعقوبية للنظام . 

.4.14.1مبرهنة  37  

للنظام تكون مستقرة بشكل مقارب إذا كانت     x*مختلفة فإن النقطة الثابتة    أعداد ناطقة  iإذا كانت  

)من معادلة      جميع الجذور   )( )1 2det , ,..., 0n
M M M

diag A     − )تحقق   = )arg
2M


 . 
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    الأنظمة أحادية البعدالمفارقات في    .15.1   

  ولها تطبيقات واسعة   تعتمد على الوسائط مثيرة للاهتمامإن الديناميكيات في الأنظمة أحادية البعد التي  

 نعرف نظام مستمر أحادي البعد كما يلي:  .في العلوم والهندسة

(21.1)                        ,x       ,        ( ),
dx

f x
dt

= 

f:حيث        اعتمادا على الوسيط    . النقاط الثابتة لهذا النظام    و  x دالة معرقة بـ    →

)هي حلول المعادلة    ), 0f x  تشير المعادلة إلى أن النقاط الثابتة لهذا النظام تعتمد على المعامل    =

   وقد يغيرون استقرارهم بتغير ،    .هكذا ترتبط مفارقات نظام أحادي البعد باستقرار نقاط توازنه .

تح لأنها  المحلية  بالمفارقات  المفارقات  هذه  ثلاث  تعرف  مناقشة  تمت  الثابتة،  النقاط  جوار  في  دث 

fourche.قدة العنق، مفارقة مفارقات: المفارقة الحرجة، مفارقة ع 38  

 الحرجة  المفارقة  .1.15.1

 ثابتة لجميع يجب أن توجد لها نقطة    الوسائط والتيهناك العديد من الأنظمة الفيزيائية التي تعتمد على  

يمكن  وسائط  قيم   ولا  أبداأالنظام  تختفي  اختلاف   ،ن  مع  بها  الخاص  الاستقرار  طابع  تغير  قد  لكنها 

للنقاط الثابتة  ستقرار  الذي يتم فيه تغيير أحرف الا  أنواع المفارقات هو أحد    المفارقة الحرجة  .وسيطال

 للوسائط. لقيم متغيرة 

النظام أحادي البعد  ليكن   38 : 

(22.1)                       x   ,         ( ) 2,
dx

f x x x
dt

 = = − 

 مع   كما يلي: لهذا النظام  النقاط الثابتةيتم الحصول على ، وسيط 

( ) 2, 0 0 0,f x x x x  =  − =  =
 

*   ين ثابتتينوبالتالي فإن النظام يحتوي على نقطت  0x =  ،  .    

)         لدينا ), 2
f

x x
x

 


= −


)إذن:           ) ( )0, , ,
f f

x x
    

 
= = −

 
  

0   من أجلوهذا يوضح أنه  فقط  حيدةو ثابتةفإن النظام لديه نقطة   =
* 0x = . 

 . ةيغير زائد ثابتة  وهي نقاط  

0من أجل    يزتين  ا متم  ن ثابتتين يحتوي على نقطتي * 0x =    ،  ،     غير ) حيث يكون أصل نقطة

0من أجلمستقر(     0من أجل  ( مستقر) وهو حوض  . 

x*نقطة التوازن الأخرى    =  0إذا كان  غير مستقرة   0ومستقرة من أجل  . 
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 ( 22.1)  لحالات النظامصور  :9.1شكل ال

 

 مخطط المفارقة الحرجة في نظام أحادي البعد  :10.1شكل ال

النو حرجةهذا  مفارقة  يسمى  المفارقات  من  نقطتين  ع  بين  للاستقرار  تبادل  حدث  المفارقة  هذه  في   .

 ثابتتين في النظام. 

 عقدة العنق مفارقة .  2.15.1

أحادي البعد نعتبر نظام  38: 

(23.1 )                    x    ,      ( ) 2,
dx

f x x
dt

 = = + 

 كما يلي: النقاط الثابتة على  نحصل ،وسيط     حيث 

( ) 2 2, 0 0f x x x  =  + =  = −
 

 : احتمالات ، لدينا ثلاث   وسيط إشارة ال  على اعتمادا

0    لما    يكون للنظام نقطتين ثابتتين  *

1,2x =  −  . 

  ما تندمج عند 
* 0x 0ما    وتختفي عند   = =   . 

x* النقطة الثابتة       = + x*  غير مستقرة، بينما النقطة الثابتة  − = −  مستقرة.  −
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الشكل وتتحرك    (11.1) من  للأعلى  المكافئ  القطع  يتحرك  الصفر  من  تقترب  عندما  أنه  أيضًا  نرى 

النقطتان الثابتتان تجاه بعضهما البعض وتندمجان عند  
* 0x =  . 

 .(11.1) ، كما هو موضح في الشكل µ> 0 من أجل لا توجد نقاط ثابتة للنظام   µ = 0عندما تكون  

دينامي  للغاية ولكن  بسيط  نظام  للغاية. حدث  كيتههذا  للاهتمام  الدينامي  مفارقة ال  ت مثيرة   ات عند  كيفي 

 0 0من أجل ، لأن حقول المتجه  =    0 و    .ًمختلفة نوعيا 

 

 

0صور الحالات من أجل   :111.شكل ال    0و 0و      =    

 

 مخطط مفارقة عقدة العنق في نظام أحادي البعد  .12.1 شكلال

 عقدة   مفارقة  هاعلى الرغم من أن النظام أحادي البعد. في الواقع، إنمفارقة عقدة العنق  هذا مثال على  

 . لمفارقةأسفل نقطة ا وسيط، حيث توجد نقاط ثابتة لقيم الةحرجالدون العنق 

  fourche مفارقة. 3.15.1 

الآن   الأيسر  مفارقة  نناقش  الاتجاهين  بين  تناظر  للنظام  يكون  عندما  يظهر  البعد  أحادي  نظام  في 

 الظهور والاختفاء في زوج متماثل.والأيمن. في مثل هذا النظام، تميل النقاط الثابتة إلى 

 نظام أحادي البعد نعرف   على سبيل المثال 38  :كما يلي 

(24.1)            ,x              ( ) 3,
dx

f x x x
dt

 = = − 

 نحصل على:  −xبـ   xنعوض  

( )3 3dx
x x x x

dt
 − = − + = − −3dx

x x
dt

 = −         
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x  ليوبالتالي فإن النظام ثابت في ظل التحو x→  كما يلي:   للنظام النقاط الثابتةيتم الحصول على  −

( ) 3, 0 0 0,f x x x x  =  − =  =  

)من أجل     ) 3,f x x x = − : 

( ) ( )23 , 0, , , 2
df df df

x
dx dx dx

     = − =  = − 

0عندما تكون    -1 *واحدة فقط  ثابتة  ، يكون للنظام نقطة  = 0x ، في الطبيعة  مستقرةوهي نقطة    =

) حيث  )0,0 0
df

dx
= . 

0  عندما تكون    -2      ثابتة  ثلاث نقاط    توجد     * 0,x =     الثابتة نقطة  تكون ال، حيث* 0x =   

 .تينمستقرالأخريين ثابتين ال والنقطتين رةغير مستق

تكون    -3 0عندما     ثابتة نقطة  على  النظام  فقطيحتوي  توضيح  مستقرة    واحدة  تم  الأصل.  في 

 (. 13.1)في الشكل xمخطط الطور في المستوى  

 

 

0صور الحالات من أجل   :13.1شكل ال    0و 0و     =     

 

 

 في نظام أحادي البعد   fourcheمخطط مفارقة  :14.1 شكلال
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 خاتمة    .16.1

وأنواعها     الديناميكية  للأنظمة  تعريفات  من  الديناميكية  الأنظمة  عن  ملخص  الفصل  هذا  في  قدمنا 

  بمفهوم   وتعداد خصائصها مرورا بنظرية الفوضى وتقديم أمثلة عن الأنظمة الفوضوية ومن ثم التذكير

  .واستقرار الأنظمة الكسرية الاشتقاق الكسري
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 الفصل الثاني 

 أمثلة عن الأنظمة الفوضوية الكسرية

 

 مقدمة  .  1.2 

د  جذب تحديد الأنظمة ذات رتب كسرية انتباه العديد من المجتمعات العلمية وكان موضوع جلقد  

التسعينات  بداية  منذ  للبحث  نماذج نشط  أفضل  كسرية  رتب  ذات  الديناميكية  الأنظمة  توفر  إذ   ،

التي    . لديهم العديد من السلوكيات الديناميكيةة الفيزيائية والهندسية الحقيقيةرياضية لبعض الأنظم

 . والجاذب ة  مثل الفوضى والمفارق  تشبه أنظمة برتب صحيحة

تحتوي على مشتقات برتب   تفاضلية كسرية  بواسطة معادلات  ذات رتب كسرية  الأنظمة  تنمذج 

 غير صحيحة. 

 ثنائي الدينامو   الفوضوي الكسرينظام ال . 2.2

 معرف بـ:  ثنائي الديناموالنظام الفوضوي الكسري 

 

(1.2     )                           

( )

( )

1

2

3

1 1 3 2

2 2 3 1

3 3 1 2

P

P

P

D x x x x

D x x x x

D x x x x

 

 

 = − + +


= − + −


= −

 

)يظهر هذا النظام سلوكيات فوضوية عندما    ) ( )1 2 3, , 0.9,0.93,0.96p p p )   و   = ) ( ), 2,1  =

 46.
 

 (:    1.2( الجاذبات الفوضوية للنظام ) 1.2يوضح الشكل ) 
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)الكسري ثنائي الدينامو للقيم  فوضوية للنظام الجاذبات ال :1.2الشكل  ) ( )1 2 3, , 0.9,0.93,0.96p p p = 

)و     ) ( ), 2,1  = 

 موحد ال  نظام الفوضوي الكسريال .3.2

 بـ:  الموحد نعرف النظام الفوضوي الكسري 

 

(2.2  )                   

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

2

3

1 2 1

2 1 2 1 3

3 3 1 2

25 10

28 35 29 1

8

3

q

q

q

D x a x x

D x a y a y x x

a
D x x x x


 = + −


= − + − +


− + = +


 

)يظهر هذا النظام سلوكيات فوضوية عندما   ) ( )1 2 3, , 0.95,0.85,0.9q q q 1a و  = = . 47  

   :( 2.2للنظام )( الجاذبات الفوضوية 2.2يوضح الشكل )
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 جاذبات فوضوية للنظام الكسري الموحد : 2.2 الشكل

 الأنظمة الفوضوية الكسرية المتأخرة  .4.2

سرعة الإرسال وكذلك الازدحام  التأخير الزمني هو ظاهرة مألوفة جدا في إشارة الانتقال، بسبب  39 

Mackay and Glass  ،  1977في عام  40    حدد أول نموذج رياضي لنظام التأخير الفوضوي. هذا

 .تمت دراسته على نطاق واسع من قبل العديد من الباحثين في العديد من المجالات  المجال

ال الأنظمة  بدأت  الأخيرة،  الآونة  تلقي  كسريةفي  في  المتأخرة  في    الفوضوية  خاصة  كبير  اهتمام 

وعدم الاستقرار الناجم عن    يستخدم كمفتاح سريالذي  كسري  ال  الاتصالات الآمنة وذلك بفضل نظامهم

 : ةالتالي  التفاضلية يؤدي إلى تعزيز الأمن. يمكن وصف هذا النوع من النظام بالمعادلة التأخير الذي

(3.2                   )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

D x t Ax t A x t Bf t

x t t



 



 = + − +


=

 

من أجل  0,t   . 

)حيث    ) : nt  تأخر موجب . زمن   و    دالة شعاعية   →

 :  Jianeng Tangنقدم بعض أنظمة الكسور الفوضوية المتأخرة المقدمة بواسطة 
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 LIU لـ  نظام الكسري الفوضوي المتأخرال .1.4.2

  2009في عام    ALو   LIUبواسطة  LIUتم اختراع النموذج الفوضوي لـ 41  درس ،Bhalekar  

Gejji -Daftardar    و 42  .نسخته الكسرية لاحقًا 

  معرف بـ  LIUالمتأخر النظام الكسري 43  : 

(4.2                    )                 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2D x t ax t ey t

D y t bx t kx t z t

D z t mx t y t cz t





 

 = − −


= −


= − −

 

1a =     ،2.5b =     ،5c =   ،1e =  ،  5m =   ،4k 0.02،   مع   = 0.985و   = =  

)ثلاث أبعاد  في   LIUجاذب  ( 3.2الشكل ) يظهر )x t ،( )y t   ،( )z t . 

 

 المتأخر   LIUلنظام   نظام الكسري الفوضوي جاذب ال: 3.2الشكل

 Chen  لـ النظام الكسري الفوضوي المتأخر .2.4.2

 :  معرف بـ وهو  Uetaو     Chen  من قبل 1999الفوضوي في عام   Chenتم تقديم نظام 

(5.2       )              

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

D x t a y t x t

D y t c a x t cy t x t z t

D z t x t y t bz t





 

 = −


= − + −


= − −

 

35a =       ،3b =       ،28c 0.2مع      = =   ،0.98 =
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 (. 5.2نظام ) ل( السلوك الفوضوي ل( 2.5) الشكل( ، 2.4توضح الأشكال أدناه )الشكل )

 

 المتأخر   Chenالجاذب الفوضوي الكسري لنظام    :4.2الشكل 

 

  Chenلـ  الفوضوي للنظام الكسري  zو   yو  xالتطور بمرور الوقت للحالات  :25.الشكل
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  LÜ لـ المتأخر ظام الكسري الفوضويالن. 3.4.2

لـ  Jianeng Tanga، أضاف2014في عام   الكسري الفوضوي  النظام  إلى  التأخير    LÜمصطلح 

 ومن هنا أصبح النظام على النحو التالي: 

(6.2                      )          

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

D x t a y t x t

D y t cx t x t z t

D z t x t y t bz t





 

 = −


= +


= − −

 

35a =    ،3b =   ،28c 1مع   = 0.78و     = =

 

(. 6.2نظام )ل( السلوك الفوضوي ل2.7) (، الشكل2.6توضح الأشكال أدناه )الشكل )

 

 

 LUللنظام الكسري الفوضوي لـ   zو   yو  xبمرور الوقت للحالات  رالتطو :26.الشكل 
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لـ  النظام الكسري الفوضويجاذب  :7.2الشكل 
 

LÜ 

 

 خاتمة .   5.2

الفصل هذا  على  في  الضوء  بتسليط  ل  قمنا  الأمثلة  الكسرية  بعض  تمثيل  لأنظمة  تقديم  مع  الفوضوية 

 للجاذب الفوضوي لهذه الأنظمة.
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 ثالث الفصل ال

 دراسة نظام فوضوي برتبة كسرية

 

 

 مقدمة  .1.3

دورا أكثر حيوية في الحياة   ةرتب الكسريفي الأيام الأخيرة، تلعب تطبيقات الأنظمة الديناميكية ذات ال

 .التشفير الرقميونظام التشفير التحكم في  الواقعية على سبيل المثال

في   التحقيق  فإن  في  وبالتالي  مهم  ولكنه  النظرية  في  فقط  مفيدا  ليس  الكسرية  الديناميكية  الأنظمة 

  .الممارسة

وتم تقديم الشروط التحليلية   د،المعق    Lorenzونظام     Liu  تم اقتراح العديد من الأمثلة لا سيما نظام  و

                اللازمة لنظام ما لإظهار السلوك الفوضوي.

من خلال النقاط الثابتة،  دراسة سلوكه الديناميكي  محاولة  و  كسريفي هذا الفصل نقترح نظام فوضوي  

  . الفوضى هاأدنى رتبة توجد بكذا إيجاد ومخطط المفارقة 

 وصف نظام فوضوي برتبة كسرية   .2.3

برتبة كسرية   Financeنعتبر النظام الفوضوي  • 48  49 :المعرف بـ 

(1.3    )                         

( )
21

q

q

q

D x z y a x

D y by x

D z x cz

 = + −


= − −


= − −

 

1aمن أجل قيم الوسائط     =   ،0.1b = ،1c )ة الابتدائي الشروط و = ) ( ), , 0.2, 0.1,0.1x y z = − 

0.95qورتبة كسرية    . (1.3يعرض النظام الجاذبات الفوضوية التالية كما هو موضح في الشكل )   =
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  t( مع مرور الوقت 1.3للنظام )   z،y،xالات  تطور الح  :1.3شكل ال

 

  برتبة كسرية  Lorenz نعتبر النظام الفوضوي   • 37   :المعرف بـ 

(2.3    )                         

( )q

q

q

D x y x

D y rx y xz

D z xy bz

 = −


= − −


= −

 

10  من أجل قيم الوسائط =،
8

3
b =  ،28r )  والشروط الابتدائية  = ) ( ), , 0.1,0.1,0.1x y z = . 

0.991qورتبة كسرية    . (2.3يعرض النظام الجاذبات الفوضوية التالية كما هو موضح في الشكل )  =

 

 Lorenz الفوضوية للنظام الكسري لـ  جاذبات ال  :2.3شكل ال
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 دراسة حل النظام   . 3.3

 وحدانيته  ووجود الحل   .1.3.3

cلتكن المعادلة التفاضلية الكسرية من صنف كابوتو  p

tDCaputo   :التالية 

(3.3 )                            

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

0

,

0 ; 0,1,...,

c p

t

k k

D y t f t y t

y y k n

 =


= =
 

حيث   1n p= +p 0p    و   :f G → 

 تعد خصائص الوجود وتفرد الحل ضرورية لأنه في النمذجة  رية المعادلات التفاضلية الكسريةفي نظ

النظام بحل يعترف  قادرًا على    د وحي يجب أن  الحالية لتكون  للنظام من حالته  المستقبلية  بالحالة    التنبؤ 

)ليبشيتز على   شرطإذا تحقق  وحيد يكون للمشكلة حل  )( ),f t y t. 

.1.3.3تعريف  65  

  t 0L   حيث من أن أجل كل     y  إذا وجد   f دالة   ليبشيتز بالنسبة لـ   نقول أن  

 ( )1 2,y y                 ( ) ( )1 2 1 2, ,f t y f t y L y y−  −            

 : ,f a b  →           

( ) ( ), ,t y f t y→
 

.1.3.3 مبرهنة 79  

)  ليكن  ) ( )1

0 0,...
k n

y y
−
  ،0k نعرف ،:   

( ) ( )
1

*

0

0

, 0, ,
!

kn
k

k

t
G t y h y y k

k

−

=

  
 =  −   

  
 

   

f:المستمرة  لتكن الدالةو G  (.33مشكلة )لل  yيوجد حل وحيد ومنه    ،y  بالنسبة لـدالة ليبشيتز    →

y,0*حيث   C h   . 

الدالة   0,y C h فولتيرامعادلة التكاملية غير الخطية ل للحل  ت فقط إذا كان وإذا ( 3.3)حل للمشكلة: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0

0 0

,
!

tkn
pk

k

t
y t y t f y d

k
   

−
−

=

= + −  
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) من أجل )0,1p العنصرh ـيعطى ب 
( )

1

*
1

min ,
k p

h h
M


 

 +  
=   

  
 

)حيث     )
( ),

sup ,
t y G

M f t y


= 

 .2.3.3مبرهنة  

 ( يكتب من الشكل:1.3النظام )

0 t      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 3 4

00

qD X t G X t x t G X t y t G t X t G

X X

 = + + +


=

 

)و  ) ( ) ( ) ( )( ), ,
T

X t x t y t z t= 

1, 2,3i =  ( )1 2 3, , 0 1
T

iq q q q ،q=       

1

0 1

0 0

1 0

a

G b

c

− 
 

= − 
 − − 

    ،2

0 0 0

1 0 0

0 0 0

G

 
 

=  
 
 

      ،3

1 0 0

0 0 0

0 0 0

G

 
 

=  
 
 

    ،4

0

1

0

G

 
 

=  
 
 

 

0من أجل     النظام يملك حل وحيد. 

 :البرهان

 : بما أن 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4F X G X t x t G X t y t G t X t G= + + + 

على   على    3مستمرة  محدودة  إذن  0 0,X X − أجل   + 0من      استمرارية على  اعتمادا 

ليبشيتز على  0 0,X X − +  : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 1 2 1 3 4F X F Y G X t x t G X t y t G t X t G GY t x t G Y t y t G t Y t G− = + + + − + + +

 وبما أن:

1x x X Y−  1yو    − y X Y−  − 

 :نحصل على

( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 2 1 2 1.xG X x G Y G x x X G x X Y G X x X Y− = − + −  + − 

)و  ) ( )( )3 1 3 3 1 3 1yG X y G Y G y y X G x X Y− = − + − 
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( )( )2 1.G X x X Y + − 

 ومنه:

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 0 3 0. 2 2 2 2F X F Y G X Y G X X Y G X X Y −  − + + − + + − 

( )1 2 02 2G G X X Y P X Y + + −  − 

1 :حيث  2 02 2P G G X = + + 

( ) 3Y t    ،.   على   نحصل الشعاعي النظيم   .نظيم المصفوفة و( )F X تحقق شـرط ليبشـيتز

 .يملك حل وحيد النظام  فإن على نظرية الوجود والوحدانية اعتمادا

 تحليل النقاط الثابتة للنظام    .4.3

0qنستعمل التعريف ( 1.3للنظام ) يجاد النقاط الثابتةلإ

iD x ,1و       = 2,3i  يكافئ حساب: =

( )
2

0

1 0

0

z y a x

by x

x cz

+ − =

− − =

− − =


 

 : بعد حساب بسيط، نجد 

0cإذا كان  • b abc− −   1وهي:يملك نقطة ثابتة وحيدة ( 1.3)النظام

1
0, ,0p

b

 
=  
  

 

0cإذا كان    • b abc− −    ثابتة وهي ثلاث نقاط  ( 1.3)النظام يملك : 

1

1
0, ,0p

b

 
=  
 

    ،2

1 1
, ,

c b abc ac c b abc
p

c c c c

 − − + − −
= −  
 

3

1 1
, ,

c b abc ac c b abc
p

c c c c

 − − + − −
= −  
 

 

1aمن أجل قيم الوسائط     =،0.1b =  ،1c  ( يملك ثلاث نقاط ثابتة وهي: 1.3النظام )  =

( )1 0,10,0p =،( )2 0.89443,2, 0.89443p = −  ،( )3 0.89443,2,0.89443p = − 

 ( ويكافئ حساب:2.3بنفس الكيفية نجد النقاط الثابتة للنظام ) 



 الفصل الثالث: دراسة نظام فوضوي برتبة كسرية 
 

  39 
 

( ) 0

0

0

y x

rx y xz

xy bz

 − =


− − =
 − =

 

 ومنه: 

( )

( ) ( )

( ) ( )2

0

0 1

0 1 0 1

y x y x y x

r x z y r x z y z r

xy bz y b r y b r

   − = = =
 

− − =  − =  = −  
  

− = − − = =  −  

 

1rإذا كان      -1      ثابتة وحيدة توجد نقطة: ( )0,0,0p = 

1rإذا كان     -2     ثلاث نقاط ثابتة توجد:  

    ( )1 0,0,0p =
 

،( ) ( ) ( )( )2 1 , 1 , 1p b r b r r= − − − ( ) ( ) ( )( )3 1 , 1 , 1p b r b r r= − − − − − 

 الثابتة   قاطاستقرار الن  .1.4.3

)من أجل التحقق من استقرار النقاط الثابتة نحسب المصفوفة اليعقوبية عند النقطة   ), ,x y z من النظام   

)عند النقطة    تعطى المصفوفة اليعقوبية (1 ), ,x y z  ( بـ: 1.3للنظام ) 

 

( )

1

, , 2 0

1 0

y a x

J x y z x b

c

− 
 

= − − 
 − − 

 

)  : عند   -1 )1 0,10,0  p  : يكون لدينا  

1

9 0 1

0 0.1 0

1 0 1

pJ

 
 

= − 
 − − 

 

) :زكثير الحدود المميلإيجاد القيم الذاتية نحسب  ) 3 27.9 8.8 0.8p    = − − −
 

   

القيم الذاتية  
1pJ  للمصفوفة هم جذور كثير الحدود( )p :  1 0.1 = −  ،2 8.8990 = ،3 8.8990 = −  

)وعليه   )2arg 0
2

q


 =   1   إذنp .غير مستقرة 
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)  : عند   -2 )2 0.89443,2, 0.89443p =   يكون لدينا : −

2

1 0.89443 1

1.78886 0.1 0

1 0 1

pJ

 
 

= − − 
 − − 

 

)القيم الذاتية نحسب كثير الحدود المميز:لإيجاد  ) 3 20.1 1.6 1.6p    = + + +
 

 

القيم الذاتية  
1pJ  للمصفوفة هم جذور كثير الحدود( )p  : 

1 0.1 = −،2 0.3304 1.4120i = +  ،3 0.3304 1.4120i = −. 

)وعليه    )1arg  =،( )2,3arg 1.3409  غير مستقرة. 2p    إذن   =

) عند   -3 )3 0.89443,2,0.89443p =  يكون لدينا :     −

3

1 0.89443 1

1.78886 0.1 0

1 0 1

pJ

− 
 

= − 
 − − 

 

):الحدود المميزالذاتية نحسب كثير لإيجاد القيم  ) 3 20.1 1.6 1.6p    = + + +
 

 

القيم الذاتية  
3pJ  للمصفوفة هم جذور كثير الحدود( )p  : 

1 0.1 = −    ،2 0.3304 1.4120i = +  ،3 0.3304 1.4120i = −. 

)وعليه    )1arg  = ،( )2,3arg 1.3409  غير مستقرة. 3p   إذن   =

)المصفوفة اليعقوبية عند النقطة  تعطى  (2 ), ,x y z  ( 2.3من النظام )بـ : 

 

( )

0

, , 1J x y z r z x

y x b

 − 
 

= − − − 
 − 
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)عند   -1 )0,0,0p  يكون لدينا:   =

( )

0

0,0,0 1 0

0 0

J r

b

 − 
 

= − 
 − 

 

( )

0

det 1 0

0 0

J I r

b

  

 



− − 
 

− = − − 
 − − 

 

)كثير الحدود المميز  ) ( ) ( ) ( )( )2 1 1 0P b r     = + + + + − =  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

2

2

3

1 1 4 1

2

1 1 4 1

2

r

r

b

  


  




 − + + + − −
 =



− + − + − −
=


= −





¨ 

 

1rإذا كان       •       جميع القيم الذاتية سالبة ومنه( )0,0,0p  مستقرة . 

1r    إذا كان • 1القيم الذاتية هي:     = 0 =   ،( )2 1 = − +    ،3 b = −  

)ومنه      )0,0,0p   .نقطة هامشية 

1rإذا كان       •    1 0    ،2 0     ،3 0      ( )0,0,0p   .غير مستقرة 

10من أجل الوسائط    • =    ،
8

3
b =      ،28r  :  القيم الذاتية هي  =

1

2

3

11.828

22.828

2.67







=


= −
 = −

 

)عند   -2 ) ( ) ( )( )2 1 , 1 , 1p b r b r r= − −  يكون لدينا:   −

( )

( ) ( )

2

0

1 1 1

1 1

pJ b r

b r b r b

  −
 
 = − − −
 
 − − − 
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)كثير الحدود المميز:   ) ( ) ( ) ( )3 21 2 1 0P b b r b r      = + + + + + + − = 

 69  اعتمادا على قيم الوسيطrد ثلاث جذور حقيقية سالبة أو جذر  ، يمكن أن يكون لهذا كثير الحدو

 . يقي واحد وجذران مركبان مترافقانحق

1يمكننا تبسيط هذا الحساب باستخدام حقيقة أن هناك قيمة ذاتية   0 1rإذا كان    = لذلك يمكننا فرض   =

1أن  1  1إذا كان 1r 2 بالتالي يمكننا إهمال  و  −

1   3و

2  القيم الذاتية هي  ،ةمن المعادل  : 

( )

( )
1

2 1
0

b r

b r






−
= − 

+
1rمن أجل       . 

 يعني أن:   rالقيمتان الأخريان لا تعتمدان على   

( ) ( ) ( )2,3 2,3 1 1r r   + − 

1rيكفي تحديد قيمتها عند    ومنه :   =

( ) ( ) ( )
2

2

1 1 4 1
0

2

b b b  


+ + + + + − +
= −  

( ) ( ) ( )
2

3

1 1 4 1
0

2

b b b  


+ + − + + − +
= −  

)عند    -3 ) ( ) ( )( )3 1 , 1 , 1p b r b r r= − − − −  يكون لدينا:     −

( )

( ) ( )

3

0

1 1 1

1 1

pJ b r

b r b r b

  −
 
 = − −
 
 − − − − − 

 

1مستقرتين من أجل   3pو  2p  النقطتينإذن ، ونجد نفس النتيجة 3p  نفس الحساب من أجل 1r −  . 

 .  crغير مستقرة من أجل قيمة     3pو    2pالآن سنبرهن أن القيم الثابتة     

1,2نحن نعلم أن هناك حلولا خيالية بحتة   iw =   فترض نعندماr    قيمتها الحرجةcr  . 

الحقيقية   الأجزاء  ) بأخذ  المميزة  المعادلة  من  wمع     والخيالية  ,   iw معادلتين    = سنجد   )

 . crوقيمة   wمستقلتين تسمحان بتحديد  
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( ) ( )( ) ( )( )1 1 0b b r   − + + + + − = 

( )( ) ( )2 2 0br b br b      − + + + + − − − = 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
3 2

1 2 1 0c ciw b iw b a r iw ba r+ + + + + + − = 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( )

2 2

3
2

32 1
1 2 1 0

11
0

c
c c

c
cc

bb r
w b b r rw

bb
w w b br

w b b rw b br

 
 






+ + +
 + + − + = ==  

− − + +  
− + =   =  += + 

 

10من أجل     و       =
8

3
b  على:   نحصل   =

24.74

92.64

cr

w

=


= 
 

crبؤر مستقرة من أجل  3pو  2pحيث النقاط الثابتة    r  بؤر غير مستقرة من أجل  تصبحcr r 

crوهي مراكز من أجل ( r=). 

 التشتت    .5.3

أن يفي بالشرط  يجب    x   ،y  ،zالنظام الديناميكي ثلاثي الأبعاد المعبر عنه بواسطة متغيرات الحالة

 العام للتشتت. 

)لنفترض أن   )V t    يكون هذا النظام مشتتا إذا كان   ،الحجم لتدفق مسارات نظام غير خطيهو عنصر   

F    بـ 31المعرف  2
FF F

F
x y z

 
 = + +

  
أن   .سالب    ويمكن  مشتتا  يكون  الخطي  غير  النظام  فإن 

سلوكا   المعدل    فوضويا.يظهر  نحو  يتقارب  النظام  هذا  أن  يعني  pe  الآسيهذا  لحظة   وبالتالي  − في 

)يكون الحجم   tمعينة  )V t   مساويا لـ( ) 0 e ptV t V متناقص وبالتالي عندما   ابتدائي حجم  0Vومع   =−

يميل نحو الصفر. وبالتالي الذي يحتوي على مسارات النظام    0Vتميل نحو اللانهاية فإن الحجم الأولي  

فرعية معينة تسمى    ارات الديناميكية للنظام غير الخطي محدودة ومحدودة في مجموعةسفإن جميع الم

 . غريب الجاذب ال
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)  ( بـ:1.3يمكن التعبير عن النظام ) (1 )qD X F X=
 

    

)حيث  ), ,
T

X x y z=
  

 ومنه:

( )

( )

( )

( )1

2

2

3

, ,

, , 1

, ,

q

q

q

z y a xF x y zD x

D y F x y z by x

x czD z F x y z

+ −   
   

= = − −   
     − −

     

 

 إذا:

( )a b c y= − + + +31 2
FF F

F
x y z

 
 = + +

  
 

1aمن أجل القيم  =  ،0.1b = ،1c 0aيكون   = b c+ +  

0Fمشتتا لما  (1.3) وبالتالي يكون النظام   2.1من أجلy  . 

 ( بـ:2.3يمكن التعبير عن النظام ) (2

( )qD X F X= 

)حيث  ), ,
T

X x y z= 

 ومنه:

( )

( )

( )

( )1

2

3

, ,

, ,

, ,

q

q

q

F x y zD x y x

D y F x y z rx y xz

xy bzD z F x y z

   − 
    

= = − −    
    −    

 

 إذا:

( )31 2 1
FF F

F b
x y z


 

 = + + = − + +
  

 

 يكون الحجم مساويا لـ:

( ) ( )1

0

b t
V t V e

− + +
= 

10  من أجل القيم  =  ،
8

3
b )يكون     = )1 13.67 0b− + + = −  

 .مشتت  (2.3)  وبالتالي النظام
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 الحد الأدنى للرتبة الكسرية لظهور الفوضى   .1.5.3

على   الحفاظ  هو  فوضوي  سلوك  له  يكون  أن  الكسري  للنظام  يمكن  بحيث  الضروري  القيمة  الشرط 

 : في المنطقة غير المستمرة مما يؤدي إلى الذاتية

 

2min arg i

iq




 

0.854q( وباستعمال القيم الذاتية المتحصل عليها سابقا يكون    1.3في النظام )   . 

 

 

 (1.3الجاذبات الفوضوية للنظام الكسري )  :3.3شكل ال

 ليابونوفثوابت ليابونوف وبعد    . 6.3

 ثوابت ليابونوف   .1.6.3

3aمــــن أجــــل قــــيم الوســــائط   ( 1.3فــــي النظــــام ) = ،0.1b = ،1c والشــــروط الابتدائيــــة   =

( ) ( )0 0 0, , 2,3,2x y z = 

 على ثوابت ليابونوف نحصل 50 كما يلي: 

1 0.7848L =    ،2 0.2260L =، 3 1.3332L = − 
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 ( 1.3ثوابت ليابونوف للنظام الكسري )   :4.3شكل ال

 

10مــن أجــل قـيـم الوسـائــط ( 2.3فـــي النظام ) =   ،
8

3
b =   ،28r =   

تكون ثوابت ليابونوف   62 :هي 

1 0.86L = ،2 0L = ،  3 14.52L = −   

 

 ( 2.3) الكسري ثوابت ليابونوف للنظام   :5.3شكل ال

 ( فوضوي. 2.3وفقا لثوابت ليابونوف نرى أن النظام )

 ليابونوفبعد  . 2.6.3

1   لتكن 2 ... nL L L   ثوابت ليابونوف لجاذب النظام الديناميكيj  صحيح يحققعدد أكبر:  

1 2 ... 0jL L L+ + +  
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1معرف بـ : Yorke و  Kaplanبعد ليابونوف الذي حدده  2

1

... j

L

j

L L L
D j

L +

+ + +
= +

 

 

 (: 1.3في النظام )  •

1باستعمال النتائج المتحصل عليها سابقا    0.7848L =     ،2 0.2260L = ،3 1.3332L = − 

1 2

3

2 2.7582L

L L
D

L

+
= + = 

 (: 2.3في النظام )  •

1باستعمال النتائج المتحصل عليها سابقا    0.86L =  ،2 0L =   ،3 14.52L = −      

 

1 2

3

2 2.05923L

L L
D

L

+
= + = 

 تحليل المفارقة  . 3.6.3

) من    -1 النظام  ديناميكيات  دراسة  1qلما  (1.3أجل  وطبيعته    = المفارقة  نوع  استخدام    ،وكذلك  تم 

 محاكاة العددية لهذا النظام.ال

حيث   ()وسيط المفارقة c بدلالة Y ل ـ  مفارقة  يتم تقديم مخطط ال
1

Y y
b

= 0aومن أجل     − و      =

0.1b 0.500cبدءاً من  cوسيط المخطط عددياً عن طريق تقليل ال  اتم إنتاج هذ   ،= 1.500c  إلى  = = 

0.001cخطوة  ب زمنية     = 0.001tوخطوة  باستخدا= 0x  عند  هبوانكاري  قسمم  ،  ضبط     = تم 

على   الأولية  )الشروط  ) ( )0 0 0, , 1,2,3x y z النظام    بالتفصيل = ظواهر  تمييز  المتعلقة    (1.3)يتم 

( .6.3) في الشكل الخطية في مخطط التشعب بالنظرية الديناميكية غير  81  

 

 

  cبدلالة Y لـ ( من أجل1.3مخطط المفارقة للنظام )   :36.شكل ال
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    والتي تنشأ عندما نضع (  2.3سننظر في مختلف المفارقات أو التغيرات في السلوك النوعي للنظام )  -2

10 و      =
8

3
b لذلك لدينا الحالات التالية:  rونغير قيم     = 80  

0لما   • 1r   كما يمكن ملاحظته  ة  مستقر  يفإن النقطة الثابتة الوحيدة للنظام هي الأصل، وه

 . (aالحالة ) (37.في الشكل )

1rلما    • مفارقة    = إلى  يؤدي  مما  ثلاثة  إلى  وحيدة  ثابتة  نقطة  من  النظام    fourcheينتقل 

يمكن ملاحظة تغيير طفيف في سلوك   ،الأخرى مستقرةنقطتي الثبات  و ة  رالأصل غير مستق

 . (b( الحالة )7.3) النظام في الشكل

1لما     • 24.7r      ثابتتين الأخريين تظلان مستقرتين والنقطتين ال   ةظل غير مستقرتالأصل  ،

 . (bالحالة ) ( 39.) والشكل  (a( الحالة )38.الشكل )كما يمكن ملاحظته في 

24.7368rلما     •       مفارقة إلى  يؤدي  مما  مستقرتين  غير  المستقرتان  الثبات  نقطتي  تصبح 

Hopf   ( 310.) كما يمكن ملاحظته في الشكل ( الحالةa).  

28rلما  •  . (bالحالة ) ( 10.3)كما يمكن ملاحظته في الشكل     Lorenzلدينا جاذب     =

 

 

0.5rمن أجل  zLorenنظام  : 37.شكل ال 1r( ومن أجل aالحالة ) =  ( bالحالة ) =
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5rمن أجل  zLorenنظام   :38.شكل ال 10r( ومن أجل aالحالة ) =  ( bالحالة ) =

 

13.926r من أجل zLorenنظام   :39.شكل ال 20r( ومن أجلaالحالة ) =  ( bالحالة ) =

 

24.74rمن أجل   zLorenجاذب   :10.3شكل ال 28r( ومن أجل aالحالة ) =  ( bالحالة ) =
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10من أجل   zLorenمخطط المفارقة لنظام  : 311.شكل ال و   =
8

3
b =  

 

 

 خاتمة    .7.3

معرف بوسائط وبشروط ابتدائية من خلال    برتبة كسريةثلاثي الأبعاد    في هذا الفصل تم دراسة نظام

الثابتة النقاط  استقرارها  إيجاد  لرتبة  ودراسة  الأدنى  الحد  تحديد  وكذا  المفارقة  النظام،  تشتت  النظام  ، 

 .ح أكثر من خلال المخططات المقدمةلحدوث الفوضى والتوضي 



 خاتمة 
 

  
 

 

 اتمةخ

مجالات  عدة  في  جدا  مفيدة  الفوضى  الجوية   فكرة  الأرصاد  علم  في  الفيزياء،  في  الواقع،  في 

واضح التوزيعات،   بشكل  معاملات  تقدير  في  الاقتصاد  في  والـكيمياء،  الأحياء  علم  في  أيضًا  ولـكن 

العلوم   وفي  الطويل،  المدى  دراسة سلوكهم على  التشفيروكذلك  علم  في  يمكن لاكتشاف    الاجتماعية. 

التعقب  عمليات  من  يصعب  أن  الفوضوية  إليها  الإشارات  التسلل  تم  حال  في  إتلافها  وأحدثت    وأيضًا 

التي لا يمكن التنبؤ بطبيعتها والتي ليس السهل    أيضا ثورة كبيرة في عالم الاتصالات، فهذه الإشارات 

فيها ولـكنها حساسة   الفوضى  التحكم  الابتدائية وتقدم مظهرا شبه عشوائي، مما يجعل  للشروط  للغاية 

 ظاهرة مهمة جدا لإخفاء إشارات المعلومات من أجل نقلها بطريقة آمنة. 

محو عن  اللثام  بإماطة  المذكرة  هذه  في  قمنا  ا  رلقد  وهو  العلوم  شتى  في  في  أساسي  لفوضى 

الكسرية   الديناميكية  تعتبر مجالا  والأنظمة  الكسري فهي ظاهرة  التي  والتكامل  التفاضل  لتطبيق  مهما 

 .طاق واسع على مدى العقود الماضيةخطية مثيرة للاهتمام تمت دراستها على ن غير

الاشتقاق   نظرية  عن  وكشفنا  الفوضوية  الديناميكية  للأنظمة  الأساسية  المفاهيم  بعض  قدمنا  لقد 

)ريمان  الكسري   المفاهيم  الاستقرار  -جرونوالد ،  ليوفيل-بمختلف  معايير  وكشفنا  وكابوتو(  ليتنيكوف 

برتبة  المختلفة   فوضوي  نظام  لدراسة  اللازمة  الأدوات  هذه  مختلف  طبقنا  ثم  ومن  الكسرية  للأنظمة 

  وجه الخصوص، يمكننا تقديم وجهات النظر التالية:على   .كسرية

وتشفير البيانات، سيركز عملنا   الاتصالات مان أمن المعروف أن الفوضى ترتبط ارتباطًا وثيقًا ب  -1

تدخل ضمن هذا الميدان والتي تلعب نها لأ إنشاء معايير المزامنة الجديدة  على ن شاء اللهإ  المستقبلي

 . دورا فاعلا في التكلفة

تعديل وتطبيق الأساليب المستخدمة في المزامنة الفوضوية المستمرة بطريقة فعالة في حالة الأنظمة   -2

 المنفصلة. 

للتحكم في الفوضى   ية وذلكرالكسنظمة للأ المباشرةليابونوف تطبيق الامتداد الجديد لطريقة  -3

 . والتزامن



 خاتمة 
 

  
 

 نرجو و   الطلبة  ناولو بقدر بسيط في توفير معلومات لزملائ   ناكون قد ساهمأن نفي الأخير نتمنى  

مرجعا متواضعا   جامعتنا وأن يضيف إلى مكتبة    ولو بقدر بسيط في إنجاز هذا العمل   ناكون قد وفقنأن  

 جيدا حول هذا الموضوع. 

 

 

 

 والله ولي التوفيق 
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