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ABSTRACT

A Pisot and Salem number are real number algebraic integer greater than 1, such
that there conjugates other than itself have absolute values less than 1.
In the study of Pisot and Salem numbers, we need the following sets :

1. The set E.

E = {α > 1/ (α, λ) ∈ R×R∗,The sequence (λαn)n∈N non-equidistributed (mod 1)}.

2. The set U :
U ⊂E

The set U, which is a subset of E, is defined as the set of elements associated
with an algebraic integer α, such that all of its conjugates have an absolute value
less than or equal to 1.

3. The set S :
S ⊂ U

We denote by S the set of Pisot numbers ; it is a subset of the set U introduced
previously.In which the conjugates of α have a modulus strictly less than 1.

4. The set T :
T ⊂ S ⊂ U

The set T of Salem numbers is the set of real algebraic integers τ ∈ R greater
than 1, such that all other conjugates have a modulus of at most 1, with at least
one conjugate having a modulus equal to 1.

The set U is partitioned into two subsets S and T. Although this partition remains
valid for some generalizations, its formulation can become slightly more complicated.
Key words :Pisot numbers, Salem numbers, Algebraic numbers.
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RÉSUMÉ

Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus grand que 1,dont les autres
conjugués que lui-même sont de modules inférieurs à 1.
Un nombre de Salem est un entier algébrique réel τ plus grand que 1, dont les autres

conjugués sont de module inférieur ou égal à 1, avec au moins un conjugué de module
1.
On a besoin, dans l’étude des nombres de Pisot et Salem, des ensembles suivants :

1. L’ensemble E

E = {α > 1/ (α, λ) ∈ R× R∗, la suite (λαn)n∈N non équirépartie(mod 1)}.

2. L’ensemble U
U ⊂E

L’ensemble U,qui est une sous-ensemble de E, est défini comme étant l’ensemble
des éléments associés à un entier algébrique α, dont tous les conjugués ont une
valeur absolue inférieure ou égale à 1.

3. L’ensemble S
S ⊂ U

On note par S l’ensemble des nombres de Pisot ; c’est un sous-ensemble de l’en-
semble U in troduit précédemment.Dans lequel les conjugués de α sont de module
strictement inférieur à 1.

4. L’ensemble T
T ⊂ S ⊂ U

L’ensemble T des nombres de Salem est l’ensemble des entiers algébriques réels
τ supérieur à 1dont les autres conjugués ont un module au plus égal à 1, un au
moins ayant un module égal à 1.

L’ensemble U est partitionné en deux sous-ensembles S et T. Bien que cette partition
demeure valable pour certaines généralisations, sa formulation peut être légèrement
compliquée.
Mots clés : Nombres de pisot, Nombres de salem, Nombres Algébriques.
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INTRODUCTION

Les nombres de Pisot sont nommés d’après Charles Pisot (1910-1984)[3], un ma-
thématicien français qui travaillaient surtout dans la théorie des nombres. Le nombre
de Pisot, également connu sous le nom de constante de Pisot-Vijayaraghavan, est un
nombre algébrique algébrique irrationnel positif qui possède des propriétés intéressantes
en théorie des nombres et en combinatoire.Il a été découvert par le mathématicien fran-
çais Marcel-Paul Schützenberger en 1958, et a été nommé d’après le mathématicien
français Charles Pisot.Il n’y a pas d’historique spécifique associé au nombre de Pisot
lui-même, mais il a été étudié en profondeur dans la littérature mathématique depuis
sa découverte, et il continue d’être un sujet de recherche actif dans plusieurs domaines
des mathématiques[28] [8].
Il existe beaucoup de résultat sur cet ensemble, ils soient algébrique, topologique

et même physique ! Nous souhaitons donc présenter une petite étude claire avec un
bagage mathématiques réduit et permettant quand même d’apercevoir leurs richesses
mathématique[19].
Les nombres de Salem sont une classe de nombres algébriques construites à partir de

la racine carrée de 2 et d’autres racines carrées entières. Ils ont été nommés en l’honneur
de Raphaël Salem, un mathématicien tunisien qui les a étudiés dans les années 1940.
Les nombres de Pisot et de Salem sont des entiers algébriques réels riches en proprié-

tés arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans plusieurs domaines des mathé-
matiques. Ces nombres étaient étudiés pendant une période qui dépasse un demi-siécle.
Le but de ce mémoire est l’étude des nombres de Pisot et nombres de Salem et

donner quelques propriétés de ces nombres.Nous l’avons organisé ainsi :
Dans le premier chapitre, nous aborderons certaines des concepts de base que nous

devions passer en revue et comprendre pour comprendre tout ce qui concerne les deux
autres chapitres. Nous avons mentionné les points importants tels que les polynôme,
un rappel général sur les nombres algébriques, ainsi que les théories et les définitions
dont nous avons besoin pour la compréhension de l’analyse complexe[17], nous avons
donné les définitions et énoncés des théorèmes utilisés dans ce mémoire.
Au deuxième chapitre, nous avons présenté un ensemble particulier de nombres
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U qui sert de cadre pour la définition des nombres de Pisot[27],[19]. Pour cela, nous
avons utilisé un théorème qui nous a permis de définir l’ensemble U. Nous avons ensuite
spécifié un sous-ensemble S de l’ensemble U, appelé les nombres de Pisot[8][3].En outre,
nous avons énoncé certaines propriétés des nombres de Pisot et etude la fermeture de
l’ensemble des nombres de Pisot, ainsi que des petits nombres de Pisot[4],[5][26].
Dans le troisième chapitre, intitulé "Quelques propriétés des nombres de Salem",

nous avons présenté la définition de l’ensemble Salem T. Nous avons également donné
quelques exemples simplifiés et évoqué la catégorie des nombres de Salem, ainsi
que certaines observations et conclusions importantes à retenir pour cette classe de
nombres.Enfin , dans le dernier paragraphe on rappelle quelques résultats connus sur
un ensemble remarquable d’entiers algèbriques : les nombres de Pisot et les nombres
de Salem. On donne en particulier une dèmonstration explicite de la fameuse construc-
tion de Salem, et qui dit que tout nombre de Pisot est un point d’accumulation de
l’ensemble des nombres de Salem.
En fin on donne la relation entre les nombres de Salem et les nombres de Pisot [2].
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Notation
Tout au long de ce travail, nous avons utilisé les notations suivantes :

Z : Ensemble des entiers.
Q : Corps des nombres rationnels.
R : Corps des nombres réels.
C : Corps des nombres complexes.
A∗ : Ensemble des éléments non-nuls du sous-ensemble A de C.
An : Produit cartésien de n copies de A,où n ∈ N∗.
S : Ensemble des nombres de Pisot.
T : Ensemble des nombres de Salem.
κA : Polynôme caractéristique de A
Mα : Polynôme minimal sur Q d’un nombre algébrique α.
D (z0, r) : Désigne un disque ouvert, de centre z0 et de rayon r.
D̄ (z0, r) : Désigne un disque fermé,de centre z0 et de rayon r.
Re(z) : Partie réelle d’un nombre complexe z.
Im(z) : Partie imaginaire d’un nombre complexe z.
b-développement : le développement usuelle dans la base entière b.

7



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

1.1 Préliminaires
Ce chapitre comprendra des rappels de définitions et de résultats importants liés à

l’algèbre générale, aux séries formelles et à l’analyse complexe.

1.2 Polynôme
Dans cette section, on donne les définitions et propriétés principales des polynômes

qui vont nous permettre de d’etudier les nombres algébriques plus facilement.

Définition 1.1 On appelle polynôme à une varaiable de coeffi cients dans K ou plus
simplement polynôme, toute expression algébrique de la forme

P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a2X
2 + a1X + a0

=
n∑
i=0

aiX
i

avec ai ∈ K pour tout i ∈ {0, .., n},
où tous les ai sont des nombres réels. L’élément X est appelé variable formelle.

L’ensemble des polynômes est noté R[X]. Un élément simple de la forme aiX i,est appelé
un monôme.

Définition 1.2 Pour tout polynôme

P (x) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a2X
2 + a1X + a0

le plus grand entier n tel que an 6= 0 est appelé le degré du polynôme P . On le note
degP = n.

8



Chapitre 1. Notions de base

Proposition 1.1 Soient λ ∈ K et P ,Q deux polynômes de K [X] telle que :

K [X] : P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + ...+ a2X
2 + a1X + a0 =

n∑
i=0

aiX
i

et

Q (X) = bnX
n + bn−1X

n−1 + ...+ b2X
2 + b1X + b0 =

n∑
i=0

biX
i,

avec n ∈ N On définit alors :
1. Addition de deux polynômes

P +Q =
n∑
i=0

aiX
i +

n∑
i=0

biX
i

=
n∑
i=0

(ai + bi)X
i

2. Multiplication de deux polynômes

P ×Q =

(
n∑
i=0

aiX
i

)(
s∑
i=0

biX
i

)

=
n+s∑
i=0

ciX
i,où ci =

∑
p+q=i

apbq

3. Multiplication par un scalaire λ.P ,est le polynôme dont le i-ème coeffi cient est
λ.ai.

Définition 1.3 Un polynôme P est dit unitaire s’il est non nul et si son coeffi cient
dominant,le coeffi cient du terme de plus grand degré, est égale à 1.

Proposition 1.2 Soient P et Q deux polynômes à coeffi cients dans k.

deg (P ×Q) = deg (P ) + deg (Q)

deg (P +Q) ≤ max (deg (P ) , deg (Q))

On note Rn [X] = {P ∈ R [X] | degP ≤ n},Si P,Q ∈ R [X] alors P +Q ∈ R [X] .
Preuve. Si un des deux polynômes est nul alors PQ = 0 et l’égalité devient −∞ ce
qui est �vrai� .
On suppose donc que P et Q sont non nuls. Soit n = deg(P ) et m = deg(Q). On

pose P =
∑n

i=0 aiX
i et Q =

∑m
i=0 biX

i où ai, bi ∈ R .
Alors le coeffi cient du terme dominant de PQ est an.bm.Or an 6= 0 et bm 6= 0 et

donc, puisque R est intègre,an.bm 6= 0.Ce qui implique deg(PQ) = n+m.
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Chapitre 1. Notions de base

1.2.1 Polynôme caractéristique
Définition 1.4 (Polynôme caractéristique d’une matrice)Soit M une matrice
carrée d’ordre n à coeffi cients dans un anneau commutatif. Le polynôme caractéristique
de M , noté pM(X), est le polynôme défini par

pM(X) = det (XIn −M) .

Remarque 1.1 Au lieu de l’expression précedente, certains auteurs définissent le poly-
nôme caractéristique comme étant det (M −XIn). Avec cette définition, on a l’équation
pM(0) = det (M). Ceci n’est pas le cas pour la définition lorsque l’ordre n est impair
et det (M) 6= 0 , puisque l’on a

det (XIn −M) = (−1)n det (XIn −M)

La définition présente l’avantage de rendre le polynôme caractéristique unitaire.

1.2.2 Polynôme minimal
Proposition 1.3 Le polynôme minimal d’une matrice A est un polynôme M de degré
minimal tel que M(A) = 0 et de coeffi cient dominant égal à 1.

Preuve. D’abord M divise tous les polynômes tels que P (A) = 0, car si R désigne le
reste de la division de P par M alors

R(A) = (P −QM) (A) = P (A)−Q (A)M (A) = 0,

Donc R est nul car son degré est plus petit que celui de M.
En particulier le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique C, car

C(A) = 0

on peut montrer que C(A) = 0 .Soit C(λ)I. comme C(λ)I − C(A) peut se factoriser
par λI − A en appliquant

Ak − λkI = (A− λI)

k−1∑
j=0

λk−1−jAj

à chaque monome de C, on en déduit que C(A) se factorise par λI−A , donc C(A) = 0

en regardant les termes de plus haut degré de ces polynômes en à coeffi cients matri-
ciels).Montrons enfin que les racines du polynôme caractéristique sont racines du poly-
nôme minimal. En effet soit une racine du polynôme caractéristique alors A− λI n’est
pas inversible. Or M (A)−M (λ) I se factorise par A− λI car Ak − λkI.
Donc M (A)−M (λ) I ne peut pas être inversible. Comme M(A) = 0 on en déduit

que M (λ) I n’est pas inversible donc M (λ) = 0,λ est une racine de M . Donc si le
polynôme caractéristique n’a pas de racines multiples, il est égal au polynôme minimal.
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Chapitre 1. Notions de base

Exemple 1.1 Soit la matrice Mn (R) est une matrice dont le polynôme minimal est
x2 + 1 ; Supposons d’abord qu’il existe une telle matrice, puisque x2 + 1 n’a pas de
racines dans R,A n’admet pas de valeurs propres réelles. Ceci n’est possible que si n
est pair, sinon le polynôme caractéristique est de degré impair et s’annule.
Réciproquement, supposons que n = 2p est pair. La clé est le cas n = 2, Dans ce

cas, la matrice

B =

(
0 1

−1 0

)
dans ce cas, on a également χB(x) = x2 + 1, Plus généralement, pour n = 2p pair
quelconque, on considère la matrice diagonale par blocs comprenant sur la diagonale p
blocs de B.

1.3 Nombre algébrique
Un nombre algébrique est simplement une racine d’un polynôme à coeffi cients en-

tiers. Dans cette section, nous parlerons des entiers algébriques, un type bien particu-
lier de nombres algébriques. Ces nombres ont des plusieurs application en théorie des
nombres[30].

Définition 1.5 soit z ∈ C ,On dit que z est un nombre algébrique s’il existe un poly-
nôme unitaire P (X) = Xn + an−1X

n−1 + ... + a2X
2 + a1X + a0 dans Q[X] tel que

P (z) = 0, c-à-d, si z est racine d’une équation

P (z) = zn + an−1z
n−1 + ...+ a2z

2 + a1z + a0

= 0

avec les ai dans Q.

Définition 1.6 Un nombre algébrique est une racine d’un polynôme non nul à coeff-
cients dans Q.

Définition 1.7 Le nombre d’or est le nombre réel positif, noté ϕ, égal à la fraction a
b

si a et b sont deux nombres en proportion d’extrême et de moyenne raison. Il est donné
par la formule :

ϕ =
1 +
√

5

2

Définition 1.8 Le nombre d’or et le réel
√

2 sont des entiers algébriques, car ils an-
nulent les polynômes

P (x) = x2 − x− 1

et
Q (x) = x2 − 2

respectivement.

11
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Définition 1.9 Pour un nombre α , le polynôme minimal de sur un champ α est le
polynôme unitaire de degré minimal à coeffcients dans K. En particulier,le polynôme
minimal d’un entier algébrique est toujours à coeffcients dans Z.

Définition 1.10 Le degré d’un nombre algébrique est le degré de son polynôme mini-
mal sur Z.

Exemple 1.2 Le nombre d’or et
√

2 sont des nombres algébriques de degré 2, car leur
polynômes minimaux sont P (x) = x2 − x− 1 et Q (x) = x2 − 2 respectivement.
Les entiers algébriques peuvent être liés par leur polynôme minimal.

Définition 1.11 Deux nombres algébriques α et β sont conjugués s’ils ont le même
polynôme minimal.

Définition 1.12 L’anneau des entiers d’un champ K est l’intersection de l’anneau
des entiers algébriques avec le champ K.

Définition 1.13 On dit qu’un élément de C est un nombre algébrique, s’il existe un
polynôme unitaire P = P (x) ∈ Q [x] tel que P (α) = 0. Si de plus P ∈ Z[x] ; alors est
dit entier algébrique.

Exemple 1.3 On dit que l’extension L/Q est algébrique, si tout élément de L est
algébrique.

1. Le nombre α =
√

3 est un entier algébrique car est racine du polynôme x2 − 3.

2. Il est bien connu que toute extension finie de Q est algébrique. Par exemple
l’extension Q

(√
2
)
/Q est de degré 2, et est donc algébrique.

3. Il est bien connu que le nombre π = 3.14...n’est pas algébrique.

4. Si α ∈ Q alors α est un racine du polynôme x − α, et est donc algébrique. En
particulier si α ∈ Z alors α est un entier algébrique.

1.3.1 Extensions de champs
La notion de sous-champ est défnie comme suit.

Définition 1.14 Considérons un champ L. Un sous-champ de L est un sous-ensemble
K ⊆ L tel que K, muni des restrictions à K des opérations définies sur L, est un
champ.
Si L est une extension du champ K, alors on peut montrer que L est un K-espace

vectoriel. On peut donc défnir le degré d’une extension de champ.

Définition 1.15 Soit x un nombre algébrique de degré n et notons x2, x3, ..., xn ses
conjugués.

12
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Considérons l’extension Q(x) de Q de dimension n. Alors on définit sur Q(x) la
norme

N (α) =
n∏
i=1

σi (α)

où les homomorphismes σi sont définis par σi (x) = xi pour tout i ∈ {2, 3, .., n} ,Alors
on a le théorème suivant

Théorème 1.1 Si α est un entier algébrique de Q(x) alors N(α) est un entier.

1.4 Entiers algébriques
Les entiers algébriques forment une classe des nombres complexes dont sont présentés

ci-dessous les principales propriétés. Ils forment aussi un sous-ensemble des nombres
algébriques, définis comme suit :

Définition 1.16 Un entier algébrique est une racine d’un polynôme unitaire à coeff-
cients dans Z.

Définition 1.17 soit z ∈ C ;On dit que z est un nombre algébrique entier, ou simple-
ment un entier algébrique, s’il existe un polynôme unitaire P ∈ Z [x] tel que P (z) = 0,
c-à-d, si z est racine d’une équation

P (z) = zn + an−1z
n−1 + ...+ a2z

2 + a1z + a0

= 0

avec les ai dans Z.

Remarque 1.2 la condition unitaire dans la définition d’entier algébrique, puisque si
on retire cette condition on retombe sur la définition de nombre algébrique. En effet,
on constate aisément que l’existence d’un polynôme P (z) ∈ Z tel que P (z) = 0 est
équivalente à l’existence d’un polynômeP ∈ Q tel que P (z) = 0.

Pour qu’un nombre algébrique soit un entier algébrique, il suffi t d’imposer que tous
les coeffcients soient des entiers et que le coeffcient du terme dominant du polynôme soit
1,c’est-à-dire que le polynôme soit unitaire. Dans ce cas, on dit aussi que le polynôme
est monique.

1. Le rationnel 1
2
n’est pas un entier algébrique. Plus généralement, si r est un

élément de Q n’appartenant pas à Z, alors r n’est pas un entier algébrique.
2. i est un entier algébrique (il s’agit d’une racine de P (X) = X2 + 1 ∈ Z [x]).

Théorème 1.2 Toute fonction entière F à coeffi cients entiers d’un nombre quelconque
d’entiers α, β, ...,κ,est encore un nombre entier.

Lemme 1.1 [19]Soit α ∈ C. Alors est un entier algébrique si et seulement si le sous-
groupe abélien de C : B 〈1, α, α2, ..〉 un nombre fini de générateurs.

13
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Lemme 1.2 Soit P ∈ Z [X] un polynôme.Si p
q
est une racine rationnelle de P , avec

p et q premiers entre eux, alors p divise le terme indépendant de P et q divise son
coeffi cient dominant.

Proposition 1.4 Si un entier algébrique est rationnel, alors il est entier. Autrement
dit Z̄ ∩Q.
Preuve. Soit q un entier algébrique qui est rationnel. Il existe donc un polynôme P ∈ Z
[X] unitaire tel que P (q) = 0. d’aprés le lemme 1.4.2, le dénominateur de q doit diviser
le coeffi cient dominant de P . Vu que le polynôme est unitaire, ce coeffi cient dominant
est 1 et le nombre q est donc entier

Théorème 1.3 [29]Si α et β sont des entiers algébriques, alors α +β et αβ sont des
entiers algébriques.

Définition 1.18 On appelle entier de K un élément de K qui est un entier algébrique.
On appelle anneau des entiers, et on note OK, l’ensemble des entiers de K, qui est

un anneau d’après le théorème 1.4.2.

Théorème 1.4 [29]On dit que de l’ensemble des entiers algébriques est un anneau.

1.5 Eléments de la théorie des corps
On rappelle qu’un corps K est un anneau unitaire avec 1k 6= 0, pour des opérations

que l’on notera toujours additivement et multiplicativement, dans lequel tout élément
non nul est inversible pour la multiplication. Il suit que tous les idéaux de K sont
triviaux, i.e. égaux à {0} ou à K. Les morphismes de corps ϕ : K → L sont les
morphismes d’anneaux entre deux corps. Il résulte de la nature des idéaux d’un corps
qu’un tel morphisme est ou bien nul (ϕ (x) = 0 pour tout x de K) ,ou bien injectif.
Dans tout ce qui suit, on suppose que les morphismes de corps ϕ : K → L sont

unitaires, c’est à dire qu’ils envoient l’élément unité de K sur celui de L, par suite ils
seront tous injectifs.
Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux et les corps sont supposés

commutatifs.

Définition 1.19 Soient K et L deux corps tels que K ⊆ L : Alors on dit que L est
une extension de K, et on écrit : L/K.

Exemple 1.4 1. Le corps des nombres complexes C est une extension de R.
2. C est une extension du corps des rationnels Q.
3. R est une extension de Q.

Il est clair que si L est une extension de K ; alors L est un espace vectoriel sur K.

Définition 1.20 Soit L/K une extension. La dimension de L comme espace vectoriel
sur K s’appelle degré de l’extension, est notée [L : K] : Si [L : K] est fini , on dit que
l’extension est finie.
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Proposition 1.5 Si E est une extension fini de L et L est une extension fini de K,
alors il est facile de vérifer que E est une extension fini de K. Dans ce cas on a la
relation bien connue,

[E : K] = [E : L][L : K]

Dans ce qui suit les corps considérés sont contenues dans C, et on rappelle que le corps
C est intégralement clos, c’est à dire que tout polynôme à coeffcients complexes admet
toutes ses racines dans C. En particulier, si K est une extension fini de Q, alors K
est dit corps de nombres.

Soit α ∈ C Comme l’anneauQ[x] est euclidien,l’ensemble I = {P ∈ Q[x], P (α) = 0}
est un idéal principal de Q[x]. De la défnition ci-dessus I est réduit à {0} si n’est pas
algébrique. Lorsque est algébrique, l’idéal I admet un générateur, noté Mα.On peux
aussi supposer que M est unitaire.
Dans ce cas le polynôme M est irréductible dans Q[x] et est unique ; ce polynôme

s’appelle polynôme minimal de : En d’autres termes Mα est le seul polynôme unitaire
à coeffcients rationnels,de degré minimal.

Définition 1.21 Soit α un nombre algébrique. Alors les racines du polynôme minimal
de α, noté Mα, sont dits conjugués de α, est le degré de α son polynôme minimal.

Si α est un nombre algébrique de degré d ; alors α admet exactement d conjugués,
car son polynôme minimal n’admet pas de racines doubles (il est irréductible). Dans
ce cas le corps Q(α) ; qui est l’intersection de tous les sous corps de C contenant α ; est
de degré d ; c’est à dire que,[Q(α) : Q] = d.

Exemple 1.5 l’ensemble
{

1, α, ..., αd−1
}
est une base du Q-espace vectoriel Q(α).

Soit K un corps de nombres de degré d, Alors tout homomorphisme d’anneau de
K dans C, non-nul est injectif et laisse invariant les nombres rationnels.Un tel ho-
momorphisme est dit plongement de K dans C. Rappelons quíil existe exactement d
plongements de K dans C. Il s’ensuit lorsque K = Q(α), où α un nombre algébrique de
degré d, que les d plongements σ1, ..., σd de K dans C transforment α en ses conjugués.
De plus, si β ∈ K,alors les conjugués de β sont parmis les nombres σ1 (β) , ..., σd (β),
chacun d’eux étant répété d = [Q(β) : Q] fois.

1.6 Conjugués, normes et traces
Définition 1.22 Soit k un corps de nombres de degré d.
On appelle morphisme de conjugués tout morphisme σ de corps K dans C laissant

Q invariant, i.e. : 
σ : K → L

σ (x+ y) = σ (x) + σ (y) ∀x, y ∈ K
σ (xy) = σ (x)σ (y) ∀x, y ∈ K

σ (r) = r ∀r ∈ Q
En particulier, σ est une application Q-linéaire de k dans C.
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Exemple 1.6 soit k = Q
(√

5
)
,et a+ b

√
5 ∈ k,alors a, b ∈ Q.

Considérons le morphisme σ tel que σ
(
a+ b

√
5
)

= a−b
√

5.σ est bien un morphisme
de conjugaison :
soient a, b, c, d ∈ Q ,
1.

σ (x+ y) = σ
(
a+ b

√
5 + c+ d

√
5
)

= a+ c− (b+ d)
√

5

= σ
(
a+ b

√
5
)

+ σ
(
c+ d

√
5
)

2.

σ (x× y) = σ
((
a+ b

√
5
)(

c+ d
√

5
))

= σ
(
ac+ bd+ (ad+ bc)

√
5
)

= ac+ bd− (ad+ bc)
√

5

= σ
(
a+ b

√
5
)
σ
(
c+ d

√
5
)

3.

σ (r) = r + 0
√

5

= r

σ peut être caractérisé de la façon suivante :σ est le morphisme qui envoie
√

5

sur −
√

5.

Théorème 1.5 Soit k = Q (γ) un corps de nombres de degré d,γ un élément primitif,
γ1 = γ, γ2, ..., d les racines (distinctes)du polynôme minimal de γ.
Il existe exactement des morphismes de conjugaison σ1, ..., σd ,Chacun de ces mor-

phismes est défini par ∀i = 1, .., d ; σi (γ) = γi.
Preuve. Soit z (x) =

∑n
i=0 aiX

i le polynôme minimal de γ ,Par définition

n∑
i=0

aiσ (γ)i = σ

n∑
i=0

aiγ
i

= σ (0)

= 0

Donc pour tout morphisme de conjugaison σ,σ (γ) est une racine de z . Comme σ (γ)

détermine σ„il existe au plus d morphismes de conjugaison.
Pour montrer qu’il y a exactement des morphismes de conjugaison, déterminons les

tous.
On les définit ainsi :

σ

(
d−1∑
k=0

akγ
k

)
=

d−1∑
k=0

akσk (γ)i =
d−1∑
k=0

akγ
k
i
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A partir de la notion de morphisme de conjugaison, on définit la notion de discriminant
associé à une base d’un corps de nombres.

Définition 1.23 Soit k un corps de nombres de degré d, σ1 = Id, σ2, ..., σd les des
morphismes de conjugaison de k. Pour x ∈ k, on définit la norme de x, notée N(x)

et la trace de x, notée T (x) par :

1. la norme :
N(x) = σ1 (x)σ2 (x) ...σd (x)

2. la trace :
T (x) = σ1 (x) + σ2 (x) + ...+ σd (x)

Notons que pour x ∈ Q, N(x) = xd.

Théorème 1.6 Soit k un corps de nombres de degré d.

∀x ∈ k N(x) ∈ Q, et T (x) ∈ Q
∀x, y ∈ k T (x+ y) = T (x) + T (y)

∀x, y ∈ k N(xy) = N(x)N(y)

∀x ∈ k N(x) = 0⇔ x = 0

Preuve. 1.on applique la théorie de Galois.
2.évident.
3.évident.
4. N(x) = 0 ⇔ ∃i ∈ {1, .., d} , σi (x) = 0, Or si x s’écrit x = P (γ) avec P ∈

Qd−1 [x],σi (x) = 0⇔ P (γi) = 0,
et comme le polynôme minimal de γi est z,qui est de degré d, P = 0 et donc x = 0.

Exemple 1.7 soit Q
(√

d
)
un corps quadratique. Alors les morphismes de conjugaison

sont σ1 = Id et σ2

(
α + β

√
d
)

= α− β
√
d .Par conséquent,N

(
α + β

√
d
)

= α2 − dβ2

et T
(
α + β

√
d
)

= 2α.

1.7 Idéaux
Définition 1.24 Une partie I d’un anneau A est un idéal à gauche (resp. à droite) si
a (I,+) est un sous-groupe de (A,+).
b Pour tout a ∈ A, pour tout x ∈ I, on a ax ∈ I(resp. xa ∈ I).

On dit que I est un idéal bilatère s’il est à la fois un idéal à gauche et à droite.
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1.7.1 Idéaux premiers.
Définition 1.25 Soit P un idéal de A. On dit que P est premier si l’anneau quotient
A/P est intégre. Comme un anneau intégre est 6= {0}, c’est à dire P 6= A et P vérifie
les conditions équivalentes suivantes :
soient a, b ∈ A et I, J deux idéaux ;
- si a /∈ P et b /∈ P alors ab /∈ P .
-si ab ∈ P alors a ∈ P ou b ∈ P .
-si IJ ⊆ P alors I ⊆ P ou J ⊆ P .
-si I * P et J * P , alors IJ * P .
Comme un corps est un anneau intégre, tout idéal maximal de A est premier

Remarque 1.3 On note Spec (A), resp. Max(A), l’ensemble des idéaux premiers,
resp. maximaux, de A.

Lemme 1.3 Soit P ∈ Spec(A), et soient I1, ..., In des idéaux de A.

1. Si I1, ..., In ⊆ P , alors P contient des Ik.

2. Si
⋂n
k=1 Ik ⊆ P , alors P contient des Ik.

Définition 1.26 (Idéaux maximaux) Soit I un idéal de A. On dit que I est un idéal
maximal si I 6= A et s’il n’existe pas d’idéal J 6= A contenant strictement I.
On notera que, par définition, l’idéal A n’est ni maximal ni premier.

Lemme 1.4 Soit I un idéal de A. Alors : I est maximal ⇔ A/I est un corps.

En particulier, comme un corps est un anneau intégre, tout idéal maximal de A est
premier.
Preuve. Supposons que A�I soit un corps et soit x ∈ A r I. Alors, l’image x̄ de x
dans A�I est 6= 0, donc inversible, donc il existe a ∈ A tel que āx̄ = 1. Ceci signifie
que ax− 1 ∈ I. Alors

1 = ax+ (1− ax) ∈ Ax+ I

et donc I + Ax = A, pour tout x /∈ I. Ceci prouve que I est maximal.
Réciproquement, supposons que I soit maximal et soit x /∈ I. Alors l’idéal Ax + I

égale A, donc il existe a ∈ A et y ∈ I tels que ax+y = 1. Alors, dans A�I on a āx̄ = 1

et ceci prouve que x est inversible. Comme x est arbitraire dans Ar I ceci prouve que
A�I est un corps.

Lemme 1.5 1-Si P est un idéal premier contenant I, il contient aussi
√
I En parti-

culier ,P =
√
P .

2- Si P1, ..., Pn ∈ Spec(A), l’idéal P1 ∩ ... ∩ Pn est réduit.

1.7.2 Idéaux d’un corps de nombres
Définition 1.27 Soit k = Q (λ) un corps de nombres, OK l’anneau des entiers de k et
α1, ..., αn ∈ k. On appelle idéal fractionnaire de k engendré par α1, ..., αn le OK-module
engendré par α1, ..., αn . On note I(k) l’ensemble des idéaux fractionnaires de k.
Si α1, ..., αn ∈ OK, on dit que c’est un idéal entier de OK .
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Remarque 1.4 Un idéal entier de OK est un idéal de OK .

Définition 1.28 Soient A = 〈α1, ..., αn〉 et B = 〈β1, ..., βn〉 deux idéaux fractionnaires
de k. On pose :

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

A.B = {
q∑
i=1

aibi | q ∈ N∗, ai ∈ A, bi ∈ B}

Remarque 1.5 Il est clair que :

A+B =< α1, ..., αn, β1, ..., βn >

et
A.B =< α1β1, ..., α1βm, α2β1, ..., αnβ1, ..., αnβm > .

Proposition 1.6 [15] (I (k)∗ , .)est un groupe commutatif d’élément neutre < 1 >=

OK.

1.8 Rappel d’analyse complexe

1.8.1 Séries entières
Définition 1.29 On appelle série entière toute série

∑
n≥0 anz

n où an sont des sca-
laires et z une variable, complexes.

Définition 1.30 On appelle rayon de convergence d’une série entière
∑

n≥0 anz
n le

nombre

ρ = sup

{
r ∈ R+,

∑
n≥0

|an| rn ≤ +∞
}
∈ R̄+;

et disque de convergence ou domaine de convergence d’une telle série la boule D(0; ρ).

Théorème 1.7 soient
∑

n≥0 anz
n et

∑
n≥0 bnz

n deux séries entières la rayons de
convergences respectifs K et K ′.
On désigne par K ′′ le rayon de convergence de la série entière somme∑

n≥0

(an + bn) zn

alors K ′′ ≥ min (K,K ′) [27].
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1.8.2 Fonctions analytiques
Définition 1.31 (série de Taylor)Soient φ un ouvert de C et f : φ→ C Une appli-
cation. Soit t ∈ φ . On dite que f est analytique en t s’il existe un nombre r > 0 tel
que le disque D(t; r) soit contenu dans φ et une série entière∑

n≥0

anw
n

de rayon de convergence ρ ≥ r tels que, pour z ∈ D(t; r), on ait

f (z) =
∑
n≥0

an (z − t)n .

On dit que f est analytique sur φ si elle est analytique en tout point de φ.

Proposition 1.7 [17]soit f (z) =
∑

n≥0 anz
n la série entière dont le rayon de conver-

gence ρ 6= 0. Soit t un point de l’intérieur du disque de convergence. Alors la série
entière

∑
n≥0

f (n)(t)
n!

wn ,a un rayon de convergence au moins égal à ρ− |t| et on a :

f (z) =
∑
n≥0

f (n) (t)

n!
(z − t)n .

pour tout z tel que |z − t| < ρ− |t| .

Proposition 1.8 La somme S(z) d’une série entière convergente
∑

n≥0 anz
n, de rayon

de convergence ρ > 0 est une fonction analytique dans le disque |z| < ρ.
Preuve. la série S(z) est entière, donc d’aprés la proposition précédente,elle est déve-
loppable en série de Taylor en tout point de l’intérieur de disque de convergence donc
analytique.

1.8.3 Fonctions holomorphes
Définition 1.32 Soit φ un ouvert de C, a ∈ φ. Une fonction f : φ → C est dite
holomorphe en a si la limite

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

existe dans C ; elle est dite holomorphe dans φ si elle est holomorphe en tout point de
φ.On note H(φ) l’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert φ de C.

Lemme 1.6 Toute fonction analytique sur un ouvert φ de C est holomorphe[17].

1.8.4 Formule des résidus
Nous allons maintenant aborder un sujet qui sera d’une grande utilité pour la suite :

la notion de résidu d’une fonction complexe[15].
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Définition 1.33 Soit Φ un ouvert de C, a ∈ Φ et f : Φ�{a} → C une fonction
holomorphe. S’il existe une fonction g : Φ�{a} → C et n ∈ N tel que :

f (z) =
g (z)

(z − a)n
et g (a) 6= 0, ∀zΦ�{a}

alors a est un pôle d’ordre n.

Définition 1.34 Soit Φ un ouvert de C. Une fonction f est dite méromorphe dans Φ

s’il existe une partie discrète F de Φ telle que f ∈ H (Φ�F ) et tout point de F soit
un pôle de f .
On note M (Φ) l’ensemble des fonctions méromorphes sur Φ.

Remarque 1.6 Toute fonction méromorphe f peut être exprimée sous la forme d’un
quotient de deux fonctions holomorphes h et g définies sur Φ.

f (z) =
g (z)

h (z)
.

telles que l’ensemble des points F soit l’ensemble des 0 de h.

Définition 1.35 Soit Φ un ouvert de C et z0 ∈ Φ. Si la fonction f est holomorphe
sur Φ�{z0}, elle possède un d´ eveloppement de Laurent en z0 ;

f (z) =
∑
n∈N

an (z − z0)n

et le coeffi cient a−1 de (z − z0)−1 dans ce d´ eveloppement s’appelle le résidu de f en
z0. De plus si z0 et un pôle d’ordre 1 alors :

Re s (f.z0) = lim
z→z0

(z − z0) f (z) .

1.9 Quelques critères rationnelles
Définition 1.36 Soit K un corps et soit H(X) une série formelle de l’anneau K[[X]].
La série S est dite rationnelle s’il existe deux polynômes P et Q de l’anneau K[X] avec
Q(0) 6= 0 tels que : H = P/Q.

Proposition 1.9 Une série formelle H(X) =
∑

n≥0 anx
n,de l’anneau K[[X]] est ra-

tionnelle si et seulement s’il existe deux entiers s, n0 et (s + 1) eléments q0, q1, .., qs
avec q0 6= 0, du corps K tels que :

q0an + q1an−1 + ...+ qsan−s = 0,∀n ≥ n0.

Pour plus de détails et de preuves de la propriété, voir [3] et [21].
Lemme de Fatou
Le lemme de Fatou peut également être considéré comme une condition algébrique

de rationalité, bien qu’il puisse être appliqué dans des cas plus généraux en remplaçant
l’anneau de Dedekind par un autre type d’anneau. Cependant, pour les besoins de cette
discussion, nous nous concentrerons sur le cas particulier de l’anneau de Dedekind.[4],[3]
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Lemme 1.7 Si H est une série formelle rationnelle de l’anneau Z[[X]], alors il existe
deux polynômes P et Q de l’anneau Z[X], premiers entre eux tels que : H = P/Q,avec
Q(0) = 1.
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CHAPITRE 2

NOMBRES DE PISOT

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on a fait une étude sur Les nombres de Pisot qui sont des entiers
algébriques réels riches en propriétés arithmétiques, ce qui explique leur apparition dans
plusieurs domaines des mathématiques.Les preuves de la majeur partie des résultats
énoncés dans ce chapiter se trouvent dans les ouvrages suivants [3] [16]
Les nombres de Pisot ont été introduits par Pisot dans sa thèse en 1938, bien qu’ils

aient été considérés plus tôt par Thue et Hardy. Pisot était principalement concerné par
le lien avec l’analyse harmonique, mais en vertu de leurs propriétés arithmétiques, ils
apparaissent naturellement dans de nombreux autres domaines comme la théorie ergo-
dique, les systèmes dynamiques, les groupes algébriques et la numération non standard.
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2.2 Définition et exemple sur les nombres de Pisot
Les nombres de Pisot sont une classe remarquable de nombres algébriques ayant la

définition suivant :

Définition 2.1 Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel plus grand que 1,

dont les conjugués autres que lui-même sont de modules inférieurs à 1.

Plus précisément, un nombre de Pisot est un nombre algébrique α de degré n ≥ 2

tel que toutes les autres racines de son polynôme minimal ont une norme inférieure à
1. La norme d’un nombre algébrique est définie comme la valeur absolue du produit de
toutes ses conjugais.

Exemple 2.1

1. Tout entier rationnel plus grand que 1 est un nombre de Pisot.

2. pour λ = 1+
√

5
2

, λ est un nombre de Pisot de degré 2, car

Mλ (x) = x2 − x− 1

=

(
x− 1 +

√
5

2

)(
x− 1−

√
5

2

)

et son polynôme minimal admet une autre racine
(
qui est 1−

√
5

2

)
de module < 1.

2.3 Ensemble U
nous définirons une partition de cet ensemble qui servira de fil conducteur au pro-

chain section[27][16][3].

Définition 2.2 U est l’ensemble des nombres réels algébriques α ≥ 1 tel que ses conju-
gués soient de modules au plus 1.

Théorème 2.1 Soit α un réel ≥ 1. Supposons qu’il existe un réel λ ≥ 1 tel que :

‖ λαn ‖≤ 1

2eα (1 + log λ) (1 + α)
,∀n ∈ N

Alors α est un entier algébrique réel, ses conjugués sont de modules au plus égaux à 1

et λ appartient au corps Q (α), engendré sur Q par α.

Remarque 2.1 On voit que la suite (λαn)n∈N vérifiant la condition précédente ci-
dessus est non équirépartie (mod 1) : eneffet puisque

2eα (1 + log λ) (1 + α) > 8

alors
‖ λαn ‖< 1

8
,∀n ∈ N
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donc la suite d’entiers de terme général

ψ (n) = Card

{
k ∈ N, k < n,

1

8
≤ {uk} ≤

7

8

}
,∀n ∈ N

est nulle, par conséquent

ψ (n) /nn→+∞ → 0 6= 7

8
− 1

8
=

3

4

et la suite (λαn)n∈N équirépartie (mod 1) .

Afin de prouver le théorème, nous avons besoin de résultats auxiliaires
posons :

un = E ′ (λαn) , ξn = ξ (λαn) où un + ξn = λαn,∀n ∈ N

introduisons la forme linéaire Vn définie sur Rs+1 par

Vn (x) =
s∑

k=0

un+kxk où s ∈ N∗

Lemme 2.1 supposons qu’il existe a = (a0, ..., as) ∈ Zs+1\ (0) et A ∈ N∗ tels que :

sup
0≤k≤s

|ak| ≤ A

1\Si Vn (a) = 0 :

ξk <
1

(s+ 1) (α + 1)
,∀k ∈ N

alorsVn+1 (a) = 0.
Preuve. En effet, nous avons :

|Vn+1 (a)− αVn (a)| =

∣∣∣∣∣
s∑

k=0

ak (un+k+1 − αun+k)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
s∑

k=0

ak
((
λαn+k+1 − ξn+k+1

)
− α

(
λαn+k − ξn+k

))∣∣∣∣∣
d’où

|Vn+1 (a)− αVn (a)| =
s∑

k=0

∣∣ak (ξn+k+1 − αξn+k

)∣∣ .
Or ∣∣ak (ξn+k+1 − αξn+k

)∣∣ ≤ A
(∣∣ξn+k+1

∣∣− α ∣∣ξn+k

∣∣)
<

1A

(s+ 1) (α + 1)A
=

1

(s+ 1)
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donc

|Vn+1 (a)− αVn (a)| <
s∑

k=0

1

(s+ 1)
= 1

Puisque Vn (a) = 0 alors |Vn+1 (a)| < 1,or c’est un entier, on a donc Vn+1 (a) = 0
2\ Si

ξk <
1

(s+ 1) (α + 1)A
,∀k ∈ N

alors
A ≥ 2λ

1
sα− 1

donc il existe a ∈ Zs+1\ (0) tels que V0 (a) = 0.
Preuve. (du théoréme 2.3.1) D’après les deux condition précédents nous pouvons ac-
céder a = (ak)0≤k≤s , avec des ak non tous nuls dans Z, tels que

u0an + u1an+1 + ...+ usan+s = 0,∀n ∈ N

alors la série ∑
n≥0

anz
n

et rationnelle, d’où l’existence de deux polynômes B et Q premiers entre eux, avec
Q(0) = 1, à coeffi cients entiers tels que

B (z)

Q (z)
=

∑
n≥0

anz
n =

∑
n≥0

(λαn − ξn) zn

=
∑
n≥0

λαnzn −
∑
n≥0

ξnz
n.

On a

|ξn|
1
n ≤

(
1

2

) 1
n

alors
lim sup

n→+∞
|λαn|

1
n = α, et lim sup

n→+∞
|ξn|

1
n ≤ 1.

Ainsi, les séries
∑

n≥0 λα
nzn et

∑
n≥0 ξnz

nsont convergentes respectivement sur les
disques D(0, 1/α) et D(0, 1) alors

B (z)

Q (z)
=
∑
n≥0

λ

1 + αz
− ξnzn,∀z ∈ D(0, 1/α)

la série
∑

n≥0 anz
n etant analytique sur D(0, 1), la fonction f telle que f (z) = B(z)

Q(z)

admet le nombre 1/α comme unique pôle (d’ordre 1) sur D(0, 1).
Ainsi le polynôme Q(z) possède l’unique zéro 1/α dans le disque D(0, 1), le nombre

α et un entier algébrique ; les conjugués 1/αk de 1/α, étant hors de D(0, 1) dans C, les
αk sont de module ≤ 1.
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Par ailleurs le résidu de f en 1/α est :

Re s (f, 1/α) = lim
z→1/α

(z − 1/α)

(
λ

1 + αz
− ξnzn

)
= −λ

α
(2.1)

d’autre part,

Re s (f, 1/α) = lim
z→1/α

(z − 1/α)
B (z)

Q (z)
(2.2)

= lim
z→1/α

B (z)
Q(z)

(z−1/α)

=
B
(

1
α

)
Q′
(

1
α

)
de 2.1et2.2 on obtient

λ = −α
B
(

1
α

)
Q′
(

1
α

)
Ainsi, le nombre λ est bien un élément du Q(α).

2.4 Ensemble des nombres de Pisot S
on a étudié l’ensemble U et on a constaté que S peut être diviser l’ensemble U en

plusieurs sous-groupes suivant les valeurs possibles prises par le module des nombres
appartenant à U[8][22][4].
Maintenant, dans ce qui suit, nous allons définir l’ensemble des nombres de Pisot :

Définition 2.3 On appelle nombre de Pisot tout entier algébrique réel plus grand que
1 dont les conjugués sont de module strictement inférieur à 1.

Définition 2.4 On note S l’ensemble des nombres de Pisot ; c’est un sous-ensemble
de l’ensemble U introduit précédemment.

Remarque 2.2 L’ensemble S est constitué de tous les entiers rationnels supérieurs à
1.

Théorème 2.2 Toute extension algébrique réelle de degré fini du corps des nombres
rationnels Q contient une infinité de nombres de S dont le degré est égal à celui de
l’extension, et certains de ces nombres sont des unités.

2.4.1 Caractérisation des nombres de Pisot
l’ensemble U est inclus dans l’ensemble exceptionnel du théorème de Koksma[3].Si

α est un nombre de Pisot alors la suite (αn) converge vers zéro modulo 1.

Proposition 2.1 Soit λ ∈ S. Alors ∀n ∈ N ,(λn) ∈ S[3].

27



Chapitre 2. Nombres de Pisot

Théorème 2.3 Soit λ un nombre de Pisot S ; la suite (λn) converge vers zéros module
1.
Preuve. Soient λ ∈ S,et ω = supk∈[2,n]

(
λ(k)
)
.

Le nombre

λn +

s∑
k=2

λ(k)n

est un nombre entier ,car λnest un nombre de Pisot par la propriété précédente, donc ce
nombre est égal au coeffi cient qs−1 de son polynôme minimal.L’inégalité

∣∣∣∑s
k=2 λ

(k)n
∣∣∣ ≤

(s− 1)ωn implique que pour un n suffi samment grand, on aura ‖λn‖ =
∣∣∣∑s

k=2 λ
(k)
∣∣∣ En

effet, le terme
∣∣∣∑s

k=2 λ
(k)
∣∣∣ → 0,On en déduit que la suite ‖λn‖ → 0 géométriquement.

Proposition 2.2 Soit ψ une fonction méromorphe sur un ouvert Ω contenant
D̄(0, 1).Supposons que ϕ possède un développement en série de Taylor en 0 sur le
disque D(0, 1)

ψ =
∑
n≥0

anz
n

avec
lim

n→+∞
an = 0

Alors ψ ne possède pas de pôle sur le cercle C(0, 1).
Preuve. en utilisant la deuxémé Proposition dans le titer fonctions analytiques, la
fonction ψ analytiques sur D(0, 1).
alors que le rayon de convergence de la série est donc R ≥ 1.
premier cas : si R ≥ 1 alors ψ ne posséde pas de pôle sur le cercle C(0, 1).
deuxéme cas :si R = 1 alors ψ posséde au moins un point singulier sur le cercle

C(0, 1).
On peut supposer, sans perte de généralité, que cette singularité se trouve en z = 1.
soit ξ > 0,il existe n0 tel que pour n ≥ n0, |an| < ξ. Ainsi pour 0 < r < 1, on a

|ψ (z)| =

∣∣∣∣∣
n0−1∑
n=0

anz
n

∣∣∣∣∣+

n0−1∑
n=0

|an| rn

≤ M + ξ
rn0

1− r , M est un constante

Donc

|ψ (z)| (1− r) ≤ M (1− r) + ξ

lim
r→1
|ψ (r)| (1− r) = 0

Ce qui est en contradiction avec le fait que 1 est pôle de ψ
En effet, si 1 est un pôle d’ordre m ≥ 1 de la fonction ψ, on a sur un voisinage de

1.

ψ (r) =
k (r)

(r − 1)m
, où k (r) 6= 0
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et la limite nous donne justement que

lim
r→1

k (r)

(r − 1)m−1 = 0

alors k(1) = 0. C’est absurde, on a donc R > 1.

Théorème 2.4 [27]Un nombre réel algébrique λ > 1 appartient à S si et seulement
s’il existe un réel λ = 0 tel que

lim
n→+∞

‖λαn‖ = 0.

2.5 Propriétés et applications des nombres de Pisot
Les nombres de Pisot sont une classe particulière de nombres algébriques qui ont

des propriétés intéressantes en théorie des nombres et en géométrie. Ils ont été étudiés
pour la première fois par le mathématicien français Marcel-Paul Schützenberger et le
mathématicien belge Axel Thue, et sont nommés d’après le mathématicien français
Charles Pisot[3],[19].
Les nombres de Pisot ont plusieurs propriétés intéressantes, notamment :

Proposition 2.3 Soit α un nombre U. Alors α est un 0 d’un polynôme à coeffi cients
entiers dont les valeurs absolues sont ≤ α.

Proposition 2.4 Soit λ ∈ S . Supposons qu’il existe un sous-ensemble K de {1, 2..., s}
et d’entiers %k où k ∈ K ,tel que ∏

k∈K

λ(k)%k = 1

Alors soient %k = 0,et %k = %1, (∀k ∈ K)
Preuve. nous avons %k1 = maxk∈K |%k| avec k1 = mink∈K k,Puisque le groupe de Galois
d’un polynôme irréductible agit transitivement sur ses racines, on peut supposer k1 = 1.
nous concluons ∣∣∣∣∣∣λ(1)

∏
k∈K\{1}

λ(k)

∣∣∣∣∣∣ ≤
λ(1)%1

∏
k∈K\{1}

λ(k)%k

1/%1

≤ 1,

cela contredit ∣∣∣∣∣ ∏
k=1,2,..,s

λ(k)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

sauf %k = 0 ou k = {1, 2..., s},et %k = %1, (∀k ∈ K) .

Corollaire 2.1 soit λ ∈ S, et soit

ρ(k)eiϕ
(k)

, ρ(k)e−iϕ
(k)

(k ∈ Kλ ⊂ {2, .., s})

désignent les conjugués non réels de λ. Puis les nombres réels 2π et ϕ(k) (k ∈ Kλ)sont
Q-linéairement indépendants [3].
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Les nombres de Pisot ont une propriété remarquable. Les puissances d’un nombre de
Pisot approximent toujours un entier (cf. proposition suivant). Pour démontrer cette
propriété :

Proposition 2.5 Si α est un nombre de Pisot, alors

lim
n→+∞

d (αn) = 0.

Preuve. Soient α2, α3, ..., αd les conjugués de α,Comme |αi| < 1 pour tout i ∈
{2, 3, ..., d}, on a

lim
n→+∞

αni = 0

pour tout i.
On en tire que

lim
n→+∞

αn2 + αn3 + ..+ αnd = 0.

On vu la remarque ,il existe un entier bn tel que :

αn + αn2 + αn3 + ..+ αnd = bn

donc
bn − αn = αn2 + αn3 + ..+ αnd

⇒ lim
n→+∞

(bn − αn) = αn2 + αn3 + ..+ αnd = 0

Remarque 2.3 Comme un nombre de Pisot x1 est une racine d’un polynôme unitaire
à coeffcients entiers, les ei (x1, .., xn) correspondants sont tous des nombres entiers.on
remarque que les pk (x1, .., xn)sont des entiers.

Ceci permet de conclure,cette proposition montre en particulier que les puissances
d’un nombre de Pisot approximent des entiers avec une vitesse de convergence expo-
nentielle.
L’ensemble des nombres de Pisot est usuellement noté S. Beaucoup de résultat sont

connus sur les nombres de Pisot. Citons quelques un :

1. minS = λ0 = 1.3247...,où λ3
0 − λ0 − 1 = 0[5].

2. L’ensemble S est fermé dans R [22].

3. Le plus petit point limite de S est le nombre d’or 1+
√

5
2

= 1.618...[5].
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2.6 Points limites de l’ensembles de Pisot
Dans cette section nous allons montrer en particulier que S est un ensemble fermé[19]

[23]et[4],la preuve de cette propriété nécessite quelques résultats intermédiaires.

Définition 2.5 soient v ∈ N∗, w ∈ N, et δ > 0, On note par F (v, w, δ) .L’ensemble
des fonction rationnelles f qui peuvent s’ecrire sous la forme f = B(z)

Q(z)
, B,Q ∈ Z [x],où

B et Q sont des polynôme à coffi cients entiers tels que :

1. Q (0) = v, et B (0) 6= 0.

2.
∣∣∣B(z)
Q(z)

∣∣∣ ≤ 1 =⇒ |B (z)| ≤ |Q (z)| sur S.

3. Q possède au plus une racine dans D(0, 1) et soit non nul sur D(0, δ) ∪
S = {z ∈ C, |z| = 1}.

Remarque 2.4 suppose que F (δ) est un ensemble compact pour la norme de la
convergence uniforme dans l’ensemble S.

Remarque 2.5 Pour prouver que S est un ensemble fermé on utilise la compacité des
familles F (v, w, δ) et on pose v = 1 et w = 1 alors la familles F (1, 1, δ) .

Corollaire 2.2 Soit λ est un nombre de Pisot (λ ∈ S) son polynôme minimal s’écrira :

P = Xn + qn−1X
n−1 + ...+ q0, { qi ∈ Z, i = 0, ..., n− 1} .

On note P+ = ξP , avec ξ = ±1, tel que P+(0) > 0.De plus, on notera P ∗ le polynôme
réciproque de P .

Le lemme suivant établit un lien entre Sand F (δ).

Lemme 2.2 [19]Supposons que g et h sont deux fonctions analytiques sur le disque
D(0, t) avec t > 1, telle que :

1. |g (z)| ≤ |h (z)| , avec |z| = 1, z ∈ S.
2. g (z)− h (z) = γnz

n + .... =
∑∞

i=n γnX
n,avec γn 6= 0.

alors h (z) a au moins n zéros dans D(0, t).

Lemme 2.3 Si λ est un nombre de Pisot, alors il existe au moins un polynôme B à
coeffi cients entiers, distinct de Q, telle que :

1. B (0) > 1, B (z) 6= Q (z) .

2. |B (z)| ≤ |Q (z)|sur S.
Preuve. Si les polynômes P et Q ne sont pas identiques, alors on choisit B = P+.
Dans le cas contraire, si P et Q sont identiques, on a

P+ = Q = X2 − q1X + 1, (avec q1 ≥ 3)
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et on choisit les polynômes B1 = 1 et B2 = (1−X)2 .
Il est à noter que supposer que B est différent de Q et premier avec Q est équivalent.

Étant donné que le polynôme Q est irréductible, si B n’est pas premier avec Q, alors il
est un multiple de Q. Ainsi, si l’égalité B = AQest vraie dans Z [x], avec |A(z)| ≤ 1

pour tout z appartenant à C(0, 1), et A(0) ≥ 1, alors cela implique que A = 1.
Le lemme précédent2.2 permet d’associer à chaque élément λ de S au moins une

fonction de F (δ). En effet, si nous définissons f(z) = B(z)/Q(z), alors la fonction
f appartient à F (δ) avec 0 < δ < 1

λ
et vérifie l’inégalité f(0) ≥ 1. Nous montrerons

plus tard que λ est un point limite de S s’il existe plusieurs polynômes satisfaisant
les conditions du lemme 2.3. Autrement dit, plusieurs fonctions de F (δ) peuvent être
associées à A. Pour f(z) = A(z)/Q(z), f ∈ F (δ) avec 0 < δ < 1/λ, et vérifiant
f(0) ≥ 1 (car f(0) = B(0)/Q(0), avec B(0) ≥ 1 et Q(0) = 1).

Théorème 2.5 L’ensemble de nombres de Pisot S est fermé dans R[22] [25].

Preuve. L’objectif est de démontrer que tout point sur la frontière de S appartient
également à S. Plus précisément, si µ est un élément de la frontière de S, alors µ ∈ S.Il
y a deux situations à considérer :
premier cas : point isolé,et dans ce cas il s’agit bien d’un nombre de Pisot.
deuxéme cas : point d’accumulation de S.
On note alors (λν)ν une suite d’éléments de S qui converge vers µ quand ν tend vers

l’infini.D’après le lemme2.3 précédent, on peut associer à chaque λν une fonction fν
de F (δ), avec δ < inf 1/λν , de la forme Bν

Qν
, et telle que fν(0) ≥ 1.Etant donné que

l’ensemble F (δ) est compact, on peut extraire de la suite (λν)ν une sous-suite, que l’on
notera toujours (λν), telle que la suite (fν) associée à cette sous-suite converge vers
f ∈ F (δ).
Maintenant, nous prouvons que f a un pôle dans D(0, 1). Soit le développement de

Taylor des fonctions fν et f :

fν (z) =

∞∑
n=0

uν,nz
n, et f (z) =

∞∑
n=0

unz
n

Tous les coeffi cients uν,n et un sont des entiers : en effet, f (n)(0) ∈ Z, car ∀n ∈ N
Q(0)n = 1.
Etant donné que

lim
ν→+∞

uν,n = un

alors ∀n ∈ N, ∃ν0(n) tel que ∀ν(n) ≥ ν0(n) ;uν(n) = un.Pour tout ν ∈ N, la fonction
ν admet un pôle dans D(0, 1) (plus précisément en 1/λν), et telle que un,0 ≥ 1 car
un,0 = |qν,0| 6= 0.
Soit la fonction hν(z) = (gν(z)− uν,0)Qν(z). Par le lemme : un,1 6= 0.Si

un,1 = 0 : hν(z) = Bν (z)− uν,0Qν(z)

alors
|Bν (z)| ≤ |uν,0Qν(z)|
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et

h (z) = γ2z
2 + .... =

∞∑
i=2

γiX
i

Il s’ensuit que Q possède au moins deux zéros dans l’intervalle D(0, 1), ce qui contredit
la définition d’un nombre de Pisot. En effet, le nombre associé au polynôme Q aurait
un conjugué dont le module est supérieur à 1. Par conséquent, nous avons uν,1 6= 0.alors
u0 ≥ 1,et u1 6= 0.
Si la fonction f n’a pas de pôle dans l’intervalle D(0, 1), alors elle est holomorphe

dans cet intervalle et le polynôme Q divise le polynôme B. En effet, une remarque
précédant le théorème énonce que dans ce cas, la fonction f serait égale à la fonction
constante égale à 1. Par conséquent, tous les coeffi cients un seraient nuls pour tout
entier n ≥ 1, et en particulier, u1 = 0.
On en déduit que f admet un pôle en µ dans D(0, 1), où µ est défini comme la limite

de la suite 1/λν

lim
ν→+∞

1

λν
= 1/ν.

On peut alors écrire f(z) = B(z)/Q(z), où B et Q sont des polynômes premiers entre
eux et à coeffi cients entiers. Ils satisfont bien la condition |B| ≤ |Q| sur S. D’autre
part, Q ne peut pas avoir de racines sur S car A n’a pas de racine sur S.
Enfin, de l’égalité Q(0) = 1, on déduit que µ appartient à S, puisque Q est un

polynôme à coeffi cients entiers et que S est l’ensemble des nombres de Pisot qui sont
des entiers algébriques.

Remarque 2.6 la fonction limite f appartient à la frontière de l’ensemble F (δ) est
dans l’ensemble F ′ (δ).
Dans ce contexte, F (δ) est un ensemble de fonctions et F ′ (δ) est la frontière de cet

ensemble. La fonction limite f est donc à la fois dans l’ensemble F (δ) et en même
temps, elle est limite de cet ensemble, ce qui signifie qu’elle est très proche de cer-
tains éléments de l’ensemble mais pas tout à fait dans l’ensemble. Par conséquent, f
appartient à la frontière de F (δ) et donc à l’ensemble F ′ (δ).

Remarque 2.7 Carl Siegel a montré que le plus petit nombre de Pisot correspond à
la racine supérieure à 1 du polynôme X3 − X − 1. Ce nombre est appelé le "nombre
plastique" et vaut environ 1, 3247...
Il convient de noter que le nombre plastique est un nombre irrationnel qui a des

propriétés intéressantes en théorie des nombres et en géométrie. Il est également lié à
la suite de Fibonacci et à la géométrie des pentagones réguliers.
En résumé, étant donné que S est un ensemble de nombres de Pisot fermé et mi-

noré par 1, il existe un plus petit nombre de Pisot dans S, qui correspond à la racine
supérieure à 1 du polynôme X3 −X − 1 et est appelé le nombre plastique[2].
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2.7 Petits nombres de Pisot
Beaucoup de résultats sont connus sur l’ensemble S. Citons quelques-uns : Un algo-

rithme a été introduit par Dufresnoy et Pisot pour déterminer les éléments de S∩]1,

1.6183[ [5], et cet algorithme a été généralisé par D. W. Boyd [4] − [24] pour trouver
les nombres de Pisot dans certains intervalles. Salem avait montré que l’ensemble S
est fermé pour la topologie usuelle de R [10]. Les points limites de S inférieurs à 2

peuvent être déterminés explicitement [1], [6]. Pour montrer, d’une manière simple,
qu’il existe des nombres de Pisot de degré arbitrairement grand, rappelons les deux
résultats connus qui suivent.

Proposition 2.6 Soit P un polynôme unitaire, à coeffi cients entiers rationnels, pos-

sédant une seule racine réelle θ plus grande que 1, et les autres racines de module
strictement inférieur à 1. Alors P (x) = xsMθ (x) , où s ∈ N∗, et θ ∈ S.

Preuve. Comme P (x) ∈ Z [x] et P (θ) = 0, alors θ est un entier algébrique et il
existe P1 ∈ Z [x] tel que P = MθP1. De plus P1 est unitaire, car les polynômes P

et Mθ le sont, et admet toutes ses racines à l’intérieur du disque unité. Par suite le
produit des racines de P1 est nul car il est de module strictement inférieur à 1; d’où
P1 (x) ≡ xs.

Pour montrer l’assertion qui suit, rappelons un corollaire du théorème de Rouché,
vrai pour des fonctions analytiques au lieu des polynômes.

Théorème 2.6 (théorème de Rouché) [32]Soit Ω un ouvert de C. f , g ∈ H (Ω)Soit
D un disque tel que D̄ ⊂ Ω et pour tout z ∈ C on a :

|f (z)| > |g (z)|

Alors f et f + g ont même nombre de zéros (comptés avec leur multiplicité) dans D
i.e :

(Z (f) ∩D) = (Z (f + g) ∩D)

Corollaire 2.3 Si f et g sont deux polynômes tels que |f (z)| > |g (z)| sur le cercle
|z| = ρ, où ρ > 0, alors le polynôme f + g admet le même nombre de racines que f

dans le disque ouvert |z| < ρ.

Proposition 2.7 Soit P un polynôme à coeffi cients entiers rationnels, tel que

P (x) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0, a0 6= 0,

et
|an−1| > 1 + |an−2| + · · ·+ |a1|+ |a0| .

Alors P possédé une unique racine θ dans |z| > 1 et ses autres racines dans |z| < 1.

Ainsi ± θ est un nombre de Pisot.
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Preuve. On a les relations suivantes, pour |z| = 1,

|zn + · · ·+ a1z + a0| ≤ 1 + |an−2|+ · · ·+ |a0| <
∣∣an−1z

n−1
∣∣ = |an−1| .

D’après le lemme ci-haut, le polynôme P possédé dans |z| < 1, le même nombre de
zéros que an−1z

n−1, soit n − 1. Comme P n’a pas de racines sur |z| = 1, à cause de
l’inégalité stricte dans

|zn + · · ·+ a1z + a0| ≤ 1 + |an−2|+ · · ·+ |a0| <
∣∣an−1z

n−1
∣∣ = |an−1| .

il admet donc une seule racine θ dant |z| > 1 et qui est un réel, car sinon par
conjugaison complexe on obtient deux racines. Comme a0 6= 0, de la proposition 2.1, on
déduit que θ ou bien −θ est un nombre de Pisot.

Nous appliquons cette propriété à l’exemple au polynôme P (x) = xn−3xn−1 +1, où
n ≥ 2, montre que P est le polynôme minimal d’un réel θ tel que ±θ est un nombre
de Pisot. De plus, comme P (1) = −1 < 0 et 0 < P (3) = 1, θ est un nombre de Pisot
de degré n. On déduit alors le résultat suivant :

Corollaire 2.4 Pour tout d ∈ N∗, il existe un nombre de Pisot de degré d.

Preuve. Si θ ∈ N∗ − {1} alors θ est un nombre de Pisot de degré d = 1. Pour
d ≥ 2, et d’après le calcul ci-dessus il existe toujours un nombre de Pisot de degré d.

Proposition 2.8 Soit θ un nombre de Pisot de degré d ; alors θn est aussi un nombre
de Pisot de degré d.
Preuve. Il est clair que Q (θn) ⊂ Q (θ),et si θ = θ1, θ2, .., θn sont des conjugués de θ ;
alors il existe d plongements σ1, σ2, .., σd, de Q (θ) dans C tels que σi (θ) = θi,∀i ∈
{1, .., d}.
Donc σi (θ

n) = θni et les conjugués de θ
n sont parmis les nombres θn1 , θ

n
2 , .., θ

n
d

Supposons que θn soit de degré d′ , Alors d’aprés la relation

[Q (θ) : Q] = [Q (θ) : Q (θn)] [Q (θn) : Q] ,

On a d = md′,où m ∈ N et donc chaque conjugué de θn est répété m fois dans
l’ensemble {θn1 , θn2 , .., θnd}.
Comme θn > 1, et |θn| < 1,pour tout i ≥ 2 ; on obtient m = 1et d = d′.
Ainsi θn est aussi un nombre de Pisot de degré d.
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2.7.1 Table du nombres de Pisot inférieurs à 1.6[18]

La table ci-dessous donne les nombres de Pisot inférieurs à 1.6 en ordre croissant et
leurs Polynôme minimal.
On applique c’est formule :

P2n =
x2n (x2 − x− 1) + 1

x− 1

= x2n+1 − x2n − 1

x− 1
.

où

P2n+1 =
x2n+1 (x2 − x− 1) + 1

x− 1

= x2n+1 − x2n+1 − 1

x− 1
.

où
Qn = xn

(
x2 − x− 1

)
+
(
x2 − 1

)
.

c’est-à-dire que leur polynôme minimal divise ces polynômes.
À partir des informations précédentes, il est possible de dresser le tableau suivant.

Nombre de Pisot Polynôme minimal Forme
1 1.3247179572447460260 x3 − x− 1 P2 = Q1

2 1.3802775690976141157 x4 − x3 − 1 Q2

3 1.4432687912703731076 x5 − x4 − x3 + x2 − 1 Q3

4 1.4655712318767680267 x3 − x2 − 1 P3

5 1.5015948035390873664 x6 − x5 − x4 + x2 − 1 Q4

6 1.5341577449142669154 x5 − x3 − x2 − x− 1 P4

7 1.5452156497327552432 x7 − x6 − x5 + x2 − 1 Q5

8 1.5617520677202972947 x6 − 2x5 + x4 − x2 + x− 1

9 1.5701473121960543629 x5 − x4 − x2 − 1 P5

10 1.5736789683935169887 x8 − x7 − x6 + x2 − 1 Q6

11 1.5900053739013639252 x7 − x5 − x4 − x3 + x2 − x− 1 P7

12 1.5911843056671025063 x9 − x8 − x7 + x2 − 1 Q7

Pour en savoir plus sur les nombres de Pisot inférieurs à 1.6 et supérieurs à 1.6, on
peut consulter.
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CHAPITRE 3

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES NOMBRES DE SALEM.

3.1 Introduction
Les nombres de Salem sont une sous-ensemble de mesures de Mahler d’entiers al-

gébriques positifs. Ils sont nommés en l’honneur de Raphaël Salem et apparaissent en
approximation diophantienne ainsi qu’en analyse harmonique [10] [4]. En mathéma-
tiques, un nombre de Salem est un entier algébrique réel strictement supérieur à 1

dont tous les conjugués ont une valeur absolue inférieure ou égale à 1, et au moins un
conjugué a une valeur absolue égale à 1.

3.2 Définitions et exemples

Définition 3.1 Un nombre de Salem est un entier algébrique réel τ plus grand que
1, dont les autres conjugués sont de module inférieur ou égal à 1, avec au moins un
conjugué de module 1.

On note l’ensemble de Salem par T.
On déduit de cette définition que le polynôme minimal d’un nombre de Salem est

réciproque de degré pair au moins égal à 4 et que tous les conjugués de nombre de
Salem τ (excepté τ et 1/τ) sont complexes non réels et de module 1.

Remarque 3.1 Les ensembles S et T forment une partition de l’ensemble U. Bien
que cette partition reste valable dans certaines généralisations, sa formulation peut se
compliquer légèrement

Exemple 3.1 Voici quelques exemples de nombres de Salem

1. Le plus petit nombre de Salem connu est la plus grande racine réelle du polynôme
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de degré 10,

α =
1

2
+

1

3
√

2
+

1

5
√

2
+

1

7
√

2
+

1

11
√

2
+

1

13
√

2

+
1

17
√

2
+

1

19
√

2
+

1

23
√

2
+

1

29
√

2

Son polynôme minimal est

x10 + x9 − x7 + x6 + x5 − x4 − x3 + x+ 1

et il est connu sous le nom de "nombre de Salem de degré 10" ou simplement
comme "le nombre de Salem".

il vaut approximativement 1, 1762... Les quatre plus petits nombres de Salem ac-
tuellement connus sont racines de degrés respectifs 10; 18; 14 et 14 : Par analogie
avec l’ensemble S : La plupart des exemples de nombres de Salem est fournie par
la célèbre construction de Salem.

2. Un autre exemple de nombre de Salem est

β =
1

2
+

1

3
√

2
+

1

7
√

2

qui est un nombre de Salem de degré 3. Son polynôme minimal est

x3 − x2 − 2x− 1.

3. Le nombre de Salem
γ =

1

2
+

1

3
√

3
+

1

5
√

3

est un nombre de Salem de degré 3 également. Son polynôme minimal est

x3 − x2 − 2x− 1.

Dans tout ce qui suit on suppose que β est un nombre de Salem de degré 4, et soit

Mβ (x) = x4 − ax3 + bx2 − ax+ 1

son polynôme minimal.
Le lemme suivant donne des conditions nécessaires et suffi santes pour qu’un poly-

nôme de la forme P (x) = x4 − ax3 + bx2 − ax + 1 ,soit le polynôme minimal d’un
nombre de Salem.

Lemme 3.1 Soit P (x) = x4 − ax3 + bx2 − ax + 1 ∈ Z [x],Alors P est le polynôme
minimal d’un nombre de Salem si et seulement si

−2a− 2 < b < 2a− 2; b 6= 2, et b 6= 1± a
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Preuve. Supposons que P soit le polynôme minimal d’un nombre de Salem β, et posons
P (x) = x2A (x+ x−1) où

A (t) = t2 − at+ (b− 2)

Si µ et µ̄ sont les conjuguès de β ; avec |µ| = 1, alors A admet deux zèros β + β−1 et
µ+ µ̄ et qui vérifient −2 < µ+ µ̄ < 2 < β + β−1.
Il s’ensuit immèdiatement que A (2) < 0 < A (−2) ⇒ −2a − 2 < b < 2a − 2. : De

plus,si b = 2 alors µ+ µ̄ = 0 ou bien µ+ µ̄ = a⇒ µ est un entier quadratique,puisqu’il
est racine du polynôme t2 − (µ+ µ̄) t + 1 ∈ Z [x]ce qui absurde,puisque µ est de degrè
4. De même, si b = ±a + 1 alors µ + µ̄ = 1 et on obtient une contradiction similaire
à celle obtenue précèdement. Inversement,si on suppose que A admet deux zéros réels
σ et ρ tels que −2 < σ< 2 < ρ alors on défnit µ et β comme racines des équations
µ2 − σµ+ 1 = 0 et β2 − σβ + 1 = 0,
Les conditions b 6= 2 ; et b 6= ±a + 1 entrainent que σ ne peut pas être un entier

rationnel, c’est-à-dire, que σ 6= 1,0.Donc les polynômes A et P sont irréductibles. Donc,
P défnit un nombre de Salem quartique et P = Mβ.

Avec la notation de la preuve ci-dessus, la trace de β vérifie : a = β + 1
β

+ µ + µ̄ :
Le lemme qui suit exprime la partie entière de en fonction de sa trace.

Lemme 3.2 Si Mβ (x) = x4−ax3 +bx2−ax+1 est le polynôme minimal díun nombre
de Salem quartique β, alors

[β] =


a+ 1 Si − 2a− 2 < b < −a
a Si − a ≤ b ≤ 0, b 6= −a+ 1

a− 1 Si 0 < b ≤ a, b 6= 2

a− 2 Si a+ 1 < b < 2a− 2

Preuve. Comme a = β + 1
β

+ µ+ µ̄ ; on voit que β + 0− 1− 1 < a < β + 1 + 1 + 1⇒
a− 3 < β < a+ 2 et donc [β] ∈ {a− 2, .., a+ 1} . Il est clair que

[β] = a− 2⇔ a− 2 < β < a− 1⇐⇒Mβ (a− 2) < β < Mβ (a− 1)

la derniére équivalence est dûe au fait queMβ admet une seule racine réelle plus grande
que 1 (qui est β)Supposons d’abord [β] = a− 2. alors a = [β] + 2 ≥ 3⇒ a

a−1
− 1

(a−1)2
Il

s’ensuit de la relation

Mβ (a− 1) > 0⇐⇒ b > (a− 1)2 − a (a− 1) +
a

a− 1
− 1

(a− 1)2

= (a− 1) +
a

a− 1
− 1

(a− 1)2 ,

que b > a,b ≥ a+ 1 ; et donc b > a+ 1, puisque d’aprés le lemme précédent b 6= a+ 1 :
Ainsi, on a prouvé l’implication

[β] = a− 2⇒ a+ 1 < b < 2a− 2 (3.1)
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Supposons maintenant [β] = a− 1 c’est-à-dire, que Mβ (a− 1) < 0 < Mβ (a) .
De façon similaire, on a a = [β] + 1 ≥ 2; a

a−1
− 1

(a−1)2
< 2,

Mβ (a− 1) < 0⇒ b < a− 1 +
a

a− 1
− 1

(a− 1)2

et donc b < a+ 1;d’ou b ≤ a.De même Mβ (a) > 0 ⇔ ba2− a2 + 1 > 0⇔ b > 1− 1
a2
⇒

b > 0 : on a donc montré l’implication

[β] = a− 1 =⇒ 0 < b ≤ a (3.2)

la relation b 6= 2 découle du lemme précédente . De maniére identique on montre les
implications

[β] = a =⇒ −a < b ≤ 0 (3.3)

avec b 6= −a+ 1, et
[β] = a+ 1 =⇒ −2a− 2 < b < −a (3.4)

Le lemme suit alors immédiatement des relations.

3.3 Polynôme minimal d’un nombre de Salem
Une autre classe remarquable d’entiers algébriques, notée T, et qui a des liens avec

l’ensemble S, est la classe des nombres de Salem.
Soient Mτ le polynôme minimal d’un nombre de Salem τ de degré n, et soit

M∗
τ (x) = xnMτ (1/x) le polynôme réciproque de Mτ . Si α est une racine de module

1 de P, alors α = 1/α est également racine des deux polynômes Mτ et M∗
τ . Par

suite, Mτ et M∗
τ ont une racine commune et comme Mτ est unitaire et irréductible,

alors Mτ = λM∗
τ , Mτ (0) = λ et 1 = λ Mτ (0) ; d′où λ2 = 1. Si λ = −1, alors ±1

est racine de Mτ , d’où la contradiction puisque Mτ est irréductible. Par conséquent,
λ = 1 et Mτ = M∗

τ . De plus le degré de Mτ est un entier pair au moins égal à 4. On
résume cela dans la proposition suivante.

Proposition 3.1 Le polynôme minimal d’un nombre de Salem τ est réciproque et de
degré ≥ 4. De plus, τ possède un seul conjugué de module inférieur à 1, qui est son
inverse, et ses autres conjugués sont tous de module 1.

Preuve. La première partie de la proposition résulte du calcul précédent. Si α est
racine de Mτ alors 1/α est aussi racine de Mτ , car il est réciproque. Ainsi 1/τ est le
seul conjugué de τ ayant un module < 1, puisque τ n’admet pas d’autres conjugués,
autre que lui-même de module > 1.

Contrairement à l’ensemble des nombres de Pisot, qui satisfait minS = 1.3247... [12],
on ne sait pas s’il y a un plus petit nombre de Salem. Plus précisément on ne sait pas,
si l’égalité inf T = 1 a lieu ou non. Ce dernier problème avait été posé, en 1933, par D.
H. Lehmer [7].
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Exemple 3.2 Le polynôme minimal du plus petit nombre de Salem connu est :

X10 +X9 −X7 −X6 −X5 −X4 −X3 +X + 1,

ce nombre vaut approximativement 1, 1762... [3].

Remarque 3.2 La plupart des exemples de nombres de Salem sont fournis par la
célèbre construction de Salem, qui dit que tout nombre de Pisot est limite d’une suite
de nombres de Salem [10].

Théorème 3.1 (Construction des nomber de Salem)
Soit θ un nombre de Pisot de degré s supérieur à 2, de polynôme minimal P. Soit

Qε
n le polynôme défini par la relation

Qε
n (z) = znP (z) + εP ∗ (z) ,

où ε = ±1 et P ∗(z) = zsP (1/z) est le polynôme réciproque de P. Alors, il existe un
entier n0, tel que pour n ≥ n0, l’équation Qε

n (z) = 0 a pour racine un nombre de
Salem τ εn. De plus on a lim

n−→+∞
τ εn = θ et les τ εn tendent vers θ à droite ou à gauche

selon la valeur de ε.

Preuve. Le nombre de Pisot θ est une racine du polynôme irréductible P de degré
s. Puisque θ n’est pas une unité quadratique, c.-à-d. n’est pas racine d’un polynôme
unitaire réciproque du second degré ayant θ et 1/θ pour racines, les polynômes P et
P ∗ sont premiers entre eux. En d’autres termes les polynômes P et P ∗ n’ont pas
de racines communes. Pour tout entier positif n, considérons le polynôme

Q+
n (z) = znP (z) + P ∗ (z) .

Le polynôme Q+
n est unitaire, à coeffi cients entiers. Ses racines sont donc des entiers

algébriques. Nous allons montrer que pour n ≥ n0, Q∗n a pour zéro un nombre de
Salem. Ecrivons :

p (z)

p∗ (z)
=

z − θ
1− θz

s−1∏
i=1

z − αi
1− αiz

,

Où les αi sont les conjugués de θ, de module < 1, et s est le degré de P. Soit η > 0,

suffi samment petit pour que P ∗ soit sans racines dans la couronne 1 ≤ |z| ≤ 1 + η.

Alors on a pour |z| = 1 + η,

|z − αi|2 =
∣∣z2
∣∣+ |αi|2 − αiz − αiz, (1-10)

Et
|1− αiz|2 = 1 + |αi|2 |z|2 − αiz − αiz. (1-11)
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De (1− 10) et (1− 11) on obtient |z − αi| > |1− αiz| et
s−1∏
i=1

|z − αi| >
s−1∏
i=1

|1− αiz| .
Ainsi ∣∣∣∣s−1∏

i=1

z − αi
1− α¯

iz

∣∣∣∣ > 1.

Si on pose z = (1 + η) expiϕ, alors on a

∣∣∣∣ z − θ1− θz

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ (1 + η) expiϕ−θ
1− θ (1 + η) expiϕ

∣∣∣∣2

=
(1 + n)2 − θ (1 + η) expiϕ−θ (1 + n) exp−iϕ +θ2

1− θ (1 + η) exp−iϕ−θ (1 + n) expiϕ +θ2 (1 + n)2

=
θ2 + (1 + n)2 − θ (1 + n) (expiϕ + exp−iϕ)

1− θ (1 + η) (expiϕ + expiϕ) + θ2 (1 + n)2

=
θ2 (1 + n)2 − 2θ (1 + n) cosϕ

1 + θ2 (1 + n)2 − 2θ (1 + n) cosϕ

= f (ϕ) .

Comme

f ′ (ϕ) =
2θ (1 + η) sinϕ

[
1 + θ2 (1 + η)2 − (1 + η)2 − θ2

]
D2

,

s’annule pour ϕ = 0 et ϕ = π,et reste positive sur l’intervalle ]0, π[ , l’application
f admet un minimum en ϕ = 0. D’ où

∣∣ z−θ
1−θz

∣∣ > θ−(1+η)
θ(1+η)−1

> 1 − η θ+1
θ−1

, car 1−
θ−(1+η)
θ(1+η)−1

= η(θ+1)
θ(1+η)−1

< η(θ+1)
θ−1

.

Choisissons maintenant η assez petit de façon à avoir 1−η [(θ + 1θ) / (θ − 1)] > 0.

On a donc pour |z| = 1 + η :∣∣∣∣zn p (z)

p∗ (z)

∣∣∣∣ > (1 + η)n
(

1− η θ + 1

θ − 1

)
> (1 + nη)

(
1− η θ + 1

θ − 1

)
= 1 + η

(
n− θ + 1

θ − 1
− nηθ + 1

θ − 1

)
> 1

Lorsque 2 θ+1
θ−1

< η < θ−1
2(θ+1)

. Par suite d’après le théorème de Rouché, le polynôme
Q+
n possède dans |z| < 1 + η, autant de zéros que znp, soit n + s − 1. Comme η

est arbitrairement petit, cela prouve que Q+
n possède une seule racine, disons τ

+
n , de

module supérieur à 1, donc nécessairement réel. De plus Q+
n est réciproque car

Q∗ (z) = zn+sQ

(
1

z

)
= zn+s

(
1

zn
p

(
1

z

)
+

1

zs
p (z)

)
= zsp

(
1

z

)
+ znp (z) = znp (z) + p∗ (z) .
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Il s’ensuit que 1/τ+
n est le seul zéro de Q+

n de module plus petit que 1, et les autres
zéros de Q+

n sont donc de module 1; on a donc Q∗n = KnTn, avec Kn ne possédant que
des racines de l’unité et Tn irréductible, possédant la racine τ+

n .
Maintenant, montrons que lim

n 7−→+∞
τ+
n = θ.tout d’abord, on a Q+

n (θ) = P ∗ (θ) 6= 0,

car P et P ∗ sont premiers entre eux et P ′ (θ) > 0. Donc il existe σ > 0 et µ >

0 tels que P ′ (x) ≥ µ pour 1 < θ − σ ≤ x ≤ θ + σ. Soit δ vérifiant |δ| < σ, alors
P (θ + δ) = δP ′ (ε) pour θ < ε < θ+δ, ou bien pour θ+δ < ε < θ. Or, P (θ + δ) est du
signe de δ. Par suite, pour n assez grand, Q+

n (θ + δ) = (θ + δ)n P (θ + δ) +P ∗ (θ + δ)

est du signe de δ. Choisissons alors δ tel que δp∗ (θ) < 0. Les quantités Q+
n (θ)

et Q+
n (θ + δ) sont alors de signes opposés ; d’où τ+

n ∈ [θ, θ + δ] si P ∗ (θ) > 0. On
voit ainsi que les τ+

n tendent vers θ à droite si P (θ) < 0, et à gauche si P ∗ (θ) > 0.

Cela prouve que, pour n ≥ n0, les τ ∗n sont des nombres de Salem, car sinon, on aurait
une infinité d’entiers quadratiques, tous différents, tendant vers θ et par suite, leurs
polynômes minimaux auraient leurs coeffi cients bornés, ce qui est impossible. En
considérant Q¯

n = znP − P ∗, on peut construire de la même façon une suite de
nombres de Salem tendant vers θ de l’autre côté.

Remarque 3.3 En fait la preuve ci-dessus fonctionne lorsque le degré du nombre de
Pisot θ est ≤ 2 sauf lorsque P (z) = z2 − rz + 1. Dans ce dernier cas il suffi t de
considérer le polynôme

Q±n (z) = (z2n + 1)(z2 − rz + 1)± zn+1,

pour obtenir, par une méthode identique, que θ est limite à gauche et à droite d’une
suite de nombres de Salem. On déduit alors immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 3.1 Tout nombre de Pisot est limite d’une suite de nombres de Salem, et
donc il existe des nombres de Salem de degré arbitrairement grand.
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3.4 Observations sur les nombers de Salem

1. Les nombres de Salem sont des nombres algébriques entiers. Cela signifie qu’ils
sont des solutions d’une équation polynomiale avec des coeffi cients entiers.

2. Les nombres de Salem sont réels et algébriques de degré 2. Cela signifie qu’ils
peuvent être écrits sous la forme a+ b

√
2où a et b sont des nombres rationnels.

3. Les nombres de Salem sont liés à la théorie des nombres et à la géométrie frac-
tale. Ils sont utilisés pour construire des ensembles fractals intéressants appelés
ensembles de Salem.

4. Les nombres de Salem sont également liés à la théorie des nombres transcendants.
En particulier, ils sont utilisés pour montrer que la constante de Liouville est
transcendantale.

5. Les nombres de Salem sont distribués de manière dense dans l’ensemble des
nombres algébriques réels de degré 2.
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Conclusion

Nous pouvons tirer une conclusion intéressante de cette étude que nous avons menée
sur les nombres Pisot et certains nombres Salem remarquables, à savoir la relation

entre les nombres Pisot et les nombres Salem[2].

Il existe une relation intéressante entre les nombres de Pisot et les nombres de Salem.
Tout nombre de Salem est également un nombre de Pisot, mais l’inverse n’est pas vrai.
Autrement dit, les nombres de Salem constituent un sous-ensemble strict des nombres
de Pisot .On a un exemple de nombre Pisot qui n’est pas un nombre de Salem est le
nombre de Pisot de degré 4, défini comme la plus petite racine positive de l’équation

x4 − x3 − x− 1 = 0.

Ce nombre est irréductible, ses conjugués ont des modules inférieurs à 1, mais son
module n’est pas une racine de l’unité. En revanche, un exemple de nombre de Salem
est le nombre de Salem de degré 5, défini comme la plus petite racine positive de
l’équation

x5 − x4 − x3 + x2 + 1 = 0.

Ce nombre est également un nombre de Pisot, mais son module est une racine de
l’unité, à savoir exp (2iπ/5) .

En particulier, les nombres de Salem et les nombres de Pisot ont des liens étroits
avec la théorie des nombres transcendants et la théorie des nombres algébriques. Par
exemple, on peut montrer que l’ensemble des nombres de Salem est dense dans l’en-
semble des nombres transcendants, c’est-à-dire que tout nombre transcendant peut
être approché arbitrairement bien par des nombres de Salem. De même, l’ensemble des
nombres de Pisot est dense dans l’ensemble des nombres algébriques de degré supérieur
ou égal à 2[25].
En conclusion, les nombres de Pisot et les nombres de Salem sont des exemples

importants de nombres algébriques spéciaux qui ont des propriétés intéressantes en
théorie des nombres et en géométrie algébrique.et les deux types de nombres sont
importants pour la théorie des nombres et sont utilisés dans divers domaines de la
recherche mathématique, tels que la cryptographie, la théorie des codes, la géométrie
algébrique et la théorie du chaos. Ils sont également liés à des sujets plus larges tels
que la théorie de Galois, l’analyse complexe et la topologie.
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