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Résumé 
    Dans ce travail,  on  étudie  quelques résultats sur l'existence et l'unicité du 

point  fixe  commun  pour  quatre  opérateurs  sur  des  espaces  b-métriques 

généralisées qui ne sont pas nécessairement continue. Nous prouvons 

également  que les mêmes  résultats  sont  valables  même  si  l'espace  est  

muni  de deux  b-métriques. 

Les mots clés:   espace  métrique,  espace  métrique  généralisé,  espace  b-

métrique, espace b-métrique généralisé, point fixe commun. 

 

Abstract 
    In this work,  we study some results on the existence and  uniqueness of  the  

common  fixed  point  for  four  maps  on  generalized  b-metric  spaces that are 

not necessarily continuous. We also prove that  the  same  results  hold even if 

the space is endowed with two b-metrics. 

Keywords: metric space, generalized metric space, b-metric space, generalized 

b-metric space, common fixed point. 

 

 ملخص
 لأرب    المش ارةة النقط ة الاابا ة  ولداني ةبع   النا ا ح ل ول و  ود و ةس ادرب  في هذا العمل قمنا    

أن نفس  اانابأ لى هذاإضافة بالإ .سامراريةساعمال شرط الإإدون  معممة ةماري-ب  فضاءات  في ات ؤارم

 .مسافة دالاي-مزودة ب  ون فيها عندناةالاي ي الةلفي الملققة  الناا ح اةون
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Introduction

La théorie du point �xe joue un rôle crucial dans de nombreuses branches des mathématiques

ainsi que leurs applications. Elle est un bon mélange d�analyse, de la topologie et de la géométrie, les

idées topologiques sont présentes dans presque tous les domaines des mathématiques d�aujourd�hui.

Elle est intervient dans la résolution de plusieurs équations di¤érentielles non linéaires, où elle

fournit les méthodes pour les problèmes d�existence et d�unicité. De plus, le développement de la

théorie de point �xe qui est la branche cardinale de l�analyse non linéaire a donné un grand e¤et sur

l�avancement de l�analyse non linéaire. Dans les années 1950, l�analyse non linéaire a été développée

comme une branche distincte des mathématiques par des mathématiciens comme Browder, comme

une combinaison d�analyse fonctionnelle et d�analyse variationnelle.

Cependant, les premier résultats avaient déjà été obtenus dans les années 1920, les résultats non

linéaires sont applicables à un large éventail domaines.

La théorie des points �xes traite des conditions qui garantissent l�existence de points x d�un

ensemble E qui résolvent une équation d�opérateur x = Nx, où N est une transformation dé�nie

sur un ensemble E. L�ensemble solution d�un tel problème peut être vide, un ensemble �ni, un

ensemble in�ni dénombrable ou indénombrable.

Le siècle dernier a été l�âge d�or de cette théorie, en 1922, S. Banach a prouver un théorème qui

portait sur l�existence et l�unicité d�un point �xe dans un espace métrique complet [36]. Ce théorème

fut plus tard connu sous le nom de principe de contraction de Banach et fut étendu dans plusieurs

directions.

L�une de ces directions de recherche impliquant les application dites de contractions généralisées.

Les travaux les plus in�uents sont [29] de Perov 1964 qui montrent le principe de contraction de

Banach dans des espaces métriques complets généralisés en utilisant le concept d�application de

M-contraction où M est une matrice convergente vers zéro [39].

En 1989, Bakhtin [3] a introduit le concept d�espace b-métrique. Ensuite en 1993, Czerwik [14]

a étendu les résultats des espaces b-métriques. La théorie du point �xe dans l�espace b-métrique

est un domaine très dynamique dans la recherche mathématique. Pour cette raison, de nombreux

chercheurs ont présenté la généralisation du célèbre théorème des points �xes de Banach dans
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Introduction

l�espace b-métrique. Bota [8], Bazine [5], Boriceanu [6], Czerwik [15], Mehmet Kir [26], Pacurar [28]

ont étendu le théorème des points �xes dans l�espace b-métrique.

L�un des aspects importants à étudier, concernant le théorème de point �xe commun dans l�espace

b-métrique est d�obtenir les conditions nécessaires et su¢ santes impliquant l�existence d�un point

�xe commun.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�étude de ce théorème dans le cadre des espaces

b-métriques généralisés, une généralisation des espaces métriques traditionnels qui permet une mo-

délisation plus �ne de certains phénomènes.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base nécessaires à

la compréhension de théorème du point �xe commun sur les espaces métriques. On y présente

notamment les dé�nitions d�un espace métrique ainsi que les fonctions contractantes.

Le deuxième chapitre est consacré à la théorie du point �xe dans les espaces métriques généralisés,

où nous dé�nissons les espaces métriques généralisés au sens de Perov et nous donnons quelques

dé�nitions et propriétés dans cet espace. Ensuite, nous avons introduit quelques outils de théorème

de point �xe représentés dans : le théorème du point �xe de Perov, le théorème du point �xe de

Brouwer, le théorème du point �xe de Schauder et le théorème du point �xe de Krasnoselskii.

Le troisième chapitre est consacré au théorème du point �xe commun pour plusieurs fonctions

dans les espaces b-métriques généralisés. Nous présentons les théorèmes du point �xe commun pour

plusieurs fonctions, ainsi que leurs généralisations.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré à quelques dé�nitions et des éléments basiques qui nous utiliseront dans

la suite du mémoire.

1.1 Quelques notions de base

1.1.1 L�espace métrique

Dé�nition 1.1.1 [21] Un espace métrique (E; d) est un ensemble non vide E muni d�une applica-

tion d : E � E ! R+ appelée distance ou métrique, véri�ant les propriétés suivantes :

(1) 8x; y 2 E : d(x; y) = 0() x = y,

(2) 8x; y 2 E : d(x; y) = d(y; x) (La symétrie),

(3) 8x; y; z 2 E : d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (L�inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1

(1) L�ensemble des réels muni de la distance d(x; y) = jx� yj est un espace métrique.

(2) Soit xi; yi deux éléments de Rn, chacune des expressions suivantes dé�nit une distance
sur Rn :

d1(x; y) = max
1�i�n

fjxi � yijg ;

dp(x; y) =

 
nX
i=1

jxi � yijp
! 1

p

; (p � 1) .
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Chapitre 1. Préliminaires

(3) Soit C([0; 1];R) = ff : [0; 1]! R = f continueg. Si f; g 2 C([0; 1];R), on pose :

d1(x; y) = sup fjf(t)� g(t)j , t 2 [0; 1]g :

(4) Soit E un ensenble quelconque, pour x; y 2 E on dé�nie :

d(x; y) =

(
1 si x 6= y,

0 si x = y,

on l�appelle métrique discrète.

Dé�nition 1.1.2 [21] Soit (E; d) un espace métrique. On dé�nit :

(1) Une boule ouverte de centre x0 2 E et de rayon r > 0 l�ensemble :

B(x0; r) = fx 2 E : d(x0; x) < rg.

(2) Une boule fermée de centre x0 2 E et de rayon r > 0 l�ensemble :

Bf (x0; r) = fx 2 E : d(x0; x) � rg.

(3) Une sphère de centre x0 2 E et de rayon r > 0 l�ensemble :

S(x0; r) = fx 2 E : d(x0; x) = rg.

Remarque 1.1.1

1. On a Bf (x0; r) = B(x0; r) [ S(x0; r).

2. Toute boule contient son centre et par conséquent est non vide.

Dé�nition 1.1.3 [21] Soit (E; d) un espace métrique.

(1) On dit que O est ouvert dans E, si pour tout x dans O il existe un r > 0 tel que B(x; r) � O.

(2) F est une partie fermé dans E, si son complément EnF est ouvert dans E.

(3) On dit qu�un ensemble V � E est un voisinage de x 2 E, s�il existe une boule ouverte

centrée en x inclue dans V tel que :

� 2 V (x)() 9" > 0, B(x; ") � �.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1.2 La convergence et la continuité des suites

Dé�nition 1.1.4 (Application continue) [21] Soit (E; d) et (E 0
; d

0
) deux espaces métrique et

soit a 2 E, on dit que f : E ! E
0
est une application continue au point a si :

lim
x!a

f (x) = f (a) ,

c�est à dire :

8" > 0, 9� > 0, 8x 2 E, d(x; a) < � =) d
0
(f(a); f(x)) < ".

Dé�nition 1.1.5 (Continuité sur un ensemble) [21] On dit que f : (E; d)! (E
0
; d

0
) est conti-

nue sur E si elle est continue en tout point de E.

Dé�nition 1.1.6 (Suite de Cauchy) [21] Une suite fupgp2N dans un espace métrique (E; d) est
dite de Cauchy si :

8" > 0;9p(") 2 N;8p; q � p(") : d(up; uq) < ",

c�est à dire :

lim
p;q!+1

d(up; uq) = 0.

Exemple 1.1.2 Soit dans (R; j:j) une suite fupgp2N dé�nie par :

up =
1

p
.

Soit p; q 2 N, p > q :

d(up; uq) =

����1p � 1q
���� ,

=

����p� q

pq

���� ,
� p

pq
,

� 1

q
,

alors :

d(up; uq) � lim
q!+1

1

q
= 0,

donc fupg est une suite de Cauchy.
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Chapitre 1. Préliminaires

Dé�nition 1.1.7 (Suite convergente) [21] Soit (E; d) un espace métrique et fupgp2N une suite
dans E. On dit que cette suite converge vers u� 2 E si et seulement si :

8" > 0;9p(") 2 N;8p � p(") : d(up; u
�) < ",

on note alors :

lim
p!+1

up = u�, ou encore up ! u�, si p! +1.

Proposition 1.1.1 Toute suite convergente est de Cauchy, l�inverse est généralement faux.

Preuve. Soit (up)p2N une suite dans R qui converge vers a 2 R. Soit " > 0 et N 2 N tel que

jup � aj < "
2
pour tout p � N . Alors, pour p; q � N on a :

jup � uqj < jup � aj+ juq � aj < "

2
+
"

2
= ".

Exemple 1.1.3 Soit la suite fupg dans l�espace métrique (R� f1g ; j:j), tel que up = p
p+1
. On a

lim
p!+1

up = 1 =2 R� f1g, donc la suite fupg diverge.
Soit p; q 2 N, p > q :

d(up; uq) =

���� p

p+ 1
� q

q + 1

���� ,
=

���� p� q

(p+ 1) (q + 1)

���� ,
� p

p (q + 1)
,

� 1

q + 1
,

alors lim
q!+1

1
q+1

= 0. D�ou lim
p;q!+1

d(up; uq) = 0, donc la suite fupg est de Cauchy.

1.1.3 Complétude et compacité dans un espace métrique

Dé�nition 1.1.8 (Espace métrique complet) [21] Un espace métrique (E; d) est dit complet si

toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Exemple 1.1.4 [21] 1) R est complet. En e¤et, si (up) est une suite de Cauchy, alors (up) est

bornée et donc ses éléments sont dans un intervalle compact [a; b], (up) admet donc une valeur

d�adhérence et donc elle est convergente.
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Chapitre 1. Préliminaires

2) C est complet.
3) L�intervalle ]0; 1[, sous-espace de R, n�est pas complet. Il su¢ t de considérer un = 1

n
.

Dé�nition 1.1.9 (Espace métrique compact) [21] Un espace métrique (E; d) est dit compact

si toute suite d�éléments de (E; d) admet une suite extraite convergeant vers un point de E. Une

partie A de E est dite compacte si le sous-espace métrique (A; d) est compact.

Proposition 1.1.2 [21] On a :

1. Si A est un sous-espace complet dans E métrique, alors A est fermé.

2. Si A est un sous-espace fermé de E métrique complet alors A est complet.

Preuve.

1. Montrons que A � A. Soit a 2 A, comme E est un espace métrique, il existe une suite (un)

de points de A tel que un ! a dans E. Donc (un) est une suite de Cauchy dans E, donc une

suite de Cauchy dans A (car tous les un 2 A) et comme A est complet, alors un ! a
0 2 A.

Maintenant (un) converge vers a et a
0
dans E implique a = a

0
(à cause de l�unicité de la

limite). Comme a
0 2 A, on a a 2 A, et par conséquent A est fermé.

2. Soit (un) une suite de Cauchy dans A, donc (un) est de Cauchy dans E complet, donc (un)

convergente vers a dans E. Par ailleurs comme un 2 A fermé et un ! a, alors a 2 A.

Finalement un ! a dans A et donc A est complet.

1.1.4 Les applications contractantes

Dé�nition 1.1.10 (Application Lipschitzienne) [11] Soient (E; d) et (E 0
; d

0
) deux espaces mé-

triques, on dit que l�application T : E ! E
0
est lipschitzienne ou (k� Lipschitzienne) s�il existe une

constante k 2 R+ tel que :

8x; y 2 E; d0(T (x); T (y)) � kd(x; y).

Proposition 1.1.3 Une application T : E ! E est k�lipchitzienne est uniformément continue.

Preuve. Sachant que d (Tx; Ty) � kd (x; y) pour un k > 0 donné, il su¢ t de prendre � = "
k
, il

s�ensuit que :

8" > 0;9� = "

k
; d (x; y) � "

k
,

9



Chapitre 1. Préliminaires

=) d (Tx; Ty) � kd (x; y) ,

=) d (Tx; Ty) � k
"

k
,

=) d (Tx; Ty) � ".

Donc T est uniformément continue.

Dé�nition 1.1.11 (Application contractante) [11]Soit (E; d) un espace métrique et soit l�ap-

plication T : E ! E. On dit que T est contractante s�il existe une constante k 2 [0; 1[ telle que :

8x; y 2 E; d (T (x) ; T (y)) � kd (x; y) .

On pourra alors dire que T est k�contractante.

Dé�nition 1.1.12 (Application contractive) [11] Soit (E; d) un espace métrique, l�application

T : E ! E est dite contractive si :

d(Tx; Ty) < d(x; y);8x; y 2 E avec x 6= y.

Remarque 1.1.2 Notons que contraction =) contractive =) lipschitzienne.

Dé�nition 1.1.13 [11] Soit (E; d) un espace métrique et T : E ! E une application, on dit qu�un

point x 2 E est un point �xe de T si et seulement si :

T (x) = x.

1.1.5 Théorème du point �xe de Banach

Le théorème du point �xe de Banach [4], connu aussi sous le nom du principe de contraction de

Banach ou théorème du point �xe de Picard, est apparu pour la première fois en 1922 dans le cadre

de la résolution d�une équation intégrale. Ce théoréme donne l�existence et l�unicité d�un point �xe

pour une contraction sur un espace métrique complet.

Théorème 1.1.1 [4] Soit (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application contrac-

tante. Alors il existe un unique u� 2 E tel que T (u�) = u�.

De plus, toute suite d�éléments de E véri�ant la récurrence un+1 = T (un) véri�e la majoration :

d(un; u
�) � kn

1� k
d(u0; u1),

donc T converge vers u�.
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Chapitre 1. Préliminaires

Preuve.

1) Existence : Soit (un)n2N la suite dé�nie par :(
u0 2 E,

un+1 = Tun, n 2 N:

Montrons que (un)n2N est de Cauchy dans l�espace métrique complet E. Soit n 2 N :

d(un; un+p) �
p�1X
n=0

d(un+q; un+q+1) �
p�1X
n=0

kn+qd(u0; u1)

� kn
p�1X
n=0

kqd(u0; u1) � kn
�
1� kp

1� k

�
d(u0; u1)

d(un; un+p) �
kn

1� k
d(u0; u1).

Comme 0 < k < 1, on a kn ! 0 quand n! +1 et il en résulte immédiatement que la suite

(un)n2N est de Cauchy, donc converge vers une limite u�, comme T est continue on a :

u� = lim
n!1

un = lim
n!1

T (un+1) = T
�
lim
n!1

un+1

�
= T (u�) .

Donc u� est un point �xe de T .

2) L�unicité : Supposons que �; � 2 E deux points �xes de T tel que � 6= �.

Donc T (�) = �, T (�) = �, alors :

d (�; �) = d (T (�) ; T (�)) � kd (�; �) , 0 < k < 1.

Par conséquent, d(�; �) = 0 ce qui entraîne � = �.

1.2 Quelques types de contractions

1.2.1 Contraction de Edelstien

Dans l�année 1962, Edelstein [17] a prouvé la version suivante du principe de contraction de

Banach.
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Théorème 1.2.1 [17] Soient (E; d) un espace métrique compact et T : E ! E une application

contractive.

Alors T a un point �xe unique dans E.

1.2.2 Contraction de Rakotch

On sait que le principe de Banach a été généralisé par plusieurs auteurs. Par exemple, Rakotch

[31], où il a remplacé la constante de la contraction par une fonction positive, décroissante à image

dans l�intervalle [0; 1[.

Théorème 1.2.2 [31] Soit (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application

satisfaisant :

d(Tx; Ty) � �d(x; y); pour chaque x,y 2 E.

où � : [0;+1[ ! [0; 1) est une fonction décroissante. Alors T admet un point �xe unique dans E.

1.2.3 Contraction de Kannan

Dans le théorème de Banach nous utilisons la continuité de l�application T pour prouver l�existence

du point �xe. Ainsi, il est naturel de se poser la question suivante : existe-t-il des conditions de

contraction qui n�obligent pas l�application T d�être continue ?

En 1968, Kannan [25] a répondu à cette question par l�a¢ rmative et a prouvé un théorème de

point �xe pour la condition de contraction suivante, qui est applée contraction Kannan.

Dé�nition 1.2.1 [25] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application. On

dit que T est une application de Kannan s�il existe � 2
�
0; 1

2

�
, tel que :

d(Tx; Ty) � � [d(x; Tx) + d(y; Ty)] , pour tout x; y 2 E.

Théorème 1.2.3 [25] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application de

Kannan. Alors T admet un point �xe unique dans E.

1.2.4 Contraction de Chatterjea

Dé�nition 1.2.2 [10] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application. On

dit que T est une application de Chatterjea s�il existe � 2
�
0; 1

2

�
, tel que :

d (Tx; Ty) � � [d (Tx; y) + d (Ty; x)] , pour tout x; y 2 E.

12
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Théorème 1.2.4 [10] Soient (E; d) un espace métrique complet et T :E ! E une application de

Chatterjea. Alors T admet un point �xe unique dans E.

1.2.5 Contraction de Reich

Dé�nition 1.2.3 [32] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application. On

dit que T est une application de Reich s�il existe des nombres positifs a; b; c 2 [0; 1[ avec a+b+c < 1,
tels que :

d(Tx; Ty) � ad(x; Tx) + bd(y; Ty) + cd(x; y), pour tout x; y 2 E:

Théorème 1.2.5 [32] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application de

Reich. Alors T admet un point �xe unique dans E.

1.2.6 Contraction de Hardy et Rogers

Dé�nition 1.2.4 [19] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application. On

dit que Test une application de Hardy et Rogers s�il existe des nombres positifs a1; a2; a3; a4; a5 2 [0; 1[
avec

P5
i=1 ai < 1; pour tous x; y 2 E tels que :

d(Tx; Ty) � a1d(x; y) + a2d(x; Tx) + a3d(y; Ty) + a4d(x; Ty) + a5d(y; Tx).

Théorème 1.2.6 [19] Soient (E; d) un espace métrique complet et T : E ! E une application de

Hardy et Rogers. Alors T admet un point �xe unique dans E.

1.3 Compatibilité des applications

Jungck [23] a introduit et utilisé la commutativité de deux applications d�un espace métrique dans

lui-même pour établir un point �xe commun. Cette dernière notion a été généralisée par Sessa [34] en

introduisant la commutativité faible. En 1986 Jungck [22] a amélioré la propriété de commutativité

et commutativité faible, à une nouvelle notion plus générale, c�est la propriété de compatibilité entre

deux applications d�un espace métrique dans lui-même.

1.3.1 Les applications compatibles

Dé�nition 1.3.1 (Sessa) [34] Soit F et G deux applications d�un espace métrique (E; d) dans

lui même. F et G sont dites commutatives si :
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FG (x) = GF (x) ; pour tout x 2 E:

F et G sont dits faiblement commutatives si et seulement si :

d(FG (x) ; GF (x)) � d(G (x) ; F (x)); pour tout x 2 E:

Dé�nition 1.3.2 [22] Soit F;G : E ! E deux applications dé�nies sur un espace métrique (E; d)

dans lui même. On dit que F et G sont des applications compatibles sur E si :

lim
n!1

d (FG (xn) ; GF (xn)) = 0,

pour tout fxng dans E telle que :

lim
n!1

F (xn) = lim
n!1

G (xn) = x,

pour un certains points x 2 E.

Remarque 1.3.1 De toute évidence, les applications faiblement commutatives sont des compatibles,

mais la réciproque est fausse en général [22].

Exemple 1.3.1 Soit E = R avec la métrique euclidienne d. On dé�nie les applications :
F;G : E ! E par :

F (x) =
p
x; et G (x) = 4x� 3 .

Soit la suite fxng dé�nie pour tout n � 1 par xn = 1 + 1
n
. On a :

lim
n!1

F (xn) = lim
n!1

G (xn) = 1,

de plus

lim
n!1

F (G (xn)) = lim
n!1

F (4xn � 3) = 1,

lim
n!1

G (F (xn)) = lim
n!1

G (
p
xn) = 1.

Donc la paire (F;G) est compatible.

1.3.2 Applications faiblement compatibles

Dé�nition 1.3.3 [24] Soit F et G deux applications dé�nies sur un ensemble E. On dit que F

14



Chapitre 1. Préliminaires

et G sont faiblement compatibles s�ils commutent aux points de coincidence ; i.e, pour tout u 2 E

satisfaisant F (u) = G (u) , alors F (G (u)) = G (F (u)) .

Exemple 1.3.2 [24] Soit E = [0; 1] muni de la métrique euclidienne d. On dé�nie les applications

F , G par :

F (x) = x2, G (x) =
x

x� 1 , pour tout x 2 E.

Le point 0 satisfaisant F (0) = G (0) = 0 et F (G (0)) = G (F (0)) = 0, alors la paire (F;G) est

faiblement compatible.

Voici un exercice qui permet de mettre en pratique la di¤érence entre les applications faiblement

commutatives et les applications faiblement compatibles :

Exercice : Soit (E; d) un espace métrique complet et f; g : E ! E deux applications telles que

f(g(x)) = g(f(x)) pour tout x dans E. On suppose en outre que f et g véri�ent les propriétés

suivantes :

f(a) = b et g(b) = c, pour certains éléments a, b et c de E.

f(b) = c et g(c) = a.

Montrez que f et g sont faiblement compatibles mais pas faiblement commutatives.

Solution : Pour montrer que f et g sont faiblement compatibles, il su¢ t de véri�er que l�ordre

d�application de f et g n�a pas d�importance. Soit x un élément arbitraire de E. On a :

f(g(f(x))) = f(g(x)) (en utilisant la propriété f(g(x)) = g(f(x))).

- g(f(g(x))) (en utilisant la même propriété, mais dans l�autre sens),

- g(g(f(x))) (en utilisant la propriété f(b) = c et g(b) = c),

- f(g(g(x))) (en utilisant la propriété g(c) = a et f(b) = c),

- f(g(f(x))) (en utilisant à nouveau la propriété f(g(x)) = g(f(x))).

On a donc montré que f(g(f(x))) = f(g(g(x))), ce qui implique que f et g sont faiblement com-

patibles. En revanche, pour montrer que f et g ne sont pas faiblement commutatives, il su¢ t de

trouver un élément x tel que f(g(x)) 6= g(f(x)). En utilisant les propriétés données dans l�énoncé,

on peut prendre x = a. Alors :

f(g(a)) = f(b) = c;

g(f(a)) = g(b) = c:

On a donc f(g(a)) = g(f(a)), ce qui montre que f et g sont faiblement compatibles. Cependant,

si on applique successivement f deux fois, on obtient f(f(a)) = f(b) = c, alors que si on applique

successivement g deux fois, on obtient g(g(a)) = g(c) = a. On a donc f(g(a)) 6= g(f(a)), ce qui

montre que f et g ne sont pas faiblement commutatives.
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Chapitre 2

Théorème du point �xe dans l�espace

métrique généralisé

Dans ce chapitre, on introduit la notion de l�espaces métrique généralisé au sens de Perov [38] et

nous donnons quelques dé�nitions et propriétés dans cet espace. Nous proposons également quelques

résultats de point �xe pour des contractions généralisées sur un espace métrique généralisé.

2.1 Quelques dé�nitions et notions de base

2.1.1 Espace métrique généralisé

Dé�nition 2.1.1 [27] Un espace métrique généralisé (E; d) est un ensemble E muni d�une applica-

tion d : E�E ! Rn+ appelée distance ou métrique généralisé, qui satisfait les propriétés suivantes :

(1) 8x; y 2 E : d(x; y) � 0 , Si d(x; y) = 0() x = y,

(2) 8x; y 2 E : d(x; y) = d(y; x),

(3) 8x; y; z 2 E : d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).

On appelle le couple (E; d) un espace métrique généralisé avec :

d(x; y) =

0BB@
d1(x; y)
...

dn(x; y)

1CCA .
Remarque 2.1.1 Si x; y 2 Rn, x = (x1; :::; xn), y = (y1; :::; yn), par x � y on veut dire xi � yi,

pour tout i = 1; :::; n. Donné � 2 Rn, par x � � on veut dire xi � � pour tout i = 1; :::; n. De plus,
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on a :

jxj = (jx1j ; :::; jxnj) .

Dé�nition 2.1.2 [27] Soit E un espace vectoriel sur | = R ou C. Par une norme vectorielle sur
E, on a l�application k:k : E ! Rn+ avec les propriétés suivantes :

1. kxk � 0 pour tout x 2 E, si kxk = 0 alors x = 0,

2. k�xk = j�j kxk pour tous les x 2 E et � 2 |,

3. kx+ yk � kxk+ kyk pour tous les x; y 2 E.

La paire (E; k:k) est appelée un espace normé généralisé. Si la métrique généralisée générée par k:k
(c�est-à-dire d(x; y) = kx� yk) est complet alors l�espace (E; k:k) est appelé un espace de Banach
généralisé. De plus, si k:ki, i = 1; n, sont normes sur E, alors (E; k:k), où :

kx� yk =

0BB@
kx� yk1

...

kx� ykn

1CCA ,
est un espace de Banach généralisé.

2.1.2 Concepts de base

Dé�nition 2.1.3 [27] Pour une boule ouverte de centre x0 et un rayon r, on a l�ensemble :

B (x0; r) = fx 2 E : d (x0; x) < rg ,

pour r = (r1; :::; rn) 2 Rn+.
Pour une boule fermé de centre x0 et de rayon r, on a l�ensemble :

B (x0; r) = fx 2 E : d (x0; x) � rg ,

comme r = (r1; :::; rn) > 0, ri > 0, i = 1; n.

Dé�nition 2.1.4 [27] Soit (E; d) un espace métrique généralisé :

(1) Une suite (up) dans E (ou dans Rn+ ) converge vers u 2 E, si pour tout " 2 Rn+, " > 0

il existe p0 (") 2 N tel que :

d (up; u) � "; pour tout p � p0("):
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(2) On dit qu�une suite (up) est de Cauchy si pour tout " 2 Rn+, " > 0 il existe p0(") 2 N tel
que :

d (up; uq) � ", pour tout p; q � p0(").

(3) On dit que (E; d) est un espace métrique généralisé complet si pour tout suite de Cauchy de

E converge vers une limite dans E.

(4) On dit qu�un sous-ensemble F d�un espace métrique généralisé E est fermé si (up) � F et

up ! u, quand p! +1 implique u 2 F .

En utilisant les dé�nitions ci-dessus, nous avons les propriétés suivantes :Si up ! u quand p! +1,
alors :

(a) La limite u est unique.

(b) Toute sous-suite de (up) converge vers u.

(c) Si aussi up ! u quand p! +1, alors :

d (up; vp)! d (u; v) quand p! +1:

Théorème 2.1.1 [27] Pour l�espace métrique généralisé (E; d), on a :

1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Si une suite de Cauchy (up) a une sous-suite (upk) telle que :

upk ! u quand pk ! +1,

alors :

up ! u quand p! +1.

Preuve.

1) Soit (up)p2N une suite convergente dans E. Pour tout " 2 Rn+ il existe p0(") 2 N tel que :

d(up; u) �
"

2
, pour tout p � p0(").

Alors pour tout p; q � p0(") on a :

d(up; uq) � d(up; u) + d(uq; u) =) d(up; uq) � ".

Donc (up)p2N est une suite de Cauchy dans E.
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2) Soit (up)p2N une suite de Cauchy. Pour tout " 2 Rn+ il existe p0(") 2 N tel que :

d(up; uq) � ", pour tout p; q � p0(").

Ainsi pour tout p 2 N, on obtient :

up 2 B
�
up0("); "+ r

�
, r = max

1�i;j�p0(")�1
d (ui; uj) ,

ceci implique que (up)p2N est borné dans E.

3) Soit (up)p2N une suite de Cauchy et soit (upk)pk2N une sous-suite de (up)p2N telle que

lim
pk!1

upk = u. Pour tout " 2 Rn+ il existe p�("); q�(") 2 N tel que :

d (up; uq) �
"

2
, pour tout p; q � p�("),

et

d (upk ; u) �
"

2
, pour tout pk � q�(").

Alors :

d (up; u) � d (up; upk) + d (upk ; u) � ", pour tout p � max (q� (") ; p� (")) .

Ainsi :

up ! u quand p! +1.

Dé�nition 2.1.5 [27] Soit (E; d) et (F; d0) deux espaces métriques généralisés, et soit x 2 E. Une
fonction f : E ! F est dite continue en x si pour tout " 2 Rn+, " > 0 il existe un certain �(") 2 Rn+,
�(") > 0 tels que :

d
0
(f (x) ; f (y)) < ",

pour tout x; y 2 E et d (x; y) < �(").

Dé�nition 2.1.6 [27] Soit (E; d) un espace métrique généralisé, un sous-ensemble A � E est dit

ouvert si pour toute x0 2 A, il existe r 2 Rn+ avec r > 0 tel que B(x0; r) � A.

Dé�nition 2.1.7 [27] Soit (E; d) un espace métrique généralisé. Un sous-ensemble C de E est

appelé compact si toute suite de C admet une sous-suite convergente dans C.
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Remarque 2.1.2 [27] Dans l�espace métrique généralisé au sens de Perov, les notions de suite de

convergence, de suite de Cauchy, de complétude, de sous-ensemble ouvert et de sous-ensemble fermé

sont similaires à celles des éspaces métriques usuels.

2.1.3 Convergence matricielle

Dé�nition 2.1.8 [38] Une matrice carrée M avec des éléments non négatifs est dite convergente

vers zéro si et seulement si :

Mk ! 0; quand k !1:

Pour prouver les résultats principaux, nous avons besoin du théorème suivant, dont une partie est

un résultat classique en analyse matricielle, voir [25],[23].

Lemme 2.1.1 [30] Soit la matrice M 2Mn�n (R+) . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est convergente vers zéro.

(ii) La matrice (I �M) est non singulier (inversible) et :

(I �M)�1 = I +M +M2 + :::+Mk:::

(iii) Les valeurs propres de M sont dans le disque ouvert, c�est-à-dire j�j < 1 pour tout � 2 C
et det (M � �I) = 0.

(iv) (I �M) est non singulier et (I �M)�1 a des éléments non négatifs.

(v) Mnq ! 0 et qMn ! 0 quand n!1, pour tout q 2 Rn.

Dé�nition 2.1.9 [27] On dit qu�une matrice non singulière A = (aij)1�i;j�n 2 Mn�n (R+) a la
propriété de valeur absolue si :

A�1 jAj � I,

où

jAj = (jaijj)1�i;j�n 2Mn�n (R+) .

Exemple 2.1.1 Voici quelques exemples de matrices convergentes vers zéro :

1. A =

 
a 0

0 b

!
, où a; b 2 R+ et max(a; b) < 1.

2. A =

 
a �c
0 b

!
, où a; b; c 2 R+ et a+ b < 1, c < 1.

3. A =

 
a �a
b �b

!
, où a; b; c 2 R+ et ja� bj < 1, a > 1; b > 0.
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2.2 Résultats principaux

Dé�nition 2.2.1 [33] Soit (E; d) un espace métrique généralisé.

On dit que f : E ! E est un opérateur de Picard si : Fix(f) = x et pour tout x 2 E, la suite

xn = fn(x0) converge vers le point �xe de f .

Remarque 2.2.1 Le résultat principal pour les auto-contractions sur les espaces métriques géné-

ralisés est le théorème du point �xe de Perov.

Dans la suite, nous intéressons à la solvabilité d�un système d�opérateur semi-linéaire de la forme

suivante :

Soit Ti : X2 ! X(i = 1; 2) des opérateurs non linéaires, X est un espace de Banach avec la norme

j:j, tel que : (
T1 (x1; x2) = x1,

T2 (x1; x2) = x2.
(2.1)

Le système (2.1) peut être présenté comme un problème du point �xe : T (u) = u, dans l�espace

X2, où x = (x1; x2) et T = (T1; T2). Le but de cette partie est de montrer qu�on peut obtenir des

résultats amélioré pour le système (2.1), si dans X2 on considère la norme vectorielle :

kxk =
 
jx1j
jx2j

!
,

pour x = (x1; x2) 2 X2, au lieu de la norme scalaire habituelle :

jxjl = jx1j+ jx2j ,

jxjm = max fjx1j ; jx2jg ,

jxje =
q
jx1j2 + jx2j2.

2.2.1 Théorème du point �xe de Perov

Le mathématicien russe A . I. Pervo [38] a dé�ni l�espace canonique généralisé en introduisant

une métrique à valeurs dans Rn. En suite, ce concept d�espace métrique lui a permis de dé�nir
une nouvelle classe d�applications appelées contractions de Pervo qui satisfesaient une condition

contractive similaire à celle de Banach, mais avec une matrice M 2 Mn�n (R+) avec des entrées
non négatives au lieu d�une constante [37].
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Dé�nition 2.2.2 [27],[29] Soit (E; d) un espace métrique généralisé.Une application T : E ! E

est dite contractive s�il existe une matrice M 2Mn�n (R+) convergente vers zéro et :

8x; y 2 E; d (T (x) ; T (y)) �Md (x; y) . (2.2)

Théorème 2.2.1 [27] Soit (E; d) un espace métrique généralisé complet et T : E ! E un opérateur

qui véri�e (2.2). Si la matrice M converge vers zéro, alors :

(i) T admet un point �xe unique x�.

(ii) Pour tout x0 2 E, la suite des approximations successives
�
T k (x0)

�
k
converge vers x�.

(iii) Pour tout k 2 N+, d(T k(x0); x
�) �Mk(I �M)�1d(T (x0); x0).

2.2.1.1 Application du théorème de Perov

Au début, nous présentons une application du théorème de Perov pour le système (2.1).

Théorème 2.2.2 [30] Supposons que pour tout i 2 f1; 2g, il existe des nombres non négatifs �i et
�i tel que pour tout x1; x2; y1; y2 2 X :

jTi (x1; x2)� Ti (y1; y2)j � �i jx1 � y1j+ �i jx2 � y2j . (2.3)

De plus, nous supposons que :

M =

"
�1 �1

�2 �2

#
, (2.4)

est une matrice convergente vers zéro.

Alors (2.1) admet une solution unique x = (x1; x2) dans X2 et T ki (y) ! xi, quand k ! 1, pour
chaque y 2 X2 et i = 1; 2.

Preuve. [30] La condition (2.3) peut être réécrit comme suit :

kT (x)� T (y)k �M kx� yk .

Ainsi, le théorème du point �xe de Perov est applicable avec E = X2 et d(x; y) = kx� yk.

2.2.2 Théorème du point �xe de Brouwer

Ce théorème de Brouwer donne l�existence d�un point �xe (mais pas nécessairement l�unicité )

pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de dimension �nie.
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Théorème 2.2.3 [35] Soit E un compact, convexe non vide de Rn et T : E ! E une application

continue. Alors T admet au moins un point �xe dans E.

Remarque 2.2.2 [35] Les parties convexes et compactes de R sont les segments. Ce théoréme prend
donc dans le cas n = 1 la forme particuliére suivante :

Théorème 2.2.4 [35] Si T : [a; b]! [a; b] est continue, alors il existe x 2 [a; b] tel que T (x) = x.

Preuve. [35] Si T est continue de [a; b] dans lui-même, la fonction N : x! T (x)� x est continue,
prend en a :

T (a)� a � 0,

et en b la valeur :

T (b)� b � 0:

Alors par le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction N s�annule en un point x0, qui est un

point �xe de T .

2.2.3 Théorème du point �xe de Schauder

Le théorème du point �xe de Schauder est une extension aux espaces vectoriels normés de dimension

in�nie du théorème de point �xe de Brouwer.

Théorème 2.2.5 [30] Soit C un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d�un espace de

Banach E et T : C ! C une application compacte. Alors T possède un point �xe. Plus généralement,

si C est un compact convexe alors toute fonction continue de C sur C possède un point �xe.

2.2.3.1 Application du théorème de Schauder

Théorème 2.2.6 [30] Supposons que pour tout i 2 f1; 2g, l�opérateur Ti est continue et qu�il existe
des nombres non négatifs �i; �i et i, et pour tout x1; x2 2 X, on a :

jTi (x1; x2)j � �i jx1j+ �i jx2j+ i. (2.5)

De plus, supposons que la condition (2.4) est véri�e. Alors (2.1) admet au moins une solution

x = (x1; x2) avec : "
jx1j
jx2j

#
� (I �M)�1

"
1

2

#
.
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Preuve. [30] On peut écrire (2.5) sous forme de matrice comme suit :"
jT1 (x)j
jT2 (x)j

#
�M

"
jx1j
jx2j

#
+

"
1

2

#
. (2.6)

On applique le théorème de Schauder pour une restriction de T à un sous ensemble de X2 de la

forme :

D =
�
x = (x1; x2) 2 X2 : jx1j � R1 et jx2j � R2

	
.

Ainsi, le problème d�existence se réduit à la condition d�invariance N (D) � D. Par conséquent, il

faut trouver deux nombres non négatifs R1,R2 tel que :

jx1j � R1, jx2j � R2 implique jT1 (x)j � R1, jT2 (x)j � R2.

D�après (2.6), si jxij � Ri pour i = 1; 2 , alors :"
jT1 (x)j
jT2 (x)j

#
�M

"
R1

R2

#
+

"
1

2

#
:

Par conséquent, il su¢ rait que :

M

"
R1

R2

#
+

"
1

2

#
=

"
R1

R2

#
,

qu�est : "
R1

R2

#
= (I �M)�1

"
1

2

#
. (2.7)

L�équation (2.7) nous donne des constantes non négatives R1,R2, puisque 1; 2 � 0 et (I �M)�1

a des éléments non négatifs d�après le Lemme (2.1.1).

2.2.4 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Krasnoselskii a combiné le théorème de point �xe de Banach et celui de Schauder et a établi un

nouveau théorème de point �xe qui a porté son nom. Ce théorème a été l�objet de plusieurs articles

de recherche et possède de nombreuses applications intèressantes en analyse non linèair.

Théorème 2.2.7 [30] Soit (E; j:j0) un espace de Banach, et W un ensemble convexe et fermé qui

satisfait �W � W pour tout � � 0 et qui n�est pas un sous-espace linéaire de E. On suppose que
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T : W ! W est un opérateur continue avec �; � > 0 et � 6= � tel que :

x 6= �T (x) , pour jxj0 = � et � 2 (0; 1) , (2.8)

x 6= �T (x) , pour jxj0 = � et � 2 (1;1) , (2.9)

et

inf fjT (x)j0 : jxj0 = �g > 0. (2.10)

Alors T possède au moins un point �xe x avec :

min f�; �g � jxj0 � max f�; �g .

Notez qu�une condition su¢ sante pour (2.8) est que :

jT (x)j0 � jxj0 , pour jxj0 = �.

De plus, une condition su¢ sante pour (2.9) et (2.10) est que :

jT (x)j0 � jxj0 , pour jxj0 = �.

2.2.4.1 Application du théorème de Krasnoselskii

Dans cette section, la notation j:j0 représente toute norme sur X2. Aussi, pour une matrice carrée

M de nombres non négatifs, la notation M � 1 signi�e que �M est convergent vers zéro pour tous

� 2 (0; 1), ou équivalent, que j�j � 1 pour tout � 2 C avec det (M � �I) = 0.

Théorème 2.2.8 [30] Soit K un ensemble un ensemble fermé et convexe qui satisfait �K � K

pour tout � � 0, et qui n�est pas un sous-espace linéaire de X de l�espace de Banach (X; j:j) et soit
Ti : K

2 ! K des applications continues, i = 1; 2. Supposons qu�il existe �,� 2 (0;1) avec � 6= �,

et les nombres non négatifs ai; bi; a
0
i; b

0
i (i = 1; 2) tel que :

jTi (x)j � ai jx1j+ bi jx2j , pour jxj0 = �; i = 1; 2, (2.11)

jxij � a
0

i jT1 (x)j+ b
0

i jT2 (x)j , pour jxj0 = �; i = 1; 2. (2.12)

Si en plus M � 1 et M 0 � 1 où :

M =

"
a1 b1

a2 b2

#
, et M

0
=

"
a
0
1 b

0
1

a
0
2 b

0
2

#
,
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alors (2.1) possède au moins une solution x = (x1; x2) 2 K �K satisfaisant :

min f�; �g � jxj0 � max f�; �g .

Preuve. [30] Notez que les conditions (2.11) et (2.12) peuvent être écrites sous la forme :

kT (x)k �M kxk , pour jxj0 = �,

et respectivement :

M
0 kT (x)k � kxk , pour jxj0 = �. (2.13)

D�abord, nous montrons que x 6= �T (x) pour tous les x 2 K2 avec jxj0 = � et � 2 (0; 1) . En
e¤et, si x = �T (x) pour certains x avec jxj0 = � et � 2 (0; 1), puis kxk = � kT (x)k � �M kxk.
Ainsi (I � �M) kxk � 0.
Puisque �M est convergent vers zéro, on en déduit que kxk � (I � �M)�1 0 = 0, d�où x = 0. Cela

contredit jxj0 = � > 0.

Ensuite, nous prouvons que x 6= �T (x) pour tous x 2 K2 avec jxj0 = � et � 2 (1;1).
En e¤et, si x 2 �T (x) pour certains x avec jxj0 = � et � 2 (1;1), puis kxk = � kT (x)k,et ainsi

M
0 kxk = �M

0 kT (x)k � � kxk.
Par conséquent,

�
I � 1

�
M

0� kxk � 0, d�où :kxk �
�
I � 1

�
M

0��1
0. Ainsi x = 0, ce qui contredit

jxj0 = � > 0.

En�n, nous notons que (2.13) garantit que : inf fjT (x)j0 : jxj0 = �g > 0. Par conséquent, nous

pouvons appliquer le théorème de Krasnoselskii à E 2 X2 et à W 2 K2.

2.3 Comparaison entre la norme vectorielle et la norme

scalaire

Premièrement, on considère la norme scalaire jxjl = jx1j+jx2j. Alors, siN1,N2 véri�ant les conditions
de Lipschitz (2.3), on obtient :

jN(x)�N(y)jl � maxfa1 + a2; b1 + b2gjx� yjl, pour tout x; y 2 X2. (2.14)

De la même manière , si N1, N2 satisfaisant (2.5), alors :

jN(x)jl � maxfa1 + a2; b1 + b2gjujl + c1 + c2. (2.15)
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En�n, si N1,N2 sont comme dans le théorème (2.2.6), et x est une solution quelconque de :(
�N1(x1; x2) = x1,

�N2(x1; x2) = x2.

Alors :

jxjl � maxfa1 + a2; b1 + b2gjxjl + c1 + c2. (2.16)

Par conséquent, le principe de contraction de Banach et le théorème de Schauder peuvent être

appliqués tant que :

� = maxfa1 + a2; b1 + b2g < 1. (2.17)

Deuxièmement, si dans X2, on considère la norme scalaire jxjjm = maxfjx1j; jx2jg, alors les formules
correspondantes pour (2.14) et (2.16) sont respectivement :

jN(x)�N(y)jm � maxfa1 + b1; a2 + b2gjx� yjm
jN(x)jm � maxfa1 + b1; a2 + b2gjxjm +maxfc1 + c2g

jxjm � maxfa1 + b1; a2 + b2gjxjm +maxfc1 + c2g.

Ainsi, avec ce choix de la norme scalaire dans X2, les trois résultats précédents de l�analyse fonc-

tionnelle non linéaire s�appliquent à condition que :

� = maxfa1 + a2; b1 + b2g < 1.

Troisième, de la même manière, si la norme euclidienne jxje =
p
jx1j2 + jx2j2 est considérée dans

X2, les formules correspondantes de (2.14) et (2.16) sont respectivement :

jN(x)�N(y)je �
q
a21 + a22 + b21 + b22jx� yje,

jN(x)je �
q
a21 + a22 + b21 + b22jxje +

q
c21 + c22,

jxje �
q
a21 + a22 + b21 + b22jxje +

q
c21 + c22.

Ainsi, la condition d�applicabilité des résultats abstraits ci-dessus est l�inégalité suivante :

 = a21 + a22 + b21 + b22 < 1. (2.18)

Exemple 2.3.1 Les exemples suivants montrent qu�en général la condition que M est une matrice
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convergente vers zéro et plus faible que les conditions (2.17)-(2.18).

1. Soit :

M =

 
a a

b b

!
,

alors, les valeurs propres de M sont : �1 = 0, �2 = a+ b . Ainsi, la matrice M converge vers

zéro si et seulement si a+ b < 1. De plus, on a :

� = a+ b,� = max f2a+ 2bg , = 2(a2 + b2),

qui montrent qu�en général, chacune des conditions � < 1 et  < 1 sont plus restrictive que

la condition M converge vers zéro.

2. Soit :

M =

 
a b

0 c

!
,

les valeurs propres de M sont : �1 = a, �2 = c . Alors, M converge vers zéro si et seulement

si maxfa; cg < 1. Par conséquent :

� = max fa; b+ cg ,� = max fa+ b; cg , = a2 + b2 + c2,

qui montrent qu�en général, chacune des conditions � < 1, � < 1 et  < 1 sont plus restrictive

que la condition M converge vers zéro.
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Chapitre 3

Théorème du point �xe dans l�espace

b-métrique généralisé

La théorie du point �xe dans l�espace b-métrique est un domaine très dynamique dans la re-

cherche mathématique. En 1989, Bakhtin [3] a introduit le concept d�espace b-métrique comme une

généralisation d�espace métrique. Ensuite en 1993, Czerwik [15] a étendu cette notion. Pour cette

raison, de nombreux chercheurs ont présenté la généralisation du célèbre théorème des points �xes

de Banach dans l�espace b-métrique (voir [9].[2].[5].[8]).

3.1 L�espace b-métrique

Dé�nition 3.1.1 [1]Soit E un ensemble non vide et s � 1 un nombre réel donné. L�application

d : E � E ! R+ est appelée b-métrique si les conditions suivantes sont véri�ées :

1) 8x; y 2 E : d(x; y) = 0() x = y,

2) 8x; y 2 E : d(x; y) = d(y; x),

4) 8x; y; z 2 E : d(x; z) � s[d(x; y) + d(y; z)].

Le couple (E; d) est un espace b-métrique.

Il est clair que la dé�nition de l�espace b-métrique est une extension de l�espace métrique habituel.

De plus, si nous considérons s = 1 dans la dé�nition 3.1.1, nous obtenons la dé�nition de l�espace

métrique habituel. Cependant, une b-métrique sur E n�est pas nécessairement une métrique sur E

comme le montre les exemples suivantes.

Exemple 3.1.1 1) Soit E = f4; 5; 6g et :
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d(4; 5) = d(5; 4) = 1, d(4; 6) = d(6; 4) = 4, d(5; 6) = d(6; 5) = 2 et

d(4; 4) = d(5; 5) = d(6; 6) = 0. Alors :

d(x; y) � 4

3
[d(x; z) + d(z; y)] pour tout x,y,z 2 E.

Alors (E; d) est un espace b-métrique (s = 4
3
) mais (E; d) n�est pas un espace

métrique car l�inégalité triangulaire n�est pas véri�ée :

4 = d (4; 6) > d (4; 5) + d (5; 6) = 1 + 2 = 3.

2) Si (E; d) un espace métrique et � � 1, alors d�(x; y) est une b-métrique :

d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)

d�(x; y) � [d(x; z) + d(z; y)]�

� 2� [max(d(x; z); d(z; y))]�

� 2� [d�(x; z) + d�(z; y)] .

3.1.1 Concepts de base

Dé�nition 3.1.2 [12]Soit (E; d) un espace b-métrique,

1) La boule ouverte notée par B(x; r) de centre x 2 E et de rayon r > 0 donné par :

B(x; r) = fy 2 E : d(x; y) < rg :

2) Un sous ensebmle Y de E est appelé ouvert si pour chaque x 2 Y il existe rx > 0 telle que

B(x; rx) � Y .

Dé�nition 3.1.3 [13]Soit (E; d) un espace b-métrique. Les notions suivantes sont des déductions

naturelles des versions métriques correspondantes :

(i) Une suite fungn2N dans E est convergente vers u 2 E si lim
n!1

d(un; u) = 0.

(ii) Une suite fungn2N dans E est de Cauchy si pour tout " > 0, il existe N" tel que :

d(un; um) < ", pour tout m;n � N".

(iii) On dit que (E; d) est un espace b-métrique complet si toute suite de Cauchy est convergente
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dans E.

Dé�nition 3.1.4 [13] Soient (E; d) et (E 0
; d

0
) deux espaces b-métriques de coe¢ cient s et s

0
, res-

pectivement. Une application T : E ! E
0
est dite continue si chaque suite fung dans E, qui converge

vers u 2 E par rapport à d, alors Tun converge vers Tu par rapport à d
0
.

Remarque 3.1.1 [13] Dans un espce b-métrique, les a¢ rmations suivantes sont satisfaisantes :

1) Une suite convergente a une unique limite.

2) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

3) On générale l�espace b-metrique est non continu [18].

Exemple 3.1.2 [20] Soit E = N [ f1g et d : E � E ! R est dé�nie par :

d(m;n) =

8>>>><>>>>:
0, si m = n,�� 1
m
� 1

n

�� , si n,m sont pairs ou nm =1,
5, si n;m sont impairs et m 6= n,

2, sinon.

Ensuite, en considérant tous les cas possibles, on peut véri�er que (E; d) est un espace b-métrique

avec s = 5
2
. Cependant, soit un = 2n pour chaque n 2 N. Alors :

d(2n;1) = 1

2n
! 0 quand n! +1.

C�est à dire, un ! +1 mais d(u2n; 1) = 29 5 = d(+1; 1) quand n! +1.

Dé�nition 3.1.5 [7] Soit (E; d) un espace b-métrique. Si Y est un sous ensemble non vide de

E, alors la fermeture Y de Y est l�ensemble des limites de toutes les suites convergentes dans Y ,

c�est-à-dire :

Y =

�
u 2 E : il existe une suite fung dans Y tel que lim

n!+1
un = u

�
.

Dé�nition 3.1.6 [7]Soit (E; d) un espace b-métrique. Alors un sous-ensemble Y � X est appelé :

1) Fermé si et seulement si pour chaque suite fungn2N dans Y qui converge vers un élément u,

on a u 2 Y (i.e.Y = Y ).

2) Compact si et seulement si pour toute suite d�éléments de Y il existe une sous-suite qui

converge vers un élément de Y .
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3.2 L�espace b-métrique généralisé

Dé�nition 3.2.1 [16]Soit E un ensemble non vide et s � 1 un nombre réel donné. L�application
d : E � E ! Rn+ est appelée b-métrique généralisé à condition que :

i) 8x; y 2 E : d(x; y) = 0; x = y,

ii) 8x; y 2 E : d(x; y) = d(y; x),

iii) 8x; y; z 2 E : d(x; z) � s [d(x; y) + d(y; z)].

Le couple (E; d) est un espace b-métrique généralisé.

Remarque 3.2.1 1. La classe des espaces b-métriques généralisés est plus grande que celle des

espaces métriques, car un espace b-métrique généralisé est un espace métrique généralisé si

s = 1 dans la troisième hypothèse dé�nie ci-dessus.

2. Si n = 1, on obtient le concept de b-métrique introduit par Bakhtin.

Dé�nition 3.2.2 [16] Soit (E; d) un espace b-métrique généralisé :

(i) On dit qu�une suite fungn2N dans E est convergente si et seulement s�il existe u 2 E tel que

pour tout " > 0 il existe n(") 2 N tel que pour tout n � n(") on a d(un; u) < ". Dans ce cas,

on note :

lim
n!+1

d(un; u) = 0 =) lim
n!+1

un = u.

(ii) On dit qu�une suite fungn2N dans E est de Cauchy si et seulement si :

8" > 0;9n(") 2 N;8m;n � n("),d(un; um) < ".

(iii) On dit que (E; d) est un espace b-métrique généralisé complet si toute suite de Cauchy est

convergente dans E.

Dé�nition 3.2.3 [16]Soit (E; d) un espace b-métrique généralisé. Alors un sous-ensemble Y � X

est appelé :

1) Fermé si et seulement si pour chaque suite fungn2N dans Y qui converge vers un élément u,

on a u 2 Y (i.e.Y = Y ).

2) Compact si et seulement si pour toute suite d�éléments de Y il existe une sous-suite qui

converge vers un élément de Y .

La convergence matricielle dans l�espace b-métrique généralisé elle est comme dans l�espace mé-

trique généralisé.
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3.3 Théorème du point �xe dans l�espace b-métrique géné-

ralisé

Dé�nition 3.3.1 [5] Soit f et g deux fonction d�un espace b-métrique généralisé (E; d). Un élément

x 2 E est dit point �xe commun de f et g si et seulement si x = f(x) = g(x).

3.3.1 Théorème du point �xe pour deux opérateurs sur un espace b-

métrique généralisé

Théorème 3.3.1 Soit (E; d) un espace b-métrique généralisé complet, supposons que les opérateurs

f; g : E ! E satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) (I �N � Ps) est inversible (I �N � Ps)�1 2Mn�n (R+) et (I � sN � s2P ) est inversible et
(I � sN � s2P )�1 2Mn�n (R+),

ii) sC converge vers zéro, où C = (I �N � Ps)�1(M +N + Ps),

iii) d(fx; gy) �Md(x; y) +N [d(x; fx) + d(y; gy)] + P [d(x; gy) + d(y; fx)], pour tout x; y 2 E.

Alors :

1. f et g admet un point �xe commun x� dans E.

2. Si, de plus (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+), alors x� est unique.

Preuve.

1) Soit x0 un point de E, on considère la suite d�approximations successives (xn)n2N pour f et g,

dé�nie par :

x2n+1 = fx2n; n = 0; 1; :::

x2n+2 = gx2n+1; n = 0; 1; :::

On a :

d(x2n; x2n+1) = d(gx2n�1; fx2n)

�Md(x2n�1; x2n) +N [d(x2n; fx2n) + d(x2n�1; gx2n�1)]

+ P [d(x2n; gx2n�1) + d(x2n�1; fx2n)]

=Md(x2n�1; x2n) +N [d(x2n; x2n+1) + d(x2n�1; x2n)]

+ Pd(x2n�1; x2n+1)
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d(x2n; x2n+1) �Md(x2n�1; x2n) +N [d(x2n; x2n+1) + d(x2n�1; x2n)]

+ Ps [d(x2n�1; x2n) + d(x2n; x2n+1)] .

Cela implique que :

d(x2n; x2n+1) � (I �N � Ps)�1(M +N + Ps)d(x2n�1; x2n) = Cd(x2n�1; x2n).

De manière similaire, on a :

d(x2n+1; x2n+2) = d(fx2n; gx2n+1)

�Md(x2n; x2n+1) +N [d(x2n; fx2n) + d(x2n+1; gx2n+1)]

+ P [d(x2n; gx2n�1) + d(x2n+1; fx2n)]

=Md(x2n; x2n+1) +N [d(x2n; x2n+1) + d(x2n+1; x2n+2)]

+ Pd(x2n; x2n+2)

�Md(x2n; x2n+1) +N [d(x2n; x2n+1) + d(x2n+1; x2n+2)]

+ Ps [d(x2n; x2n+1) + d(x2n+1; x2n+2)] .

Ainsi

d(x2n+1; x2n+2) � (I �N � Ps)�1(M +N + Ps)d(x2n; x2n+1) = Cd(x2n; x2n+1).

On obtient :

d(xn ; xn+1) � Cnd(x0; x1); pour chaque n 2 N.

Pour prouver que (xn)n2N est une suite de Cauchy, nous estimons d(xn; xn+p) en utilisant l�inégalité

triangulaire :

d(xn; xn+p) � sd(xn; xn+1) + s2d(xn+1; xn+2) + :::+ sp�2d(xn+p�3; xn+p�2)

+ sp�1d(xn+p�2; xn+p�1) + sp�1d(xn+p�1; xn+p)

� sCnd(x0; x1) + s2Cn+1d(x0; x1) + :::+ sp�2Cn+p�3d(x0; x1)

+ sp�1Cn+p�2d(x0; x1) + sp�1Cn+p�1d(x0; x1)

= sCnd(x0; x1)
�
I + sC + :::+ sp�2Cp�2 + sp�2Cp�1

�
� sCnd(x0; x1)

�
I + sC + :::+ sp�2Cp�2 + sp�1Cp�1

�
� sCnd(x0; x1)(I � sC)�1

� (sC)nd(x0; x1)(I � sC)�1.
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Notez que (I � sC) est inversible puisque sC converge vers zéro. Cela implique que (xn)n2N est

une suite de Cauchy. En utilisant le fait que (E; d) est complet, nous obtenons que (xn)n2N conv-

erge dans E. Ainsi, il existe x� 2 E tel que d(xn; x�)! 0, quand n! +1.

Maintenant, nous montrons que x� est un point �xe pour f en estimant d(f(x�); x�), on obtient :

d(fx�; x�) � sd(fx�; gx2n+1) + sd(x2n+2; x
�)

d(fx�; x�)� sd(x2n+2; x
�) � sd(fx�; gx2n+1)

et

d(fx�; gx2n+1) �Md(x�; x2n+1) +N [d(x�; fx�) + d(x2n+1; gx2n+1)]

+ P [d(x�; gx2n+1) + d(x2n+1; fx
�)]

=Md(x�; x2n+1) +N [d(x�; fx�) + d(x2n+1; x2n+2)]

+ P [d(x�; x2n+2) + d(x2n+1; fx
�)] .

On obtient :

d(fx�; x�)� sd(x2n+2; x
�) � sMd(x�; x2n+1) + sN [d(x�; fx�) + d(x2n+1; x2n+2)]

+ sP [d(x�; x2n+2) + s(d(x2n+1; x
�) + d(x�; fx�))].

Passant à la limite et comme (I � sN � s2P ) est inversible et (I � sN � s2P )�1 2Mn�n (R+),

donc x� est un point �xe pour f .

Pour montrer que g(x�) = x� en utilisant la condition (iii), on trouve :

d(x�; gx�) = d(fx�; gx�)

�Md(x�; x�) +N [d(x�; fx�) + d(x�; gx�)]

+ P [d(x�; gx�) + d(x�; fx�)] .

On obtient :

(I �N � P )d(x�; gx�) � 0.

Notant que (I �N �P ) est inversible et (I �N �P )�1 2Mn�n (R+), alors x� = gx�, donc x� est

un point �xe commun pour f et g.

2) Maintenant, nous montrons que f et g ont un point �xe commun unique.
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Nous supposons qu�il existe un autre point �xe w pour f , en utilisant la condition (iii), on aura :

d(w; x�) = d(fw; gx�)

�Md(w; x�) +N [d(w; fw) + d(x�; gx�)]

+ P [d(w; gx�) + d(x�; fw)]

� (M + 2P )d(w; x�).

On obtient :

(I �M � 2P )d(w; x�) � 0.

Comme (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+), donc x� est un point �xe

commun unique pour f et g.

Dans le théorème précédent si s = 1, nous obtenons le concept d�espace métrique généralisé,

dans ce cas on a :

Corollaire 3.3.1 Soit (E; d) un espace métrique complet, supposons que les opérateurs

f; g : E ! E satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) (I �N � P ) est inversible (I �N � P )�1 2Mn�n (R+),

ii) C converge vers zéro, où C = (I �N � P )�1(M +N + P ),

iii) d(fx; gy) �Md(x; y) +N [d(x; fx) + d(y; gy)] + P [d(x; gy) + d(y; fx)], pour tout x; y 2 E.

Alors :

1. f et g admet un point �xe commun x� dans E.

2. Si, de plus (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+), alors x� est unique.

Preuve. On suit les mêmes étapes de la preuve du théorème (3.3.1), on obtient :

d(xn; xn+p) � Cnd(x0; x1)(I � C)�1.

Puisque C converge vers zéro alors (I � C) est inversible. Cela implique que la suite (xn)n2N est

de Cauchy. D�autre part (E; d) est complet alors la suite (xn)n2N est convergente dans E. Donc il

existe x� 2 E tel que d(xn; x�)! 0, quand x� ! +1.
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Maintenant, nous montrons que x� est un point �xe pour f , pour tout entier positif n, en utilisant

la condition (iii), on a :

d(fx�; x2n+2) � d(fx�; gx2n+1)

�Md(x�; x2n+1) +N [d(x�; fx�) + d(x2n+1; gx2n+1)]

+ P [d(x�; gx2n+1) + d(x2n+1; fx
�)]

=Md(x�; x2n+1) +N [d(x�; fx�) + d(x2n+1; x2n+2)]

+ P [d(x�; x2n+2) + d(x2n+1; fx
�)] .

Passant à la limite et comme dans l�espace métrique généralisé d est continue, alors (I � N � P )

est inversible et (I �N � P )�1 2 Mn�n (R+). Cela implique que x� = f(x�) donc x� est un point

�xe pour f . Le reste de la preuve se fait comme dans la preuve du théorème (3.3.1).

Si n = 1 dans le théorème précédent, on obtient le concept d�espace b-métrique introduit par

Bakhtin, dans ce cas on a :

Corollaire 3.3.2 Soit (E; d) un espace b-métrique complet. Supposons que les opérateurs

f; g : E ! E satisfaisant les conditions suivantes :

Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) d(fx; gy) �Md(x; y) +N [d(x; fx) + d(y; gy)] + P [d(x; gy) + d(y; fx)], pour tout x; y 2 E.

ii) sC < 1 avec C = M+N+Ps
1�N�Ps , sN + s2P < 1 et N + Ps < 1.

1. f et g admet un point �xe commun x� dans E.

2. Si M + 2P < 1 alors x� est unique.

3.3.2 Théorème du point �xe pour deux opérateurs sur un espace b-

métrique généralisé avec deux b-métriques

Théorème 3.3.2 [6] Soit (E; �) un espace b-métrique généralisé complet et d une autre b-métrique

à valeur vectorielle sur E. Supposons que les opérateurs f; g : E ! E satisfaisant les conditions

suivantes :

a) Il existe une matrice U 2Mn�n (R+) tel que �(x; y) � Ud(x; y), pour tous x; y 2 E,

b) f est (�; �)-continue,

c) Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

1. (I �N � Ps) est inversible (I �N � Ps)�1 2Mn�n (R+).
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2. sC est converge vers zéro, où C = (I �N � Ps)�1(M +N + Ps).

3. d(fx; gy) �Md(x; y) +N [d(x; fx) + d(y; gy)] + P [d(x; gy) + d(y; fx)], pour tout

x; y 2 E.

Alors :

i) f et g admet un point �xe commun x� dans E.

ii) Si (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2 Mn�n (R+), alors x� est un point �xe
commun unique de f ,g.

Preuve. Comme dans la preuve du théorème(3.3.1), on obtient que (xn)n2N est d-Cauchy. D�après

la condition (a) la suite (xn)n2N est �-Cauchy. Puisque (E; �) est un espace b-métrique généralisé

complet, il existe x� 2 E tel que �(x2n+1; x�)! 0, quand n! +1.
Par (b), on a que �(f(x2n); f(x�)) ! 0, quand n ! 1. Mais �(f(x2n); f(x�)) = �(x2n+1; f(x

�)).

Alors,on a x� = f(x�). Donc x� est un point �xe pour f et �(fn(x0); x�)! 0, quand n! +1.
Le reste de la preuve ce fait comme dans le théorème(3.2.1).

Maintenant, nous présentons le théorème précédent dans le cas d�espace métrique généralisé.

Corollaire 3.3.3 Soit (E; �) un espace métrique généralisé complet et d une autre métrique à valeur

vectorielle sur E. Supposons que les opérateurs f; g : E ! E véri�ant les conditions suivantes :

a) Il existe une matrice U 2Mn�n (R+) tel que �(x; y) � Ud(x; y), pour tous x; y 2 E,

b) f est (�; �)-continue,

c) Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) (I �N � P ) est inversible (I �N � P )�1 2Mn�n (R+),

ii) C converge vers zéro, où C = (I �N � P )�1(M +N + P ),

iii) d(fx; gy) �Md(x; y) +N [d(x; fx) + d(y; gy)] + P [d(x; gy) + d(y; fx)], pour tout

x; y 2 E.

Alors :

1. f et g admet un point �xe commun x� dans E.

2. Si, de plus (I�M �2P ) est inversible et (I�M �2P )�1 2Mn�n (R+), alors x� est un point
�xe commun unique de f ,g.
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3.3.3 Théorème du point �xe pour quatre opérateurs sur un espace

b-métrique généralisé

Dé�nition 3.3.2 Soient f ,g deux opérateurs d�un espace b-métrique généralisé (E; d). f et g sont

dites faiblement compatibles s�ils commutent à leurs points de coïncidence, l�égalité fu = gu pour

un certain u 2 E implique que fgu = gfu.

Le premier résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 3.3.3 [5] Soit (E; d) un espace b-métrique généralisé, supposons que les opérateurs

f; g; Set T satisfaisant les conditions suivantes :

f(E) � T (E); g(E) � S(E). (3.1)

Supposons que l�un de S(E), T (E), f(E) et g(E) est un sous-espace complet de E et les paires

(S; f) et (T; g) sont faiblement compatibles. Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) (I �N � Ps) est inversible (I �N � Ps)�1 2Mn�n (R+),

ii) sC converge vers zéro, où C = (I �N � Ps)�1(M +N + Ps),

iii) (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+),

iv) d(fx; gy) � Md(Sx; Ty) + N [d(Sx; fx) + d(Ty; gy)] + P [d(Sx; gy) + d(Ty; fx)], pour tout

x; y 2 E.

Alors f , g, S, T ont un point �xe commun unique x�.

Preuve. [5] Soit x0 un point de E. Par (3.1), on peut dé�nir une suite fyng dans E tel que :

y2n = Tx2n+1 = fx2n;

y2n+1 = Sx2n+2 = gx2n+1:

On a :

d(y2n; y2n+1) = d(fx2n; gx2n+1)

�Md(Sx2n; Tx2n+1) +N [d(Sx2n; fx2n) + d(Tx2n+1; gx2n+1)]

+ P [d(Sx2n; gx2n+1) + d(Tx2n+1; fx2n)]

=Md(y2n�1; y2n) +N [d(y2n�1; y2n) + d(y2n; y2n+1)]

+ Pd(y2n�1; y2n+1),
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d(y2n; y2n+1) �Md(y2n�1; y2n) +N [d(y2n�1; y2n) + d(y2n; y2n+1)]

+ Ps [d(y2n�1; y2n) + d(y2n; y2n+1)] .

Cela implique que :

d(y2n; y2n+1) � (I �N � Ps)�1(M +N + Ps)d(y2n�1; y2n) = Cd(y2n�1; y2n).

De manière similaire, on a :

d(y2n+1; y2n+2) = d(fx2n+2; gx2n+1)

�Md(Sx2n+2; Tx2n+1) +N [d(Sx2n+2; fx2n+2)

+ d(Tx2n+1; gx2n+1)] + P [d(Sx2n+2; gx2n+1) + d(Tx2n+1; fx2n+2)]

=Md(y2n+1; y2n) +N [d(y2n+1; y2n+2) + d(y2n; y2n+1)]

+ Pd(y2n; y2n+2)

�Md(y2n; y2n+1) +N [d(y2n+1; y2n+2) + d(y2n; y2n+1)]

+ Ps [d(y2n; y2n+1) + d(y2n+1; y2n+2)] .

Ainsi :

d(y2n+1; y2n+2) � (I �N � Ps)�1(M +N + Ps)d(y2n; y2n+1) = Cd(y2n; y2n+1).

On obtient :

d(yn; yn+1) � Cnd(x0; x1); pour chaque n 2 N:

Pour prouver que (yn)n2N est une suite de Cauchy, nous estimons d(yn; yn+p) en utilisant l�inégalité

triangulaire :

d(yn; yn+p) � sd(yn; yn+1) + s2d(yn+1; yn+2) + :::+ sp�2d(yn+p�3; yn+p�2)

+ sp�1d(yn+p�2; yn+p�1) + sp�1d(yn+p�1; yn+p)

� sCnd(y0; y1) + s2Cn+1d(y0; y1) + :::+ sp�2Cn+p�3d(y0; y1)

+ sp�1Cn+p�2d(y0; y1) + sp�1Cn+p�1d(y0; y1)

= sCn
�
I + sC + :::+ sp�2Cp�2 + sp�2Cp�1

�
d(y0; y1)

� sCn
�
I + sC + :::+ sp�2Cp�2 + sp�1Cp�1

�
d(y0; y1)

� sCn(I � sC)�1d(y0; y1)
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d(yn; yn+p) � (sC)n(I � sC)�1d(y0; y1).

Notez que (I � sC) est inversible puisque sC converge vers zéro. Cela implique que fyng est une
suite de Cauchy dans E, donc la sous-suite fyng = ffx2ng � f(E) est une suite de Cauchy dans

f(E). Puisque T (E) est complet, il converge vers un point x� = Tv pour un certain v 2 E.
Par conséquent, la suite fyng converge aussi vers x� et les sous-suites fSx2n+2g, fgx2n+1g et ffx2ng
convergent vers x�.

Si x� 6= gv, en utilisant la condition de contraction, on obtient :

d(fx2n; gv) �Md(Sx2n; T v) +N [d(Sx2n; fx2n) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Sx2n; gv) + d(Tv; fx2n)]

=Md(y2n�1; x
�) +N [d(y2n�1; y2n) + d(x�; gv)]

+ Ps [d(y2n�1; x
�) + d(x�; gv)] + Pd(x�; y2n).

Lorsque n!1, on obtient :
(I �N � Ps)d(x�; gv) � 0.

Notant que (I � N � Ps) est inversible et (I � N � Ps)�1 2 Mn�n (R+), alors on obtient que
x� = Tv = gv. Puisque g(E) � S(E), il existe un u 2 E tel que x� = Su = gv.

Si x� 6= fu, en utilisant la condition de contraction, on a :

d(fu; gv) �Md(Su; Tv) +N [d(Su; fu) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Su; gv) + d(T (v); f(u))]

=Md(x�; x�) +N [d(x�; fu) + d(x�; x�)]

+ P [d(x�; x�) + d(x�; fu)] .

On obtient :

(I �N � P )d(fu; x�) � 0.

Comme (I �N � P ) est inversible et (I �N � P )�1 2 Mn�n (R+), on obtient que x� = Su = fu.

Comme les couples (S; f) et (T; g) sont faiblement compatibles, on obtient fx� = Sx� et gx� = Tx�.

Maintenant, nous prouvons que x� = fx� = Sx�,

d(fx�; x�) = d(fx�; gv)

�Md(Sx�; T v) +N [d(Sx�; fx�) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Sx�; gv) + d(Tv; fx�)]

41



Chapitre 3. Théorème du point �xe dans l�espace b-métrique généralisé

d(fx�; x�) =Md(fx�; x�) + P [d(fx�; x�) + d(x�; fx�)].

Comme (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+) cela implique que
x� = fx� = Sx�.

De même, on peut prouver que x� = gx� = Tx�. Donc x� est un point �xe commun de f , g, S et T .

S�il existe un autre point �xe commun w dans E pour f , g, S et T , alors :

d(w; x�) = d(fw; gx�)

�Md(Sw; Tx�) +N [d(Sw; fw) + d(Tx�; gx�)]

+ P [d(Sw; gx�) + d(Tx�; fw)] ,

=Md(w; x�) + P [d(w; x�) + d(x�; w)] .

Comme (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2 Mn�n (R+) cela implique que x� est un
point �xe commun unique de f , g, S et T .

Nous obtenons le concept d�espace métrique généralisé dans le théorème précédent si s = 1, dans

ce cas on a :

Corollaire 3.3.4 [5] Soit f; g; S et Tdes opérateurs d�un espace métrique généralisé (E; d) satis-

faisant les conditions suivantes :

f(E) � T (E); g(E) � S(E).

Supposons que l�un de S(E), T (E), f(E) et g(E) est un sous-espace complet de E et les paires

(S; f) et (T; g) sont faiblement compatibles. Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

i) (I �N � P ) est inversible (I �N � P )�1 2Mn�n (R+),

ii) C converge vers zéro, où C = (I �N � P )�1(M +N + P ),

iii) (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+).

iv) d(fx; gy) �Md(Sx; Ty) +N [d(Sx; fx) + d(Ty; gy)] + P [d(Sx; gy) + d(Ty; fx)], pour tout

x; y 2 E.

Alors f , g, S, T ont un point �xe commun unique x�.

Pour la preuve de ce corollaire, nous suivons les mêmes étapes que dans le théorème (3.3.2) mais la

di¤érence ici est que la fonction métrique généralisée d est continue. Comme nous le voyons dans le

théorème (3.3.2), nous n�avons pas supposé de conditions supplémentaires pour prouver l�existence

et l�unicité du point �xe bien que nous n�ayons pas la continuité de la fonction d qui prouve que les
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techniques utilisées dans le théorème (3.3.2) peuvent être utilisé dans la con�guration des espaces

b-métriques discontinus.

Si n = 1 dans le théorème (3.3.2) alors on obtient le concept de b-métrique introduit par Bakhtin.

Pour montrer la validité de notre travail, nous pouvons prouvons que les mêmes résultats sont

valables même si l�espace est doté de deux métriques.

3.3.4 Théorème du point �xe pour quatre opérateurs sur un espace

b-métrique généralisé avec deux b-métriques

Théorème 3.3.4 [5] Soit (E; �) un espace b-métrique généralisé complet et d une autre b-métrique

à valeur vectorielle sur E. Supposons que les opérateurs f; g; S; T satisfaisant les conditions sui-

vantes :

f(E) � T (E); g(E) � S(E).

Supposons que l�un de S(E), T (E), f(E) et g(E) est un sous-espace complet de E et les paires

(S; f) et (T; g) sont faiblement compatibles.

a) Il existe une matrice U 2Mn�n (R+) tel que �(x; y) � Ud(x; y), pour tous x; y 2 E,

b) f est (�; �)-continue,

c) Il existe des matrices M;N;P 2Mn�n (R+) avec :

1. (I �N � Ps) est inversible (I �N � Ps)�1 2Mn�n (R+),

2. sC est converge vers zéro, où C = (I �N � Ps)�1(M +N + Ps),

3. (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+),

4. d(fx; gy) � Md(Sx; Ty) + N [d(Sx; fx) + d(Ty; gy)] + P [d(Sx; gy) + d(Ty; fx)], pour

tout x; y 2 E.

Alors f , g, S, T ont un point �xe commun unique x�.

Preuve. [5] Comme dans la preuve du théorème(3.3.2), on obtient que (xn)n2N est d-Cauchy. D�après

la condition (a) la suite (xn)n2N est �-Cauchy. Par conséquent, la sous-suite fy2ng = ffx2ng � f(E)

est une suite de Cauchy dans f(E). Puisque T (E) est complet, il converge vers un point x� = Tv

pour un certain v 2 E.
Par conséquent, la suite fyng converge aussi vers x� et les sous-suites fSx2n+2g, fgx2n+1g et ffx2ng
convergent vers x�.

Si x� 6= gv, en utilisant la condition de contraction, on obtient :
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d(fx2n; gv) �Md(Sx2n; T v) +N [d(Sx2n; fx2n) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Sx2n; gv) + d(Tv; fx2n)]

=Md(y2n�1; x
�) +N [d(y2n�1; y2n) + d(x�; gv)]

+ Ps [d(y2n�1; x
�) + d(x�; gv)] + Pd(x�; y2n),

quand n!1, on obtient :
(I �N � Ps)d(x�; gv) � 0.

Notant que (I � N � Ps) est inversible et (I � N � Ps)�1 2 Mn�n (R+), alors on obtient que
x� = Tv = gv. Puisque g(E) � S(E), il existe un u 2 E tel que x� = Su = gv.

Si x� 6= fu, en utilisant la condition de contraction, on a :

d(fu; gv) �Md(Su; Tv) +N [d(Su; fu) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Su; gv) + d(Tv; fu)]

=Md(x�; x�) +N [d(x�; fu) + d(x�; x�)]

+ P [d(x�; x�) + d(x�; fu)] .

On obtient :

(I �N � P )d(fu; x�) � 0.

Comme (I �N � P ) est inversible et (I �N � P )�1 2 Mn�n (R+), on obtient que x� = Su = fu.

Comme les couples (S; f) et (T; g) sont faiblement compatibles, on obtient fx� = Sx� et gx� = Tx�.

Maintenant, nous prouvons que x� = fx� = Sx�,

d(fx�; x�) = d(fx�; gv)

�Md(Sx�; T v) +N [d(Sx�; fx�) + d(Tv; gv)]

+ P [d(Sx�; gv) + d(Tv; fx�)]

=Md(fx�; x�) + P [d(fx�; x�) + d(x�; fx�)].

Comme (I �M � 2P ) est inversible et (I �M � 2P )�1 2Mn�n (R+) cela implique que
x� = fx� = Sx�.

De même, on peut prouver que x� = gx� = Tx�. Donc x� est un point �xe commun de f , g, S et T .

S�il existe un autre point �xe commun w en E pour f , g, S et T , alors :

44



Chapitre 3. Théorème du point �xe dans l�espace b-métrique généralisé

d(w; x�) = d(fw; gx�)

�Md(Sw; Tx�) +N [d(Sw; fw) + d(Tx�; gx�)]

+ P [d(Sw; gx�) + d(Tx�; fw)] ,

=Md(w; x�) + P [d(w; x�) + d(x�; w)] .

Comme (I �M � 2P ) est non singulier et (I �M � 2P )�1 2 Mn�n (R+) cela implique que x� est
un point �xe commun unique de f , g, S et T .
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Conclusion

Les théorèmes du point �xe commun dans un espace b-métrique généralisé sont des résultats

importants en mathématiques qui trouvent des applications dans de nombreux domaines des ma-

thématiques. Ces théorèmes énoncent l�existence d�un point �xe commun à plusieurs fonctions

contractantes dans un espace b-métrique généralisé, sous certaines conditions.

Dans ce travail, nous avons tenté de présenter la théorie dans trois espaces di¤érents : les espaces

métriques, les espaces métriques généralisé et les espaces b-métriques généralisé, avec des propriétés

contractives. Plusieurs travaux ont été réalisés précédemment dans ce domaine, la di¤érenciation

entre ces travaux se trouve : soit dans les propriétés des applications, soit dans les conditions de

contraction, soit dans les espaces utilisés, avec des applications dans divers domaines des mathéma-

tiques et autres sciences techniques.

Ce mémoire a examiné le théorème de point �xe commun pour plusieurs applications dans

un espace b-métrique généralisé en dé�nissant les notions de base et en mettant en évidence les

conditions nécessaires pour leur application. Les résultats ont été appliqués pour étudier le cas de

quatre applications dans un espace b-métrique généralisé, montrant des résultats sur l�existence

et l�unicité du point �xe commun pour des applications qui ne sont pas nécessairement continues.

Ces résultats peuvent être utiles dans divers domaines de recherche, tels que les mathématiques

appliquées, et peuvent ouvrir la voie à de nouvelles applications dans ces domaines.

Cependant, il reste encore beaucoup à explorer dans ce domaine. Par exemple, il serait intéressant

d�étudier des généralisations de ce théorème pour des espaces métriques di¤érents. De plus, il serait

utile de chercher des applications concrètes de ce théorème dans des domaines tels que l�analyse

numérique.

En somme, cette mémoire a posé les bases pour de futures recherches dans le domaine des espaces

b-métriques généralisés et du théorème de point �xe commun.
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