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                                                 Résumé 

 
    Dans ce travail, on étudie deux problèmes mixtes. On 
commence par un système linéaire de thermo-lasticité avec 
l'opérateur de Bessel. On prouve l'existence et l'unicité d'une 
solution forte. 
    Ensuite, on traite un problème non linéaire et non local 
pour une équation pseudo-parabolique du second ordre. La 
preuve est basée sur une estimation a priori et sur la densité 
de l'image de l'opérateur généré par le problème étudié. 



 

 

 

                                 Abstract 

 
    In this present work, we study two mixed problems. We 
start with a linear system of thermolasticity with the Bessel 
operator. We prove the existence and uniqueness of a strong 
solution. 
    Then, we treat a non linear nonlocal problem for a second 
order pseudoparabolic equation. The proof is based on a 
priori estimate and on the density of the range of the 
operator. 



 

 

 

   

 ملخص

 للتمدد الحرارية خطي بجملة  ، نبدأنمختلطتي لتينأسي هذا العمل، نقوم بدراسة مف  
نثبت وجود و وحدانية حل قوي. مع مؤثر باسل،  

      ة غير خطية و غير محلية لمعادلة شبه مكافئة من الدرجة الثانية.مسألثم نناقش 
ثر الذي يتم توليده من خلال يعتمد البرهان على تقدير مسبق و كثافة صورة المؤ

.لة المدروسةمسأال  
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Introduction
Les équations différentielles et les systèmes différentiels sont d’une importance fondamen-

tale dans les problèmes pratiques. En effet, un grand nombre de lois et de relations physiques,

mécaniques, et thermodynamiques sont traduits mathématiquement sous la forme d’équations

différentielles.

Les équations différentielles sont l’une des branches les plus riches des mathématiques, et

l’étude de ces équations sont étroitement liés à l’étude des phénomènes naturels.

Les conditions classiques telles que les conditions de Dirichlet, de Neumann, et de Robin, qui

sont prescrits ponctuellement ne sont pas toujours suffisantes puisqu’elle dépendent du contexte

physique dont les données peuvent être mesurées au bord du domaine physique.

Certains phénomènes physiques peuvent être modélisés et décrits à l’aide des problèmes

non locaux, c’est-à-dire comme des problèmes mixtes avec conditions aux limites non locales ou

intégrales.

Dans les années soixante, Cannon [5] a utilisé la méthode potentielle pour prouver la bien po-

sée d’une équation homogène parabolique avec une condition classique de Dirichlet et condition

intégrale. Les problèmes aux limites avec conditions intégrales ont été principalement étudiés par

Samarskii [35].

Le but de la présente mémoire est de prouver l’existence, l’unicité et la dépendance continue

de certains problèmes mixtes, en utilisant la méthode de l’analyse fonctionnelle appelée aussi

méthode de l’inégalité énergétique ou méthode de l’estimation a priori.Cette méthode est basée

sur les idées de Dezin [10] et développée par Ladyzenskaya [20], où elle a été utilisée dans la

résolution du problème de Cauchy lié aux équations de type hyperbolique. Le procédé a également

été utilisé et mis au point dans les travaux de N.I.Yurchuk [40].

Description de la méthode

D’abord, nous écrivons le problème posé sous une forme appelée forme opérationnelle

Lu = F , (1)

où l’opérateur L est un opérateur d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F bien

choisis.

Ensuite, nous établissons une estimation a priori (inégalité d’énergie) pour l’opérateur L

‖u‖E ≤ C ‖Lu‖F ∀u ∈ D(L), (2)

où D(L) le domaine de définition de L.
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L’estimation (2) peut-être obtenue en choisissant un certain multiplicateur Mu qui est en géné-

ral un opérateur intégro-différentiel et en utilisant des intégrations par parties appropriées. Nous

devons mentionner ici que jusqu’à présent, il n’existe pas de méthode générale pour construire

un tel opérateur multiplicateur Mu.

Nous montrons que l’opérateur L est fermable et L sa fermeture. Nous définissons une solution

forte du problème considéré comme la solution de l’équation de l’opérateur

Lu = F ∀u ∈ D(L). (3)

Nous étendons l’estimation (2) à l’ensemble des solutions u ∈ D(L) (solutions fortes) en

passant à la limite, nous avons alors l’estimation a priori suivante

‖u‖E ≤ C
∥∥Lu∥∥

F
∀u ∈ D(L). (4)

Ainsi, on déduit l’unicité d’une solution forte, pour cet opérateur L et de l’inégalité (4) , on

démontre que

R(L) = R(L).

où R(L) l’image de l’opérateur L.

Enfin, la résolvabilité de chaque problème donné, nous prouvons la densité de l’image R(L)

de l’opérateur L dans F , et donc l’existence d’une solution forte du problème considéré.

La méthode des inégalités énergétiques est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup de

problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et déve-

loppée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l’application de cette méthode, on est confronté

à difficultés, parmi lesquelles :

* Le choix de l’espace des solutions.

* Le choix du multiplicateur.

* Le choix de l’opérateur de régularisation.

Ce travail est divisés en trois chapitres.

- Le premier chapitre : est un rappelle de notions fondamentaux qui seront utilisés dans la suite.

- Dans le deuxième chapitre, on a étudié l’existence et l’unicité de la solution d’un système de

thermo-élasticité linéaire avec l’opérateur de Bessel.

- Dans le troisième chapitre, on a prouvé l’existence et l’unicité d’une solution faible d’un pro-

blème pseudo-parabolique du second ordre non linéaire avec condition non locale.
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On termine ce travail par une conclusion et une bibliographie.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions générales et préliminaires d’analyse

fonctionnelle et quelques inégalités importantes qui seront utilisées dans ce mémoire.

Dans tout ce chapitre k est le corps des réels R ou le corps des complexes C.

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1 (Espace vectoriel)

On considère un ensemble E muni d’une loi de composition interne + :

(x, y) ∈ E × E → x+ y ∈ E,

et muni d’une loi de composition externe. (sur le corps k) :

(α, x) ∈ k× E → α · x ∈ E.

On dit que E est un espace vectoriel sur k si :

1. (E,+) est un groupe commutatif,

2. la loi externe · possède les propriétés suivantes :

* ∀α ∈ k ∀ (x, y) ∈ E2 : α · (x+ y) = α · x+ α · y,

* ∀(α, β) ∈ k2 ∀x ∈ E : (α +k β) · x = α · x+ β · x,

* ∀(α, β) ∈ k2 ∀x ∈ E : α · (β · x) = (α×k β) · x,

* ∀x ∈ E : 1k · x = x.

les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de k sont appelés scalaires.

6



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.2 (Opérateur linéaire) soit E et F deux espaces vectoriels sur le corps k, on dit que

l’application ou l’opérateur A : E → F est linéaire si : ∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ k

1. A(x+ y) = A(x) + A(y),

2. A(λx) = λA(x).

Définition 1.3 Soit A : E → F un opérateur linéaire, on definit l’image de l’opérateur A par

Im (A) = R (A) = {Ax, x ∈ E} .

Remarque 1.1 On a un sous-ensemble important du domaine deA estN (A) = {x ∈ D(A) : Ax = 0}
appelé ensemble des zéros de l’opérateur A.

Théorème 1.1 Soit A un opérateur linéaire sur D(A) dans E et R(A) dans F , où E et F sont des

espaces vectoriels, Alors A−1 existe si et seulement si N(A) = (0). Dans ce cas A−1 est un opérateur

linéaire.

Définition 1.4 (Fonctionnelle linéaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps k, et F est un espace

vectoriel composé par le champ scalaire associé à E. A un opérateur linéaire sur E dans F est appelé

une fonctionnelle.

1.2 Espace normé

Définition 1.5 (Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps k. Une norme sur E est une appli-

cation notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R+;vérifiant les axiomes suivants :

1. ‖x‖ ≥ 0 pour tout x ∈ E et ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0,

2. ‖αx‖ = |α| ‖x‖ , ∀x ∈ E, ∀α ∈ k,

3. ‖x1 + x2‖ ≤ ‖x1‖+ ‖x2‖ .

Définition 1.6 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni

d’une norme.

Définition 1.7 (Espace vectoriel complet) On dit que l’espaceE est complet si toute suite de Cauchy

de E converge dans E.

1.2. Espace normé 7



Chapitre 1. Préliminaires

1.3 Espace de Banach

Définition 1.8 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach tout espace normé complet (toute

suite de Cauchy de E converge dans E), c’est-à-dire ‖un − um‖ → 0 quand n,m→∞, ∀un, um ∈ E
implique que ∃u ∈ E tel que ‖un − u‖ → 0 quand n→∞.

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.9 On appelle un produit scalaire sur E et on note (., .) tout forme sesquilinéaire, her-

mitienne, définie positive définir de E × E dans k, vérifiant les propriétés suivantes :

1. (x, x) ≥ 0, ∀x ∈ E.

2. (x, x) = 0⇒ x = 0 dans E.

3. (x, y) = (y, x) , ∀x, y ∈ E.

4. (αx+ βy, z) = α (x, z) + β (y, z) , ∀x, y, z ∈ E, ∀α, β ∈ k.

Remarque 1.2 Tout produit scalaire introduit une norme sur l’espace E, noté ‖.‖E et définie par

‖x‖ =
√

(x, x)E , ∀x ∈ E.

Définition 1.10 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire qui est complet pour la norme associée.

Définition 1.11 Soit E un espace de Hilbert, on dit que x, y deux éléments de E sont orthogonaux

si (x, y) = 0 pour tout sous-espace M de E, on définit le complément orthogonal par

M⊥ = {x ∈ E, (x, y)E = 0, ∀y ∈M} .

Il est clair que M⊥ est un sous-espace fermé, si M est aussi fermé, alors E est la somme directe

de M et M⊥ : E = M ⊕M⊥.

Théorème 1.2 Soit M un sous-espace de l’espace de Hilbert E alors M est dense dans E si et seule-

ment si M⊥ = {0} .

1.3. Espace de Banach 8



Chapitre 1. Préliminaires

1.5 Espace fonctionnel et espace de Sobolev

Soit Ω un ouvert de RN muni de la mesure de lebesgue.

Définition 1.12 L2(Ω) est l’espace des fonctions mesurables de carré sommable dans Ω. Muni du

produit scalaire

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

et la norme

‖u‖L2(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|2 dx)
1
2 .

L2(Ω) est un espace de Hilbert.

Plus généralement on définit les espaces Lp(Ω) où 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.13 Lp(Ω) est l’espace des fonctions mesurables de puissance p-iéme integrable sur Ω,

muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|p dx)
1
p .

Lp(Ω) est un espace de Banach.

Définition 1.14 L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables u essentiellement bornées sur Ω, c’est-

à-dire qu’il existe une constante c > 0, tell que |u(x)| ≤ c presque partout dans Ω. Muni de la norme

‖u‖L∞(Ω) = inf
{
c ∈ R+ telque |u(x)| ≤ c p.p. dans Ω

}
.

L∞(Ω) est un espace de Banach.

Définition 1.15 L2
ρ(Ω) est l’espace de Hilbert des fonctions des carrés intégrables avec poids. Muni

de la produit scalaire

(u, v)L2
ρ(Ω) = (

√
ρu,
√
ρv)L2(Ω),

et la norme

‖u‖L2
ρ(Ω) = ‖√ρu‖L2

ρ(Ω) = (

∫
Ω

ρ(x) |u(x, .)|2 dx)
1
2 .

1.5. Espace fonctionnel et espace de Sobolev 9



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.16 l’espace Wm
p (Ω) est un espace de Sobolev pour un entier m ≥ 0 et un réel 1 ≤ p ≤

+∞. Muni de la norme

‖u‖pWm
p (Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω) , p <∞,

‖u‖pWm
∞(Ω) = max

|α|≤m
‖Dαu‖L∞(Ω) .

et pour p = 2, on définit le produit scalaire par

(u, v)Wm
2 (Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx.

où α ∈ Nn, α = (α1, α2, ..., αn), αi ∈ N, i = 1, n

|α| =
n∑
i=1

αi, D
α =

∂|α|

∂α1x1∂α2x2...∂αnxn
.

Pour Wm
2 (Ω) nous utilisons également la notation Hm(Ω).

Pour m ∈ N, on a l’inclusion suivante

D(Ω) = C∞0 (Ω) ⊂ Hk(Ω) ⊂ Hk−1(Ω) ⊂ ... ⊂ H1(Ω) ⊂ H0(Ω) = L2(Ω) ⊂ D′(Ω).

1.6 Opérateurs fermés

Définition 1.17 Soit E et F deux espaces vectorieles, A : E → F est un opérateur linéaire, Γ(A) est

le graphe de l’opérateur A qui est un sous-espace vectoriel de E × F définie par :

Γ(A) = {(x,Ax) / x ∈ D(A)} .

où D(A) est le domaine de définition de A.

Lemme 1.1 L’opérateur Ã est un extension (prolongement) si et seulement si Γ(Ã) = Γ(A).

Définition 1.18 On dit qu’un opérateur A est fermé si Γ(A) est fermé dans E × F.

Lemme 1.2 Un opérateur A est fermé ssi il a la propriétés suivantes. Il existe une suite un ∈ D(A)

tel que : un → u et Aun → f alors u ∈ D(A) et Au = f.

Définition 1.19 On dit qu’ un opérateur A est fermable dans E s’il admet une extension fermée.

1.6. Opérateurs fermés 10



Chapitre 1. Préliminaires

Aussi on dit que A est fermable si et seulement si pour toute suite un ⊂ D(A) tel que un → 0 et

Aun → v alors v = 0.

Chaque opérateur fermable a une plus petite extension fermée que nous appelons sa fermeture et

notée A.

Corollaire 1.1 Si A est fermable alors Γ(A) = Γ(A).

1.7 Inégalités importantes

Pour obtenir les estimations a priori, nous avons besoin de quelques inégalités auxiliaires.

1.7.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour tout u, v ∈ L2 (Ω) , nous avons l’inégalité suivante :

∫
Ω

u (x) v (x) dx ≤
(∫

Ω

u2 (x) dx

) 1
2
(∫

Ω

v2 (x) dx

) 1
2

.

Preuve. Nous ferons l’hypothèse supplémentaire que la fonction u n’est pas identiquement nulle

sur Ω, car sinon le résultat devient évident. Alors, pour tout nombre réel λ, on a :∫
Ω

(λu+ v)2 (x) dx = λ2

∫
Ω

u2 (x) dx+ 2λ

∫
Ω

u (x) v (x) dx+

∫
Ω

v2 (x) dx ≥ 0.

et
∫

Ω
u2 (x) dx 6= 0.

Cette inégalité ayant lieu pour tout λ ∈ R, le discriminant de cette équation du second degré en

λ est négatif ou nul ; ce qui revient à dire que(∫
Ω

u (x) v (x) dx

)2

−
(∫

Ω

u2 (x) dx

)(∫
Ω

v2 (x) dx

)
≤ 0,

ou encore (∫
Ω

u (x) v (x) dx

)2

≤
(∫

Ω

u2 (x) dx

)(∫
Ω

v2 (x) dx

)
.

1.7.2 Inégalité de Cauchy et Young

Pour tout a, b ∈ R et p, q > 1 vérifiant : 1
p

+ 1
q

= 1. Alors on a

ab ≤ 1

2
|a|2 +

1

2
|b|2 . (Inégalité de Cauchy)

1.7. Inégalités importantes 11



Chapitre 1. Préliminaires

ab ≤ ε

2
|a|2 +

1

2ε
|b|2 , ε > 0. (Inégalité de Cauchy avec ε)

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq. (Inégalité de Young)

Preuve.

(a− b)2 ≥ 0 =⇒ ab ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
On utilise le dernier résultat

ab =
(

(2ε)
1
2 a
)( b

(2ε)
1
2

)

≤ 1

2

((2ε)
1
2 a
)2

+

(
b

(2ε)
1
2

)2


=
1

2

(
2εa2 +

b2

2ε

)
= εa2 +

b2

4ε
.

ab = exp (log a+ log b)

= exp

[
1

p
log ap +

1

q
log bq

]
≤ 1

p
exp [log ap] +

1

q
exp [log bq]

=
ap

p
+
bq

q
.

1.7.3 Inégalité de Poincaré

Soit v ∈ H1
0 (a, b) , alors il existe une constante C (en fonction de (b− a)) telle que

‖u‖L2(a,b) ≤ C ‖u′‖L2(a,b) .

Preuve. on a la fonction u′ existe et carré sommable.

On peut écrire

u(x) =

∫ x

a

u′(y)dy.

1.7. Inégalités importantes 12
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Alors, pour tout x ∈ [a, b]

u2(x) =

(∫ x

a

u′(y)dy

)2

≤
∫ x

a

(u′(y))
2
dy

∫ x

a

dy,

=⇒
∫ b

a

u2(x)dx ≤
∫ b

a

[∫ x

a

(u′(y))
2
dy × (x− a)

]
dx ≤ ‖u′‖2

L2(a,b) ×
∫ b

a

(x− a) dx,

=⇒ ‖u‖2
L2(a,b) ≤

(b− a)2

2
‖u′‖2

L2(a,b) =⇒ ‖u‖L2(a,b) ≤
b− a√

2
‖u′‖L2(a,b) .

Dans plus qu’une dimension on a

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) , ∀u ∈ H1
0 (Ω) .

1.7.4 Lemme de Gronwall

Si a et b sont des fonctions non négatives et intégrables sur (0, T ) , la fonction b soit non-

décroissante sur (0, T ) , et λ ∈ L1 (0, T ) , λ > 0, il s’ensuit à partir de :

a (t) ≤ b (t) +

∫ t

0

λ (s) a (s) ds,

alors

a (t) ≤ b (t) exp (Λ (t)) ,

où

Λ (t) =

∫ t

0

λ (s) ds.

Preuve. On met

k (t) = exp (−Λ (t))

∫ t

0

λ (s) a (s) ds.

Alors, pour tout t ∈ [0, T ] , l’estimation

∂

∂t
k (t) = λ (t) exp (−Λ (t))

(
a (t)−

∫ t

0

λ (s) a (s) ds

)
≤ λ (t) b (t) exp (−Λ (t)) ,

1.7. Inégalités importantes 13
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le résulte de la première inégalité et λ (t) > 0.Avec k (0) = 0 par définition, l’intégration sur t

conduite à

k (t) ≤
∫ t

0

λ (s) b (s) exp (−Λ (s)) ds.

Encore, une autre fois on utilise la première inégalité,

exp (−Λ (t)) (a (t)− b (t)) ≤ exp (−Λ (t))

∫ t

0

λ (s) a (s) ds

= k(t)

≤
∫ t

0

λ (s) b (s) exp (−Λ (s)) ds.

Donc, on trouve

a(t)− b(t) ≤
∫ t

0

λ (s) b (s) exp (Λ (t)− Λ (s)) ds,

si b est non décroissante sur (0, T ) , et en vertu de λ (t) > 0, on obtient

a (t) ≤ b (t) +

∫ t

0

λ (s) b (s) exp (Λ (t)− Λ (s)) ds

≤ b (t)

[
1 +

∫ t

0

λ (s) exp (Λ (t)− Λ (s)) ds

]
≤ b (t)

[
1 + exp (Λ (t))

∫ t

0

∂

∂s
[− exp (−Λ (s))] ds

]
≤ b (t) [1 + exp (Λ (t)) [− exp (−Λ (t)) + 1]]

≤ b (t) exp (Λ (t)) .

Qui prouve le lemme.

On conclut si : fi (τ) , i = 1, 2, 3, sont des fonctions non négatives sur [0.T ] , f1 (τ) et f2 (τ) sont

des fonctions intégrables, et f3 (τ) est non décroissante sur [0.T ], alors de l’inégalité∫ τ

0

f1 (t) dt+ f2 (τ) ≤ c

∫ τ

0

f2 (t) dt+ f3 (τ) ,

Il s’ensuit que ∫ τ

0

f1 (t) dt+ f2 (τ) ≤ exp (cτ) .f3 (τ) .

1.8 Opérateurs de régularisation

Soit w une fonction de classe C∞, avec les variables ζ telles que w (ζ) ≥ 0;w = 0 si |ζ| ≥ 1, et

1.8. Opérateurs de régularisation 14
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∫ ∞
−∞

w (ζ) dζ =

∫ 1

−1

w (ζ) dζ = 1.

On dénote par :

wε (x, x′) =
1

ε
w

(
x− x′
ε

)
.

Pour tout ε � 0, on a : ∫ ∞
−∞

wε (x, x′) dx′ =

∫ ∞
−∞

wε (x, x′) dx = 1,

et

wε (x, x′) = 0, si |x− x′| ≥ ε.

On définit l’opérateur de lissage ρε : L2 (Ω)→ L2 (Ω) par la formule :

(ρεh) (x) =

∫ ∞
−∞

wε (x, x′)h(x′)dx′

=

∫
|x−x′|≺ε

wε (x, x′)h(x′)dx′,

où Ω = (a, b) ⊂ R et h ∈ L2 (Ω) .

Cet opérateur a les propriétés suivantes :

P1 : La fonction ρεh ∈ C∞ si h ∈ L2 (Ω)

P2 : Si h ∈ L2 (Ω), alors

||ρεh− h||L2(Ω) → 0, quand ε→ 0,

et

||ρεh||L2(Ω) ≤ ||h||L2(Ω),

P3 :
∂k

∂xk
(ρεh) = ρε(

∂k

∂xk
h), si h ∈ Ck (Ω) ,

P4 : Si α ∈ C (Ω) et h ∈ L2 (Ω), alors

||αρεh− ρε(αh)||L2(Ω) → 0 quand ε→ 0,

1.8. Opérateurs de régularisation 15



P5 : Si α ∈ C (Ω) et h ∈ L2 (Ω), alors

|| ∂
∂x

(αρεh− ρε(αh)) ||L2(Ω) → 0 si ε→ 0.

16



Chapitre 2

Sur un système de thermo-élasticité

linéaire avec l’opérateur de Bessel

Dans ce chapitre, on étudie un problème de valeur initiale pour un système unidimensionnel de

thermo-élasticité. On montre l’existence et l’unicité d’une solution généralisée, la démonstration

est basée sur deux estimations a priori de l’opérateur engendré par le problème considéré.

2.1 Position du problème

Dans le domaine borné Q = Ω × (0, T ) = {(r, t) : 0 < r < 1, 0 < t < T} , on considère un

système couplé de thermoélasticité de la forme

L1u = utt −
a

r
(rur)r + brθr = f (r, t) . (2.1.1)

L2θ = θt −
κ
r

(rθr)r + brurt = g (r, t) . (2.1.2)

où u est le déplacement, θ est la différence de températures absolue, f est une force externe, g

est un apport de chaleur, et a, b,et κ sont des constantes positives.

On complète (2.1.1) , (2.1.2) avec les conditions initiales

`1u = u (r, 0) = u0 (r) , 0 < r < 1. (2.1.3)

`2u = ut (r, 0) = u1 (r) , 0 < r < 1. (2.1.4)

`3θ = θ (r, 0) = θ0 (r) , 0 < r < 1. (2.1.5)

17
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et les conditions aux limites

u (1, t) = 0, 0 < t < T. (2.1.6)

θ (1, t) = 0, 0 < t < T. (2.1.7)

où les fonctions de données satisfont, pour la compatibilité,

u0 (1) = u1 (1) = θ0 (1) . (2.1.8)

2.2 Espace fonctionnel

Pour l’étude du problème posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :

soit L2
ρ (Q) l’espace de Hilbert pondéré L2 (Q) des fonctions aux carrés intégrables sur Q avec le

produit scalaire

(u, θ)L2
ρ(Q) =

∫
Q

ruθdrdt,

et associée à la norme finie

‖u‖2
L2
ρ(Q) =

∫
Q

ru2drdt.

et soit W 1
2,ρ l’espace de Hilbert pondéré composé des éléments u de L2

ρ (Q) ayant des dérivées

généralisées du premier ordre aux carrés sommables sur Q. W 1
2,ρ est muni du produit scalaire

(u, θ)W 1,1
2,ρ (Q) = (u, θ)L2

ρ(Q) + (ur, θr)L2
ρ(Q) + (ut, θt)L2

ρ(Q) ,

et la norme associée est

‖u‖2
W 1,1

2,ρ (Q) = ‖u‖2
L2
ρ(Q) + ‖ur‖2

L2
ρ(Q) + ‖ut‖2

L2
ρ(Q) .

on utilise aussi les espaces pondérés sur Ω, tels que L2
ρ (Ω) et W 1

2,ρ (Ω) , dont les définitions sont

analogues aux espaces sur Q.
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2.3 Reformulation du probléme

Le problème (2.1.1)− (2.1.7) peut être écrit sous la forme opérationnelle suivante :

AU = H. (2.3.1)

où U,AU et H sont respectivement les couples :

U = (u, θ) . (2.3.2)

AU = (L1u, L2θ) . (2.3.3)

et

H = (H1,H2) . (2.3.4)

où

L1u = {L1u, `1u, `2u} , L2θ = {L2θ, `3θ} , (2.3.5)

et

H1 = {f, u0, u1} , H2 = {g; θ0} . (2.3.6)

L’opérateur A est considéré de B = B1 × B2 dans H = H1 × H2, B est un espace de Banach

constitué de tous les fonctions (u, θ) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2 vérifiant les conditions (2.1.6) − (2.1.7) et muni

de la norme

‖U‖2
B = sup

0≤τ≤T

(
‖u (., τ)‖2

W 1,1
2,ρ (Ω) + ‖θ (., τ)‖2

L2
ρ(Ω)

)
+ ‖θr‖2

L2
ρ(Q) . (2.3.7)

est finie.

Et l’espaceH = H1×H2 est l’espace de Hilbert complété de l’espace
{
L2
ρ (Q)×W 1

2,ρ (Ω)× L2
ρ (Ω)

}
×{

L2
ρ (Q)× L2

ρ (Ω)
}

par rapport à la norme

‖H‖2
H = ‖f‖2

L2
ρ(Q) + ‖u0‖2

W 1
2,ρ(Ω) + ‖u1‖2

L2
ρ(Ω) + ‖g‖2

L2
ρ(Q) + ‖θ0‖2

L2
ρ(Q) . (2.3.8)

Soit D (A) , le domaine de définition de l’opérateur A; défini par ;
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D (A) =
{

(u, θ) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2
/ut, θt, utt, ur, θr, urr, θrr, utr, θtr ∈ L2

ρ (Q)
}
.

satisfaire aux conditions (2.1.6)− (2.1.7) .

2.4 L’unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons un résultat d’unicité pour problème posé, c’est-à-dire nous

établissons une estimation a priori à partir de laquelle nous déduisons l’unicité de la solution.

Théorème 2.1 pour toute fonction U = (u, θ) ∈ D (A) , on a l’estimation a priori

‖U‖B ≤ C ‖AU‖H . (2.4.1)

où C est une constante positive indépendante de U.

Preuve. Considérez les produits scalaires

(ut,L1u)L2
ρ(Qτ ) et (θ,L2θ)L2

ρ(Qτ ) , (2.4.2)

où Qτ = (0, τ)× Ω.

de (2.4.2) nous avons :

(ut, utt)L2
ρ(Qτ ) − a ((rur)r , ut)L2(Qτ ) (2.4.3)

+b (rut, θr)L2
ρ(Qτ ) + (θ, θt)L2

ρ(Qτ )

−κ ((rθr)r , θ)L2(Qτ ) + b (rurt, θ)L2
ρ(Qτ )

= (ut,L1u)L2
ρ(Qτ ) + (θ,L1θ)L2

ρ(Qτ ) .

Intégrons par parties séparément chaque terme de (2.4.3) en tenant compte des conditions (2.1.3)−
(2.1.7) on obtient :
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(ut, utt)L2
ρ(Qτ ) =

∫
Qτ
rututtdrdt (2.4.4)

=

∫ τ

0

∫
Ω

rututtdrdt

=
1

2

∫
Ω

[
ru2

t

]τ
0
dr

=
1

2

∫
Ω

ru2
t (r, τ) dr − 1

2

∫
Ω

ru2
t (r, 0) dr

=
1

2
‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω) ,

− a ((rur)r , ut)L2(Qτ ) = −a
∫
Qτ

(rur)r utdrdt (2.4.5)

= −a
∫ τ

0

∫
Ω

(rur)r utdrdt

= −a
∫ τ

0

[rurut]Ω ↘0 dt+ a

∫
Qτ
rurutrdrdt

=
a

2

∫
Ω

[
ru2

r

]τ
0
dr

=
a

2

∫
Ω

ru2
r (r, τ) dr − a

2

∫
Ω

ru2
r (r, 0) dr

=
a

2
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,

− κ ((rθr)r , θ)L2(Qτ ) = −κ
∫
Qτ

(rθr)r θdrdt (2.4.6)

= −κ
∫ τ

0

∫
Ω

(rθr)r θdrdt

= −κ
∫ τ

0

[rθrθ]Ω ↘0 dt+ κ
∫
Qτ
r (θr)

2 drdt

= κ ‖θr‖2
L2
ρ(Qτ ) ,
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(θ, θt)L2
ρ(Qτ ) =

∫
Qτ
rθθtdrdt (2.4.7)

=

∫ τ

0

∫
Ω

rθθtdrdt

=
1

2

∫
Ω

[
rθ2
]τ

0
dr

=
1

2

∫
Ω

rθ2 (r, τ) dr − 1

2

∫
Ω

rθ2 (r, 0) dr

=
1

2
‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) ,

b (rurt, θ)L2
ρ(Qτ ) = b

∫
Qτ
r2urtθdrdt (2.4.8)

= b

∫ τ

0

∫
Ω

r2urtθdrdt

= b

∫ τ

0

[
r2θut

]
Ω
↘0 dt− b

∫
Qτ

(
2rθ + r2θr

)
utdrdt

= −b
∫
Qτ
r2utθrdrdt− 2b

∫
Qτ
rutθdrdt

= −b (rut, θr)L2
ρ(Qτ ) − 2b (ut, θ)L2

ρ(Qτ ) .

Substitution les identités (2.4.4)− (2.4.8) dans l’égalité (2.4.3) , on obtient

1

2
‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω)

+
a

2
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) −

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+b (rut, θr)L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

−1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + κ ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ )

−b (rut, θr)L2
ρ(Qτ ) − 2b (ut, θ)L2

ρ(Qτ )

= (ut,L1u)L2
ρ(Qτ ) + (θ,L1θ)L2

ρ(Qτ ) ,
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a

2
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) (2.4.9)

+
1

2
‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + κ ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ )

=
1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω) +

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + 2b (ut, θ)L2

ρ(Qτ )

+ (ut,L1u)L2
ρ(Qτ ) + (θ,L1θ)L2

ρ(Qτ ) .

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwarz, nous estimons les trois derniers termes du membre

droit de (2.4.9) comme suit :

2b (ut, θ)L2
ρ(Qτ ) = 2b

∫
Qτ
rutθdrdt (2.4.10)

≤ 2b

∫
Qτ

1

2
r
(
u2
t + θ2

)
drdt

≤ b

∫
Qτ
ru2

tdrdt+ b

∫
Qτ
rθ2drdt

≤ b ‖ut‖2
L2
ρ(Qτ ) + b ‖θ‖2

L2
ρ(Qτ ) ,

(ut,L1u)L2
ρ(Qτ ) ≤

1

2

∫
Qτ

1

2
r
(
u2
t + (L1u)2) drdt (2.4.11)

≤ 1

2

∫
Qτ
ru2

tdrdt+
1

2

∫
Qτ
r (L1u)2 drdt

≤ 1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ ) ,

(θ,L1θ)L2
ρ(Qτ ) =

1

2

∫
Qτ

1

2
r
(
θ2 + (L2θ)

2) drdt (2.4.12)

≤ 1

2

∫
Qτ
rθ2drdt+

1

2

∫
Qτ
r (L2θ)

2 drdt

≤ 1

2
‖θ‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖L2θ‖2

L2
ρ(Qτ ) ,

En combinant les égalités (2.4.9)− (2.4.12) ; on obtient
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a

2
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) (2.4.13)

+
1

2
‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + κ ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω) +

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + b ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) + b ‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2
‖θ‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖L2θ‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ 1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω) +

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2
‖L2θ‖2

L2
ρ(Qτ ) +

(
b+

1

2

)
‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

+

(
b+

1

2

)
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) .

En vertu de l’inégalité élémentaire

1

2
‖u (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) ≤

1

2
‖u0‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) . (2.4.14)

Si on additionne côte à côte (2.4.13) et (2.4.14) on obtient

a

2
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + κ ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖u (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

≤ 1

2
‖u1‖2

L2
ρ(Ω) +

a

2

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+
1

2
‖L2θ‖2

L2
ρ(Qτ ) +

(
b+

1

2

)
‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

+

(
b+

1

2

)
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖u0‖2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) +

1

2
‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) ,
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a ‖ur (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + ‖θ (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

+2κ ‖θr‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖u (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

≤ ‖u1‖2
L2
ρ(Ω) + a

∥∥∥∥∂u0

∂r

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ ‖θ0‖2
L2
ρ(Ω) + ‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖L2θ‖2
L2
ρ(Qτ ) + (2b+ 1)

[
‖θ‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ )

]
+ ‖u0‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) ,

‖ur (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

+ ‖θ (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ max (a, 2b+ 2)

min (a, 1, 2κ)

 ‖u1‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u0‖2

W 1
2,ρ(Ω) + ‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖L2θ‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

 ,
‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + ‖ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) (2.4.15)

+ ‖θ (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ )

≤ c

 ‖u1‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u0‖2

W 1
2,ρ(Ω) + ‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖L2θ‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

 .
où c = max(a,2b+2)

min(a,1,2κ)
.

On a

‖u (r, τ)‖2
W 1,1

2,ρ (Q) = ‖u (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖ur (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω) ‖+ut (r, τ)‖2

L2
ρ(Ω)

Alors (2.4.15) devient :

‖u (r, τ)‖2
W 1,1

2,ρ (Q) + ‖θ (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ ) (2.4.16)

≤ c

 ‖u1‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u0‖2

W 1
2,ρ(Ω) + ‖L1u‖2

L2
ρ(Qτ )

+ ‖L2θ‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖u‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖ut‖2

L2
ρ(Qτ ) + ‖θ‖2

L2
ρ(Qτ )

 .
On applique le lemme de Gronwall à (2.4.16) , on obtient ;

‖u (r, τ)‖2
W 1,1

2,ρ (Q) + ‖θ (r, τ)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θr‖2

L2
ρ(Qτ ) (2.4.17)

≤ c exp (cT )

 ‖u1‖2
L2
ρ(Ω) + ‖θ0‖2

L2
ρ(Ω) + ‖u0‖2

W 1
2,ρ(Ω)

+ ‖f‖2
L2
ρ(Qτ ) + ‖g‖2

L2
ρ(Qτ )

 .
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Remplacer le membre de gauche de (2.4.17) par sa borne supérieure par rapport à τ sur (0, T ) ;

donne l’estimation recherchée (2.4.1) , avec C =
√
c exp

(
cT
2

)
.

On peut prouver de façon classique que l’opérateur A : B : B1 ×B2 → H : H1 ×H2 est fermable.

Soit A sa fermeture (clôture)

Proposition 2.1 L’opérateur A : B → H a une fermeture.

Preuve. Soit Un = (un, θn) ∈ D (A) est une suite tell que

Un →
n→∞

0 dans B, (2.4.18)

et

AUn →
n→∞

H = (H1,H2) dans H, (2.4.19)

oùH1 = {f, u0, u1} ,H2 = {g, θ0} . Alors il faut montrer que f ≡ 0, u0 ≡ 0, u1 ≡ 0, g ≡ 0, et θ0 ≡ 0.

(2.4.18) signifie que :

‖(un, θn)‖2
B1×B2

= ‖un‖2
B1

+ ‖θn‖2
B2
→
n→∞

0,

mais on a :

‖un‖2
B1
≤ ‖(un, θn)‖2

B1×B2
,

et

‖θn‖2
B2
≤ ‖(un, θn)‖2

B1×B2
,

ainsi

un →
n→∞

0 dans B1 et θn →
n→∞

0 dans B2 .

ce qui implique que  un →
n→∞

0 dans D′ (Q)

θn →
n→∞

0 dans D′ (Q)
(2.4.20)

Où D′ (Q) est l’espace des distributions sur Q.

En vertu de la continuité de dérivation de D′ (Q) dans D′ (Q) , (2.4.20) implique que :

L1un →
n→∞

0 dans D′ (Q) ,

L2θn →
n→∞

0 dans D′ (Q) ,
(2.4.21)

d’ après (2.4.20) nous avons
L1un →

n→∞
f dans L2 (Q) ,

L2θn →
n→∞

g dans L2 (Q) ,
(2.4.22)
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Alors
L1un →

n→∞
f dans D′ (Q) ,

L2θn →
n→∞

g dans D′ (Q) ,
(2.4.23)

En vertu de l’unicité de la limite dans D′ (Q) , on conclut que f ≡ 0 et g ≡ 0.

A selon (2.4.19) nous concluons également que

`1un →
n→∞

u0 dans W 1
2 (Ω) , (2.4.24)

et que la forme d’injection canonique W 1
2 (Ω) dans D′ (Ω) est continue, donc on déduit que

`1un →
n→∞

u0 dans D′ (Ω) , (2.4.25)

de plus puisque (2.4.18) tient et

‖`1un‖W 1
2 (Ω) ≤ ‖un‖B1

,∀n. (2.4.26)

on a

`1un →
n→∞

0 dans W 1
2 (Ω) , (2.4.27)

ainsi

`1un →
n→∞

0 dans D′ (Ω) , (2.4.28)

En vertu de l’unicité de la limite dans D′ (Ω) , on conclut de (2.4.25) et (2.4.28) que u0 ≡ 0.

En utilisant la meme procédure, on peut montrer que u1 ≡ 0 et θ0 ≡ 0.

Donc H =0 ; ceci prouve la proposition.

L’inégalité (2.4.1) peut être étendue aux solutions fortes après passage à la limite, c’est-à-dire que

l’on a

‖U‖B ≤ C
∥∥AU∥∥

H
, ∀U ∈∈ D

(
A
)
. (2.4.29)

Par conséquent, l’inégalité ci-dessus conduite aux résultats suivants :

Corollaire 2.1 Une solution forte de (2.1.1) − (2.1.7) est unique et dépend continûment de H =

(H1,H2) ∈ H où H1 = {f, u0, u1} et H2 = {g, θ0} .

Corollaire 2.2 L’ensemble des valeurs R
(
A
)

de l’opérateur A est fermé dans H et R
(
A
)

= R (A) .

Preuve. ·Montrons d’abord que R
(
A
)

est fermé.

Soit H ∈ R
(
A
)
, alors il existe une suite (Un)n∈N dans D

(
A
)

telque AUn →
n→∞

H dans H , puisque

(??) signifie que

‖Un‖B ≤ C
∥∥AUn∥∥H , ∀n
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Alors on déduit que la convergence de AUn dans H implique la convergence de Un dans B; dison

Un →
n→∞

U dans B.

puisque A est fermé, (Un) est une suite dans D
(
A
)

et

Un →
n→∞

U dans B,

AUn → H
n→∞

dans H,

alors U ∈ D
(
A
)

et AU = H, c’est H ∈ R
(
A
)
.

ainsi, R
(
A
)

est fermé dans H.

Maintenant, nous prouvons que R
(
A
)

= R (A) .

puisque A est une extension de A; alors Γ (A) ⊆ Γ
(
A
)

; où Γ (A) est le graphe de A, Γ (A) =

{(U,AU) ;U ∈ D (A)} ; ainsi,

R (A) ⊆ R
(
A
)
,

ce qui implique

R (A) ⊆ R
(
A
)
,

mais R
(
A
)

est fermé, ainsi

R (A) ⊆ R
(
A
)
,

D’autre part, soit H ∈ R
(
A
)
, c’est-à-dire H = AU ; pour certains U ∈ D

(
A
)

alors (U,H) ∈
Γ
(
A
)

= Γ (A), c’est-à-dire qu’ il existe une suite (Un, AUn)n∈N dans Γ (A) tel que

(Un, AUn) →
n→∞

(U,H) dans B ×H,

C’est,

‖(Un, AUn)− (U,H)‖2
B×H = ‖Un − U‖2

B + ‖AUn −H‖2
H →

n→∞
0.

ainsi, AUn →
n→∞

H dans H, mais Un ∈ D (A) , ∀n, ensuit nous avons H ∈R (A) ,et donc R
(
A
)
⊆

R (A).

2.4. L’unicité de la solution 28



Chapitre 2. Sur un système de thermo-élasticité linéaire avec l’opérateur de Bessel

2.5 L’existence de la solution

Pour montrer que le problème possède une solution unique, il suffit démontrer la densité de

l’ensemble R (A) dans H; pour cela on montre la proposition suivante :

Proposition 2.2 Si pour une fonction W = (ω1, ω2) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2 et pour tous les éléments U ∈
D0 (A) = {U/U ∈ D (A) : `1u = `2u = `3θ = 0} , on a

(L1u, ω1)L2
ρ(Q) + (L2θ, ω2)L2

ρ(Q) = 0. (2.5.1)

alors W disparaît presque partout dans Q.

Preuve. puisque la relation (2.5.1) est vraie pour tout élément de D0 (A) , alors on prend un

élément U = (u, θ) avec une forme spéciale donnée par

U =

 (0, 0) , 0 ≤ t ≤ s(∫ t
s

(t− τ)uττdτ ,
∫ t
s
θτdτ

)
, s ≤ t ≤ T

(2.5.2)

telque (utt, θt) est une solution du système{
rutt = E1 (r, t)

rθt = E2 (r, t)
(2.5.3)

où E1 (r, t) =
∫ T
t
ω1 (r, τ) dτ et E2 (r, t) =

∫ T
t
ω2 (r, τ) dτ .

Il est clair que : {
ω1 = −ruttt
ω2 = −rθtt

(2.5.4)

En vertu des relations (2.5.2) et (2.5.3) , la fonction U = (u, θ) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2 en fait U possède un

ordre supérieur de douceur.

En utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 La fonction W = (ω1, ω2) définie par (2.5.4) appartient à l’espace
(
L2
ρ (Q)

)2
.

Preuve. pour prouver ce lemme, on utilise l’opérateur ρε de la forme :

(ρεG) (r, t) =
1

ε

∫ ∞
−∞

w

(
v − t
ε

)
G (r, v) dv,

où w∈ C∞0 (0, T ) , w (t) ≥ 0 et
∫∞
−∞w (t) dt = 1.
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En appliquant les opérateurs ρε et ∂
∂t

à la première équation de (2.5.3) nous avons

∂

∂t
ρε (rutt) =

∂

∂t
(ρε (rutt)− rρεutt) +

∂

∂t
ρε (E1 (r, t)) ,

Alors ∥∥∥∥ ∂∂tρε (rutt)

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t (ρε (rutt)− rρεutt)
∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

+ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρε (E1 (r, t))

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

,

en utilisant les propriétés de l’opérateur ρε; donne∥∥∥∥ ∂∂tρε (rutt)

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρε (E1 (r, t))

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

,

Puisque, ρεG →
ε→0

G dans L2
ρ (Q) et la norme de ∂

∂t
ρε (rutt) est bornée dans L2

ρ (Q), on déduit que

ω1 ∈ L2
ρ (Q) .

De même, en appliquant ρε et ∂
∂t

à la deuxiéme équation de (2.5.3), nous avons

∂

∂t
ρε (rθt) =

∂

∂t
(ρε (rθt)− rρεθt) +

∂

∂t
ρε (E2 (r, t)) ,

on obtient ∥∥∥∥ ∂∂tρε (rθt)

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t (ρε (rθt)− rρεθt)
∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

+ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρε (E2 (r, t))

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

,

en utilisant les propriétés de l’opérateur ρε, donne∥∥∥∥ ∂∂tρε (rθt)

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρε (E2 (r, t))

∥∥∥∥2

L2
ρ(Q)

.

Puisque, ρεG →
ε→0

G dans L2
ρ (Q) et la norme de ∂

∂t
ρε (rθt) est bornée dans L2

ρ (Q), on déduit que

ω2 ∈ L2
ρ (Q) .

Par conséquent, W = (ω1, ω2) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2 .

Maintenant en remplaçant les fonctions ω1 et ω2 données par (2.5.1) dans la relation (2.5.4) , on

obtient

(L1u, ω1)L2
ρ(Q) + (L2θ, ω2)L2

ρ(Q) = (L1u,−ruttt)L2
ρ(Q) + (L2θ,−rθtt)L2

ρ(Q) (2.5.5)

= − (utt, uttt)L2
ρ(Q) + a (uttt, (rur)r)L2(Q)

−b (rθr, uttt)L2
ρ(Q) − (θt, θtt)L2

ρ(Q)

+κ (θtt, (rθr)r)L2(Q) − b (rθtt, utr)L2
ρ(Q)

= 0.
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En tenant compte de la forme spéciale de U donnée par (2.5.2) et (2.5.3) en utilisant les conditions

(2.1.6)− (2.1.7) et intégrant par parties chaque terme de (2.5.5) on obtient

− (utt, uttt)L2
ρ(Q) = −

∫
Qs

ruttutttdrdt (2.5.6)

= −
∫ T

s

∫
Ω

ruttutttdrdt

= −1

2

∫
Ω

[
ru2

tt

]T
s
dr

= −1

2

∫
Ω

ru2
tt (r, T )↘0 dr +

1

2

∫
Ω

ru2
tt (r, s) dr

=
1

2

∫
Ω

ru2
tt (r, s) dr

=
1

2
‖utt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) ,

a (uttt, (rur)r)L2(Q) = a

∫
Qs

uttt (rur)r drdt (2.5.7)

= a

∫ T

s

∫
Ω

uttt (rur)r drdt

= a

∫ T

s

[ruruttt]Ω↘0
dt− a

∫
Qs

rurutttrdrdt

= −a
∫
Qs

rurutttrdrdt

= −a
∫

Ω

[ruruttr]
T
s ↘0 dr + a

∫
Qs

rurtuttrdrdt

=
1

2
a

∫
Ω

[
ru2

rt

]T
s
dr

=
1

2
a

∫
Ω

ru2
rt (r, T ) dr − 1

2
a

∫
Ω

ru2
rt (r, s)↘0 dr

=
1

2
a

∫
Ω

ru2
rt (r, T ) dr

=
1

2
a ‖urt (r, T )‖2

L2
ρ(Ω) ,
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− b (rθr, uttt)L2
ρ(Q) = −b

∫
Qs

r2θrutttdrdt (2.5.8)

= −b
∫ T

s

∫
Ω

r2θrutttdrdt

= −b
∫

Ω

[
r2θrutt

]T
s
↘0 dr + b

∫
Qs

r2θrtuttdrdt

= b

∫
Qs

r2θrtuttdrdt

= b (rθrt, utt)L2
ρ(Q) ,

− (θt, θtt)L2
ρ(Q) = −

∫
Qs

rθtθttdrdt (2.5.9)

= −
∫ T

s

∫
Ω

rθtθttdrdt

= −1

2

∫
Ω

[
rθ2

t

]T
s
dr

= −1

2

∫
Ω

rθ2
t (r, T )↘0 dr +

1

2

∫
Ω

rθ2
t (r, s) dr

=
1

2

∫
Ω

rθ2
t (r, s) dr

=
1

2
‖θt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) ,

κ (θtt, (rθr)r)L2(Q) = κ
∫
Qs

θtt (rθr)r drdt (2.5.10)

= κ
∫ T

s

∫
Ω

θtt (rθr)r drdt

= κ
∫ T

s

[rθrθtt]Ω ↘0 dt− κ
∫
Qs

rθrθttrdrdt

= −κ
∫

Ω

[rθrθtr]
T
s ↘0 dr + κ

∫
Qs

rθ2
rtdrdt

= κ
∫
Qs

rθ2
rtdrdt

= κ ‖θrt‖2
L2
ρ(Qs)

,
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− b (rθtt, utr)L2
ρ(Q) = −b

∫
Qs

r2θttutrdrdt (2.5.11)

= −b
∫ T

s

∫
Ω

r2θttutrdrdt

= −b
∫ T

s

[
r2utrθt

]
Ω
↘0 dt+ b

∫
Qs

r2uttrθtdrdt

= b

∫
Qs

r2uttrθtdrdt

= b

∫ T

s

[
r2θtutt

]
Ω
↘0 dt− b

∫
Qs

utt
[
r2θrt + 2rθt

]
drdt

= −b
∫
Qs

r2θrtuttdrdt− 2b

∫
Qs

rθtuttdrdt

= −b (rθrt, utt)L2
ρ(Qs)

− 2b (rθt, utt)L2
ρ(Qs)

.

En combinant les égalités (2.5.5)− (2.5.11) ; on obtient ;

1

2
‖utt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) +

a

2
‖urt (r, T )‖2

L2
ρ(Ω)

+b (rθrt, utt)L2
ρ(Q) +

1

2
‖θt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω)

+κ ‖θrt‖2
L2
ρ(Qs)

− b (rθrt, utt)L2
ρ(Qs)

− 2b (rθt, utt)L2
ρ(Qs)

= 0.

1

2
‖θt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) +

1

2
‖utt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) (2.5.12)

+
a

2
‖urt (r, T )‖2

L2
ρ(Ω) + κ ‖θrt‖2

L2
ρ(Qs)

= 2b (rθt, utt)L2
ρ(Qs)

.

Où Qs = Ω × [s, T ] , en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et en écartant les deux derniers

termes du membre de gauche de (2.5.12) on obtient :

‖θt (r, s)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖utt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) (2.5.13)

≤ 2b

∫ T

s

(∫ 1

0

rθ2
t (r, t) dr +

∫ 1

0

ru2
tt (r, t) dr

)
dt

≤ 2b
(
‖θt (r, t)‖2

L2
ρ(Qs)

+ ‖utt (r, t)‖2
L2
ρ(Qs)

)
,

2.5. L’existence de la solution 33



Chapitre 2. Sur un système de thermo-élasticité linéaire avec l’opérateur de Bessel

car on a :

2b (rθt, utt)L2
ρ(Qs)

= 2b

∫
Qs

rθtuttdrdt

≤ 2b

∫
Qs

1

2
r
[
θ2
t (r, t) + u2

tt (r, t)
]
drdt

≤ b

∫
Qs

r
[
θ2
t (r, t) + u2

tt (r, t)
]
drdt

≤ b

∫ T

s

[∫
Ω

rθ2
t (r, t) dr +

∫
Ω

ru2
tt (r, t) dr

]
dt.

Si dans (2.5.13) nous mettons

Y (s) = ‖θt (r, s)‖2
L2
ρ(Ω) + ‖utt (r, s)‖2

L2
ρ(Ω) ,

Ensuite nous avons

−dY (s)

ds
≤ 2bY (s) ,

alors de (2.5.13), en déduit que

−dY (s)

ds
≤ 2bY (s) (2.5.14)

−dY (s)

Y (s)
≤ 2bds

lnY (s) ≥ −2bs

Y (s) ≥ exp (−2bs)

Y (s) exp (2bs) ≥ 1

−d (Y (s) exp (2bs))

ds
≤ 0,

En intégrant (2.5.14) sur [s, T ] et en tenant compte du fait que Y (T ) = 0.

−d (Y (s) exp (2bs))

ds
= −dY (s)

ds
exp (2bs)− 2bY (s) exp (2bs) ,
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−
∫ T

s

dY (s)

ds
exp (2bs) dt− 2b

∫ T

s

Y (s) exp (2bs) dt

= − [Y (s) exp (2bs)]Ts + 2b

∫ T

s

Y (s) exp (2bs) dt

−2b

∫ T

s

Y (s) exp (2bs) dt

= −Y (T ) exp (2bT ) + Y (s) exp (2bs)

= exp (2bs)Y (s) .

Alors on obtient :

exp (2bs)Y (s) ≤ 0. (2.5.15)

Par conséquent, l’inégalité (2.5.15) montrait que W = (ω1, ω2) = 0 presque partout dans QT−s0 .

Ainsi en procédant pas à pas on prouve que W = 0 presque partout dans Q.

Maintenant, nous prouvons le théorème suivant qui donne l’existence d’une solution forte du

problème (2.1.1)− (2.1.7) .

Théorème 2.2 Pour tout (f, g) ∈
(
L2
ρ (Q)

)2 et tout u0 ∈ W 1
2,ρ (Ω) , u1 ∈ L2

ρ (Q) , θ0 ∈ L2
ρ (Q) .Il existe

une unique solution forte U = A
−1H = A−1H de le problème (2.1.1)− (2.1.7) où H = (H1,H2) ∈ H,

H1 = {f, u0, u1} ,H2 = {g, θ0} , U = (u, θ) et

‖U‖B ≤ C ‖AU‖H .

pour une constante positive C indépendante de U.

Preuve. Pour prouvé que le problème (2.1.1) − (2.1.7) a une unique solution forte pour tout

H = (H1,H2) ∈ H, il suffit de prouve que le range de l’opérateur A est dense en H.

Supposons que pour un élément Ψ = (G1,G2) = ({ω1, ω3, ω4} , {ω2, ω5}) ∈ R (A)⊥ .

Alors on a :

(AU,Ψ)H = ({L1u, L2θ} , {G1,G2})H (2.5.16)

= ({(L1u, `1u, `2u) , (L2θ, `3θ)} , {(ω1, ω3, ω4) , ({ω2, ω5})})H
= (L1u, ω1)L2

ρ(Q) + (`1u, ω3)W 1
ρ (Ω) + (`2u, ω4)L2

ρ(Ω) + (L2θ, ω2)L2
ρ(Ω) + (`3θ, ω5)L2

ρ(Ω)

= 0.

Nous devons prouver que Ψ = 0, (ω1 = ω2 = ω3 = ω4 = ω5 = 0) .

Mettre U ∈ D0 (A) dans (2.5.16) on a :
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(L1u, ω1)L2
ρ(Q) + (L2θ, ω2)L2

ρ(Ω) = 0 ∀U ∈ D (A) . (2.5.17)

implique que : ω1 = ω2 = 0 (d’après la proposition 2.2)

la relation (2.5.17) implique que :

(`1u, ω3)W 1
ρ (Ω) + (`2u, ω4)L2

ρ(Ω) + (`3θ, ω5)L2
ρ(Ω) = 0 ∀U ∈ D (A) . (2.5.18)

Nous devons prouver que ω3 = ω4 = ω5 = 0.

comme les trois termes de (2.5.18) s’annulent indépendamment et que les Ranges R (`1) , R (`1)

et R (`1) des opérateurs de trace `1, `2 et `3 sont respectivement partout denses dans les espaces

W 1
2,ρ (Ω) , L2

ρ (Ω) et L2
ρ (Ω) donc il découle de (2.5.18) que ω3 = ω4 = ω5 = 0.

Donc Ψ = 0; c’est R (A)⊥ = {0} ainsi R (A) = H.



Chapitre 3

Sur un problème mixte non linéaire pour

une équation pseudo-parabolique du

second ordre avec condition non locale

Dans ce chapitre nous étudions un problème mixte non local pour une équation pseudo-

parabolique du second ordre non linéaire. Nous prouvons l’existence, l’unicité et la dépendance

continue d’une solution forte du problème posé. Tout d’abord nous établissons pour le problème

linéaire associé une estimation a priori pour la solution de laquelle on déduit l’unicité de la

solution forte du problème linéaire posé. Pour l’existence de la solution, on démontre la densité

de l’image de l’opérateur engendré par le problème considéré.Ensuite, sur la base des résultats du

problème linéaire, nous appliquons un processus itératif pour établir l’existence et l’unicité et la

dépendance continue de la solution faible du problème non linéaire.

3.1 Position du probléme

Dans le domaine

DT = Ω× (0, T )

=
{

(x, t) ∈ R2, 0 < x < l, 0 < t < T
}
,

Nous considérons l’équation

Lu =
∂u

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂u

∂x

)
= f

(
x, t, u,

∂u

∂x

)
. (3.1.1)
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On associait à l’équation (3.1.1) les conditions initiales

u(x, 0) = u0(x), (3.1.2)

Conditions aux limites de Neumann

ux (l, t) = 0, (3.1.3)

et la condition intégrale
l∫

0

xudx = 0, (3.1.4)

avec

∂u0(l, t)

∂x
= 0, et

∫ l

0

xu0dx = 0. (3.1.5)

où u0 et f sont des fonctions données.

on suppose qu’il existe une constante positive d telle que

| f (x, t, u1, υ1)− f (x, t, u2, υ2)| ≤ d (|u1 − u2|+ |υ1 − υ2|) . (A)

pour tout (x, t) ∈ DT .

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2, nous commençons d’abord par résoudre

le problème linéaire associé à (3.1.1)−(3.1.4) et introduisez également les espaces de fonctionnels

utilisés tout au long du chapitre. Ensuite, dans la section 3, nous prouvons l’unicité de la solution

du problème linéaire. Dans la section 4, nous montrons l’existence de solutions.

Enfin, dans la section 5, sur la base des résultats du problème linéaire, et en utilisant un processus

itératif, nous prouvons l’existence et l’unicité de la solution du problème non linéaire (3.1.1)

−(3.1.4).

3.2 Problème linéaire associé

Pour l’étude du problème posé nous avons besoin de quelques espaces fonctionnels pour

étudier le problème mixte non local donné par l’équation

Lu =
∂u

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂u

∂x

)
= f (x, t) . (3.2.1)

vérifiant les conditions (3.1.2) −(3.1.4)

Pour étudier le problème posé, nous introduisons les espaces fonctionnels nécessaires . Soit L2
ρ (Ω)

l’espace d’ Hilbert avec poids des fonctions définies et de carrée intégrale munie de le produit

scalaire:
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(u, υ)L2
ρ(Ω) = (xu, υ)L2(Ω) =

∫
Ω

xu.υdx,

et de la norme

‖u‖L2
ρ(Ω) =

∥∥√xu∥∥
L2(Ω)

=

∫
Ω

x u2dx

 1
2

,

Soit X un espace de Banach de norme ‖u‖X , et soit u : (0, T ) → X une fonction abstraite.

‖u (., t)‖X est la norme de u(., t) ∈ X pour t fixé. Soit L2
(

0, T́ ;X
)

l’ensemble de toutes les

fonctions abstraites mesurables u(., t) : (0, T )→ X telles que

‖u‖2
L2(0,T ;X) =

∫ T

0

‖u (., t)‖2
X dt <∞.

Si X est un espace d’Hilbert, alors L2
(

0, T́ ;X
)

est aussi un espace d’Hilbert. Soit C (0, T ;X)

l’ensemble de toutes les fonctions continues u : (0, T )→ X telles que

‖u‖C(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

‖u (., t)‖X <∞.

et dénotons par H1
ρ (Ω) l’espace de Sobolev pondéré avec

‖u‖2
H1
ρ(Ω) = ‖u‖2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

<∞.

Le problème (3.2.1), (3.1.2)− (3.1.4), peut être considérée comme résolvant l’équation opérateur

Lu = (f, u0) , ∀u ∈ D (L) , (3.2.2)

où L est un opérateur donné par L = (L, `) ,et D (L) est le domaine de définition de l’opérateur

L; défini par ;

D (L) =

{
u ∈ L2

(
0, T́ ;H1

ρ (Ω)
)
/
∂u

∂t
,
∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂t∂x
,
∂3u

∂t∂x2
∈ L2

(
0, T́ ;H1

ρ (Ω)
)}

satisfaire aux conditions (3.1.3)− (3.1.4) .

L est un opérateur défini sur B vers F, où B est un espace de Banach avec la norme associé :
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‖u‖2
B =

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

+ ‖u‖2
C(0,T ;H1

ρ(Ω)) .

Les fonctions u ∈ B sont continues sur [0, T ] avec des valeurs dans H1
ρ (Ω) . D’où la cartographie

` : u→ `u = u (x, 0) ∈ H1
ρ (Ω)

est définie et continue sur B. Et F est un espace d’Hilbert L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)
× H1

ρ (Ω) muni de la

norme

‖F‖F = (‖f‖2
L2(0,T ;L2

ρ(Ω)) + ‖u0‖2
H1
ρ(Ω))

1
2 ,

soit L la fermeture de l’opérateur L, avec le domaine de définition D
(
L
)
.

Définition 3.1 On appelé solution forte du problème (3.2.1), (3.1.2)− (3.1.4) ,la solution de l’équa-

tion d’opérateur

Lu = F , ∀u ∈ D
(
L
)
,

on établit la méthode des inégalités de l’énergie pour l’opérateur L, on obtenir une estimation a

priori pour l’opérateur L, Enfin on prouve que le rang R(L) de l’opérateur L est dense dans F.

3.3 L’unicité du problème

Théorème 3.1 Pour toute fonction u ∈ D (L) on a l’estimation à priori

‖u‖B ≤ C‖Lu‖F , (3.3.1)

où C est une constante positive indépendante de u.

Preuve. D’abord, on observe que ∂
∂x
=x (f) = f, et ∂

∂x
=0 (f) = =2

0 (f) = 0,où =x (f) =
∫ x

0
f (ξ) dξ,

et =2
x(ξf(ξ)) = =x(=ξ (ηf(η))) .

On prennent le produit scalaire dans L2
ρ (Ω) de l’équation (3.2.1) et l’opérateur intégro-différentiel

Mu = x
∂u

∂t
− x=2

x (ξu) ,
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(Lu,Mu)L2
ρ(Ω) =

(
∂u

∂t
, x
∂u

∂t

)
L2
ρ(Ω)

−
(
∂u

∂t
, x=2

x (ξu)

)
L2
ρ(Ω)

−
(
∂

∂x
(x
∂u

∂x
), x

∂u

∂t

)
L2(Ω)

+

(
∂

∂x
(x
∂u

∂x
), x=2

x (ξu)

)
L2(Ω)

−
(

∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
), x

∂u

∂t

)
L2(Ω)

+

(
∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
), x=2

x (ξu)

)
L2(Ω)

=

(
f(x, t), x

∂u

∂t

)
L2
ρ(Ω)

−
(
f(x, t), x=2

x (ξu)
)
L2
ρ(Ω)

.

Puis en intégrant sur (0, τ) , avec 0 ≤ τ ≤ T, avec =x (f) coïncide avec =1
x (f) , on obtient∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂t
=2
x (ξu) dxdt (3.3.2)

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂u

∂t

∂

∂x
(x
∂u

∂x
)dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂x
(x
∂u

∂x
)=2

x (ξu) dxdt

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂u

∂t

∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
)dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
)=2

x (ξu) dxdt

=

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)
∂u

∂t
dxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)=2
x (ξu) dxdt.

En utilisant les conditions (3.1.2)− (3.1.4) ,et intégration par parties,on a :

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂t
=2
x (ξu) dxdt = −

∫ τ

0

[
x=x

(
ξ
∂u

∂t

)
=2
x (ξu)

]l
0

↘0 dt (3.3.3)

+

∫ τ

0

∫ l

0

=x
(
ξ
∂u

∂t

)
=x (ξu) dxdt

=
1

2

∫ l

0

[
(=x (ξu))2

]τ
0
dx

=
1

2

∫ l

0

(=x (ξu(., τ)))2 dx− 1

2

∫ l

0

(=x (ξu0))2 dx

=
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω) −
1

2
‖=x (ξu0)‖2

L2(Ω) ,
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−
∫ τ

0

∫ l

0

∂u

∂t

∂

∂x
(x
∂u

∂x
)dxdt = −

∫ τ

0

[
x
∂u

∂t

∂u

∂x

]l
0

↘0 dt+

∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x

∂2u

∂t∂x
dxdt (3.3.4)

=

∫ l

0

[
x
∂2u

∂x2

]τ
0

dx

=
1

2

∫ l

0

x
∂2u (., τ)

∂x2
dx− 1

2

∫ l

0

x
∂2u (., 0)

∂x2
dx

=
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

− 1

2

∥∥∥∥∂u0

∂x

∥∥∥∥
L2
ρ(Ω)

,

∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂x
(x
∂u

∂x
)=2

x (ξu) dxdt =

∫ τ

0

[
x
∂u

∂x
=2
x (ξu)

]l
0

↘0 dt (3.3.5)

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξu) dxdt

= −
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξu) dxdt,

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂u

∂t

∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
)dxdt = −

∫ τ

0

[
∂u

∂t

∂

∂t
(x
∂u

∂x
)

]l
0

↘0 dt (3.3.6)

+

∫ τ

0

∫ l

0

∂2u

∂x∂t

∂

∂t
(x
∂u

∂x
)dxdt

=

∫ l

0

[
∂2u

∂x∂t

∂u

∂x

]τ
0

↘0 dx−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂3u

∂x∂t2
∂u

∂x
dxdt

= −
∫ l

0

[
x
∂2u

∂x∂t

∂u

∂x

]τ
0

↘0 dx+

∫ τ

0

∫ l

0

x

(
∂2u

∂x∂t

)2

dxdt

=

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt,

∫ τ

0

∫ l

0

∂2

∂t∂x
(x
∂u

∂x
)=2

x (ξu) dxdt =

∫ τ

0

[
∂

∂t
(x
∂u

∂x
)=2

x (ξu)

]l
0

↘0 dt (3.3.7)

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂t
(x
∂u

∂x
)=x (ξu) dxdt

= −
∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂t
(x
∂u

∂x
)=x (ξu) dxdt.

3.3. L’unicité du problème 42
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substitution de (3.3.3)− (3.3.7) dans (3.3.2), on obtient∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω)

−1

2
‖=x (ξu0)‖2

L2(Ω) +
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

−1

2

∥∥∥∥∂u0

∂x

∥∥∥∥
L2
ρ(Ω)

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξu) dxdt

+

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., τ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt−
∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂t
(x
∂u

∂x
)=x (ξu) dxdt

=

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)
∂u

∂t
dxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)=2
x (ξu) dxdt,

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

(3.3.8)

+

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., τ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω)

=
1

2

∥∥∥∥∂u0

∂x

∥∥∥∥
L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖=x (ξu0)‖2

L2(Ω)

+

∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξu) dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

x
∂2u

∂x∂t
=x (ξu) dxdt

+

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)
∂u

∂t
dxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)=2
x (ξu) dxdt,

En vertu des inégalités élémentaires∫ l

0

(=x (ξu))2dx ≤ l3

2
‖u(., t)‖2

L2
ρ(Ω) , (3.3.9)∫ l

0

(=2
x (ξu))2dx ≤ l2

2
‖=x (ξu)‖2

L2(Ω) ,∫ l

0

x(=x (ξu))2dx ≤ l ‖=x (ξu)‖2
L2(Ω) ,

et en utilisant l’inégalité de Cauchy avec ε, nous estimons les quatres derniers termes du côté
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droit de (3.3.8) comme suit∫ τ

0

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξu) dxdt ≤ ε1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt (3.3.10)

+
1

2ε1

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt

≤ ε1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

+
l

2ε1

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt,

∫ τ

0

∫ l

0

x
∂2u

∂x∂t
=x (ξu) dxdt ≤ ε2

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt (3.3.11)

+
1

2ε2

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt

≤ ε2

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

+
l

2ε2

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt,∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)
∂u

∂t
dxdt ≤ ε3

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2ε3

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt, (3.3.12)

−
∫ τ

0

∫ l

0

xf(x, t)=2
x (ξu) dxdt ≤ 1

2ε4

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt (3.3.13)

+
ε4

4

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt

≤ 1

2ε4

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt+

l3ε4

4

∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt.

En prenant ε1 = ε3 = ε4 = 1, ε2 = 2, et en combinant (3.3.8) et (3.3.10)− (3.3.13), on obtient :

1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., τ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω)

≤ 1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+ +

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2u (., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

+

(
3l

4
+
l3

4

)∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt+

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt,
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1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω) (3.3.14)

≤ 1

2

∥∥∥∥∂u0

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖=x (ξu0)‖2

L2(Ω)

+
1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt

+

(
l3

4
+

3l

4

)∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt.

il est facile de vérifier que :

1

4
‖u (., τ)‖2

L2
ρ(Ω) ≤

1

4
‖u0‖2

L2
ρ(Ω)

+
1

4

∫ τ

0

‖u(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt+

1

4

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt, (3.3.15)

en ajoutant l’inégalité (3.3.15) à (3.3.14) côté à côté, on obtient

1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥∥∥∂u (., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖=x (ξu(., τ))‖2

L2(Ω) +
1

4
‖u (., τ)‖2

L2
ρ(Ω)

≤ 1

2

∥∥∥∥∂u0

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+
1

2
‖=x (ξu0)‖2

L2(Ω)

+
1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u (., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt

+

(
l3

4
+

3l

4

)∫ τ

0

‖=x (ξu(., t))‖2
L2(Ω) dt+

1

4
‖u0‖2

L2
ρ(Ω)

+
1

4

∫ τ

0

‖u(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt+

1

4

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt.

et en utilisant la première inégalité de (3.3.9) et

‖u‖2
H1
ρ(Ω) = ‖u‖2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,

Nous obtenons :

‖=x (ξu(., τ))‖2
L2(Ω) + ‖u (., τ)‖2

H1
ρ(Ω) +

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt (3.3.16)

≤ c

( ∫ τ
0
‖=x (ξu(., t))‖2

L2(Ω) dt+
∫ τ

0
‖u(., t)‖2

H1
ρ(Ω) dt

+ ‖u0‖2
H1
ρ(Ω) +

∫ τ
0
‖f(., t)‖2

L2
ρ(Ω) dt

)
,
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où

c = max
{

3l + l3, 4
}
.

Maintenant, En appliquant le lemme de Gronwall à l’inégalité (3.3.16), nous mettons

f1 (t) =

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,

f2 (τ) = ‖=x (ξu(., τ))‖2
L2(Ω) + ‖u (., τ)‖2

H1
ρ(Ω) ,

et

f3 (τ) = c

(
‖u0‖2

H1
ρ(Ω) +

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt

)
.

Alors (3.3.16) devient

‖=x (ξu(., τ))‖2
L2(Ω) + ‖u (., τ)‖2

H1
ρ(Ω) +

∫ τ

0

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt (3.3.17)

≤ cecτ
(
‖u0‖2

H1
ρ(Ω) +

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt

)
.

Si nous écartons le premier terme du côté gauche de (3.3.17), et puisque la côté droite de (3.3.17)

ne dépend pas de τ , en prenant la borne supérieure du coté gauche par rapport à τ sur l’intervalle

[0, T ].

Alors l’estimation devient

‖u (., τ)‖2
C(0,T ;H1

ρ(Ω) +

∥∥∥∥∂u(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

(3.3.18)

≤ C

(
‖u0‖2

H1
ρ(Ω) +

∫ τ

0

‖f(., t)‖2
L2
ρ(Ω) dt

)
.

où C =
√
cecτ .

Puisque nous n’avons aucune information concernant l’image de l’opérateur L, sauf que R (L) ⊂
F, il faut prolonger L pour que l’estimation (3.3.18) est valable pour l’extension et que son image

soit toute l’espace F. Alors on établisse la proposition suivante .

Proposition 3.1 L’opérateur L : E → F admet une fermeture L.

Preuve. Soit un ∈ D(L) est une suite telle que

un −→
n−→∞

0 dans B, (3.3.19)

et

L un −→
n−→∞

F = (f, u0) dans F. (3.3.20)
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alors il faut montrer que f ≡ 0, u0 ≡ 0.

Puisque (3.3.19) est verifié, on a :

un −→
n−→∞

0 dans D′ (Ω) , (3.3.21)

où D′ (Ω) est l’espace de distribution sur Ω.

D’après la continuité de la dérivation de D′ (Ω) dans D′ (Ω), (3.3.21) implique que :

Lun −→
n−→∞

0 dans D′ (Ω) . (3.3.22)

Selon (3.3.20), on a

Lun −→
n−→∞

f dans L2
ρ (Ω) . (3.3.23)

Puis

Lun −→
n−→∞

f dans D′ (Ω) . (3.3.24)

D’après l’unicité de la limite dans D′ (Ω) ,on conclut que f ≡ 0.

Selon (3.3.20), on conclut également que :

`un −→
n−→∞

u0 dans H1
ρ (Ω) . (3.3.25)

d’après l’injection canonique de H1
ρ (Ω) dans D′ (Ω) est continue, on déduit que :

`un −→
n−→∞

u0 dans D′ (Ω) . (3.3.26)

de plus, puisque (3.3.19) est vérifié et

‖`un‖W 1
ρ (Ω) ≤ ‖un‖B ∀n, (3.3.27)

On a

`un −→
n−→∞

0 dans H1
ρ (Ω) . (3.3.28)

par conséquence,

`un −→
n−→∞

0 dans D′ (Ω) . (3.3.29)

d’après l’unicité de la limite dans D′ (Ω) , on conclut de (3.3.26) et (3.3.29) que u0 ≡ 0.Cela prouve la

proposition .

Puisque les points du graphe de l’opérateur L sont des limites de séquence des points du graphe de L,

puis on prend la limite en (3.1.1) pour obtenir une estimation a priori pour l’opérateur L, c’est

‖u‖B ≤ c
∥∥Lu∥∥

F
∀u ∈ D

(
L
)
, (3.3.30)

à partir de laquelle on conclue les résultats.
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Corollaire 3.1 La solution forte du problème (3.2.1), (3.1.2)− (3.1.4) est unique et dépend continûe-

ment des données (f, u0) ∈ F.

Corollaire 3.2 L’image R
(
L
)

de l’opérateur L est fermée dans F et égal à la fermeture R (L) de

R (L) , c’est-à-dire :

R
(
L
)

= R (L).

Preuve. Montrons d’abord que R
(
L
)

est fermé.

Soit F ∈ R
(
L
)
, alors il existe une suite (un)n∈N dans D

(
L
)

telque Lun →
n→∞

F dans F , puisque

(3.3.30) signifie que

‖un‖B ≤ c
∥∥Lun∥∥F , ∀n

Alors on déduit que la convergence de Lun dans F implique la convergence de un dans B; dison

un →
n→∞

u dans B,

puisque L est fermé, (un) est une suite dans D
(
L
)

et

un →
n→∞

u dans B,

Lun → F
n→∞

dans F,

alors u ∈ D
(
L
)

et Lu = F , c’est F ∈ R
(
L
)
.

ainsi, R
(
L
)

est fermé dans F.

Maintenant, nous prouvons que R
(
L
)

= R (L) .

puisque L est une extension de L; alors Γ (L) ⊆ Γ
(
L
)

; où Γ (L) est le graphe de L, Γ (L) =

{(u, Lu) ;u ∈ D (L)} ; ainsi,

R (L) ⊆ R
(
L
)
,

ce qui implique

R (L) ⊆ R
(
L
)
,

mais R
(
L
)

est fermé, ainsi

R (L) ⊆ R
(
L
)
,
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D’autre part, soit F ∈ R
(
L
)
, c’est-à-dire F = LU ; pour certains u ∈ D

(
L
)

alors (u,F) ∈ Γ
(
L
)

=

Γ (L), c’est-à-dire qu’ il existe une suite (un, Lun)n∈N dans Γ (L) tel que

(un, Lun) →
n→∞

(u,F) dans B × F

C’est,

‖(un, Aun)− (u,F)‖2
B×F = ‖un − u‖2

B + ‖Lun −F‖2
F →n→∞ 0.

ainsi, Lun →
n→∞

F dans F, mais un ∈ D (L) ,∀n, ensuite nous avons F ∈R (L) ,et donc R
(
L
)
⊆

R (L).

3.4 La solvabilité du problème

Théorème 3.2 Le problème (3.2.1), (3.1.2)−(3.1.4), admet une solution forte unique u = L−1(f, u0) =

L−1(f, u0), qui dépend continûment des données, pour tout f ∈ L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)
, et u0 ∈ H1

ρ (Ω) .

Preuve. D’après le corollaire 3.2 , on en déduit que pour prouver l’existence de la solution forte,

il suffit de montrer que R(L) = F , c’est-à-dire en fin compte d’établir la proposition suivante

Proposition 3.2 soit D◦ (L) l’ensemble de toutes les fonctions u ∈ D(L) s’évanouissant au voisinage

de t = 0. Si pour g ∈ L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)

et pour tous u ∈ D◦ (L) ,

on a :

(Lu, g)L2(0,T ;L2
ρ(Ω)) = 0, (3.4.1)

Alors la fonction g s’évanouit presque partout dans DT .

Preuve. On définit la fonction ϕ (x, t) par :

ϕ (x, t) =

T∫
t

g (x, υ) dυ. (3.4.2)

soit ∂u
∂t

la solution de l’équation
∂u

∂t
+ =2

x (ξu) = ϕ (x, t) . (3.4.3)

et soit

u =

{
0, 0 ≤ t ≤ υ,∫ t

υ
∂u
∂τ
dτ , υ ≤ t ≤ T.

(3.4.4)
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De (3.4.2) et (3.4.3), on a :

g (x, t) = −∂
2u

∂t2
−=2

x (ξut) , (3.4.5)

Nous avons les résultats suivants :

Lemme 3.1 La fonction g (x, t) défini par (3.4.5) est dans g ∈ L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)
.

Preuve. on utilise ρε de la forme

(ρεu) (x, t) =
1

ε

∫ +∞

−∞
W

(
υ − t
ε

)
u (x, υ) dυ,

où

W ∈ C∞0 (0, T ) ,W (t) ≥ 0,

et ∫ +∞

−∞
W (t) dt = 1.

On applique l’opérateur ρε et ∂
∂t

à l’ équation (3.4.3) , on trouve :

∂

∂t

(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)
=

∂

∂t

{(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)
− ρε

(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)}
+
∂

∂t
ρεϕ.

Alors ∥∥∥∥ ∂∂t
(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂t
{(

∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)
− ρε

(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)}∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

+2

∥∥∥∥ ∂∂tρεϕ
∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

.

En utilisant les propriétés de l’opérateur ρε, on obtient :∥∥∥∥ ∂∂t
(
∂u

∂t
+ =2

x (ξu)

)∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

≤ 2

∥∥∥∥ ∂∂tρεϕ
∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

,

puisque ρεs −→ s comme ε −→ 0 dans L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)
,et
∥∥ ∂
∂t

(
∂u
∂t

+ =2
x (ξu)

)∥∥2

L2(0,T ;L2
ρ(Ω)) est borné,on

conclue que g ∈ L2
(
0, T ;L2

ρ (Ω)
)
.
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Puis on remplaçant g (x, t) dans (3.4.1) par sa représentation (3.4.5) ; on obtient :

−
(
∂u

∂t
,
∂2u

∂t2

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
+

(
∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
,
∂2u

∂t2

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
(3.4.6)

+

(
∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
,
∂2u

∂t2

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
−
(
∂u

∂t
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

+

(
∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
+

(
∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
= 0.

les condition (3.1.3) et (3.1.4), la forme spéciale du u donnée par (3.4.3)et (3.4.4) et une intégration

par parties pour chaque terme de (3.4.6) donne ;

−
(
∂u

∂t
,
∂2u

∂t2

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
= −

∫ T

υ

∫ l

0

x
∂u

∂t

∂2u

∂t2
dxdt (3.4.7)

= −1

2

∫ l

0

[
x

(
∂u

∂t

)2
]T
υ

dx

= −1

2

∫ l

0

(
x
∂u (x, T )

∂t

)2

dx↘0 +
1

2

∫ l

0

(
x
∂u (x, υ)

∂t

)2

dx

=
1

2

∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,

(
∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
,
∂2u

∂t2

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
=

∫ T

υ

∫ l

0

∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
∂2u

∂t2
dxdt (3.4.8)

=

∫ T

υ

[
x
∂u

∂x

∂2u

∂t2

]l
0

↘0 dt−
∫ T

υ

∫ l

0

x
∂u

∂x

∂3u

∂t2∂x
dxdt

= −
∫ l

0

[
x
∂u

∂x

∂2u

∂x∂t

]T
υ

↘0 dt+

∫ T

υ

∫ l

0

x

(
∂2u

∂x∂t

)2

dxdt

=

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

,
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(
∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
,
∂2u

∂x∂t

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
=

∫ T

υ

∫ l

0

∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
∂2u

∂x∂t
dxdt (3.4.9)

=

∫ T

υ

[
x
∂2u

∂x∂t

∂2u

∂t2

]l
0

↘0 dt−
∫ T

υ

∫ l

0

x
∂2u

∂x∂t

∂3u

∂t∂x2
dxdt

= −1

2

∫ l

0

[
x

(
∂2u

∂x∂t

)2
]T
υ

dx

= −1

2

∫ l

0

x

(
∂2u(x, T )

∂x∂t

)2

↘0 dx+
1

2

∫ l

0

x

(
∂2u(x, υ)

∂x∂t

)2

dx

=
1

2

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,

−
(
∂u

∂t
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
= −

∫ T

υ

∫ l

0

∂u

∂t
=2
x (ξut) dxdt (3.4.10)

= −
∫ T

υ

[
=2
x (ξut)=x (ξut)

]l
0
↘0 dx+

∫ T

υ

∫ l

0

[=x (ξut)]
2 dxdt

= ‖=x (ξut)‖2
L2(υ,T ;L2(Ω)) ,

(
∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
=

∫ T

υ

∫ l

0

∂

∂x

(
x
∂u

∂x

)
=2
x (ξut) dxdt (3.4.11)

=

∫ T

υ

[
x=2

x (ξut)
∂u

∂x

]l
0

↘ 0dt−
∫ T

υ

∫ l

0

x
∂u

∂x
=x (ξut) dxdt

= −
(
∂u

∂x
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
,

(
∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
,=2

x (ξut)

)
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
=

∫ T

υ

∫ l

0

∂2

∂x∂t

(
x
∂u

∂x

)
=2
x (ξut) dxdt (3.4.12)

=

∫ T

υ

[
=2
x (ξut)

∂

∂t

(
x
∂u

∂x

)]l
0

↘0 dt

−
∫ T

υ

∫ l

0

∂

∂t

(
x
∂u

∂x

)
=x (ξut) dxdt

= −
(
∂2u

∂x∂t
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
.
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Maintenant, en combinant l’égalité (3.4.7)− (3.4.12) et (3.4.6),on a

1

2

∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

(3.4.13)

+
1

2

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ ‖=x (ξut)‖2
L2(υ,T ;L2(Ω))

=

(
∂u

∂x
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
+

(
∂2u

∂x∂t
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
.

En appliquant l’inégalité de Cauchy avec ε au côté droit de (3.4.13), on trouve(
∂u

∂x
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
≤ l

2

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+
1

2
‖=x (ξut)‖2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

, (3.4.14)

(
∂2u

∂x∂t
,=x (ξut)

)
L2(υ,T ;L2

ρ(Ω))
≤ l

2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+
1

2
‖=x (ξut)‖2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

. (3.4.15)

En insérant (3.4.14) et (3.4.15) dans (3.4.13)∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ 2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ 2 ‖=x (ξut)‖2
L2(υ,T ;L2(Ω))

≤ l

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))


+2 ‖=x (ξut)‖2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

,

∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ 2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

(3.4.16)

≤ l

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+

∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

 .

Et en appliquant l’inégalité de Poincaré∥∥∥∥∂u∂x
∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

≤ 24T 2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

.

∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+ 2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

≤ l

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

+ 24T 2

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

 .
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Et en omettant le troisième terme du côté gauche de l’inégalité (3.4.16), on obtient∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

≤ l(1 + 24T 2)

∥∥∥∥ ∂2u

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2(υ,T ;L2
ρ(Ω))

. (3.4.17)

Si l’on note l’intégrale du côté droit de (3.4.17) par

θ (υ) =

∥∥∥∥∂u (x, υ)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

+

∥∥∥∥∂2u (x, υ)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

.

Ensuite, nous avons

−dθ (υ)

dυ
≤ l
(
1 + 24T 2

)
θ (υ) ,

−dθ (υ)

θ (υ)
≤ l
(
1 + 24T 2

)
dυ,

ln θ (υ) ≥ −l
(
1 + 24T 2

)
υ,

θ (υ) ≥ exp
(
−l
(
1 + 24T 2

)
υ
)
,

− d

dυ

(
θ (υ) exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
))
≤ 0. (3.4.18)

En tenant compte du fait que θ (T ) = 0 ,une intégration de (3.4.18) par rapport à υ sur [υ, T ] donne

− d

dυ

(
θ (υ) exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
))

= −dθ (υ)

dυ
exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)

−l
(
1 + 24T 2

)
θ (υ) exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)
,

−
∫ T

υ

dθ (υ)

dυ
exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)
− l
(
1 + 24T 2

) ∫ T

υ

θ (υ) exp
(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)

= −
[
θ (υ) exp

(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)]T
υ

+ l
(
1 + 24T 2

) ∫ T

υ

θ (υ) exp
(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)

−l
(
1 + 24T 2

) ∫ T

υ

θ (υ) exp
(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)

= θ (υ) exp
(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)
.

Donc

θ (υ) exp
(
l
(
1 + 24T 2

)
υ
)
≤ 0. (3.4.19)

Il découle de l’inégalité (3.4.19) que g = 0 presque partout sur DT−υ = Ω × [T − υ, T ]. Puisque la

longueur v est indépendante de l’origine, nous utilisons la même procédure pour montrer que g = 0

dans DT .Ceci complète la preuve de la proposition 3.2.

Pour compléter la preuve du théorème 3.2, nous supposons que pour un élément G = (g, g0) ∈
R (L)⊥ .tel que

(Lu, g)L2(0,T ;L2
ρ(Ω)) + (`u, g0)H1

ρ(Ω) = 0. (3.4.20)
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Nous devons prouver que G = 0,posons u ∈ D◦ (L) dans l’équation (3.4.20), nous obtenons

(Lu, g)L2(0,T ;L2
ρ(Ω)) = 0, u ∈ D0 (L) . (3.4.21)

D’après la proposition 3.2, on en déduit que g = 0.Ainsi, l’équation (3.4.20) devient

(`u, g0)H1
ρ(Ω) = 0. (3.4.22)

Mais comme l’ensemble R (`) est dense l’espace H1
ρ (Ω) , et la relation (3.4.22) implique que g0 = 0.

Par conséquent G = 0.Ceci complète la démonstration du théorème 3.2.

3.5 Problème non linéaire

Cette section est consacrée à la preuve de l’existence, l’unicité, et de la dépendance continue

de la solution aux données du problème (3.1.1)− (3.1.4).

Considérons maintenant le problème auxiliaire suivant avec l’équation homogène :

LU =
∂U

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂U

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂U

∂x

)
= 0, (3.5.1)

`U = U (x, 0) = u0 (x) , (3.5.2)

∂U

∂x
(l, t) = 0, (3.5.3)∫ l

0

xUdx = 0. (3.5.4)

Si u est la solution du problème (3.1.1)− (3.1.4) et U est la solution du problème (3.5.1)− (3.5.4) ,

alors ω = u− U satisfaisant

Lω =
∂ω

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂ω

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂ω

∂x

)
= F

(
x, t, ω,

∂ω

∂x

)
, (3.5.5)

ω(x, 0) = 0, (3.5.6)

∂ω

∂x
(l, t) = 0, (3.5.7)∫ l

0

xωdx = 0. (3.5.8)

où

F

(
x, t, ω,

∂ω

∂x

)
= f

(
x, t, ω + U,

∂ω

∂x
+
∂U

∂x

)
.
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La fonction F satisfaisant la condition

|F (x, t, u1, υ1)− F (x, t, u2, υ2)| ≤ d (|u1 − u2|+ |υ1 − υ2|) . (B)

pour tout (x, t) dans DT .

D’après le théorème 3.2 le problème (3.5.1) − (3.5.4) admet une solution unique dépendant

continûment de u0 ∈ H1
ρ (Ω) .

Il reste à résoudre le problème (3.5.5)−(3.5.8). Donc nous allons prouver que le problème (3.5.5)−
(3.5.8) admet une solution faible unique.

Soit

C̃1(DT ) =

{
υ ∈ C1(DT ), tel que

∂2υ

∂t∂x
∈ C(DT )

}
.

Supposons que υ, ω ∈ C1(DT ) tel que :

υ (x, T ) = 0,

ω (x, 0) = 0,∫ l

0

xυdx =

∫ l

0

xωdx = 0.

Pour tout υ ∈ C̃1(DT ), nous avons

− (Lω,=x (ξυ))L2(0,T,L2
ρ(Ω)) = −

(
∂ω

∂t
,=x (ξυ)

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

(3.5.9)

+

(
∂

∂x

(
x
∂ω

∂x

)
,=x (ξυ)

)
L2(DT )

+

(
∂2

∂t∂x

(
x
∂ω

∂x

)
,=x(ξυ)

)
L2(DT )

.

On considére séparément les intégrales de chaque terme à droite et à gauche de l’égalité (3.5.9).

En intégrant par parties et en prenant en compte les conditions sur ω et υ :

− (Lω,=x (ξυ))L2(0,T,L2
ρ(Ω)) = −

∫ T

0

∫ l

0

F=x (ξυ) dxdt (3.5.10)

= −
∫ T

0

[=x (ξF )=x (ξυ)]l0 ↘0 dt+

∫ T

0

∫ l

0

υ=x (ξF ) dxdt

= (υ,=x (ξF ))L2(0,T,L2
ρ(Ω)) ,
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−
(
∂ω

∂t
,=x (ξυ)

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

= −
∫ T

0

∫ l

0

∂ω

∂t
=x (ξυ) dxdt (3.5.11)

= −
∫ T

0

[
=x
(
ξ
∂ω

∂t

)
=x (ξυ)

]l
0

↘0 dt+

∫ T

0

∫ l

0

υ=x
(
ξ
∂ω

∂t

)
dxdt

=

∫ l

0

[
υ=x

(
ξ
∂ω

∂t

)]T
0

↘0 dx−
∫ T

0

∫ l

0

∂υ

∂t
=x (ξω) dxdt

= −
(
∂υ

∂t
,=x (ξω)

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

,

(
∂

∂x

(
x
∂ω

∂x

)
,=x (ξυ)

)
L2(DT )

=

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(
x
∂ω

∂x

)
=x (ξυ) dxdt (3.5.12)

=

∫ T

0

[
x=x (ξυ)

∂ω

∂x

]l
0

↘0 dt−
∫ T

0

∫ l

0

x
∂ω

∂x
υdxdt

= −
∫ T

0

∫ l

0

x
∂ω

∂x
υdxdt

= −
(
x
∂ω

∂x
, υ

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

,

(
∂2

∂t∂x

(
x
∂ω

∂x

)
,=x(ξυ)

)
L2(DT )

=

∫ T

0

∫ l

0

∂2

∂t∂x

(
x
∂ω

∂x

)
=x (ξυ) dxdt (3.5.13)

=

∫ T

0

[
=x (ξυ)

∂

∂t

(
x
∂ω

∂x

)]l
0

↘0 dt−
∫ T

0

∫ l

0

υ
∂

∂t

(
x
∂ω

∂x

)
dxdt

= −
∫ l

0

[
xυ
∂ω

∂x

]T
0

↘0 dx+

∫ T

0

∫ l

0

x
∂ω

∂x

∂υ

∂t
dxdt

=

(
x
∂ω

∂x
,
∂υ

∂t

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

.

la substitution de (3.5.10)− (3.5.13) dans (3.5.9) donne

H (ω, υ) = (υ,=x (ξF ))L2(0,T,L2
ρ(Ω)) , (3.5.14)

où

H (ω, υ) =

(
x
∂ω

∂x
,
∂υ

∂t

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

−
(
∂υ

∂t
,=x (ξω)

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

(3.5.15)

−
(
x
∂ω

∂x
, υ

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

.
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Définition 3.2 Une fonction ω ∈ L2(0, T́ , H1
ρ(Ω)) est dite solution faible du problème (3.5.5) −

(3.5.8) si (3.5.7) et (3.5.14)est satisfaite.

Maintenant, nous construisons une suite d’itérations de la manière suivante. En commençant

par ω(0) = 0 la suite
(
ω(n)

)
n∈N est définie comme suit : Étant donné l’élément ω(n−1), alors pour

n = 1, 2, ..., résolvons le problème :

∂ω(n)

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂ω(n)

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂ω(n)

∂x

)
= F

(
x, t, ω(n−1),

∂ω(n−1)

∂x

)
, (3.5.16)

ω(n)(x, 0) = 0, (3.5.17)

∂ω(n)

∂x
(l, t) = 0, (3.5.18)∫ l

0

xω(n) (x, t) dx = 0. (3.5.19)

Théorème 3.3 Affirme que pour tout n fixe, chaque problème (3.5.16)− (3.5.19) admet une solution

unique ω(n) (x, t) .Si on pose V (n) (x, t) = ω(n+1) (x, t) − ω(n) (x, t) , alors on obtient un nouveau

problème
∂V (n)

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
= σ(n−1) (x, t) . (3.5.20)

V (n) (x, 0) = 0, (3.5.21)

∂V (n)

∂x
(l, t) = 0, (3.5.22)∫ l

0

xV (n)(x, t)dx = 0, (3.5.23)

où

σ(n−1) (x, t) = F

(
x, t, ω(n),

∂ω(n)

∂x

)
− F

(
x, t, ω(n−1),

∂ω(n−1)

∂x

)
.

Lemme 3.2 Supposons que la condition (B) est vérifié, alors pour le problème (3.5.20) − (3.5.23),

nous avons l’estimation a priori∥∥V (n)
∥∥
L2(0,T́ ,H1

ρ(Ω))
≤ K

∥∥V (n−1)
∥∥
L2(0,T́ ,H1

ρ(Ω))
, (3.5.24)

où K une constante positive donnée par

K = 2
√
Td exp(k1

T

2
), avec k1 = max

(
1,

3l + l3

2

)
.
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Preuve. Prenant le produit scalaire dans L2(0, τ , L2
ρ(Ω)), avec 0 ≤ τ ≤ T de l’équation (3.5.20) et

l’opérateur intégro-différenrielle

MV = x
∂V (n)

∂t
− x=2

x

(
ξV (n)

)
.

(
∂V (n)

∂t
, x
∂V (n)

∂t

)
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

−
(
∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
,
∂V (n)

∂t

)
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

−
(

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
,
∂V (n)

∂t

)
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

−
(
∂V (n)

∂t
, x=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

+

(
∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
,=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

+

(
∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
,=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

=

(
σ(n−1) (x, t) , x

∂V (n)

∂t

)
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

−
(
σ(n−1) (x, t) , x=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,τ ,L2

ρ(Ω))

Alors on a ∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt−
∫ τ

0

∫ l

0

∂V (n)

∂t

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
dxdt (3.5.25)

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂V (n)

∂t
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt+

∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt

+

∫ τ

0

∫ l

0

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

∂V (n)

∂t

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
dxdt

=

∫ τ

0

∫ l

0

xσ(n−1) (x, t)
∂V (n)

∂t
dxdt−

∫ τ

0

∫ l

0

xσ(n−1) (x, t)=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt.

on aprenons on compte les conditions (3.5.22) et (3.5.23), intégrations successives par parties de

chaque terme de (3.5.25) conduit à

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂V (n)

∂t

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
dxdt = −

∫ τ

0

[
x
∂V (n)

∂t

∂V (n)

∂x

]l
0

↘0 dt+

∫ τ

0

∫ l

0

x
∂2V (n)

∂x∂t

∂V (n)

∂x
dxdt

=
1

2

∫ l

0

[
x

(
∂V (n)

∂x

)2
]τ

0

dx

=
1

2

∫ l

0

x

(
∂V (n)(x, τ)

∂x

)2

dx− 1

2

∫ l

0

x

(
∂V (n)(x, 0)

∂x

)2

↘0 dx

=
1

2

∥∥∥∥∂V (n)(., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

,
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−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂V (n)

∂t
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt = −

∫ τ

0

[
x=2

x

(
ξV (n)

)
=x
(
ξ
∂V (n)

∂t

)]l
0

↘0 dt

+

∫ τ

0

∫ l

0

=x
(
ξV (n)

)
=x
(
ξ
∂V (n)

∂t

)
dxdt

=
1

2

∫ l

0

[(
=x
(
ξV (n)

))2
]τ

0
dx

=
1

2

∫ l

0

(
=x
(
ξV (n)(x, τ

))2
dx− 1

2

∫ l

0

(
=x
(
ξV (n)(x, 0

))2 ↘0 dx

=
1

2

∥∥=x (ξV (n) (., τ)
)∥∥2

L2(Ω)
,

∫ τ

0

∫ l

0

∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt =

∫ τ

0

[
x
∂V (n)

∂x
=2
x

(
ξV (n)

)]l
0

↘0 dt

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂V (n)

∂x
=x
(
ξV (n)

)
dxdt

= −
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂V (n)

∂x
=x
(
ξV (n)

)
dxdt

= −
(
∂V (n)

∂x
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

,

∫ τ

0

∫ l

0

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
=2
x

(
ξV (n)

)
dxdt =

∫ l

0

[
∂

∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
=2
x

(
ξV (n)

)]τ
0

↘0 dx

−
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂2V (n)

∂x∂t
=x
(
ξV (n)

)
dxdt

= −
∫ τ

0

∫ l

0

x
∂2V (n)

∂x∂t
=x
(
ξV (n)

)
dxdt

= −
(
∂2V (n)

∂x∂t
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

,

−
∫ τ

0

∫ l

0

∂V (n)

∂t

∂2

∂t∂x

(
x
∂V (n)

∂x

)
dxdt = −

∫ τ

0

[
x
∂V (n)

∂t

∂2V (n)

∂x∂t

]l
0

↘0 dt+

∫ τ

0

∫ l

0

x

(
∂2V (n)

∂x∂t

)2

dxdt

=

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2V (n) (., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

.
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Donc (3.5.25) devient∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥∥∥∂V (n)(., τ)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

(3.5.26)

+

∫ τ

0

∥∥∥∥∂2V (n)(., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∥∥=x (ξV (n) (., τ)
)∥∥2

L2(Ω)

=

(
∂V (n)

∂x
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

+

(
∂2V (n)

∂x∂t
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

+

(
σ(n−1),

∂V (n)

∂t

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

−
(
σ(n−1),=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω)
.

Appliquons les inégalités de Cauchy avec ε et en utilisant la condition (B) , alors chaque terme

du côté droit de (3.5.26) peut être estimé comme suit :

(
∂V (n)

∂x
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

≤
∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
l

4

∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2(Ω)
dt, (3.5.27)

(
∂2V (n)

∂x∂t
,=x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

≤
∫ τ

0

∥∥∥∥∂2V (n)(., t)

∂x∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
l

4

∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2(Ω)
dt,

(3.5.28)(
σ(n−1),

∂V (n)

∂t

)
L2(0,T,L2

ρ(Ω))

(3.5.29)

≤ d2

(∫ T

0

∥∥V (n−1)
∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+

∫ T

0

∥∥∥∥∂V (n−1)(., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

)

+
1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt,

(
σ(n−1),=2

x

(
ξV (n)

))
L2(0,T,L2

ρ(Ω)
(3.5.30)

≤ d2

(∫ T

0

∥∥V (n−1)
∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+

∫ T

0

∥∥∥∥∂V (n−1)(., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

)

+
l3

4

∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt.

Il est facile de vérifie que

1

2

∥∥V (n)(., τ)
∥∥2

L2
ρ(Ω)
≤ 1

2

∫ τ

0

∥∥V (n)
∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+
1

2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂t

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt. (3.5.31)
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En combinant (3.5.27)−(3.5.30) dans (3.5.26) et en ajoutant côté à côté l’inégalité obtenue (3.5.31),

on obtient ∥∥V (n)(., τ)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

+
∥∥=x (ξV (n) (., τ)

)∥∥2

L2(Ω)

≤ 2

∫ τ

0

∥∥∥∥∂V (n)(., t)

∂x

∥∥∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt+ l

∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2(Ω)
dt

+4d2

∫ T

0

∥∥V (n−1)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

dt+
l3

2

∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt

+

∫ τ

0

∥∥V (n)
∥∥2

L2
ρ(Ω)

dt.

Donc ∥∥V (n)(., τ)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

+
∥∥=x (ξV (n) (., τ)

)∥∥2

L2(Ω)
(3.5.32)

≤ K1

(∫ τ

0

∥∥=x (ξV (n)
)∥∥2

L2(Ω)
dt+

∫ τ

0

∥∥V (n)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

dt

)
+4d2

∫ τ

0

∥∥V (n−1)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

dt,

où

K1 = max

{
1,

3l + l3

2

}
,

Maintenant, en appliquant le lemme de Gronwall à (3.5.32) , on obtient∥∥V (n)(., τ)
∥∥2

H1
ρ(Ω)

+
∥∥=x (ξV (n) (., τ)

)∥∥2

L2
ρ(Ω)

(3.5.33)

≤ 4Td2 exp(K1T )

∫ T

0

∥∥V (n−1)
∥∥2

H1(Ω)
dt.

Après avoir écarté le deuxième terme du côté gauche de (3.5.33), en intégre le résultat obtenu sur

l’intervalle (0, T ), on obtient l’estimation a priori souhaitée (3.5.24) qui est :∥∥V (n)
∥∥2

L2(0,T ;H1
ρ(Ω))

≤ 4Td2 exp (K1T )
∥∥V (n−1)

∥∥2

L2(0,T ;H1
ρ(Ω))

.

À partir des critères de convergence des séries ; il résulte que la série
∑∞

n=1 V
(n) converge si

4Td2 exp (K1T ) < 1, c’est-à-dire que si d < 1
2
√
T

exp(−K1T
2

). Comme V (n) (x, t) = ω(n+1) (x, t) −
ω(n) (x, t) alors il s’ensuit que la suite

(
ω(n)

)
n∈N définie par

ω(n) (x, t) =

n−1∑
K=0

V (k) + ω(0) (x, t)

=

n−1∑
K=0

(
ω(k+1) (x, t)− ω(k) (x, t)

)
+ ω(0) (x, t) , k = 1, 2, ...
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converge vers un élément ω ∈ L2(0, T ;H1
ρ(Ω)).

Maintenant, pour prouver que cette fonction limite ω est une solution du problème considéré

(3.5.20)− (3.5.23), nous devons montrer que ω satisfait (3.5.7) et (3.5.14) comme mentionné dans

la définition 3.2.

Pour le problème (3.5.16)− (3.5.19), nous avons

H
(
ω(n), υ

)
=

(
υ,=x

(
ξF

(
ξ, t, ω(n−1),

∂ω(n−1)

∂ξ

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

. (3.5.34)

De (3.5.34), nous avons

H
(
ω(n) − ω, υ

)
+H (ω, υ) =

(
υ,=x

(
ξF

(
ξ, t, ω(n−1),

∂ω(n−1)

∂ξ

)))
(3.5.35)

−=x
(
ξF

(
ξ, t, ω,

∂ω

∂ξ

))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

+

(
υ,=x

(
ξF

(
ξ, t, ω,

∂ω

∂ξ

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

Maintenant, à partir de l’équation différentielle partielle (3.5.16), nous avons

H
(
ω(n) − ω, υ

)
=

(
υ,

∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.36)

−
(
υ,=x

(
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

−
(
υ,

∂

∂t
=x
(
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

En utilisant les conditions sur υ et ω, après quelques intégrations par parties de chaque terme à

droite de (3.5.36) on obtient : (
υ,

∂

∂t
=x
(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.37)

= −
(
∂υ

∂t
,=x

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

,

−
(
υ,=x

(
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.38)

= −
(
xυ,

∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

,
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−
(
υ,

∂

∂t
=x
(
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

(
ω(n) − ω

))))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.39)

=

(
x
∂υ

∂t
,
∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

Substituons (3.5.37)− (3.5.39) dans (3.5.36) , on obtient :

H
(
ω(n) − ω, υ

)
= −

(
∂υ

∂t
,=x

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.40)

−
(
xυ,

∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

+

(
x
∂υ

∂t
,
∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les termes du côté droit de (3.5.40) . On obtient

−
(
∂υ

∂t
,=x

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤
∥∥∥∥∂υ∂t

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.
∥∥=x (ξ (ω(n) − ω

))∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤ 2l

∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.
∥∥ξ (ω(n) − ω

)∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))
,

−
(
xυ,

∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤ l ‖υ‖L2(0,T ;L2
ρ(Ω)) .

∥∥∥∥ ∂∂ξ (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

,

(
x
∂υ

∂t
,
∂

∂ξ

(
ξ
(
ω(n) − ω

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤ l

∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

∥∥∥∥ ∂∂ξ (ω(n) − ω
)∥∥∥∥

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

.

Alors

H
(
ω(n) − ω, υ

)
≤ C

∥∥ω(n) − ω
∥∥
L2(0,T ;H1

ρ(Ω))

(
‖υ‖L2(0,T ;L2

ρ(Ω)) +

∥∥∥∥∂υ∂t
∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

)
(3.5.41)

où

C =
l2√
2

+ l.

En d’autre part on a :
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(
υ,=x

(
ξF

(
ξ, t, ω(n−1),

∂ω(n−1)

∂ξ

))
−=x

(
ξF

(
ξ, t, ω,

∂ω

∂ξ

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

(3.5.42)

≤
√
l ‖υ‖L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

∥∥∥∥=x(ξF (ξ, t, ω(n−1),
∂ω(n−1)

∂ξ

))
−=x

(
ξF

(
ξ, t, ω,

∂ω

∂ξ

))∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤ l2√
2
‖υ‖L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

∥∥∥∥F (x, t, ω(n−1),
∂ω(n−1)

∂x

)
− F

(
x, t, ω,

∂ω

∂x

)∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

≤ l2d√
2
‖υ‖L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

∥∥(ω(n−1) − ω
)∥∥

L2(0,T ;L2
ρ(Ω))

+

∥∥∥∥∥
(
∂ω

∂x

(n−1)

− ∂ω

∂x

)∥∥∥∥∥
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))


≤ ld√

2
‖υ‖L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

∥∥ω(n) − ω
∥∥
L2(0,T ;H1

ρ(Ω))
.

prenons en compte (3.5.41) et (3.5.42) , et par passage à la limite quand n→∞ dans (3.5.40) nous

obtenons

H (ω, υ) =

(
υ,=x

(
ξF

(
ξ, t, ω,

∂ω

∂ξ

)))
L2(0,T ;L2

ρ(Ω))

.

Ainsi, nous avons prouvé ce qui suit ;

Théorème 3.4 Supposons que la condition (B) est satisfaite, et telque d < 1
2
√
T

exp
(
−k1T

2

)
, alors

le problème (3.5.5)− (3.5.8) admet une solution faible unique appartient à L2(0, T ;H1
ρ(Ω)).

Il reste maintenant à prouver l’unicité de la solution du problème (3.5.5)− (3.5.8) .

Théorème 3.5 Si la condition (B) est satisfaite, alors le problème (3.5.5) − (3.5.8) admet une

solution unique.

Preuve. On suppose que ω1, ω2 ∈ L2(0, T ;H1
ρ(Ω)) sont deux solutions du problème (3.5.5) −

(3.5.8) , alors V = ω1 − ω2 ∈ L2(0, T ;H1
ρ(Ω)) et satisfait

∂V

∂t
− 1

x

∂

∂x

(
x
∂V

∂x

)
− 1

x

∂2

∂t∂x

(
x
∂V

∂x

)
= σ (x, t) . (3.5.43)

V (x, 0) = 0, (3.5.44)

∂V (l, t)

∂x
= 0, (3.5.45)∫ l

0

xV (x, t)dx = 0, (3.5.46)

où

σ (x, t) = F

(
x, t, ω1,

∂ω1

∂x

)
− F

(
x, t, ω2,

∂ω1

∂x

)
.
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Considérons le produit scalaire dans L2(0, T ;L2
ρ(Ω)) de l’équation différentielle (3.5.43) et l’opé-

rateur intégro-différentielle

MV = x
∂V

∂t
− x=2

x (ξV ) ,

Nous suivons la même procédure utilisée pour démontrer le lemme 3.2, on a :

‖V ‖L2(0,T́ ;H1
ρ(Ω)) ≤ K ‖V ‖L2(0,T́ ;H1

ρ(Ω)) , (3.5.47)

D’où

K = 2
√
Td exp

(
k1T

2

)
,

avec

k1 = max

{
1,

3l + l3

2

}
,

comme k < 1, on déduit de (3.5.47) que

(1−K) ‖V ‖L2(0,T ;H1
ρ(Ω)) = 0

ceci implique que V = ω1 − ω2 = 0, par conséquent ω1 = ω2 ∈ L2(0, T ;H1
ρ(Ω)).

Ceci termine la démonstration du théorème 3.5 . Ainsi, nous avons prouvé l’unicité de la solution

du problème (3.5.5)− (3.5.8) .

66



Conclusion

Dans ce travail on a étudié l’existence et l’unicité de deux problèmes suivants :

- Un système de thermo-élasticité linéaire avec l’opérateur de Bessel.

- Un problème mixte non linéaire pour une équation pseudo-parabolique du second ordre non

linéaire avec condition non locale.

La méthode utilisée est l’une des méthodes d’analyse fonctionnelle les plus efficaces pour

résoudre les équations aux dérivées partielles linéaires avec des conditions intégrales, elle dite la

méthode des inégalités énergétiques, malgré la complexité des calculs techniques des méthodes

utilisés, on a établi l’existence, l’unicité, et la dépendance continue de la solution.

Il semble très intéressant d’utiliser cette méthode pour obtenir des résultets de même type de

conditions que celles utilisées dans ce mémoire pour des équations semi-linéaires, quasi-linéaires,

et non-linéaires.
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