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Calcul vectoriel, notions du Gradient, Divergence et Rotationnel - Notion d’électrostatique et de
magnétostatique.
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Chapitre 1. Electrostatique : (3
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Définition, structure de la matiére, loi de coulomb, champ électrique, répartition des charges, dipole
électrique, potentiel électrique, relation entre le champ et le potentiel V, surface équipotentielle,
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Chapitre 4. Régime Variable- Equations de Maxwell : 3
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Principe de conservation de la charge, loi de Maxwell-Ampére, équations de Maxwell, loi d’'Ohm
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1. Introduction

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques concepts et formules mathématiques
omniprésents dans les développements analytiques de 1’aéroacoustique. Les principaux
opérateurs d’analyse vectorielle, la manipulation des tenseurs d’ordre 2, les concepts de

fonctions généralisées ou ceux des fonctions de Green ne doivent pas étre totalement inconnus.

Afin de démystifier leur utilisation, on rappellera les principales définitions et
propriétés de ces outils sans donner de démonstration rigoureuse. Les étudiants soucieux
d’approfondir leurs fondements mathématiques pourront se reporter aux références

bibliographiques données dans ce chapitre.

2. Systémes de coordonnées

2.1. Coordonnées cartésiennes

Soit un point origine O et un systéeme d'axes (Oxyz) sur lesquels on considere trois
vecteurs unitaires (ey, €,, e;) supposés constituer une base orthonormée directe. Tout point M
de l'espace peut étre caractérisé par
ses coordonnées cartésiennes x, Y, z
qui sont les projections de OM sur les
axes Ox, Oy, Oz respectivement

(figure 1.1), c'est-a-dire : P RS

OM =xe; +ye,+ze,

x = 0m, est labscisse du

point M, y = Om, l'ordonnée et

z = Omslacoteavecx,y,z €] -o;
+ o0 .
Pour un faible déplacement :
dOM = dxe; + dy e, +dze,
L’¢lément de volume est :
dV = dxdydz
—————————————————

2
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2.2. Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques tout point M peut étre caractérisé de maniere également

unique par la connaissance des trois parametres r, ¢, z :
r = |0m| = 0 (rayon vecteur) |Om|.

¢ = (0x,0M ) € [0, 2r [(angle polaire)
z = 0m' €] -0+ (cote)

Les points m et m' sont les
projections orthogonales de M
respectivement sur le plan polaire
(W ,071) et sur l'axe Oz (voir Fig.2).

x =1 cosl

OM =re.+ze, {yzrsin@

dOM = dre, +rd0eg +dz e,

L’élément de surface est :

ds = rd@dz

Figure. 2

L’élément de volume est :

dV = rdrdfdz
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2.3. Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques
tout point M de l'espace (figure 1.3)
peut étre caractérise de maniere
également unique par la connaissance
des trois parametres (ou coordonnées
sphériques), p,0,¢ définis par :
p= |—0m € [0, +oo [ (rayon vecteur)
6 = (0z,0M) € [0, n] (colatitude )
¢ = (0x,0m) € [0, 2n |
(longitude)

Figure. 3

(x =1 sinf cose
OM =re,; J y = r sinfsing

Z =1 cos6
dOM = dre, + rd6 eg + r sinfdg e,

L’élément de surface est :
ds = r%sinfdfde
L’élément de volume est :

dV = r?sinfdrdfde
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3. Vecteurs

3.1. Somme de deux vecteurs
Soit les deux vecteurs suivants :

V1=x1e_x)+3’1_é;+z1e_z)

Vo, =xex+y,6,+2,¢€,

La somme de ces deux vecteurs est :

Figure. 4

Vit Vo= +x)e;+ i +y2)ey, +(z1+2)e;

3.2. Produit scalaire de deux vecteurs

V{Vz) = (x1.%2) + (V1.¥2) +(21.22)

N

—_— —> —_— —_—
ViV, = |V1|.|V2|cosa

3.3. Produit vectoriel de deux vecteurs
Vi AVy = (012, — Yoz +H)ey — (X122~ X227) €, + (X1Y2— X2)1) €,

VAV, = |71)| |V2)|sina u
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i L plan(Vy,Vy)

:
D
<

Figure.5

4. Eléments d’analyse vectorielle

4.1. L’opérateur gradient

L’opérateur "nabla" % applique ‘a un scalaire définit le gradient du scalaire. Il s’agit

d’un vecteur. Par exemple, pour la fonction f, qui est un scalaire, le vecteur V'f ou grad p

(gradient f) s’écrit :
a- En coordonnées cartésiennes

_afﬁ of . of .

Vf ay +E€Z

2
ol dx

et Vf=12|f
5}
6y
5/

(ex, ey, €,) étant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées cartésiennes (X, y, z).
e

6
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b- En coordonnées cylindriques

Vf—;er+;%eg +E€Z

(e,, eq, €,) étant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées cartésiennes (r, 9, z).

c- En coordonnées sphériques

of L 1of . 1 of |

Vf= 2L _—
f ar " T 796% t rsing o S

(e;, eg, e,) €tant les trois vecteurs unitaires pour les coordonnées cartésiennes (, 6, @).

4.2. L’opérateur divergence

Le produit scalaire de 1’opérateur "nabla" % par un vecteur définit la divergence du

vecteur. La divergence (également noté div) d’un vecteur est un scalaire. Pour le vecteur v, elle

s’écrit :

a- En coordonnées cartésiennes

5T _6v+6v+6v
v =dwy = oy Va2
Avec
V= veey + vyey, +vse,
b- En coordonnées cylindriques
- 19(rv,) 10vg Oy,
V=T a0 T as
Avec

U =v.e, + vgeg + v,e,

c- En coordonnées sphériques

1 a(rzvr)_l_ 1 0(sinfvg, 1 dv,
T or rsinf a0 rsinf d¢

V.v=

7
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Avec:

vV =v.e +vgeg + Vye,
4.3. L’opérateur Laplacien
11 s’agit d’un opérateur différentiel, noté A ou ()2, qui est appliquée a un scalaire.

a- En coordonnées cartésiennes

_62f 0%f 0%f
~ 0x2  dy?  0z2

A f
b- En coordonnées cylindriques

19/ ofy 109% 0%f
A-f—m(ra) 2302 T 5,2

c- En coordonnées sphériques

1i(r2%> 1 0 ( , af) 1 0%f

Af == — 6-L)+—— L
f r2or or) " rzsing 96 \>""" 96) T r2sin6? dp?

4.4. L’opérateur rotationnel

Le produit vectoriel de 1I’opérateur "nabla" r par un vecteur définit le rotationnel du vecteur. Le

rotationnel (noté rot) d’un vecteur est un vecteur. Pour le vecteur v, il s’écrit :

a- En coordonnées cartésiennes

, av, aV, av, adV, av, dV,
— — — y 7\ x 7\ —, x v\ _
AV:rotV=<___>ex_(g_a)ey+<___>ez

b- En coordonnées cylindriques

oo o 100V, OV _, (0V, OV,\_, 1/0(Vy) Vi _,
“V—“’”—;(%‘E)"r (E‘W)e”?( ar ae)ez
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c- En coordonnées sphériques

—

AV =

r

sinf dp or

1 (8(sinbV,) aVe\_ 1[ 1 9V, a@V,) _)+1<a(rvg) avr)_,
rsiné or op ) " ¢\ "or 26 )

5. Formules de Green

[ s ] ras
ﬂv %’Vdv:ﬂs Vit ds

La premiére formule est la formule du gradient ; elle permet par exemple de relier la

force de pression exercée sur une surface au gradient de pression dans la masse du fluide. La
seconde formule est la formule d’Ostrogorski, trés utile pour exprimer le flux d’une quantité ‘a

travers une surface par une intégrale volumique.

6. Formule de Stokes-Ampeére

ﬂ TotVﬁds=3§ Vdl
S Cc

Ou S désigne une surface s’appuyant sur le contour C.
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Chapitre 1 Electrostatique

1. Définition de I’électrostatique

L’¢lectrostatique est 1’étude des interactions €lectriques entre des charges constantes et

immobiles (au repos). Autrement dit, pas de déplacement des charges.
Il existe deux types de charges électriques : positive +q et négative -q

* Entre les charges, il existe des forces causées par ces charges. On les appelle forces

électriques.

* Les charges de méme genre se repoussent, les charges de genre different s'attirent. (Avec

la gravité, il n'y a que des forces attractives.)

* Les charges ont toujours des masses. Des charges sans masse n'ont pas encore été

trouvées.
* Les charges positives et négatives peuvent étre separées les unes des autres.

Un corps est dit neutre s'il posséde le méme nombre de charges positives et negatives. Un
corps est dit chargé positivement s'il a plus de charges positives que négatives. Un corps est dit

chargé négativement s'il a plus de charges négatives que positives.

2. Structure de la matiere

Particules élémentaires caractérisées par :
— Masse

— Charge

— Spin

— Parité

Propriétés abstraites ou familieres

11
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3. Loi de coulomb

Charles Auguste de Coulomb (1736-1806) a effectué une série de mesures (a I’aide d’une
balance de torsion) qui lui ont permis de déterminer avec un certain degré de précision les
propriétés de la force électrostatique exercée par une charge ponctuelle g1 sur une autre charge

ponctuelle gz:
1) La force est radiale, c’est a dire dirigée selon la droite qui joint les deux charges ;

2) Elle est proportionnelle au produit des charges : attractive si elles sont de signe

opposé, répulsive sinon ;
3) Enfin, elle varie comme 1’inverse du carré de la distance entre les deux charges.
3.1 Force coulombienne

Soit deux charges électriques ponctuelles g et gz au repos, placées dans le vide, distantes
I'une de l'autre de r. g: exerce sur gz une force F; ,, la charge gz exerce sur gz une force F,; égale

d’apres le principe d’action et de réaction, cette force appelée force électrostatique, décrite par la

loi de Coulomb :

= = 414> _, 1 q19: ;
Fip=-Fpn=k 2 ur:4n£0 e F‘B/\Aé ................. r B 2
g E
. &
AB = ||AB||4 i =5
= U= U =7——
" " |lAB]| Figure.1
ol & = 8.85%10712 F/m estla permittivité du vide.
La constante kest: k = 4; =8.98 * 10° N m?/C?
0
Remarque
1) Cette expression n’est valable que pour des charges immobiles (approximation de

I’¢lectrostatique) et dans le vide. Cette loi est la base méme de toute 1’¢lectrostatique.

2) Cette force obéit au principe d’Action et de Réaction de la mécanique classique.

12
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3) A part la valeur numérique de la constante K, cette loi a exactement les mémes
propriétés vectorielles que la force de la gravitation (loi de Newton). Il ne sera donc pas étonnant
de trouver des similitudes entre ces deux lois.

4. Champ électrique

On dit quand une région de I’espace existe un champ ¢lectrostatique si une charge

électrique placée en un point dans cette région est soumise a une force de nature électrostatique.

ff_ad_f_4q)
foq Q"'L—;_ V2
f_'=ﬂ=ﬂ=E|f_qE
g ¢ q" )

Figure. 2

On définit le champ électrique E produit par la charge g1 comme suit :

— 1 q'q_ -
'=———U,=q'E =
! 4ey T2 “r=4

—

_ 1 q —
E/q = Er—zur en [V/m]

4.1 Champ électrostatique créé par une charge ponctuelle

Une particule de charge q située en O crée en
r=0M M
tout point M de I’espace distinct de O un champ u

vectoriel q

Figure. 3

13



Chapitre 1 Electrostatique

4.2 Champ électrique crée par un ensemble de charges

Dans le cas ou le champ est créé par plusieurs charges (s, G, ...¢.), I’intensité du champ est

égale a la somme vectorielle des intensités due a chaque charge.

EM) =i+ B + B + -+ By AN
Ey
qz T N
1 n R E
EM) = Z q—;ri B
47'[80 i=11; q1 2 n
Figure. 4

Cette propriété de superposition des effets
électrostatiques est un fait d’expérience et énoncé

comme le principe de superposition (comme tout principe, il n’est pas démontré).

5. Champ créé par différentes répartitions des charges

5.1 Champ créé par une distribution volumique de charge

Les charges disposéees dans un volume (distribution réel),

caractérisees par une densité volumique de charge

)I/ dE
distribution
volumique

Q =l pdv = p="21

- 1 r .
EM) = ﬂ-frr_gpdv Figure. 5

4,

5.2 Champ créé par une distribution surfacique de charge

Lorsque ’'une des dimensions de la distribution volumique de charges est beaucoup plus
petite que les deux autres (ex : un plan ou une sphére creuse), on peut généralement faire une

intégration sur cette dimension. On définit alors la densité surfacique de charges

14
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— _dq s : i
Q=[f, ods®0=— (Unitts : C/m?, s
produisant un champ total (E|Tl"|‘:§|l:.|i|(tli|(|:!|
B = 1 J‘ ods
(M) = amey )] T3

Figure. 6

5.3 Champ créeé par une distribution linéique de charge

Enfin, si deux des dimensions de la distribution sont négligeables devant la troisieme (ex :

un fil), on peut definir une densite linéique de charges A = d—‘j
(unités : C/m-), associé au champ
~"/d_E
1 Adl, o
E(M) = ameg T_3r (hritlll.:"li)(lllltll((‘m )
e , : - : /\‘“&\/(L)
L’utilisation de I’une ou I’autre de ces trois expressions porie
'y
dépend de la geométrie de la distribution de charges considérée. Figure. 7

6. Dip0le électrique :

Le dipdle électrique est une disposition trés intéressante constituée de deux charges égales
et opposées séparées par une trés petite distance, qu’on retrouve particuliérement a 1’échelle

atomique (Figure. 7).

Le moment électrique dipolaire

est donné par :
P =qa

ol dest dirigé de la charge

négative vers la charge positive.

Le potentiel crée par le dipble au

point P est :

Figure. 8

15
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. ______________________________________________________________________________________________________________________|]

1 1 1 1 T, —T
V(p) = q q_ (g_g)_ q(r; —11)
drtegry  Amegry,  Ameg\ry 1y

dtey, My

On peut écrire d’apres la figure : v, —r; = acos 8’

Si la distance a est trés petite par
rapport ar, on peut poser :

r, —1; =acosf

~ 12
et nr, ® e,

Ce qui donne :

__qacosf - 7]
V(P) - 477,'807"2 u& - w
P

Le calcul en coordonnées polaires

Figure. 9
donne deux composantes du champ
électrique :

e Une composante radiale E;. :

av _ 2P cos 6
or  4meyr3

e Une composante transversale Eg :

£ 10V Psinb
7 100 " 4me,r3

Un dipoéle placé dans un champ électrique est soumis a un couple qui tend a 1’aligner
suivant la ligne de ce champ.

16
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7. Potentiel électrique,

On considere une charge g1 placée a I’origine d’un repére. On apporte une autre charge q2

de I’infini jusqu’a une distance r = R de qu.

En présence d’un champ électrique Sans un champ électrique
O-® % O HO
=0 =D

F=-qE<+ oD »F=qE %g
'3

v

Figure. 10

Le travail fourni W pour vaincre la force de répulsion de g1 est :

R_)_) R R
W=—j Fdr=—f Fdr=—f qzE.dr

q1
4megT?

Avec E; =

W= =
~ 4meyR

_fR Lo, %h dr 4201 [__] G201
o ATET? Attey ), ~ 4me,

Suivant le principe de conservation de 1’énergie, le travail fourni W est emmagasiné par la

charge qo sous forme d’énergie potentielle Ep,

Soit W = Ep.
On pose donc : E, = /,/"/ ————— \\\
% =q:iV> q.1 R ;’ g >
Avec Vv, = 4;;0R |
Figure. 11

potentiel crée par g,

On peut également écrire . E, = q,V;

17
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11 H 4
Avec V; = pr— potentiel crée par g,
V= ‘mZ — est donc I’expression du potentiel crée par une charge q, et E, = gV est
0

I’énergie potentielle d’une charge q soumise a un potentiel V.

Unité
soit en J/C car par définition V = E,/q ou bien en Volt, qui est I'unité¢ la plus utilisée.
Le potentiel crée par plusieurs charges en un point P peut étre déterminé a partir de 1’expression

suivante :

1 q> q3 L1 Zn q;

= + + = n i
AmEgr;  AmEgry  ATET3 4me, “1=1

Ti

une charge ponctuelle produit :

° Un cl 1amp (VeCtOI’iED ATTE T2
0
0

8. Relation entre le champ E et le potentiel V :

Dans un repére orthonormé Oxyz, le vecteur

-1

Ezgrad(q _—1)=—grad(q l); V=—1 tcte

4TTEYT

18
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Donc la relation entre le champ E et le potentiel V est: E = —grad(V)

9. Surface équipotentielle :

On dit qu’une surface est une surface équipotentielle si le potentiel est le méme en tout

point de la surface.

q
ATTEYT

Exemple : pour une charge ponctuelle q, V =

V =cte pour r= cte

Cet exemple montre que les lignes de champ sont perpendiculaires aux surfaces

équipotentielles.

10. Flux de champ électrostatigue

Une ligne de champ est une ligne orientée dans le sens du champ électrique, En chaque
point de celle-ci, le champ est tangent.

Dans une région vide de charge, plus les lignes de
champs sont serrées, plus le champ électrique est intense.

La figure suivante représente les lignes de champs pour

deux distributions de charges.

Figure. 12

Figure. 13 les lignes de champs pour deux distributions de charges.
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Chapitre 1 Electrostatique

Le nombre de lignes de champ tracées a travers une surface S est appelé le flux électrique

® a travers cette surface, est défini par :

4 N >
=2 =2 5 /,/ ! /\\ _‘_’:
<D=J.f Edssz En.ds { Ay 5:< AN -
s s t ;qu - O
i,’ ’/: P
Ou: i - . ;
Figure. 14

E: champ électrique
ds: élément infinitésimale de la surface

!f @ : le flux du champ électrique en [V/m]
I
kﬁ: vecteur unitaire normale a l'élémentde surface ds

11. Théoreme de Gauss :

111 L’angle solide

La notion d’angle solide est I’extension naturelle dans I’espace de 1’angle défini dans un

plan.

L’angle solide ¢lémentaire dQ, délimité par un cone coupant un élément de surface
élémentaire dS située a une distance r

de son sommet O vaut :

—
_ds_,

dQ = r—zer

Figure. 15

Cet angle solide est toujours

positif et indépendant de la distance r. Son unité est le « stéradian » (symbole sr).
11.2 Calcul d’un angle solide © d’ouverture o :

En coordonnées sphériques, I’élément de surface perpendiculaire a e, est :
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Chapitre 1 Electrostatique

ds = r?sin8d0de

On en déduit I’expression de dQQ :

02 (/]
dQ =sinf8dldy = 0= f sin 6do f do
01 P1

11.1  Généralisation de théoreme de Gauss

Le théoreme de Gauss exprime la relation entre le flux électrique sortant d’une surface
fermée et la somme de charges comprises a ’intérieur du volume délimité par cette surface. On

consideére une charge ponctuelle q (positive).

# E)ES‘) — Qint
€o

12. Capacité d'un condensateur plan

Considérons deux portions de plans

paralléles distants de e et de surface S, enregard — — — — — — — —

I'une de l’autre. Ce systetme constitue un TE ©
condensateur plan. Figure ci-contre. ++++ + 4+ + 4
Si nous néegligeons les effets de bord, nous Figure. 16

pouvons supposer que la charge Q est uniformément

répartie sur chaque armature avec la densité superficielle

.0
S
Le champ électrostatique est alors uniforme entre les armatures et donné par le théoréme
de Coulomb :
F=27-25
&o &S

La relation locale E = —grad V ,nous permet d’écrire dV = —dE = di
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Chapitre 1 Electrostatique

La circulation du champ électrostatique est :
V2 - VZ = —

D’ou I’expression de la capacité :

Dans la pratique, on interpose souvent un diélectrique entre les armatures ; dans le cas

fréquent d’un diélectrique linéaire homogene et isotrope, la capacité C du condensateur est :

€ = gy, . Permittivité absolue du diélectrique, avec :

&, . Permittivité relative du diélectrique et &, : permittivité du vide.

13. Energie électrostatique

En électrostatique, 1’énergie emmagasinée par un condensateur était de la forme :

1

W, = ECUZ, ou U est la tension aux bornes du condensateur.
o Pour un condensateur plan, il peut noter :
V,—V,=U=Exe et C=Z—g; alors :
1S goE?
W, ==—E?xe? = S
T2 2 ¢

esS : représenté le volume délimité par les armatures.

La densité volumique d’énergie €lectrostatique s’€écrit :

_ SoEZ
Wg = —

-3
== (enJ.m=),
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Chapitre 1 Electrostatique

14. Conditions de passage du champ électrostatique a la surface de séparation

entre deux milieux linieres homogenes et isotropes

Soit un cylindre a une hauteur h, séparée deux milieux linieres homogeénes et isotropes
(MLHYI), (figure. 17).

Figure. 17
5125225 h_)O
f 5)ES‘):erai_f Oprai ds
s s
015
455 BE=¢1+¢2+®3 Py =S,

@5 — S;(surface lateral)
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Chapitre 1 Electrostatique

f Dds=0;+@,=D; 5 +D,5 =D Sy — D3, S;

N

fs Dds = (Dyp—Dyp)S=0S§= Dy — Dyy :%

Généralement la densité de charge o,,,-4; Sur une interface est nulle. g,,.,; = 0.
Ce qui conduit D;,, = Dy,
Plusona:
5 =& E‘) = Dln = EIEITL et DZTL = SZEZTL
SiOyrqi = 0> &1E1, = &3E, < Ein # Exp

La projection sur 1’axe tangentiel donne :

{565 Edi=0
Ez—gradV

E; L, +E ;=0

Ll =[5 e {’51 = Eunt By
Ey, = Epn + Epe

Ejely —Exnl, =0, mais [, =1, donc Eir = Ey

15. équations de Maxwell en électrostatigue

Les deux équations fondamentales de 1’électrostatique dans le vide sont :
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Electrostatique

Forme locale

Forme intégrale

E conservatif VxE=0 7[ E-dl'=0
Jr
— — — — — 1
Théoreme de Gauss pour £ | V- E = a (}gE ~dS = — [/[ pdT
£ . Eo JJSIr
5
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Chapitre 2 magnétostatiques

1. Définition

La magnétostatique est 1’¢tude des phénomenes magnétiques statiques, générés par des
courants constants uniquement (courant continu).

2. Loi d’ampeére

Permet de calculer le champ
magnétique d’une distribution de courants
ayant une certaine symétrie.

La circulation du champ magnétique B J ls ls
le long d’un contour (I'), que I’on appelle AR CRRV/NE

contour d’Ampere, est égale a la somme

algébrique des courants qui traversent la Figure. 1

surface délimitée par ce conteur.

I;

%ﬁa):llo

Dans I’exemple de la figure. 1, la somme algébrique est :

n
i=1
n

Ii 211+ 12_I3+14,+15
i=1

Ce théorie ne considéré que les courants traversant la surface limité par (T').

3. Direction du champ magnétique (régle de la main droite),

3.1 Force magnetique - Force de Lorentz

Une particule de charge q déplacé par une vitesse v dans un champ magnétique B est
soumise a une force dite de Lorentz telle que: F= qv A B
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Chapitre 2 magnétostatiques

F=qvAB
Produit J l ]

vectoriel 1¢ vecteur 2¢ vecteur

trois doigts de la Bonhomme Produit 4 progression

main droite d’Ampeére vectoriel —jﬁ

or e ™ -
1¢* vecteur 1°" vecteur

2¢ vecteur

Produit
i vectoriel 1 vecteur
Produit

vectoriel 2¢ vecteur

Figure. 2

4. Loi de Biot est Savart et potentiel vecteur magnétique

Champ magnétique crée par un segment de courant

-
— -
dB | -
a5 = o 1dEAT Mﬁ
4 13 _ P dT
N -
| | = ——sm(dl r) 7
Figure.3

Uo = 4m: Permeabilité magnétique de vide
B Lauplan (d,7), latriade di, 7, B est directe (régle du
Bonhomme d’ Ampére ou régle du tire-bouchon de Maxwell)

Unité de B est Tesla [T]

Remarque : physiquement le champ dB crée par un élément de courant dl n’a aucun sens.

Sel aura un sens physique le champ magnétique B crée par un circuit fermé B= gﬁﬁ.

5. Conservation du flux magnétique

dB = — = =—
4 713 4 713 41 r3
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Chapitre 2 magnétostatiques

wB i d v< 3 )
On a:
— d_f)/\r r _ -5 0 — T_Z
dw ) =3 rot(dl) — dl rot(r—3)
s pl (T
B = Ejg rot(r—3) * dl
t i =
rot(=) =
Donc
dwB =0
(Osrogradski)

w§=o:ww§dr=o

[[f divB dr = ¢ Bds = 0 = Ce champ est conservatif.

6. Potentiel magnétiqgue

Ona:
divB =0

= B = rot(4)
dw(rot(4) =0

Aest appelé potentiel vecteur magnétique

., [P AT
B =2 ,
4 713

dB = rot(d4)
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Chapitre 2 magnétostatiques

on a aussi

rot (@A) = " grad () n @@
rot(dd) = —grad(7)
rot(k * D) = k x rot(¥) + grad(k) AV = grad(k) AV = rot(k * D) — k * rot (D)

-1 - .1 - 1 _,
grad(;) ANdt = rot(; *df) — o rot(d?)

7 = P e @ e Y i

_4nr0(r)_m(4nr)_m( )

dd = —— A=—| —
AT r 41 T

7. Expression local du théoréme d’ Ampére

Comme le théoréeme d’ Ampere s’applique a un contour quelconque on va I’appliquer a

un contour infinitésimal PGRS situé dans le plan xy. On a

fﬁa:f §zz’+f §zz’+f Bal
PQ QR RS

PQRS
+j Bdi
spP

Figure. 4
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Chapitre 2 magnétostatiques

f Bdl=B1I,dy= B,dy
QR

Donc
f §Ei7+f B'dl = (B, —B',)dy
OR SP
I aBy
By - B y == dBy = W
De méme
N e 0B,
f Bdl+f B'dl=——=dydx
PQ RS dy
D’ou

QU

. 0B, 0B,
jg Bdl=(—- dx dy
PQRS dx  0dy

Si dl est le courant traversant PQRS , on peut le relier a la densité de courant j par dl=j
dS=j; dx dy

Et finalement

oB, 0B,

ax ay - H’O]X
De méme

9B, 0B,

On a établi une relation locale entre B et j en un méme point de I’espace. La donnée de

j permet de calculer B et vice-versa. S’il n’y a pas de courant électrique rot B=0.
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Chapitre 2 magnétostatiques

—

Comme on a vu que $ E dl = 0 la relation locale correspondante sera : 7ot E = 0

Remarque :

- Onavu le théoréme d’Ostrogorski qui permet de transformé une intégrale de surface en

une intégrale de volume

- On vient d’utiliser ici une autre relation (théoréme de Stockes) qui lie une intégrale de

contour a une intégrale de surface.

8. Energie magnétigue Wm

Le travail W que nous devons fournir pour augmenter I’intensité du courant dans un
circuit (de résistance nulle) est le travail nécessaire pour vaincre la force électromotrice qui

apparait dans le circuit (suite a cette augmentation).

dw _dU _ 81—L1d1=>U— LI?
dt  dt T 2
1 - —_—
&, = LI = U=§¢ A (Id])
C

L’expression pour une distribution volumique de courants s’€écrit :

1[0 -
U==| Ajav
zfv J

Oou encore
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Chapitre 2 magnétostatiques

v=—" Bmav
= — r
ZIJ.O R3

Interprétation

L’énergie U d’un systéme de courants (constants) est disséminée dans tout 1I’espace ou régne

un champ magnétique avec une densité.

1 1,
u(r) = Z_Llo B(r)*B(r) = Z_HOB (r)
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Chapitre 3 Phénoménes dépendant du temps (régime quasi-stationnaire)

1. Introduction

Le régime variable est caractérisé par des propriétés spécifiques liées a la déependance

des champs en fonction du temps. Ces particularités sont :
- Le phénomeéne d’induction
- Le phénomene de capacité
- Le phénomene de propagation

Pourtant dans le cas de regimes variant assez lentement en fonction du temps, on fait
des approximations qui permettent de négliger certains termes dans les équations de Maxwell.

Cet ensemble d’approximations est appelé 1’approximation du régime quasi-stationnaire

(AR.Q.9)

2. L’induction électromagnétique

On peut induire une f..m dans un circuit filiforme (C) fermé en faisant varier le flux

magnétique a travers le circuit : c’est le phénomene d’induction électromagnétique.
Les cas de variations du flux du champ magnétique a travers un circuit sont :

— Le cas d’un circuit mobile dans un champ magnétique permanent,
— Le cas d’un circuit fixe dans un champ magnétique variable,

— le cas général d’un circuit mobile dans un champ magnétique variable.

Pour trouver de maniére qualitative le sens du courant induit, on utilise la loi de Lenz

qui stipule que :

Le sens du courant induit est tel que le champ magnétique qu’il crée s’oppose a la

variation de flux qui lui a donné naissance.

Puisque une f.6.m apparait dans le circuit (C) et y fait circuler un courant ceci implique
I’existence d’un champ électromoteur agissant sur les porteurs de charge du circuit (C).

Ce champ est appelé champ électrique induit.
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Chapitre 3 Phénoménes dépendant du temps (régime quasi-stationnaire)

3. Loi de Faraday

La force ¢€lectromotrice induite le long d’un chemin mobile ou fixe dans un champ
magnétique constant ou variable est égale au nombre de lignes de flux coupées par le chemin

par unité de temps.

Le flux magnétique :
CDB = §§ IS‘)

Unité : Weber (1Wb)=1 T.m?

Pendant un temps dt, la variation du flux magnétique total a travers une surface
quelconque s’appuyant sur le circuit (C) est d® ; la f.é.m induite ¢ s’exprime a 1’aide de la loi

de Faraday :

do

e:—a

Cette loi, établie expérimentalement pour des variations relativement lentes du flux
magnétique en fonction du temps, est valable pour tout régime variable et elle sert de base a

I’étude de 1’¢lectromagnétisme classique.

4. Loide Lenz

Le courant induit s’oppose par ses effets a la variation de flux qui lui a donné

naissance.

La signe (-) traduit la loi de Lenz, la F.e.m d’induction peut étre définie comme
e = J By di

La circulation sur le circiut fermé d’un champ électromoteur E,,,.
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Chapitre 3 Phénoménes dépendant du temps (régime quasi-stationnaire)

5. Application :

Le principe des moteurs a induction.

-Les fours a inductions.

-Les ralentisseurs des camions et des Wagons.

-Certains embrayages automobiles.

1. Moments magnétiques atomiques et nucléaires

Soit une orbite de rayon r et v la vitesse de 1’électron le courant moyen le long de

P’orbite :
. e ev
~2nr  2mr
v

Moment magnétique u = I . (surface) = (e—v) nr? =22

2nr

Et en fonction du moment angulaire L = m, vr

e
2m,

W= L (1)

Remarque :
- Le calcul reste valable pour toute orbite périodique
- La méca quantique donne le méme résultat

- Pour un atome de n électrons —relation entre le moment magnétique total et le

moment angulaire orbital total

- En mécanique quantique L n’est pas une variable continue mais varie par pas

entier de la constante de Planck
h =1.06].s>

qui a des unité de moment angulaire —L=0,4,2A,34,...
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Chapitre 3 Phénoménes dépendant du temps (régime quasi-stationnaire)

1° Moment angulaire de spin

Mouvement de rotation sur lui-méme qui combiné avec sa charge va donner lieu a un
moment magnétique de spin. L’électron ayant un spin de %2 # — la mécanique quantique

donne

e
:uspin = (ﬁ) h =9.27 10"24A.m2

e

C’est le magnéton de Bohr.

e .
L sinon on trouve une valeur

On ne peut pas faire : L= % A dans la formule u = p—

de moitié de pigpin. Uspin @ MEMe direction mais sens opposé au moment angulaire de spin.

On devra donc combiner les moments orbitaux et les moments de spin pour trouver le

moment magnétique total de chaque atome.
2° Le noyau de I’atome a aussi un moment magnétique

Provenant de moments de rotation orbitale des nucléons et de leur moment intrinseque

de spin.

Uproton = 1.41 10726 A.m? ce qui est petit comparé a 1’électron généralement négligé.

6. Formes intégrale et différentielle des équations des états quasi-
stationnaires

Dans [I’approximation du régime quasi-stationnaire, les équations de Maxwell

s’écrivent :

Forme locale Forme intégrale
Théoréme de Gauss vE=" # P o= iw dr
pour E €o "l f
Equation du flux VE=0 = —
magnétique B.ds =0
) - 5 d§ > — d - —
Loi de Faraday VAE = — E.dl=—— || B.ds
dt dt
Théoreme d’ Ampére- VAB = uy = = 5 =
Maxwell ° B.dl=po || J.ds
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7. Comparaison entre le Régime Stationnaire (R.S) et le Régime Quasi-
Stationnaire (R.Q.S):

RS RQS
E= —gradV B = _oradv 9A
= —gra kT
divE =0 divE =
TolE = 0 __.,. 0B
TotE = ——
at
T0tB = uj rotB = uJ
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Chapitre 4 Régime Variable- Equations de Maxwell

1. Introduction

Le régime variable est caractérisé par des propriétés spécifiques liées a la dépendance

des champs en fonction du temps. Ces particularités sont :
- Le phénoméne d’induction
- Le phénomeéne de capacité

- Le phénoméne de propagation

Le phénoméne de propagation : Considérons un ensemble constitué par des circuits
parcourus par des courants et par des distributions de charge variant en fonction du temps ; cet
ensemble pouvant étre au repos ou en mouvement. Au voisinage de ces distributions regnent
un champ électrique et un champ magnétique. Contrairement au cas stationnaire, ces champs
ne sont pas synchrones avec les sources, c’est-a-dire qu’a un instant t donné, ces champs
dépendent des valeurs des sources a un instant antérieur qui est fonction de la distance séparant
le point d’observation des sources. Nous exprimons ce fait en disant qu’il y a propagation a
vitesse finie des champs a partir des sources qui leur donnent naissance et le retard est d’autant

plus grand que le point ot I’on désire connaitre les champs est éloigné des sources.

Toutefois dans le cas de régimes variant assez lentement en fonction du temps, on fait
des approximations qui permettent de négliger certains termes dans les équations de Maxwell.

Cet ensemble d’approximations est appelé 1’approximation du régime quasi-stationnaire
(A.R.Q.S).

Soit un milieu MLHI ne dépend pas du temps

a- Milieu Homogéne

On dit que un milieu est homogene, si ses propriétés ne varie pas du point a un

autre.

b- Milieu isotrope

On dit un milieu est isotrope, si ses propriétés sont les mémes dans tous les

directions en un point donner.
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2. Principe de conservation de la charge

Considérons une surface S entourée un volume V, la conservation de la charge

est traduit comme suit :

Q=i*t
i=— |y Jds=—5.[, pdr

]Td_s) = —[ 224 Loide conservation de la charge sous forme intégrale.
s v ot

divﬁ =29 gous forme différentielle.
at

2.1. Potentielles retardés

En statique : A= ©l,

-~ : _ - Jt-Ddz
En régime variable : A= #fv -
.
_ 1 f p(t—pdr
47'[80 v T

2.2. Condition de Lorentz

On I’appelle condition de Lorentz la relation :

.2 v
dlvA+yeE—0
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Chapitre 4 Régime Variable- Equations de Maxwell

Dans le vide elle s’écrit
div/i)+ﬂ0€0f;—‘: = 0

3. Equation de Maxwell

Les équations de Maxwell sont des équations locales qui expriment des relations entre le
champ électromagnétique (E, B) et ses sources ( p, ) :

( divE = % (équation du flux magnétique )
0
divB =0 (équation du Maxwell Gauss )
| .. 0B o
rotE = — 3 (équation du Maxwell Faraday )
— = - aE 3 . \
LrotB = UoJ + Uoo Fr (équation du Maxwell Ampeére)
B = rotA
F=—gradv -2
= —gra T
n
3€ Bdl= Ho z I
i=1

3.1. Loi de Maxwell-Ampére,

Le théoréme d’ Ampere peut étre généralisé a condition de I’appliquer au courant total.

Cette équation est héritée du théoréeme d'Ampeére. Sous forme locale, elle s'écrit en termes

de vecteur densité de courant f:

=4 =g - 6§
VAB = o] + togo5;

-

Aussi noté 7otB = o] + &g Z—f

La relation intégrale du théoreme d’ Ampere généralisé est :
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Chapitre 4 Régime Variable- Equations de Maxwell
- - B} JE\ —
ng l:f.f Ho Jrds :ff Mo]"‘#ogoa ds

On obtient le résultat fondamental : Un champ électrique variable crée un champ magnétique.

3.2. Equation de continuité

Considérons une surface fermée (S) entourant un volume (7) ; si p est la densité volumique de
charge électrique et g la charge électrique totale du volume (7) a I’instant t, on a

o= J]

Pendant I’intervalle de temps dt la variation de la charge totale est dq, et le taux de variation

de charge s’écrit :
dg d
= d
dt ~ dt (W, p T)

Mais g;ﬁs ]_t’d_s’ représente la charge totale sortant de la surface (S) par unité de temps,
donc par suite de la conservation de la charge :

dq —
ar _#5 Jeds

(1] )= -] 5

En changeant I’ordre des opérations par rapport a I’espace et par rapport au temps, on a :

UL Geee)= -4

or, d’aprés le théoréme d’Ostrogradsky :

—ﬁ ﬁ£=Jjj V.jdr
S T
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Chapitre 4 Régime Variable- Equations de Maxwell

fﬂT [«aa_/;J’ ﬁ-f] dt =0

Cette relation doit étre vérifiée quel que soit le volume (1), il faut donc que 1’on ait :

R dp
Vj+—=0
LAY
Cette équation dite de continuité traduit la conservation de la charge électrique et montre que
le flux de vecteur densité de courant n’est plus conservatif comme dans le cas des états

stationnaires.

On peut vérifier que le théoréme d’ Ampére qui est valable uniquement dans le cas des régimes
stationnaires ne peut plus étre utilisé dans le cas des régimes variables car il serait en
contradiction avec la relation de continuité qui exprime un principe fondamental de la physique
(Principe de conservation de la charge électrique). Par contre le théoreme d’Ampére-Maxwell

qui prend en compte le courant de déplacement satisfait pleinement la relation de continuité.

4. Loi d’Ohm localisée

La loi d’Ohm : pour un conducteur comme le cuivre par exemple, le temps de relaxation
(« durée » de collision des porteurs de charges) est de I’ordre de T ~ 10—14 s. Or on sait que,
dans un conducteur, la loi d’Ohm est satisfaite si le temps caractéristique d’évolution du
systeme T vérifie T >> 1 . Dans le cadre de I’ARQS, cette condition sera bien vérifiée.

Ainsi, dans le cadre de I’ARQS, la loi d’Ohm locale sera valable :

j= of = —o{grad V+%?J

e Courant de déplacement dans un conducteur ohmique :

L’équation de Maxwell-Ampere s’écrit, compte tenu de la lo1 d’Ohm locale :

s

- OF
rot B = of + &, —
Ho[ 0 E?IJ
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On note T le temps d’évolution caractéristique de la distribution (D) (sa période

d’évolution). On peut comparer le courant de conduction avec le courant de déplacement :

Par conséquent, pour les régimes d’évolution justifiant I’emploi de la loi d’Ohm, le
courant de déplacement est, au sein du conducteur ohmique, négligeable devant le courant de
conduction.

L’équation de Maxwell-Ampere s’écrit alors :

aé:#oi :!IOO'E

5. Conditions limites

A Pinterface de deux milieux ayant des propriétés magnétiques différentes, la composante

normale de I’induction magnétique est continue, en raison de la loi différentielle dwB = 0.

Par contre, la composante tangentielle du champ magnétique est discontinue s’il y a des
courants libres de surface. Si K est la densité superficielle de courant, alors I’application du

théoreme de Stokes pres de I'interface a la relation VAH = (4m/ c)j donne

(Hz — H) "7 = —an/cK

En effet, soit nl le vecteur normal a une boucle rectangulaire infinitésimale traversant
linterface et 1, = 7, * n. Alors 11, -

— - T
(H, — Hy) = (7)"21(

ou

-

(m™n) - (H, — H) =n; - (n"(H, — Hy)) = (7)”2 - K
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Chapitre 5 Propagation du champ électromagnétique

1. Description mathématigue de la propagation

Comment transmettre une perturbation d’une extrémité a 1’autre ?

- En écartant transversalement une masse de la position d’équilibre et en la
relachant— onde transversale

- On a a la fois de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle —I1’onde
transporte de 1’énergie

- Apres passage de la perturbation, tout revient a son état initial — la perturbation
ne transporte pas de matiére

2. équation de propagation d’une onde quelconque,

Déplacement d’une perturbation parcourant un milieu avec une vitesse v. On va

supposer que la forme de la perturbation ne varie pas dans le temps.

v

&
vt

X

Soit y=f(x) la forme de la perturbation a I’instant t=0. A D’instant t ultérieur, la
perturbation sera en x=vt mais garde la méme forme dons y= f(x-vt) de sorte que pour x=vt,
y=f(0).

y = F(x,t) = f(x — vt) dont la fonction d’une variable y=f(z) est transformée en une
fonction de deux variables F(x,t) par la substitution z= x-vt

Quelle est I’équation différentielle qui satisfait a F(x,t) :

OF _0foz _dfoz_ _df
ot " ozac _dzor Vaz W

OF dfoz df
o dzox a2 ¥

En éliminant df /dz des deux relations :
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oF oF
- Vax (3)(onde se déplagant vers la droite)

La méme opération pour une onde allant vers la gauche :
y =G(x,t) = f(x+ vt)

06 _ G
5> — =p—
ot Vo @

Pour avoir une méme équation pour les deux mouvements, il faut dériver encore une

fois les équations (3) et (4) par rapport au temps :

2 2 2 2
_6 F: —vz—a i et —a F= —v—a !
ot? 0z ot? 0z*
P az_f . 9%F _ zaz_F
Et en éliminant Pt Py

Cette relation est aussi vérifiée par G(x,t). C’est ’équation d’onde a une dimension :

9*F  ,0°F
w2 Ve ©

Elle est aussi vérifiée par une superposition d’onde allant vers la gauche et la droit donc

par

y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt)

Nous allons nous intéresser a une forme particuliere d’ondes, appelées ondes

harmoniques et donc la forme générale est
y(x,t) = Asin(kx — wt) + B sin(kx + wt) (6)
Ou A,B et k, o sont des constantes positives.

Il faut d’abord montrer que cette forme est bien une solution acceptable de 1’équation

d’onde (5)

62

a—x}; = —k? Asin(kx — wt) — k? B sin(kx + wt) = —k*y
9%y . o ;
92 @ Asin(kx — wt) — w® Bsin(kx + wt) = —w®y
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D’ou
0’y  w?0%y
ot k? ox?

On a donc bien une onde qui se propage a la vitesse v=w/k. On montre que la relation

y(x,t) = Asin(kx — wt) + B sin(kx + wt) (6)

Ou les sinus sont remplacés par des cosinus est aussi solution de I’équation d’onde. On
remarque aussi que dans y(x, t) = Asin(kx — wt) + B sin(kx + wt)  (6) y(X,t) est le méme

lorsque I’argument du sinus change de 2w donc
a) Pour t fixé
Sin (kx-wt) est périodique en x avec une période 2n/k=1
K est le nombre d’onde (m™)
A est appelé longueur d’onde (M)
b) Pour x fixé
Sin(kx-mt) est périodique en t avec une période T=21/®
o est appelé pulsation ou fréquence angulaire (%)

T est la période (s)

_1_ w ‘l i (_1)
V_T_Zn est la fréquence (s
W

VA = = v vitesse de phase de l'onde

3. Vitesse des ondes dans un fil.

Soit F la tension du fil et p la densité du fil (kg/m)

On suppose que I’amplitude de la perturbation est petite par rapport au fil donc 1’onde

n’introduit qu’une toute petite perturbation dans le fil et la tension de celui-Ci reste constante.

On se place dans un systéeme de référence « attaché » a la perturbation donc en

mouvement de vitesse v avec celle-ci.
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Sur le petit segment Al, la perturbation, de forme
quelconque, peut étre approchée par un arc de cercle, de rayon R

et sous tendant un angle 0. LA force résultante qui tend a ramener

le fil a sa position d’équilibre est ~FAO donc pAl % = FAQ et

donc pAl = m mais RAG = Al - il reste yv* = F et

v ne dépend que de F et p et donc pas de forme de la perturbation. Grace a v = \E la

vitesse de propagation dépend de la force de rapport F et de I’inertie du milieu p. Il est a noter
que le fait que v ne dépend pas de la forme de la perturbation est un cas assez particulier. En
général, les différentes parties de la perturbation se déplacent a des vitesses différentes :

déformation.

Milieu dispersif : milieu qui donne lieu a un tel comportement. La vitesse du point
de déformation maximum est appelée vitesse de groupe et, sauf pour les ondes

harmoniques, est différente de la vitesse de phase.

4, Energie d’une onde.

Une onde transverse dans un fil possede :

- Une énergie cinétique car les particules sont en mouvement

- Une énergie potentielle car il faut exercer un travail pour étirer le fil

Soit un intervalle dx, la masse du fil dans cet intervalle est p dx et la vitesse d’un élément
du fil est dy/dt

51



Chapitre 5 Propagation du champ électromagnétique

A Energie potentielle : le fil est
initialement de longueur dx et prend

aprés extension une longueur

Jdx* + dy? et donc le changement

de longueur est

d
§l= |dx? +dy? — dx = dx j1+&%y—4

Si dy/dx est petit on peut utiliser I’approximation

J1+e2= 1+%£2 donc6l=%(2—z)2dx

Mais 1’énergie potentielle est le travail a effectuer contre la tension F pour étendre le fil

d’une longueur &1 donc

Et I’énergie totale est :

1 /0 1 /0
,u(—y>2dx+—F<—y>2dx

dE = dEcin +dU = 5 p (-

»on4E 1 a_y)z 1 (6_3’)2
Doudx_z‘u(at +2F dx

dE/dx —densité d’énergie totale de I’onde

Application aux ondes harmoniques :
. dy ady ,
Siy = Acos(kx — wt), en calculant 5 et 5o on obtient :

dE 1
=3 (uw? + Fk?)A?sin? (kx — wt) = pw?* A®*sin? (kx — wt)

(4)2

szZFv—ZZ,U.(A)Z

La densité d’énergie est nulle lorsque 1’argument du sinus est nul donc aux crétes de

I’onde.
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La puissance transportée par I’onde sera la quantité d’énergie passant par un point donné

par unité de temps :

P_dE_(dE)(dx)_ dE 2% sin? (k 0
“at \ax)\qp) TVax Trpe s sl mw

Le fait que P soit proportionnel a v, a ®* et @ A? est vrai pour tous les types d’ondes.

5. Principe de superposition.

Lorsque plusieurs ondes arrivent en un méme point, la déformation résultante
instantanée est simplement la somme des déformations individuelles instantanées : chaque onde
se propage comme si les autres n’étaient pas présentes : les ondes n’interagissent pas entre elles.

Mais pour des ondes de forte intensité le principe de superposition ne s’ applique plus.

Exemple pour deux ondes harmoniques de méme amplitude et se propageant dans la

méme direction :
y; = Acos(kx — wt)

y, = Acos(kx —wt +38) 6:dif férence de phase
1 1
y=y,+ty, = 2Acos<kx—wt+§6)cos§6

En utilisant cosa +cosf = ZCOS%(CZ +B) cos%(a -B)

L’onde résultante a la méme fréquence mais une amplitude donnée par 2A cos %2 3. Si
0=0, I’amplitude est de 2A et donc les deux ondes s’additionnent, si d=n I’amplitude totale est
nulle (interférence destructive). Si les amplitudes A ne sont pas les mémes, une interférence
destructive réduira I’amplitude totale sans I’annuler complétement. Etudions maintenant la

somme de donx ondes de fréquences légerement différentes :
y; = Acos(kix — w4t)

y, = A cos(k,x — w,t)

1 1 1 1
y=y;+y, =2Acos > (ky + ky)x — > (wq + wz)t] cos [E (ky — ky)x — > (wq — wz)t]
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Pour t=0
1
y = 2A cos [E (Ak)x] cos(< k > x)

Avec Ak =ky —ky et <k >= = (ky + k)
On adonc

- Une onde harmonique de vecteur d’onde moyen

- Dont I’amplitude varie lentement en fonction de x si ki~kz et donc Ak est petit

L’amplitude de I’onde est modulée, maximum pour x=0 et minimum pour x=n/Ak

lorsque les deux ondes interferent destructivement.

3 Phénomene de battement : lorsque t change
X la configuration ci-dessus se déplace vers la droite
avec la vitesse de ’onde. En un point donné, I’onde

enveloppe

subit une pulsation dans le temps appelée battement. Dont la fréquence est :

1 Ak vk, vk,
Vpattement :A_t: v %:E_E: V1=V

Une onde périodique peut étre décomposée en une somme d’ondes harmoniques (sinus

et cosinus) grace au théoreme de fourier.

_(4A) _ (2nx>+(4A> _ (67rx)+(4A> ) (10nx>+
y = - Sin I 31 Sin I 5 Sin I

1 - (4n+2)xr
=4A sin
2n+1
n=0

L

Ou L est la longueur d’onde de 1’onde carrée d’amplitude A

6. Ondes stationnaires

Soit la superposition de deux ondes de méme amplitude et méme fréquence mais se

propageant en sens opposé.

y1 = A cos(kx — wt)
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y, = A cos(kx + wt)
- y=y,+y, =2Acoskx coswt

C’est une onde stationnaire, quelque soit le temps les maxima restent a la méme position.
L’onde est affectée d’une pulsation dans le temps de fréquence ®. Les positions d’amplitude
maximum (ventre) sont telles que x=0,A/2,A,30/2... et les positions d’amplitude minimum
(nceuds) sont telles que x=1/4A,3/4A,5/4\...si le fil est fixé en x=0, alors il y aura des nceuds en

x=0,A/2,1,3\/2 et des ventres en x=1/41,3/4\,5/4\

Pour un fil de longueur L fixé aux extrémités :

y = Asin [(%) x] cos [(%) vt] n=123..

Les modes de vibrations possibles sont appelés modes normaux celui a n=1 est le mode

fondamental. Celui a n=2 le 1* harmonique etc. Les longueurs d’ondes de ces modes A; =

21,4, = L, A5 = 2L/3 et les fréquences correspondantes v,, = % n=12..

7. Ondes électromagnétiques planes

Les solutions particulieres des équations de Maxwell formées d’un champ ¢électrique et

d’un champ magnétique perpendiculaires.
Pour cela on prend E orienté suivant I’axe y et B orienté suivant 1’axe z.
DanscecasE, =0 E,=F E,=0
B,=0B,=0 B,=B

Les équations de Maxwell donnent dans le vide

Théoreme de Gauss électrique 3—5 =0 (1) divE=0
Théoreme de gauss magnétique ‘Z)—f =0 (2) divB =0
Théoréme de Faraday g—j =0 (3) rotE = (_;f)
e @
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Chapitre 5
théoréme de Maxwell 3—5 =0 (5 ot B = golloz_f
0B_ 0
ax  SoHo5p (6)

De (1) et (3) E ne dépend pas de y et z — seulement de x et t

De (2) et (5) B ne dépend pas de y et z —seulement x et t

Eet B onta chaque instant la méme valeur dans un plan perpendiculaire & x qui est la

direction de propagation.
Pour trouver la dépendance des champs en x et t on va utiliser la relation (4) et (6) :

Dérivons (4) par rapporta x :

0’E _ 0°B ;
ox%  0xdt ™)

Dérivons (6) par rapportat:
0°B 1 0°B

ot? B Eolo o0x?

Donc B est aussi une onde [B = B(x — ct)] se déplacant a la vitesse c. On sait que

I’équation d’onde admet pour solution les ondes planes sinusoidales.

Par exemple :

E,(x,t) = Eysin(kx — wt) avec w = kc
B,(x,t) = By sin(kx — wt) (9)

Mais Eo et Bo ne peuvent étre indépendantes car il faut obéir aux équations (4) et (6)

donc

0E B
— = kE, cos(kx — wt) i —kc By cos(kx — wt)

0x

On aura entre valeurs instantanées les mémes relations qu’entre les amplitudes :
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Par définition, la direction de E est appelée direction de
polarisation de I’onde. Les ondes électromagnétiques associées
* aux deux solutions vues jusqu’ici sont dites polarisées

linéairement parce que e est toujours contenu dans un plan.

La lumiére solaire ou d’une lampe est dite non polarisée car constituée d’un grand
nombre d’ondes planes dont les positions relatives de polarisation sont aléatoires —la moyenne

est nulle.

On peut modifier cela via un filtre polarisant constitué de longues chaines de molécules
orientées de facon paralléle : la direction paralléle a celle des molécules laisse passer le champ

¢lectrique, la direction perpendiculaire 1’arréte.
Il existe d’autres solutions a I’équation d’onde en particulier :
E,(x,t) = Eysin(kx — wt)) E, = £E, cos(kx — wt)
By, (x,t) = £B cos(kx — wt) B, = By sin(kx — wt)

On remarque que :

E= /E§+EZZ=E0 et
B = /By2+1922=19O

Donc les champs ont une amplitude constante mais E et B, tout en restant
perpendiculaires, tournent autour de la direction de propagation : polarisation circulaire gauche

ou droite suivant le signe choisi.

Les ondes électromagnétiques planes sont transversales, les champs E et B sont

perpendiculaires entre eux et a la direction de propagation.

La loi de Malus

Si la direction préférentielle d’un polariseur fait un angle 6 avec la direction d’un champ

¢lectrique e d’amplitude Eo, la composante du champ paralléle a la direction préférentielle sera
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E’=Eo cos 0 et comme [’intensité transmise est proportionnelle au carré de 1’amplitude :

intensité transmise = cos?0 xintensité incidente. C’est la loi de Malus de polarisation.

8. Energie et impulsion d’une onde électromagnétiques.

Densité d’énergie associée a un champ électrique : Ep = %SOE 2

Densité d’énergie associée a un champ magnétique E = % UoC?E* = %SOE 2= Eg

La densité totale d’énergie vaudra donc E;,; = £oE>

L’intensité de I’onde, énergie par unité de temps a travers une surface unité sera : [ =
EorC = cggE?

Et I'intensité moyenne : Lyoyen = €€0(E*) moyen

Qui pour une onde sinusoidale donne

1
(Ez)moyen = E?;[sin *(kx — wt)] moyen — EEg

N _ 1 2
D’ou Lipoyen = EceoEO
Produit vectoriel ExB pour une onde électromagnétique plane, c’est un vecteur

perpendiculaire au front d’onde et paralléle a la direction de propagation.

1
|E x B| = EB = (E>E2
Le vecteur c2eg EXB ou 1/uo EXB est appelé vecteur de Poynting et son module est

I’intensité instantanée [ de 1’onde.

jg PdS = dE
S dt
avec P = #i E A B vecteur de Poynting est I’énergie qui traverse la surface s par unité
0
de temps. de p=mv et Eqr=mc2 on tire :
= 175 = Eror ourv =c
p 2 : P

Donc la quantit¢ de mouvement par unit¢é de volume associée a [’onde
électromagnétique est

_Eeor
c

E
p 50;250(1‘7/\3)

On peut aussi montrer qu une onde électromagnétique posseéde un moment cinétique

L=rXxp=¢yr.(EAB)
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Par conséquent une particule qui émet ou absorbe une onde électromagnétique modifie

son énergie et sa quantité de mouvement mais aussi son moment cinétique.

P vecteur de Poynting

p impulsion

Pn pression
9. Ondes électromagnétiques stationnaires

Une onde plane, harmonique et polarisée dans la direction y est —
totalement réfléchie sur un miroir plan orienté perpendiculairement a ,/f/‘
sa direction. e ;

Les champs électriques des ondes incidentes et réfléchies sont  won Fanse

wx
E;, = Eycos (wt - T) < onde de pulsation w se dirigeant vers la droite

wx
Eyer = —E cos (wt + T) < onde de pulsation w se dirigeant vers la gauche

Etot = Ein + Eref = 0 enx = 0 pour tout t

Dans la région x<0 on aura
wXx wXx
Etot = Ein + Erer = Ey [cos (wt - T) — COoS (wt + T)]

. . wXx
= 2E, sin wt sin—
c

C’est une onde stationnaire fixée dans 1’espace. L’amplitude 2 Eosin wx/c de I’onde est

maximum en

3T 5
2

-2 = g 7” ... et donc si A est la longueur d’onde (A=2nc/o) ;

Cc

)

1. 3.5
x = ZA,ZA,ZA ...maxima variant en t entre 2E, et — 2E,
En les points x=0,1/2 1, A,3/2 A... noeud
L’interférence destructive des ondes incidentes et réfléchies génére tout le temps une

onde d’amplitude nulle.
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Le champ magnétique associé au champ électrique est orienté suivant z et vaut :

E, wx
B, = —cos (a)t - —)
c c

Brer = %cos (a)t + wa)

Bref €St toujours orienté suivant z positif.
Ey wx
Biot = Bin + Breg = 2 (?> cos wt cos (T)

On a une onde stationnaire mais :

1,3, 5
x =-1,-1,- A nceud
477477 4

x=0,1/2 A, 1,3/2 2 maximal

- Les maxima de B sont déplacés de Y4 A par rapport a ceux de E

- Il y a une différence de phase en temps de m/2

10. Les films minces

Ces phénomeénes d’interférence en lumiére visible deviennent spectaculaires dans le cas

de film mince :

Ondes réfléchies se déplacant dans la méme
direction et pouvant interférer constructivement ou

destructivement

- 2 ondes les plus intenses apres réflexion
- Si le rayon est ~ vertical la différence de chemin parcouru par

(a) et (b) est ~2d et donc si 2d est un multiple de A les 2 ondes vont s’ajouter

) , . d
créte a créte —interférence constructive = \/

2d = A,20,3A,... interférence constructive

2d=1/2 A,3/2A,5/2\. .. interférence desctructive
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(A est ici la longueur d’onde dans le film, si son indice de réfraction est n, ce sera n\A

dans I’air)

Remarque :

Dans notre dérivation on a en fait un changement de phase a chaque réflexion et donc
la phase relative des ondes réfléchies ne change pas ? C’est ce qui se passe quand le rayon va
d’un milieu moins réfringent a un milieu plus réfringent. Dans le cas d’un film suspendu dans
I’air (bulle) I’onde réfléchie a la surface inférieure ne subit pas de changement de phase. Le
déphasage relatif est alors de 180° ce qui est équivalent a une différence de chemin de A/2 les

conditions d’interférences constructives et destructives sont inversées.
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Chapitre 6 Réflexion et transmission des ondes

1. Réflexion des ondes électromagnétiques

On s’intéresse désormais a 1’arrivée d’une onde EM sur une surface métallique. On
assimile localement I’interface air/métal a son plan tangent et on note z u r le vecteur unitaire

normal, dirigé du métal vers ’air.

Onde zZ
incidente

Onde
/'réﬂéchie
air 1 ﬁz
métal Onde
transmise

Figure. 1

L’air est assimilé au vide. Dans le conducteur, les charges de conduction sont mises en
mouvement par le champ de I’onde EM et vont intervenir dans le processus de propagation.
Dans la suite, on se limite a des fréquences telles que la période de 1’onde est trés grande devant

le temps de relaxation du métal (ouv << 10" Hz) .

On note w la pulsation de I’onde incidente ; on constate expérimentalement que 1’onde

réfléchie et ’onde transmise ont méme pulsation.
Le métal sera supposé parfait : sa conductivité ¢ — oo (parfois notée y)

Les équations de Maxwell ont permis de montrer que :

N o
Eqir — Econducteur =

—Ncond >air
€o

et

- — - —
Bair - Bconducteur = .uO]s A Neond —»air

e La composante tangentielle du champ électrique était continue a la traversée de la
surface métallique.

« Lacomposante normale du champ magnétique était continue a la traversee du métal.
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2. Modeéle du conducteur parfait

La puissance volumique dissipée par effet Joule dans un conducteur est :

-

P; =JE = oE?

Pour un conducteur parfait, ¢ — o et ainsi E2 —» 0 pour que cette puissance volumique
reste finie : le champ ¢électrique est nul a Dintérieur d’un conducteur parfait.

D’apres la relation de Maxwell-Faraday :

Fotf =0 = — 20
rotE =0 =——
ot
Seul un champ statique peut exister dans le conducteur parfait. On supposera dans la

suite qu’il n’y a aucun champ statique : B=0.

Finalement, il n’y a pas de champ EM au sein du métal parfait (cas identique au cas

statique). L’équation de Maxwell-Gauss donne :
divE =0 = £
€o
soit
p=0
Il n’y a pas de charges volumiques au sein du métal parfait. L’équation de Maxwell-

Ampére donne :

-

— - 0E -
TOLB = WoJ + Uoo 57 = Ho)
soit 7 =0

Il n’y a pas de courants volumiques au sein du conducteur. Les charges et les courants

ne peuvent étre que surfaciques.

Conclusion : en régime variable, un conducteur parfait est caractérisé par des champs

Eet B nuls et des densités volumiques de charge p et de courant j nulles. Les charges et les

courants ne peuvent étre que surfaciques.

Remarque : on néglige finalement I’effet de peau
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3. Complément sur P’effet de peau

Dans le conducteur, p = 0 ; en effet, le temps de retour a la neutralité électrique est
tres court : On suppose qu’a I’instant t = to, il existe en un point M intérieur au conducteur une

charge volumique p(M , t, ) . Comment varie dans le temps cette charge volumique ?

L’équation de Maxwell-Gauss, la loi d’Ohm locale et la conservation de la charge

électrique :
- _ - 9
di"E=£ i J=OE divj+—'0:0
& ot
permettent d’écrire :
dzlf—]=—la—p—£ soit a—p+ap=0
o oo & o g

Par intégration :

t—t
p(M.1)= p(M.19) exp[— - } wee  1,=

Pour le cuivre, 7, =4.10™s : trés rapidement, le conducteur devient neutre en volume :
pM.1)=0

Ainst, comme en régime stattonnaire, les charges s'accumulent au voisinage immédiat de la

surface d'un conducteur, d’ou I'intérét de la notion de charge surfacique G.

Finalement, dans le cadre de I'ARQS, le champ EM véritie les équations de Maxwell
« stmplifiées » sutvantes : (on néglige également le courant de déplacement devant le courant de
conduction)

div B=0

divE=0

ror E=_98
ot

rot B=flyj = 1,0 E
L’équation de propagation du champ électrique est :

I P . . oE -
rot(rotE) = —poaa— =-AE soit AE —ﬂ(,O'a— =0
1 t

C’est une équation de type « diffusion », obtenue dans les transferts thermiques conductifs.

On cherche des solutions complexes de la forme E= E'Of(z)e‘m .D’ou:

f'(2) = jwowf (z) = 0
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Onpose k = +(1+ ) — —; alors, en éliminant la solution qui diverge dans le métal (avec

2

z<0!etenposant § = on obtient :

Ho&ow

E = B,esel(@t*/5)
. . . i g 1, z/ ..
Le champ se propage dans le métal mais en étant atténué d’un facteure /8 (attention ici,

z <0) ; & est appelée épaisseur de peau et correspond a I’ordre de grandeur de la longueur de

pénétration de I’onde dans le métal.

Cette épaisseur sera d’autant plus faible que la conductivité de matériau et la fréquence

de ’onde sont élevées.

L’onde est ici absorbée du fait de I’effet Joule au sein du conducteur, sur une épaisseur

de I’ordre de quelques §.
Si I’on considere une onde EM de fréquence de I’ordre du GHz, § est de 1’ordre du pm.

4, Ondes incidente et réfléchie

Le champ électromagnétique de 1’onde incidente, se propageant dans la direction du

vecteur 1;dans le milieu (1) s’écrit :

E. = E _e!"(ﬂ)‘—.fz‘.p_‘) et B — k-i AED." e-"(ﬂl—fz‘.l_:)
[

=i =0i =i

Pour I’onde réfléchie dont la pulsation est la méme que celle de I’onde incidente (se
propageant dans la direction du vecteur , dans le milieu 1) :
or ei(m—i,f)

E —F o@D o B =X Eo

=r
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air

Figure. 2

On a par ailleurs (dans le vide) : k; =k, =2

c

Les conditions de passage des champs électromagnétiques permettent d’affirmer que :

- o
Eair - Econducteur = E_ncond —air
0
et
— - -> N
Bair - Bconducteur = .uO]s A Ncond —air
Comme
o] D . H .
Econaucteur = 0 et Beonducteur = 0; Il vient que .
- o _,
air = 7 Ncond —air
€o
et

— - =
Bair = UoJs AN Mcond »air

Le champ électrique total est normal au conducteur alors que le champ magnétique est

tangent au conducteur.

Par conséquent :

i(an=k,.7) :ifz

£y

E ik ) | p
Eﬂ'e ! +£0re cond —air

ol 7, = OP désigne le rayon vecteur d’un point P quelconque de I’interface air-métal

(avec I’origine O choisie sur I’interface).
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On note EOi = Eot,// + Eou = F?(,i,// + F?Oi,z (une coordonnée dans le plan tangent

au conducteur et une coordonnée perpendiculaire, selon (0z)).
De méme pour le champ réfléchi : EOr = F?OT,// + Eom = F?OT )t EOT'Z
Si I’on projette sur le plan tangent de 1’interface :

i(@x—k;.Fp i(@—k, .F,) _ 0

- S
Eipe +E, €

Soit encore :
e_mlfp (Em,ﬁ + Ea;-.fﬁ‘?w"_k' e ): 0
On en déduit :

~ = i(k—k, )P _ T
Ey,+E,,e =0

Cette equation devant étre valable pour tout point P, il vient :

Soit (kl- — kr) colinéaire a 7.opg—qir : l€ vecteur d’onde de I’onde réfléchie est donc

dans le plan d’incidence (défini par k;et 7 ong—air)-

air

\k;-

~
. ~
dir s

métal

ﬁ————-
=1

Figure 3

Enfin, comme k; =k, = % et que (kl- — kr) est colinéaire a 7.y,4-qir, 1€S angles

d’incidence et de réflexion sont identiques (loi de Descartes pour la réflexion).

On en déduit de plus que : Eo;;; + Eor,) = — =1,

c
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5. Réflexion sous incidence normale sur un plan conducteur parfait

Dans le cas particulier de I’incidence normale :

— -

k, =k, = 21_1)2 Onde Onde
c incidente réfléchie

—

La condition aux limites k. k

I — r
=2 g — u:

Eair = —Ticond ~air POUT le champ

&
. . ) Alr O Interface z =0
électrique donne :

Meétal conducteur parfait
- = o

(B +E),_, = _gﬁz

Figure 4
Or, le champ électrique de I’onde incidente et de

I’onde réfléchie sont transverses ; par conséquent: o = 0 : le conducteur reste localement

neutre en surface.

On en déduit ensuite que Ei = Er : le coefficient de réflexion r relatif a I’amplitude du

champ électrique vaut — 1.

On détermine le champ magnétique par :

. k. NE, —k;) A (E; .
(Br)zzo — <_> O — <u> = (Bi)zzo
z= z=0

w w

Le coefficient de réflexion relatif au champ magnétique vaut donc 1.
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