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Résumé
Le but de cette mémoire est d'étudier la théorie spectral des

opérateurs linéaires dans les espaces normes. Cela implique
I'explorer des espaces, propriétés des spectre et le rayon spectrale.

Elle se compose de trois chapitres principaux :

Chapitre 1: Introduction et exposition des concepts principaux
relatifs aux espaces fonctionnels et aux opérateurs linéaires bornés.

Chapitre 2: Détaillant les concepts du spectre des opérateurs, en
commencant par le concept de rayon spectral et en terminant par
I'analyse du spectre a ses differents types tels que le spectre ponctuel
et le spectre continu.

Chapitre 3: En étude des théories des opérateurs P-symétriques et
etude du spectre de I'opérateur de déerivation géneralise &, get des

opérateurs P-symetriques.



Hhstract

The purpose of this memory is to study the spectral theory of linear
operators in normed spaces. This involves exploring spaces,
properties of the spectral, and the spectral radius. It consists of three
chapters:

Chapter 1: Introduction and exposition of the concepts relating to
functional spaces and bounded linear operators.

Chapter 2: We study the concepts of the spectral operators, starting
from the concept of spectral radius and ending with the analysis of
the spectral to its various types such as point spectral and
continuous spectral.

Chapter 3: We study the theories of P-symmetric operators and the
spectral of the generalized derivation operator &4z and the P-
symmetric operators .
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Introduction

Le concept du spectre a une histoire riche et profonde dans le domaine des mathématiques. Il a été
initialement introduit par David Hilbert en 1897, basé sur les travaux pionniers de Wilhelm Wirtinger
sur ’équation différentielle de Hillén.[19] Le terme "spectre" lui-méme a ses racines dans le latin mé-
diéval "spectrum", signifiant "apparition" ou "fantdme", suggérant la nature énigmatique et complexe
des phénomenes mathématiques qu’il représente.

Les premieres investigations sur le spectre étaient centrées sur les propriétés des opérateurs linéaires
dans les espaces de Hilbert. Ces travaux ont conduit a des avancées significatives dans la compréhen-
sion des structures mathématiques sous-jacentes et de leurs applications pratiques. En 1990, Diederich
Hinrichsen et Tony Pritchard ont étendu ce concept en introduisant le concept d’ensemble de valeurs
spectrales (spectral value set), initialement dans le cadre du controéle des théories. [4]

Au fil du temps, le concept du spectre a évolué pour englober une multitude de domaines des mathé-
matiques et de la physique. La théorie spectrale a des ramifications importantes en physique mathé-
matique, en particulier en physique quartique, ainsi que dans la résolution d’équations différentielles
et d’équations aux dérivées partielles. Elle trouve également des applications cruciales en géométrie
différentielle, en théorie de représentations de groupes et en analyse harmonique en théorie des al-
gebres d’opérateurs.[16]

Ce travail de recherche se compose de trois chapitres : le premier chapitre passe en revue les différentes
définitions et propriétés concernant les espaces fonctionnels et les opérateurs linéaires bornés, sou-
vent utilisés dans la suite. Dans le deuxieme chapitre, nous explorons en détail le concept du spectre
des opérateurs, abordant notamment le rayon spectral, le spectre des opérateurs adjoints, le spectre
des opérateurs auto-adjoints dans un espace de Hilbert, ainsi que le spectre des opérateurs linéaires
compacts. Enfin, Le chapitre trois donne un pref panorama des théories fondamentales des opérateurs
P-symétrique ont été étudié par J. H. Anderson, J.W. Bunce, J.A.Deddens, J. P. Williams, Said. Bouali,
J.Charles[13], ]J.G. Stampfli, puis on présente le spectre d’opérateur de dérivation généralisé présenté
par Salah Mecheri[14], le spectre d’opérateur P-symétrique par Said. Bouali, J.Charles[13].

Cette recherche s’appuie sur une analyse approfondie de la littérature existante et des résultats anté-
rieurs, tout en apportant de nouvelles perspectives sur le concept du spectre et ses implications dans

divers domaines des mathématiques et de la physique.

Table des matieres



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre vise a rappeler au lecteur quelques concepts mathématiques et compléments pertinents
dans ce contexte. Nous mettrons particulierement I’accent sur les théories de certains espaces fonc-

tionnels et les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés.

1.1 Les espaces fonctionnelles

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corpsk. Uapplication p : E — R" est appelée semi-norme
si elle satisfait les propriétés suivantes :

OVx,yeE,p(x+y)=px)+py).

(ii)Vxe E,NAek, p(Ax) = Ap(x) (homogénéité).

Remarque 1.1 (ii) implique si x = 0 alors p(x) =0, la réciproque n'est pas vrais en général.
Définition 1.2 Une semi-norme p est une norme si p(x) =0=x=0.

Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel et p une norme sur E, le couple (E, p), est appelée espace normé,

on note généralement p par ||.|| ou ||| g.

Définition 1.4 Soit E unK-espace vectoriel. On appelle norme sur E, toute application ||| : E — R* qui

vérifie les propriétés suivantes :
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()VxeE:|x|=0< x=0g.
(A)Vx e E,NAeK: |[Ax] = [Alllx]l.
@iVx,ye E:|lx+ yll < llxll + [l yll.

Définition 1.5 On dit que l'application d : E x E — R* est une distance si elle vérifiée les propriétés sui-
vantes :

Ddx,y) =0 x=1y.

i)d(x,y)=d(y,x) Vx,y€E.

ii)d(x,y)<d(x,z2)+d(z,y) Vx,y,z€ E.

Définition 1.6 Soit E un espace vectoriel et d est une distance sur E, le couple (E, d) est appelé un espace

métrique.

Définition 1.7 On dit que E est un espace métrique complet si tout suite de Couchy convergente dans E.

Définition 1.8 (i) Une partie U de E est un ouvert de E si pour tout x € U il existee > 0, tel que B(x,€) c U.

(ii) Une partie F de E est un fermé de E si et seulement si son complémentaire F¢ dans E est ouvert.

Théoreme 1.1 (Baire)[4]
Soit (E, d) un espace métrique complet, alors l'intersection de toutes familles dénombrable de sous en-

semble ouverts dense dans E est dense dans E .

Corollaire 1.1 [4] Soit (E, d) un espace métrique complet, alors :
(i) Tout fermé de E est un espace de Baire.

(ii) Tout ouvert de E est un espace de Baire.

Définition 1.9 Un espace vectoriel E muni du produit scalaire s'‘appelle un espace préhilbertien.

Proposition 1.1 [1] Soit E un espace vectoriel sur un corpsk muni d’'un produit scalaire, tel que
1
VxeE, |x|| =|{x.x)|2, alors :

i) |I.Il définit une norme sur E.

1.1. Les espaces fonctionnelles
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i) | x+ ylI? = | x| + 2Re({x.y)) + || yII?,Vx, y € E.
iii) (Cauchy-Schwartz)

Kx. = lxlllyl,Vx,y€E.

iv) (Identité du parallélogramme)

20112+ 1ylII>) = llx+ 2 + lx = ylI>, Vx, y € E.

Définition 1.10 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni du produit scalaire et qui est complet

pour la norme associé a ce produit scalaire

Définition 1.11 [19] Soit E un espace vectoriel sur R , un produit scalaire sur E x E dans R, notée (.) ,
possédant les propriétés suivantes :

D) {ax+y.z) =al{x.z) +(y.2).

(i) (x.y) = (yx).

(iii) {x.x) = 0.

(iv) (x.x) =0impliquex =0.

Définition 1.12 On appelle espace de Banach tout espace normé complet pour la norme associée a la

distance.

1.2 Les opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Les opérateurs linéaires

Définition 1.13 [14,16] Soient E et F deux espaces normés, un opérateur T définit sur E dans F est dite
linéaire, s'il verifié les conditions suivantes :

condition additive

Vprp2 € E,ona:T(p1+@2)=T(@1)+ T(ps).

condition homogéne

VoeE Aek,ona: T(Ap)=AT(p).

1.2. Les opérateurs linéaires bornés [
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1.2.2 Les opérateurs linéaires continus

Définition 1.14 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire T définit sur un sous ensemble
G c E dans F est dite continu au point xq de G, si on a la propriétée suivante :
pour, loatout suite x,, de G converge vers xy, la suite T (x,) converge vers T (xy) c'est a dire

lim T(x,) = T (x0)

Remarque 1.2 [14] Lopérteur linéaire T est dit continu sur G s’il est continu en chaque point de l'en-
semble G.

1.2.3 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.15 [14,16] Un opérateur linéaire T définit sur E dans F est dite borné s'il existe une constante

strictement positive C, telle que

IT)NF=ClIXlIgVx€E. (1.1)

Notation 1.1 On note l'espace des opérateurs linéaires bornés par L(E, F).

Proposition 1.2 [14] La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1.1) est appellé norme de T,

notée

3 ITX)IF _
IT|= sup ————= sup ITX)r= sup [TX)E. (1.2)
xebvioy 1 XIEg xeE, |l x|=1 xeE, |l x<1

Proposition 1.3 Toute norme définit dans (1.2) sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur

linéaire continu.

Théoreme 1.2 [14] Soit E un espace de dimension fini, alors tout opérateur linéaire T est dit continu, si

et seulement s’il est borné.

Théoreme 1.3 [14] (Banach Steinhaus)
Soit E un espace de Banach, F un espace normé et (Ty)qer L(E, F), (I non nécessairement denombrable).

On suppose

1.2. Les opérateurs linéaires bornés
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sup|| Ty (x)|| <oo,Vx € E.

ael

Alors

sup|| Tyl <oo.
ael

Clestadire:3C > 0 tel que

[T ()l <= ClIX|,Vx € E.

1.3 Les opérateurs inversibles

Pour un opérateur T € L(E, F) , on définit son image par '’ensemble

Im(T)={yeF:3xeE,y=Tx}

et son noyau par ’ensemble

ker(T)={x€E:Tx=0}

On dit que T est injectif si ker(T) = 0 et qu'il est surjectif si Im(T) = F.

Lopérateur T est bijectif s’il est a la fois injectif et surjectif.

Définition 1.16 [14] Soit T € L(E), s'il existe un opérateur S € L(E) tel que ST = TS = I, alors on dit que

T est inversible et S son inverse.

Notation 1.2 On désigne par I(E,F) U'ensemble des opérateurs linéaires et continue inversibles de E
dans E

Corollaire 1.2 (Isomorphisme de Banach )

Soient E et F deux espaces de Banach, T € L(E, F) bijectif, alors T™! € L(E, F).

1.3. Les opérateurs inversibles [FJ
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Lemme 1.1 SoitT € L(E) telque||T|| <1, alors(I-T) € I(E) etona

(I-m'=y 1"

n=0

De plus I(E) est un ouvert de L(E), et l'application ] : I(E) — L(E) telle que J(T) = T~ est continue.

Preuve : Comme || T|| < 1, la série }_T". est normalement convergente dans L(E) qui est un espace de

n
Banach donc elle converge dans L(E). De plus, on vérifie facilement que

N N
(I- T)(Z T”) = ( y T”) (I-T)=1-TN*,

n=0 n=0

et comme

ITN < TN — 0

—_

)

on en déduit que

(I—T)(Z T”)=(Z T”)(I—T):I,

n=0 n=0
d’oti la résultat.
Montrons que I(E) est un ouvert de L(E)
Soit Tpe I(E)et Te L(E)ona

T:T0+T—T0:T0(I—(I—T0_1T)).

De plus

=T T < 1Ty Y (To = DI < 1 Ty ' To = T

Alorssi |[To—T| < | To_lll_l, on obtient || I — TO_1 Tll<letdoncI—(I— TO_1 T) est inversible.
Par suite T est inversible. Finalement on obtient B(Ty, || T, 11=1 ¢ I(E) donc I(E) est ouverte de L(E).

De plus si T € B(Ty, I T, *1I™!) son inverse est donné par

T7!= ( Y a- To‘lT)”) To'= Y d-T "1,

n=0 n=0

1.3. Les opérateurs inversibles [J
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Ainsi, on obtient

IT =T =1 U-Tg D"T =Ty =11 ) =T ' D) T |

n=0 n=1

<Y IUI-Ty ' DN

n=1
=TT
1= =T TN T
IT - Tol
1-11-T'TI

-12
=Ty "

qui tend vers 0 lorsque T tend vers T, .Ce qui montre la continuité de 'application T — T~ sur I(E).

Corollaire 1.3 [14] Soient (F,|.ll) un espace vectoriel normé sur un corpsk et T € L(E, F) bijectif, alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) T"Ye L(E, F). ii) Il existe C > 0 telle que, pour toutx€ E,onalTx||r=Cllx|g

. 110) (E ||.|I) est un espace de Banach surk.

Corollaire 1.4 [14] Soient (F, ||.|) un espace de Banach et T € L(E, F), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) Il existe C > 0 telle que, pour toutx€ E,ona||Tx| = Clxl|g

. 11) T est injectif et Im(T) est fermé dans E

1.4 Les formes sesquilinéaire

Définition 1.17 Soit H un espace vectoriel sur C, l'application B de H x H dans C est une forme sesqui-
linéaire si :

i) Pour tout x € H, l'application x — B(x, y) (de H dans C) est linéaire.

ii) Pour tout y € H, l'application y — B(x, y) (de H dans C) est anti-linéaire.

(i.e)Vx,y,z€ H VAeCB(x,Ay+2z) = ZB(x, y) + B(x,2)
ouB(x+Ay,z) =B(x,z)+ AB(y, 2)

Définition 1.18 Soit H un espace vectoriel sur C, l'application B de H x H dans C est une forme hermi-

tienne si

B(x,y)=B(y,x),¥(x,y) € Hx H.

1.4. Les formes sesquilinéaire
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Remarque 1.3 [SiBesthermitienne] = |B(x,x)estrellpuisqueB(x,x) = B(x,x)|.

Le plus souvent un produit scalaire est noté au lieu de B.

Définition 1.19 Soient E un espace vectoriel sur un corpsk et B une forme sesquilinéaire sur E, alors :
i) B est dite positive si, pour tout x € E, B(x,x) =0

ii) B est dite définie positive si, pour tout x € E\ {0}, B(x, x) > 0.

Proposition 1.4 Soient (E, ||.ll) un espace vectoriel normé sur un corps k et B une forme sesquilinéaire
sur E, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) B est continue.

ii) B est continue en (0,0).

iii) Il existe k = 0 telle que V¥ x,y € X |B(x, y)| < kllx| yll.

Notation 1.3 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur un corpsk on note S, (E) U'espace vectoriel surk

des formes sesquilinéaires continues sur E.

Définition 1.20 [14] Soit B € S»(E), on pose

IBll = sup |B(x,p),IIxll<1,lyl<1,
Vx,yeE

ce qui définit une norme sur Sy (E). En particulier :
Vx,y € E|B(x, )| < IBIlxIyl.
Proposition 1.5 [14] Soit T € L(H), Bt € S2(H) U'application définie par :

Vx,ye H Br(x,y) ={Tx.y) (1.3)

Alors, l'application

®: L(H) — Sp(H)
T — By

est un isomorphisme isométrique, (i.e) une application linéaire bijective telle que pour tout

T e LCH), I1O(T)ls = I Tll L.

1.4. Les formes sesquilinéaire
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Définition 1.21 Soit T € L(H), on dit que T est positif (resp défini positif) si l'application Bt définie par

(1.3) est une forme sesquilinéaire positive (resp. définie positive).

1.5 Les opérateurs adjoints

Définition 1.22 [14] Soient E et F deux espaces de Banach, E* et F* leurs dual respectivement et T €
L(E,F).Ladjointde T est T* de F* dans E* vérifiente :

i) T* estcontinu, iD)|T*|| < | TJ.

Proposition 1.6 [14] Soient E et F deux espaces de Banach, E* et F* les espaces duales alors l'application

®:L(E,F) — L(F*,E*)
T—T*

est une isométrie.
Soit H un espace de Hilbert, C une isométrie unitaire de H dans H (donné par le lemme de Reiz[10]) défi-

nit par: x — {.x). Soit T € L(H) on définit l'adjoint hilbertien T* de T par la formule T* = C"'T*C.

Définition 1.23 [14] Soient H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* l'adjoint de T définit par :

Vx,ye H,(Tx.yy =(x.T*y).

Proposition 1.7 [14] Lapplication qui transforme T a T* est une isométrie bijective anti-linéaire de
L(H) dans lui-méme. Elle vérifie de plus les propriétés suivantes :

D(TS)* =S*T*. iii)(T*) ' =(T™H*.

iD) (T*)* = T.iv)| TT*|| = | T||>.

Démonstration.iv) Soient T € L(H), T est auto-adjoint & (Tx.x) eR, Vx € H.

IT*1 =TI

1.5. Les opérateurs adjoints
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ona:

(Tx.Tx)=||Tx|? = (x.T* Tx)
= [ITxI1> < IxIIT* 1T x]|

< I T*INTIx|*
1T x|? .
<|IT*IIT|
Il x12
> |ITI< T

On répete la méme opération avec

(T*x.T*x)=||T*x||> = (x.TT* x)

Pour obtient

IT*1 =TI

d’aprés(1.3)

ITT* < TIITI
<|T|?

Proposition 1.8 Orthogonal pour ker(T) adjoint, soit T € L(H), T* adjoint, alors :
i) ker(T) = (Im(T*))*.
ii) Im(T) = (ker(T™)).

Preuvei) Ona

ker(T)={xe H,Tx =0}

={xe€ H,Vye H,(Tx.y) =0}

={xe HVye H{(x.T*y)=0}

= (Im(T*)*.

ii) D’aprés i) on a (ker (T*))* = Um(T)H)* = Im(T)

1.6 Les opérateurs coercifs

Définition 1.24 Soit T € L(H), on dit que T est coercif s'il existe une constante C > 0 telle que

1.6. Les opérateurs coercifs
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Vxe H, (Tx.x)| = C|x|>.

De méme, si B € So(H) est dite coercife (ou elliptique) s'il existe une constante C > 0 telle que

Vxe H,|B(x, x)| = C|x|?

Remarque 1.4 Soit T € L(H), alors, d'apres la proposition (1.6) il est clair que l'application Bt € Sy (H)

définie par (1.3) est coercife si et seulement si T € L(H) est coercif.

Proposition 1.9 Soit T € L(H) est coercif, alors T est inversible dans L(H).

Preuve D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

Vxe H, || Tx|llxll = KTx.x)| = Cllx|?,

Vxe H, | Tx|l = Clx].

Dapres le Corollaire (1.4), il suffit de vérifier que Im(T) = H. Or, pour tout x € H, on a

(T*x.x)] = [{x.Tx)| = Cllx||>.

Donc T* est aussi coercif, ce qui entraine I'njectivité de T*. Alors, d’apres la Proposition (1.8), on ob-

tient

Im(T) = (ker(T*)t =0t =H,

ce qui donne le résultat.

1.7 Les opérateurs auto-adjoints

Définition 1.25 Soit T € L(H), on dit que T est auto-adjoint si et seulement si T = T".

1.7. Les opérateurs auto-adjoints
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Remarque 1.5 T est auto-adjoint si et seulement si :

Vx,ye H,(Tx.y) =(x.Ty).

Notation 1.4 Notons par A(H) l'ensemble des opérateurs auto-adjoints sur l'espace de Hilbert H.

Proposition 1.10 Si T est auto-adjoint, alors

ITIl = sup{KTh.m|, lIall = 1}.

1.8 Les opérateurs linéaires compacts

Définition 1.26 Un opérateur T € L(E, F) est compact si et seulement si, de toute suite bornée (x,) de E,
on peut extraite une sous suite (xp,) telle que la suite (T x,,) soit convergente.

Proposition 1.11 Soit T € L(E, F) et S € L(F,G), si Sou T est compact alors ST est compact.

Théoreme 1.4 Soit T € K(E), alors, T — I est injectif si et seulement si T — I est inversible.

Définition 1.27 Soit T € L(H), on dit que T est un opérateur de rang finie si Im(T) est de dimension

finie.
Proposition 1.12 Tout opérateur de rang fini est compact.

Théoreme 1.5 (Schauder)

Soit T € L(E, F), out F est complet, l'opérateur T est compact si et seulement si son adjoint T* est compact.

1.8. Les opérateurs linéaires compacts
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Spectre des opérateurs

Nous présentons les théories spectrales des opérateurs bornés et généralisons la notion de valeur
propre en dimension infinie, puis nous étudions ces propriétés dans le cadre des espaces de Banach et
Hilbert.

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H).

Lensemble :

o(T) ={A € C: T — A Inest pas inversible}

est appelé le spectrede T.
Un élément de o(T) est appelé valeur spectrale de T.

Lensemble :

p(T) ={A e C : T — A I est inversible}

est appelé résolvantede T.
Un élément de p(T) est appelé valeur résolvante de T .

SiA e p(T), on définit larésolvante R)(T) de T au point A par

Ry(T)=(T-AD7L.

Remarque 2.1 o(T) = (p(1))°.

16
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Théoreme 2.1 [1] Le spectre de tout opérateur T € L(E) est une partie compact dek

Théoreme 2.2 [1]et[4] (Stone) Si l'espace E est complexe, alors le spectre de T n'est jamais vide.

Exemple 2.1 Soit1=]0,1[, X = L>(I) et T l'opérateur de dérivation au sens des distributions :

— du
Tu_dt’

de domaine

D(T) ={ue L*(D), 2% e L*(I), u(0) = 0} .

Pour f € L2(I) et A € C, on remarque que l'équation

v _Au=f

admet une solution unique de la forme

u(d)=f; M9 f(s)ds

dans l'espace D(T). Donc p(T) =C eto(T) = ¢.

Lemme 2.1 [1](Identité de la résolvante) : Soit A, Ay € p(T), alors

RA(T) = Rpo (T) = (A= Ao) RA(T) Ry, (T).

Preuve En utilisant le fait que (T — A1) et (T — ApI) commutent, on a

(RA(T) = Ry, (T)(T = Ao D(T = AD) = Ry(T)(T — AD(T — Ao1) — Ry, (T)(T = Ao )(T = A1)
=(T-AD(T-AD
=A-2A)1

En composant a droite par Ry (T)R,,(T), on obtient le résultat.




Chapitre 2. Spectre des opérateurs

Définition 2.2 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H), On appelle spectre ponctuelde T, l'en-

semble des valeurs propres de T définit par

op(T) ={A ek: T — A I n'est pas injectif }.

Remarque 2.2 On a toujours g ,(T) c o (T).

Proposition 2.1 [1] Soit T € L(E), alors :

D)Si|AI > T alors A € p(T). En particulier, on ao(T) DO, |TI.
ii) p(T) est un ouvert non vide dek.

iii) o (T) est un compact non vide dek.

iv) m co(T).

Preuve i) Si|A| > ||T| alors A #0 et [A"'T| < 1 donc, D’apres le Notation(1.2), I — A~1T est inversible,
ie. L e p(T).
ii) D’apres le i) p(T) est non vide. Soit I'application définie de k dans L(E) par

Viek, pA)=AI-T.

Alors p(T) = ¢~ I(E). De plus, pour tous A,z €k, ona

lpD) =l = I1A = Il < |A-pl,

donc ¢ est continue. Or d’apres le Notation(1.2) I(E) est un ouvert de L(E). Ainsi ¢! I(E) est un ouvert
dek.
iii) D’apres le ii) o(T) =k\p(T) est fermé, or il est borné d’apres le i) donc compact.

iv) D’apres la remarque (2.2) (1) < 0 (T). De plus o (T) est fermé donc 0 ,(T) c o (T)

2.1 Rayon spectral

Définition 2.3 Le rayon spectral de T noté r(T) et définit par

2.1. Rayon spectral
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r(T) = sup {|Al: Aea(T)}.
Aeo(T)

Exemple 2.2 Lorsque E=C([0, 1]) et (T f)(x) = [y f(0)dt, onao(T) = {0} etdoncr(T) =0.
Remarque 2.3 Sio(T) =@, alorsr(T) =0.

Théoreme 2.3 [1]Soit T € L(E), alors :
i) lim || T”II% existe et est égalear(T).
n—+oo

ii) Si E = H est un espace de Hilbert complexe et si T € L(H) est auto-adjoint, alors r(T) = || T|.

Proposition 2.2 [1]et [14] Soit H un espace de Hilbert complexe, le rayon spectrale de tout élément nor-

mal de L(H) est égale a sa norme.

Preuve Soit d’abord T un élément auto-adjoint, on a || T2 =TT = T||2(pr0position 1.7), on en déduit
par récurrence que || T2 = | T|?" pour tout n = 0, donc r(T) = || T||. Soit maintenant S un élément
normal de L(H), par récurrence sur n, on a (S*S)” = (§*)*S" donc [|(S*S)"|| = [IS™|? et r(S*S) = r(S)>.

Or T = §*S est auto-adjoint, donc 7(T)? = r(S*S) = || S||%.

Exemple 2.3 Soit T un opérateur auto-adjoint sur espace Hilbert complexe H le rayon spectral de T est

égale a sa norme.

Exemple 2.4 Soit U un opérateur unitaire sur espace Hilbert complexe H le rayon spectral de U est égale

a sa norme.

2.2 Spectre des opérateurs adjoints

2.2.1 Spectre des opérateurs adjoints dans un espace de Banach

Théoreme 2.4 [1](Théoreme de Phillips)

Soit E un espace de Banach complexe, T € L(E) et T* € L(E*) l'adjointde T, alors
Do(T)=0(T")

i)VYAep(T), Ry(T*) = Ry(T)*

2.2. Spectre des opérateurs adjoints
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Proposition 2.3 [1] Soit E un espace de Banach complexe et T € L(E). Alors

i) Sid€ 0 ,(T), alors Im(T* — Al) nest pas dense dans E*.

ii) Si A € C est tel que Im(T — AI) nest pas dense dans E, alors A € o ,(T™).

iii) Si E est réflexif, i.e. si (E*)* = E, alors A € 0,(T) si et seulement si Im(T* — AI) n'est pas dense dans
E*.

Lemme 2.2 [1] Soit E un espace vectoriel complexe normé et F c E un sous-espace vectoriel complexe.

Alors F # E si et seulement si il existe une forme linéaire ® € E* non nulle telle que F c ker®.

2.2.2 Spectre des opérateurs adjoints dans un espace de Hilbert

Définition 2.4 Une involution sur une algebre U est une application ¢ : U — U telle que :
i) ¢? = Idy.

it) (AT) = Ap(T).

iii) p(TS) = p(S)p(T).

Définition 2.5 Une algebre de Banach U munie d’'une involution T — T* vérifant

VTeU|TT*|=|T|?

est appelée une C* -algebre.
L(H) munie de l'opération "adjoint" est une C* -algebre.
Cet résultat est une conséquence du théoreme (2.4), dans le cas particulier ot E = H(H est un espace de

Hilbert complexe)

Proposition 2.4 Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* € L(H™) l'adjoint hilbertien de T .
Alors

Do(T*) =o(T)* = {AIA e o (T)}.

VA€ p(T),Ry(T*) = RA(T)".

Preuve Si T est inversible, alors d’aprés la proposition (1.8) on a

2.2. Spectre des opérateurs adjoints
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(TH*T*=(T(T")*=I"=1

T*(T—l)* — ((T—I)T)* =J*=]
ce qui signifie que T* est aussi inversible et (T*)"! = (T"!)*. Comme T — T* est une involution, la
réciproque est immeédiate, autrement dit : T est inversible si est seulement si T* est inversible.
Donc VA € p(T) < (Al - T) est inversible < (11 — T*) est inversible < A € p(T*)

Et alors
(AI-T)"\Yy*=QAI-T*L.

2.3 Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace de Hilbert

Théoreme 2.5 T € L(H) est un opérateur auto-adjoint, on suppose H # {0} avec

m= inf (Tx.x)etM = sup (T x.x)
lxl=1 Ilxl=1

Alors
PDm,Me[-ITI,ITIl <R.
iim,Meo(T).

iti)o(T) c [m, M].

Exemple 2.5 (i) Lopérateur identité sur un espace de Hilbert est auto-adjoint.

(ii) les opérateurs linéaires sur C" donné par des matrices hermitiennes (a; ), c'est a dire telles que

aij =aij;

(iii) Un opérateur intégral (T f)(t) :} k(s, t) f(s)ds sur L*([0,1],C) avec un noyau hermitien, c'est a dire
0

tel que k(s, t) = k(t,s);

(iv) Les projections orthogonales sur des sous-espaces de H .

Remarque 2.4 Tout opérateur T € L(H) peut étre représenté de maniére unique comme

T=A+iS

ot A, S € L(H) sont opérateurs auto-adjoints.
Eneffet, sionécrit T = A+1iS, alors T* = A—1i8. La résolution de ce systeme d'équations, donne

_ T+T* _T-T*
A_—2 etS= 57

2.3. Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace de Hilbert
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Corollaire 2.1 i) Soit T € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors | T| = Amax [Al.
- ea(T)

ii) Un opérateur auto-adjoint T sur H est positif si et seulement si son spectre o (T) est contenu dans R*.

Preuve du théoreme(2.5) :

i) Soit x € H tel que || x|| = 1. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

KTx.x)l <ITIl.

Or, T étant auto-adjoint, (T x.x) € R et donc

(Tx.x)e[=ITI,ITI <R

Onendéduit m,M e [—|TI,IT|] <R.
ii) On pose S = T — mI et on note, pour touts x, y € H, Bs(x, y) = (Sx.y). Alors Bs € S,.

De plus, m étant réel, on obtient pour tous x,y € H

Bs(x,y) =(Tx—mx.y) ={Tx.y) —{mx.y)
=(x.Ty)—(x.my) ={x.Sy)
= Bs(y, x)

Donc Bg est hermitienne. Enfin, D’aprés définition de (1, 24) pour tout x € H\ {0}, on a

m< (T(ﬁ).ﬁ)

d’ott m||x||? < (Tx.x). Ainsi, on obtient

Bs(x,x) =(Tx - mx.x) = (Tx.x) — m| x||>* =0,

et donc Bg est une forme sesquilinéaire, hermitienne et positive sur H. D’aprés I'inégalité de Cauchy-

Schwartz, pour touts x,y€ H,ona

|Bs(x, y)|*> < Bs(x,x)Bs(y,y),

soit encore

(Sx. )% < (Sx.x)(Sy.y). 2.1)

2.3. Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace de Hilbert
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D’une part, par définition de m, il existe une suite (x;), = 0 de H avec ||x,|| = 1, pour tout n € N, telle

que

(T(xp).xn) " - m,

—+

autrement dit

<S(xn)xn> n — 0, (2.2)

—+

D’autre part, en appliquant (2.1) avec x = x, et y = Sx,, ou n € N, on obtient

(S (). SCxp)) 2 < (S(x0). X ) (S(S(x)).S(x)).

On en déduit

IS I* < (S(xn). X SIS Ce) IS (),

et donc
ISGe) 1 < (S(xp). X ISI. (2.3)
Alors, d’apres (2.2) et (2.3), on obtient

S(xy) e 0.

Finalement, supposons que m ¢ o(T), alors S = T — mI est inversible et on a

Xn=S71S(x,) o 0,

ce qui est absurde puisque || x|l = 1, pour tout n € N. Donc m € o(T). De plus, en considérant I'opéra-

teur — T, on obtient

inf (-Tx.x)eo(=T),

lxnll=1

2.3. Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace de Hilbert
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M= sup (Tx.x)= inf (-Tx.x)eo(T).

lxnll=1 Ixnl=1

iii) Si A e k\ [m, M], alors d = dist(A,[m, M]) > 0. Or, pour tout x € H\ {0}, on a

() () € tm M,

llxll

donc

[Ax= Tl = 1A= (T (). (5 et = dll o).

On en déduit que T — AT est coercif donc inversible, (i.e) A € p(T).

Corollaire 2.2 Soit T un opérateur auto-adjoint dans L(H) telle que o(T) = {0}. Alors T = 0.
Démonstration- D’apres la théoreme :(2.5) on sait que

(Tx,x)=0Vxe H.

Il en résulte que

2(Tx, ) =(Tx+y),x+y)—(Ty,y)=0Vx,y€ H.

Donc T =0.
Le résultat suivant est fondamental, il montre qu'un opérateur auto-adjoint compact est diagonali-

sable dans une base convenablement choisie.
Proposition 2.5 Soit T un opérateur auto-adjoint positif alors | T|| = M.

Définition 2.6 Un opérateur T € L(H) est défini positif et pour tout x € H :

(Tx.x)=0

Exemple 2.6 Pour tout opérateur T € L(H), ona T* T =0 car pour tout x € H

(T*Tx.x)y = || Tx||? = 0.

2.3. Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace de Hilbert
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2.4 Spectre des opérateurs linéaires compacts
2.4.1 Spectre des opérateurs linéaire compacts dans un espace de Banach

Lemme 2.3 Si T € K(E), alors ker (T — 1) est de dimension finie.

Lemme 2.4 Soit E un espace de Banach et T € K(E), € > 0. Alors l'ensemble

Aeop(T): A =€}

est fini.

Proposition 2.6 Soit E un espace de Banach et T € K(E), et A € a,(T). Si A # 0, alors l'espace propre

ker(T — AI) est de dimension finie.

Preuve Supposons par 'absurde que ker (T—AI) contienne une suite orthonormale infinie (e,). Comme
T est compact, on peut en extraire une sous-suite (e, ) telle que (Te,,) converge.

Mais pour ny # nj, on a

| Ten, = Ten; | = [Alllen, — en;ll < V2IA|

ce qui contredit le fait que (Tey,) est une suite de Cauchy.

Proposition 2.7 Soit E un espace de Banach et T € K(E), A #0, siinf{|(T —ADh| : |kl = 1} = 0, alors
Aeo,(T).

Preuve Par hypothese, il existe une suite (%,) de vecteurs de norme 1 telle que

(T = Ald)hyll — 0.

Comme T est compact, il existe une sous-suite (h,,) telle que (T h;,) converge vers f € E. En écrivant

hy, = A" [Thy, — (T — AId)hy, ], on voit que hy, converge vers A~! f. En particulier || f|| = |A| donc

2.4. Spectre des opérateurs linéaires compacts
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f#0.
De plus, (Thy,) converge vers A™' T f, ce qui montre que A™'Tf = f, donc Tf = Af. On a donc bien

trouvé un vecteur propre, et A € o, (T).

Proposition 2.8 Si T est auto-adjoint, alors g ,(T) < R.

Théoreme 2.6 Soit E un espace de Banach et T € K(E), alors

i) Si E est de dimension infinie, alors0 € o (T).

i) 0p(T)\ {0} = o(T) \ {0} et pour tout A € o(T) \ {0} le sous-espace propre associé ker (T — AI) est de di-
mension finie.

iii) Le spectre de T est dénombrable. De plus, s'il est infini, les éléments de o (T) \ {0} forment une suite

(An) nendek telle que

VneN|Aps1l <1Aul et lim A, =0.
n—+oo

Preuve i) Si 0 ¢ o(T) alors T est inversible dans L(E) et I = T~ T € K(E) d’aprés la Proposition (1.11),
I'opérateur identité de E est compact si et seulement si E est de dimension finie.

ii) Ona A € o(T)\ {0} si et seulement si A # 0 et T — AI est non inversible dans L(E), ce qui équivaut
encore a3 1 #0 et 171 T — I est non inversible dans L(E). Or, d’apres le théoreme (1.4) appliquée a AT,
A~1T — I n’est pas inversible dans L(E) si et seulement si T — AI n’est pas injectif. Donc A € o(T) \ {0}
si et seulement si A # 0 et A € 0,(T). De plus, d’apres le Lemme(2.3), ker(A"'T —I) est de dimension
finie donc ker (T — AI) est de dimension finie.

iii) D’apres le Lemme (2.4) et ii), pour tout € > 0 'ensemble {1 € o (T), |A| = €} est fini.

Soit n € N* fixé. Alors ’ensemble {1 € o (T),|A| = %} est fini, soient Ay, ..., A, ses éléments classés de la

facon suivante :

1
Aol = ... = [Apyl = .

De méme, ’ensemble

Ap={Aeo(T), -5 <A< i)

est fini. On pose Ay, = {A,41,..., A5, } Ol les A; sont classés de la fagon suivante

2.4. Spectre des opérateurs linéaires compacts
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1 1
—F <Al S S A1l £ 5 < Al = .. = 1A

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de A € o(T) \ {0} en une suite (1) zen

qui décroit en module vers 0.

2.4.2 Spectre des opérateurs linéaires compacts dans un espace de Hilbert

Théoreme 2.7 [18] Soit H un espace de Hilbert et T € K(H). Si T est hermitien, il existe un ensemble
A ck qui est fini ou dénombrable avec 0 comme unique valeur d'adhérence et des projections orthogo-
nales p) sur des espaces vectoriels fermés N deux a deux orthogonaux, de dimension finie sauf éven-

tuellement pour A = 0, tels que

T= % Apy,
AeEA

En fait, A\=0(T), Ny =ker(T—AI) et H= @ N,

AEA
En particulier, T a une valeur propre de module | T||. Ce résultat vaut encore si T est normal lorsquek.

Théoreme 2.8 [18] Soit T € K(H). Il existe des systémes orthonormés (x;) et (y;) et une suite réelle (z;)

qui décroit vers 0 tels que

T(x)=)_ zj{x.xj)yjpourtoutx € H. (2.4)

En fait, les z;j sont les valeurs propres de |T| répétées selon leur multiplicité et associées avec les vecteurs

propres x; : ce sont les valeurs singuliéres de T

2.5 Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace
de Hilbert

2.5.1 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints de rang fini

Théoreme 2.9 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Si H est de dimension
finie, alors
i) Les sous-espaces propres ker (T — Al), ot A € 0, (T), sont deux a deux orthogonaux,

ii) T est diagonalisable dans une base orthonormaleet H= @ ker(T - AI).
Aea (1)
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iii) T admet la décomposition spectrale suivante :

T= Y AP,= Y APy
A€o, (T) A€o, (T)\{0}

out Py est la projection orthogonale de H sur ker (T — AI).

Proposition 2.9 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini. Alors
i) H=Im(T)P* ker(T).

i)op(T)=0o(T).

iii) Pour tout A € o ,(T) \ {0}, ker (T — AI) est de dimension finie.

Preuve D’apres la Proposition (1.8), on a

ker(T) = Um(T*)t = (Im(T))*.

Or Im(T) est fermé, car de dimension finie, donc

H=Im(T)®Um(T)* =Im(T)P ker(T),

ce qui donne le résultat.
Les propriétés ii) et iii) sont alors simplement des conséquences du théoreme spectral des opérateurs

compacts (Théoreme (2.6)).

Lemme 2.5 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini et T\ sa res-
triction a Im(T), i.e. Ty = Tiym(1), alors

i) Ty € L(Im(T)) est auto-adjoint.

ii) Ty estinversible et0 ¢ o ,(T1).

iii) 0 »(T1) = 0 (1) \ {0}.

iv) Pour tout A€ 0 ,(T1), ker(Ty — Al) = ker(T — AI).

Preuve Si Im(T) = {0}, alors H = ker(T) donc T =0 et le résultat est trivial.
Dans la suite, on suppose Im(T) # {0}

i) T est un opérateur auto-adjoint continu car T 'est.
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ii) Si x € Im(T) vérifie T1 x = 0, alors

xeIm(T)nker(T) = {0},

d’apres la Proposition (2.9). Donc T; est injectif et comme Im(T) est de dimension finie, T est inver-
sible.

Puisque T; est injectif, on obtient aussi 0 ¢ o, (T1).

iii) Comme T = T (1), il est clair que 0, (T1) < 0, (T) \ {0}.

Réciproquement, si Tx = Ax avec A # 0, alors

x=TWA 1x)e Im(T),

donc

o p(T)\ {0} c o ,(TY).

iv) Soit A € 0, (T7). Si x € ker (T — Al), alors

Ax=T1x=Tx

donc

xeker(T-AD)

Réciproquement, si x € ker(T — AI), alors

x=TA Yx)e Im(T)

Ax=Tx=Tixetxe ker(T; —AI).

Théoreme 2.10 T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini, alors :
D) op(T) est fini.

i) H= @ ker(T-AD.
Aeap(T)
iii) T admet la décomposition spectrale suivante :

2.5. Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace de Hilbert
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T= Y APy= Y APy
Aea(T) A€o, (T\{0}

oit Py est la projection orthogonale de H sur ker (T — AI).

Preuve On note 11 = T\ (7).

i) Comme Im(T) est de dimension finie, o, (T7) est fini. Or d’apres le Lemme(2.5),

o p(T)\{0} = 0 (T1),

d’ot le résultat.
ii) Puisque T; € L(Im(T)) est auto-adjoint et que Im(T) est de dimension finie le Théoreme(2.9) appli-

qué a T entraine

Im(M)= @t ker(Ti-AD= &+ ker(T-AD,
Aeop(Ty) A€o, (T)\{0}

Si0¢ o, (T), alors ker(T) = {0} donc

H=Im(T)®ker(T)=Im(T)= &+ ker(T-AD)= @+ ker(T-AD.
A€, (T)\{0} Aeg (1)

Si0€ o, (T) alors

H=Im(T)®ker(T)= Pt ker(T-ADD ker(T)= @ ker(T-AD.
Aeop(T)\{0} Aeop(T)

iii) Pour x € H, d’apres le ii), on a

x= Y xjyouxeker(T—-AI
Aea,(T)

On en déduit

Tx= Y Tx3= Y Ax3= Y APjx.
A€a,(T) Aeap(T) A€a,(T)

2.5. Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace de Hilbert
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2.5.2 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compact

Lemme 2.6 Soit T est un opérateur auto-adjoint compact, alors l'un des deux nombres +| T, —| T|| sont

des valeurs propresde T.

Preuve Si T =0, c’est évident. Sinon, la proposition (1.10) fournit une suite (k,) de vecteurs de norme
1 telle que |{(Th;,.h,)] — | T||. Quitte a remplacer (&,) par une de ses sous-suites, on peut supposer
que (T hy,.h,)| — A, avec A = +IITl.Ona

0<I|(T—-ADh,lI? = | Thyll?> - 2A{Th,.h,) + 1> =0

et donc lim || (T — Id) hy| = 0. Par la proposition (2.7), cela implique que A € o, (T).

Lemme 2.7 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors

I Tl = max{|A|,A € ap(T)}.

En particulier, si o ,(T)\ {0} = ¢ .alors T = 0.

Lemme 2.8 Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact et Ay, ..., Ai des valeurs propres non

nulles, deux a deux distinctes, de T. Alors
k
DH=G®"F,0uG=@ ker(T-A;I) et F=G*.

Jj=1

ii) T(G) € G, T(F) c F et l'opérateur Tr induit par T sur F est un opérateur auto-adjoint compact.

iii) 0 »(TF) = 0 p(T) \ {1, e, A}
iv) Siop(T)\{0} = {Ay, ..., Ax} alors T est de rang fini.

Preuve i) Soit j € {1,..,, k}. Comme A; # 0 et T est compact, ker(T — A;I) est de dimension finie. On
k

en déduit que G =@ ker(T — A;1) est un sous-espace de dimension finie de H, donc un fermé, d’ot
j=1

H=G®G.
k
ii)SixeGalorsx=} ej,ouejeker(T-A;I),j=1,..,k, donc
j=1

k
T)C:Z AjejeG.
j=1

2.5. Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace de Hilbert
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Donc T(G) < G. Soit x € F. Alors, pour tout y € G, Ty, € G donc {x.T)) =0 car F = G*.

Puisque T est auto-adjoint, on obtien

VyeG,(Tx.yy=(x.T)) =0,

i.e.Txe G- =F,dou T(F)cF.De plus T(Bp) = T(BEnF)c T(Bg)NF.
Comme T est compact et F fermé, on en déduit que Tr est compact.
iii) I est clair que on al'inclusion o, (TF) € 0, (T). Supposons A; € 0, (TF), ou i € {1,..., k}, alors il existe

e€ F\ {0} tel que Tre=A;e, d'ou

k
ecker(T-1;1)cG=6 ker(T-A;I).
j=1

Donc e € F\ {0} n G = ¢ d'ot1 une contradiction. On en déduit

Up(TF) < Gp(T) \ {/11) ---’A'k}

Réciproquement, si A € 0, (T) \ {A1,..., Ai} alors il existe e € ker (T — AI) \ {0} tel que Te = Ae.
comme A ¢ {A1,..., A}, ker(T — AI) est orthogonal a G. Donc

ker(T-A) c Gt =F.

d'ott Tre=Aeavecee F\{0},i.e A€ 0,(TF).
iv) Siop(T)\ {0} — {71, ..., A}, alors 0, (TF) \ {0} = ¢p.
Donc, d’apres le Lemme(2.7), Tr =0. Or si y € Im(T) alors il existe x € H tel que Tx = y.

Ainsi, il existe (xg, xr) € G x F tel que

y= T(xg+xp)=Txg+ TrxF.

Or Trxp=0,d’ o1 y € T(G) c G. On en déduit Im(T) c G et le résultat puisque G est de dimension finie.

2.6 Décomposition en spectre ponctuel, résiduel et continu

Définition 2.7 Soient (E, ||.||) un espace normé et T € L(E) I'ensemble

o,(T)=A€a(T):(T-ADinjectifetIm(T — Al) # E}
={deo(T):(T-ADinjectifet'(T—AD)n'estpasinjecti f}

2.6. Décomposition en spectre ponctuel, résiduel et continu
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est appelée le spectre résiduel de T.

Définition 2.8 Soient (E, ||.||) un espace normé et T € L(E) l'ensemble

o,(T)=A€o(T):(T-ADinjectifetIm(T —AI) = E}
={deo(T):(T-ADinjectifet'(T—ADinjectif}

est appelée le spectre continu de T.

Proposition 2.10 Soit E un espace de Banach et T € L(E), on a

o(TH =0(T).

Proposition 2.11 Soit E un espace de Banach et T € L(E), alors
Do (T)=0,(TH\o,(T).
ii)o(T)co(T").

Preuve
i) Par définition de o,(T), A € o-(T) si et seulement si est valeur propre de T mais pas de T.

ii) Par la proposition (2.9) o (T?) = o(T).

Théoreme 2.11 Soit E un espace de Banach et T € L(E), l'ensemble o(T) se décompose on l'union dis-

jointe:
o(T)=0p(TNuo,(Tua(T).

2.7 Exemple

Nous considérons 'opérateur de décalage T € L(¢!) défini par :

Vx=(x1,%X2,...) €Y, T(x1,X2,...) = (X2, X3,...)

et son adjoint T* € L(£*) satisfait :

2.7. Exemple
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Ya=(aj,as,..) €l T (a,a,..)=0,a,a,..)

On les résultats suivantes :

o(T) =B(0.1)eto(T*) = B(0.1).
op(T) = B(0.1)eto ,(T*) = ¢.
o,(T) = ¢peto,(T*) = B(0.1).
0.(T)=B(0.1)eta (T") = ¢.

Solution
o(T)=0(T*)=B(0.1):

Notons que | T"|| =1, Vn e N*, d’apres le théoreme (2.3),on a:

r(T) = lim||T"|% =1.
n—oo

alors o(T) = B(0.1).
D’aprés le théoreme de Phillips(2.4) on résulte que o(T*) = B(0.1).
0p(T)=B(0.1):

D’aprés la remarque (2.2) on a

0p(T) < (T) & 0p(T) < B(0.1)

il reste de montrer que B(0,1) c g, (7).
Il suffit de montrer que VA € B(0,1), ker (T — A1) # {0}.
Pour A = 0 (évidente) puisqu'’il est facile de remarquer que (1,0,0,...) est dans le noyau de T. Pour A # 0.

Posons

x=(1,1,A%,13,...).

Alors x € ¢' . De plus

T(xy) =4, A%,13,..) = A1, A, A%,..) = Axy

donc A € 0, (T), d’ou le résultat.
op(T) = B(0.1) : dapres ce qui précede, il suffit de montrer que 0B(0.1) no,(T) = ¢, c'est a dire que,

pour tout A tel que [A] = 1, T — AI est injectif. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’il existe

2.7. Exemple



Chapitre 2. Spectre des opérateurs

A €0B(0,1) tel que ker (T — AI) # {0}. Soit x = (x1, X2, X3,...) € ker(T — AI) non nul, alors (T —AI)(x) =0

équivaut au systeme infini d’équations

Xn+1 = A«Xn, Vi’l € N*.

On en déduit par une récurrence immédiate que :

x=x1(1,A, A% A3, ..).

Mais on remarque que, a cause du fait que |A| = 1, x ne peut pas étre dans ¢! saufsi x; = 1 (une contra-
diction).
op(T*)=¢:

Supposons que Ja = (a1, as,...) € ¢ et A€ C telle que (T* — AI)a = 0 ce qui équivaut aux relations

)1051 =0
ﬂag =a;
ﬂag =

alors on déduit que(a;, a2,...) = (0,0, ...) ce qui donne le résultat.
o,(T*)=B(0.1)
a) B(0.1) co,(T*) : Rappelons que

o (T*)={AeC: Im(T* - Al) # 0\ o p(T7).

Comme 0, (T*) = ¢, alors 0, (T*) = {A € C: Im(T* —AD) # ¢} pour tout A € B(0.1), x; € ¢!, nous no-

tons

fri0®— e

a— fila) =alx,).

2.7. Exemple
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Alors

AT =ADa) = (7" = AD] (1) = (T = AD(x2) = @(0) =0

(i.e)

(T*—ADa € ker(fy) = Im(T* = AI) < ker (f)

Ce qui entraine que la fermeture de Im(T* — A1) ne peut pas étre égale > donc A € o (T™).
b) o,(T*) = B(0.1) : a cause de ce qui précede, il suffit de montrer que toute valeur A € C telle que [A1]| = 1
est aussi dans o, (T*). Soit A une telle valeur. Commencons par calculer un inverse formel de T* — A1 :

si a € /™ et sib est une suite a valeurs dans C, 'équation (T* — AI)(b) = a s’écrit

a; = Aby by :zal
ay=Ab, —b; 1) :I(a2+bl)
4 9
an=Aby—by_ by, :I(an"‘bn—l)

Donc cette équation a pour solution b, = Ian +ﬁan_1 +... +ﬁan. Nous voyons déja que A - T* n'est
pas surjectif car, pour a = ag = (1,1,12,...) € £, la solution est b, = nA" et cette suite n’est manifeste-
ment pas dans ¢*° : donc az ¢ Im(AI-T").

Mais nous devons montrer un résultat plus fort, a savoir que Im(T* —AI) n’est pas dense dans ¢°°. Pour

cela, nous allons montrer que, dans £°°, B(ay, 5) NIm(T* —AI) = ¢. Soit a € B(ag, 5)’ nous pouvons

. 1 . . .
écrire a = aj + B,oullPllreo < 7 La solution dans I'espace des séries a valeurs complexes de I’équation

(T*-ADb=a=a;+f
est b= (by, by, bs,...), avec
—n N —n-j
bpy=nA+ ¥ A "B,
j=1

ce qui entraine que:
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— n —n
|bn—nA"|—|§A "B/l

NI:

o1 > 2 o, 2 . . -n - n P .
En utilisant 'inégalité triangulaire n = |[nA | < |b, — nA |, on en déduit que

Donc b n’est pas dans ¢°°.

—n
bpzn—|b,-nA|>n-4=1.

o(T) = ¢, pour cela il suffit d’établir que, si [A| = 1, alors A ¢ o, (T). Supposons le contraire, cela si-

gnifie qu'il existe A € C tel que |A| = 1 et Im(T — AI) n'est pas dense dans ¢'. Alors, d’apres le ii) de la

proposition (2.3), A € g ,(T*). Or ce n’est pas possible car nous avons g, (T) = ¢.

0.(T)=0B(0.1):Ona

alors

0.(T*)=¢:Ona

alors

oc(T)=0(D)\(op(Tuo, (1)),

o.(T)=B(0.1)\ (B(0.1) U¢) =0B(0.1).

o (T*) =0 (T)\(op(TH) Vo, (T"),

0o(T*)=B(0.1)\ (¢ UB(0.1) = ¢.

2.7. Exemple



Chapitre 3
Spectre des opérateurs P-symétrique

Dans ce chapitre on intéresse a I’étude des opérateurs P-symétrique puis a la représentions du spectre

d’opérateur de dérivation généralisé et du spectre d’opérateur P-symétrique.

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1 [1] Soit A€ L(H) , le commutant de A, {A}/ est défini par

{A} ={Be L(H): AB=BA}.

Définition 3.2 [1] Soit A € L(H), le bicommutant de A, {A}” est défini par

{A} ={Z € L(H) :ZB = BZ pour B € {A} }.
Définition 3.3 [16] Soit A € L(H), l'opérateur de dérivation interieur
O0a:L(H)— L(H)

définit par

5A4(X) = AX — XA.

Définition 3.4 [16] Soit A et B deux opérateurs de L(H), l'opérateur de dérivation généralisé
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64,1 L(H) — L(H)

définit par

Sap(X)=AX—-XB

Soit A et B deux opérateurs de L(H), Uopérateur élémentaire

Aap:L(H) — L(H)

définit par

App(X)=AXB-X.

Si A= B on écrivons Ay = Ay, 4.

Définition 3.5 [7] Soit K(H) un sous espace fermé de L(H), contient tout les opérateurs compacts de H.

On définit Valgébre de Calkin par le quotion

L(H)\K(H) ={[A]: A€ L(H)},

telle que

[Al={A+ B:Be€ K(H)},

estnoté C(H).

Définition 3.6 [6] Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et (Ty) nen Une suite des opérateurs
dans L(H), on dit que T, converge en norme vers 0(i.eT, L0 si I Tl — 0 gquand n — oo ou ||T| =

sup{llAx|l: x € H et || x|l = 1}. La fermeture en norme d’'un sous espace E de L(H) est notée E.

Définition 3.7 [6] Soit (Ty,) nen Une suite des opérateurs dans L(H), on dit que T, converge faiblement
vers0 (i.eTy, LA 0) si{T,x.y) — 0 quand n — oo ou pour tout x,y € H.

La fermeture faible d’'un sous espace E de L(H) est notée .

3.1. Définitions et notations
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Définition 3.8 [16]Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et H un espace de Hilbert complexe
séparable et (Ty,) nen une suite des opérateurs dans L(H), on dit que (T,) converge ultra-faiblement vers
0 si f(T,) — 0 quand n — oo pour tout forme linéaire f dans L(H).

Si E est sous ensemble de L(H), EW* est la fermeture ultra-faible de E.

Définition 3.9 [16] Soit E un espace de Banach et T € L(E), l'ensemble

Oap(T) ={inffA e C: (T - AD x|, lxll =1} =0},

est appelé le spectre de point approximatif.

Définition 3.10 [16] Soit E un espace de Banach et T € L(E), l'ensemble

05(T)={A € C: T - Al nest pas surjective},

est appelé le spectre par défaut de T.

3.2 Spectre d’'une dérivation et dérivation généralisée

Définition 3.11 [16] Soit E un espace de Banach, A et B deux opérateurs dans L(E), l'ensemble

0bap)={a-P:aco(A)etfeo(B),

est le spectre de l'opérateur dérivation généralisé.

Remarque 3.1 [16] i) 0(040) ={a:ae€o(A)}.
ii))0(6o,8) ={-P:Bea(B)}.

Lemme 3.1 [16] Soit T € L(E), ot E est un espace de Banach complexe, alors, il existe un espace de Ba-
nach complexe E° et T® € L(E) tel que

i) Ec E° T9x) = T(x) et lapplication

3.2. Spectre d’une dérivation et dérivation généralisée
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L(E) — L(EY
T— TO

est isométrique respecte la structure d’'une algebre.
i) 0 p(T%) = 04p(T°) = 04p(T).

Lemme 3.2 [16] Soient A, B deux opérateurs de L(E), ot E est un espace de Banach complexe alors
D) 0ap(6a0)=0ap(A),05(A) ca5ba,0)-

i) 04p(80,8) =05(B),04p(B) € 05(00,).

iii) Si E est un espace de Hilbert alors

05(A) =05(040),04p(B) =05(00,).

Proposition 3.1 [16] Soit E un espace de Banach et A, B € L(E). Alors

Oap(04,B) =0qap(A)—05(B).
050 4,8) 2 05(A) —0ap(B).

Si E est un espace de Hilbert, alors

05(64,8) =05(A)—04p(B).

Preuve Nous avons

Ae O-ap(éA,B) <0€ O-ap(6A—A,B)-
A€ (0ap(A)—0s(B)) © (Ateoyp(A),s€os(B):A=t—5).
o (Areoap(A-AD - 04(B)).

i) Soit 0 € 0 45 (A) — 05(B), nous avons

A€0qp(A) & nf{|(A-ADx], x| =1} =0,

3.2. Spectre d’une dérivation et dérivation généralisée
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Aeos(B) ©inf{l(B*—ADx*|,llx*| =1} =0.

Choisissez X = xQ@x*,x€ E,||x||=1,x* € E*, et || x| = 1. Ainsi | X| =1 et

(A-ADX-XB-AD=AX-XB=((Tx)Qx") - (xQ B* (x"))).

Par conséquent

inf{l|6 4,5 X1, 1 X1 =1} =0,

autrement dit, 0 € 04, (6 4,3) et nous avons montré que

Oap(04,8) 2 04p(A)—05(B).

ii) Depuis 0 40 et §9,—p commutent, il résulte du Lemme (3.1) et Lemme (3.2) que

O'ap(éA,O + 60,—B) = Uap(6A,B) < O'ap(éA,O) —0Oap (50,—3) = Uap(T) —05(B).
iii) Comme ci-dessus, pour établir I'inclusion 05 (6 4,8) © 05(A) — 0 4, (B), nous avons de prouver que
0€ (05(A)—04p(B))=>0€05(54,8)

Ou

0 4, surjective => 0 ¢ (05(A) — 0 4p(B)).
Nous avons
Oapsurjective < 6ap:L(E) kerdsp— L(E)

X— AX-XB,

est bijective, donc si d 4 p est surjective, alors il existe h > 0 tel que

2h| Xl = 1AX - XBI.

Si nous prenons pour X # 0 un représentant de X avec une norme proche de || X||, alors nous obtenir
h(X) < ||AX — XB||. Ainsi, pour tous les Y € L(E), il existe X € L(E) de telle que

3.2. Spectre d’une dérivation et dérivation généralisée
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AX-XB=Yeth(X)<|AX-XB|.

Supposons que 0 € g5(A) — 0 4p(B), i.e., il existe A € 05(A) N0 4p(B). Ainsi

inf{(A* - )x*, lx*|| = 1} =0, et inf{(B - A)x, || x| = 1} = 0,
Alors
{x* .(AX = XB)x)| = {x*".(A-ADX - X(B—-AD)x)]
<I(A*=ADx* |+ I(B—ADx|, pourtoutX € L(E).

Si 0 4,p est surjective, alors Y € L(E), choisissez X telle que h|| X]| < |[AX — XBJ| et AX — XB =Y nous

avons

[(x*. Y x| < (I(A* = ADX* |+ (B=ADx) k[ Y.

Choisissez Y = yQ y* est telle que I'élément gauche de la derniere inégalité soit bornée ci-dessous et

1Y[I=1,(x*.Yx)=(y".x)(x".p).

En appliquant le théoréeme de Hahn Banach, il en résulte qu’il existe y* tels que (y*.x) =1let | y*l| =1

Il existe y* tel que || y* || =1 et (x*.y) > %, par la définition de || x*||. Ainsi || Y|| = 1, en outre

s<hHUA* = ADX* [+ 1B =ADx|).

Cela contredit le fait que I'inf du droit membre est 0.
iv) Nous devons montrer 05(8 4,8) = 05(A) — 0 4p(B).

Soit H un espace de Hilbert, A et B deux opérateurs dans L(H) alors :

0aB=040+00,-B-

D’aprés le lemme(3.2), on resulte que

050 48) c05(64,0)+050b0,-B) =05(T) —04p(B).

Notation 3.1 [1] C;(H) désigne I'ensemble des opérateurs de classe trace.

3.2. Spectre d’une dérivation et dérivation généralisée
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Définition 3.12 [1] Soit T € L(H), Test dit de trace classe si || T|| = X5 {|T|ey.en) < 0o, telle que (ey) nen

est une base orthonormal dans H.

Remarque 3.2 [2] Si T est normal alors T* € ker (6 7).

Définition 3.13 [3] Soit T € L(H), T est dit opérateur isométrie si

T"T=1I.

Définition 3.14 [4] Soit T € L(H), T est dite essentiellement normal si TT* — T* T est compact.

Définition 3.15 [5] Soit T € L(H), T est dit opérateur subnormal si elle a une extension normal.

Définition 3.16 [6] Nous disons qu'un vecteur ¥ est cyclique pour un opérateur T, si la combainisons

linéaire fini des éléments {T" WV} | est dense dans H .

3.3 Les opérateurs P-symétriques

Définition 3.17 [7] Soit T € L(H), on dit que T est P-symétrique si TB = BT implique TB* = B*T,
VB e C1(H), l'ensemble des opérateurs P-symétrique notée par P(H).

Théoreme 3.1 [7]Soit T € L(H), alors

w
i) T est P-symétrique ssi Im(67)  est auto-adjoint.

ii) P(H) est auto-adjoint.

Théoréme 3.2 [7] Soit C> =0 et T # 0 alors T nest pas P-symétrique.

Preuve([7] il existe f = Th, vecteur non nul dans Im(T).(T* f.h) = | Th||? #0,donc Tf =0 et T* f #0.
Comme (T*)? =0, on choisit de méme g non nul tel que T* g = 0. Notons
T*f=W,(W.f)=(T*f, f)=(f.Tf) =0 (i.e) w et f sont orthogonaux. Si X = [|w| (g ®w) et Y € L(H),

3.3. Les opérateurs P-symétriques



Chapitre 3. Spectre des opérateurs P-symétrique

alors il s’ensuit que :

(T*X-XT*)f.g)=0.8) — (Xw.g)

=—(g.g)=—|gl?
et

(TY-YT)f.g) =(Yf.T*g) —(0.g) =0.

Supposonsque T*X—-XT* e Im(67) Alorsil existe une suite généralisée (Yy) de L(H) telle que pour

tout x, ydeH, on a

(TYy =Y Dx.y) - (T*X-XT*)x.y).

On en déduit que

0=A(TYa = Yo 1) f.8) = ((T" X~ XT")f.8) = ~lgl?.

*

Il s’ensuit que g =0 et cecimontreque T* X — XT* ¢ W(’ST)W
(i.e)mw* n’est pas auto-adjoint, en conséquence on obtient d’apres le théoréme (3.4)que T n’est
pas P-symétrique.

Puisque I'étude des opérateurs P-symétriques revient a étudier les opérateurs T € L(H) est tels que

*

—W . . . ’e . :
Im(67) auto-adjoint, alors il est naturel d'introduire les ensembles suivants :

Co = {c € L(H): CL(H) + L(H)C Im(6T)W*},

Io= {Z e L(H): ZIm©G 1)+ Im@S1)Z < Im(6T)W*},

*

By = {B € L(H): Im(6p) < Tm@7) " } :

Théoreme 3.3 [7] Soit T est P-symétrique, alors

i) Co(T), In(T) et By(T) sont des C* — algbres fermées pour la topologies ultra-faible dans L(H) (algebres
de Von Neumann).

ii) Co(T) est un idéal bilatere de Iy(T).

iii) Im(6p) C WW* pour tout Be C*(T), laC* — algbre engendrée par T.
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Théoreme 3.4 Soit T € L(H), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) T est P-symétrique.

i)TT*-T*T e Cy(H).

es —W
)T Im@Or)+Im@O)T  <Imd7) .

Lemme 3.3 Soit T est un opérateur de L(H) alors
In(T) ={z€ L(H),6,(T) e Cy(H)}.

Corollaire 3.1 Soit T un opérateur P-symétrique et X € L(H), si TX — XT € Cy(T), alors TX* - X*T €
Co(T).

3.4 Spectre des opérateurs P-symétriques

Lemme 3.4 Soit T € L(H), pour tout A € C on a les propriétés suivantes :
i)Ilexistexe H x#0avecTx=AxetT*x = Ax.

*

.. , - — W ..
ii)llexisteye H,y#0avec T*y = Ay. Alors Im(67)  est auto-adjoint.

Remarque 3.3 Side o (T*) alors T est p-symétrique.

Théoreme 3.5 Soit T et B dans L(H) sont deux opérateurs P-symétriques, si o(T) no(B) = {0}, alors

T @ B est P-symétrique.

Corollaire 3.2 Soit T un opérateur P-symétrique a spectre dénombrable, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

) Co(T) ={0}.

ii) T est diagonalisable.

i) Io(T) = {T}"

Preuve i)= ii) : Supposons que Cy(T) = {0}. Compte tenu du théoréme (3.4), on en déduit que T*T —
TT* =0i.e. T estnormal. Puisque le spectre de T est dénombrable, il s’ensuit que T est diagonalisable.

ii)= iii) : En vertu du théoréme (3.4) et du lemme(5.5)[13], le résultat est immédiat.
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iii)= i) : Supposons que Iy(T) = {T}*. Il suit du théoreme (3.3) que Ip(T) estune C*—algbre et du théo-
réme (3.4) que T* € Iy(T) i.e. T est normal. Comme o (7T) est dénombrable, alors T est diagonalisable.

Compte tenu du théoréme (4.2)[13] et du lemme (5.5)[13] on obtient le résultat.

Théoreme 3.6 Soit T un opérateur normal, si o(T) est finie, alors on a Cy(T) = {0}, [o(T) = {T}* et
Bo(T) ={T}"".

Preuve Puisque T est normal a spectre fini, il vient de corollaire(3.2) que Cy(T) = {0} et Io(T) = {T}".
Montrons que By(T) < {T}** : En effet, soient B € By(T), A€ {T}" et X € L(H), comme

57(B)X = T65(X) —65(TX), alors 67 (B)X € Tm@ ) par conséquense en obtient [§7(B)][67(B)]* €
Tm®7)" .1l vient du théoreme(4.2)[13] que [67(B)][67(B)]* = 0i.e AB = BA. Ainsi on a montré que
{T}* c{B}*i.e BE{T}*".

Réciproquement, supposons que B € {T}**. On sait que B est un polynéme en T. D’apres le théo-

reme(3.3), By(T) est une algebre contenant T, par conséquence on a B € By(T)
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