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Resumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéresses a I'étude de certains
problemes liés aux équations d'évolution fractionnaires et des non
linéarités de croissance polynomiale. Tout d'abord, nous avons présente
certaines définitions et notions de base, puis nous avons aborde I'étude
de I'existence locale en utilisant le théoreme du point fixe de Banach et
I'explosion de solutions en temps fini via la fonction de test pour une
equation d'évolution d'ordre fractionnaire en temps, puis pour une
equations d'évolution fractionnaire spatio-temporelle avec une non

linéarité non locale en temps.

Mots clés: Dérivées et intégrales fractionnaires, équations d'évolution

fractionnaires, existence locale, explosion de solutions.




Abstract

In this memory, we are interested in the study of certain problems
related to fractional evolution equations with polynomial growth
nonlinearities. Firstly, we presented some definitions and basic notions,
and then we studied the local existence using the Banach fixed-point
theorem and the blow-up of solutions in finite time employing the test
function approach for both fractional-order time evolution equations
and spatio-temporal fractional evolution equations with nonlocal in

time nonlinearities.

Keywords: Fractional derivatives and integrals, fractional evolution

equations, local existence, blow-up of solutions.
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Notations et abréviations

Ensemble des nombres réels.
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Tespace des fonctions mesurables de Lebesgue.
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Fespace des fonctions mesurables de carrés sommables dans (2.
Lespace des fonctions localement intégrable
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Introduction générale

Les origines du calcul fractionnaire remontent a la fin du dix-septiéme siecle, a partir de quelques
conjectures faites par Leibniz en relation avec une question posée par I’'Hopital en 1695 sur le
signe de 2L sin = 1.

Le calcul fractionnaire n’est devenu populaire et important que dans les deux derniéres décennies
du vingtieme siecle. De nombreuses applications ont été développées en utilisant ce concept, qui
est d'une grande importance pour changer la facon dont nous voyons, modélisons et controlons
la nature qui nous entoure dans différents domaines tels que la physique, I'ingénierie et autres
(voir par exemple [9],[14], [23] — [25]). C’est pourquoi de nombreux chercheurs ont accordé une
grande attention a I’étude des questions liées aux équations différentielles fractionnaires.
Cobjectif principal de ce mémoire est d’étudier certaines équations d’évolution non linéaires avec
des dérivées fractionnaires et d’aborder les sujets de I’existence locale et de 'explosion en temps
fini.

Le probléme de I'explosion se pose lorsque la solution d’'une équation fractionnaire non linéaire
devient infiniment grande en temps fini, ce qui peut avoir des conséquences importantes pour
les applications. Cela signifie que le modele mathématique ne peut pas prédire un comportement
réaliste sur de longues périodes de temps.

Les solutions de ces équations peuvent exploser en temps fini. Dans ce cas, le temps d’existence
maximal est associé a un temps d’explosion alternatif. Cependant, pour donner un sens précis au
concept d’explosion en temps fini, il est nécessaire de définir ’espace dans lequel nous travaillons
et le critere par lequel nous mesurons la solution.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques
notations et concepts de base, tels que la différenciation et 'intégration fractionnaires selon cer-
taines approches (Riemann-Liouville et Caputo), ainsi que quelques applications des dérivées
fractionnaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'étude du probleme de Cauchy suivant pour une équation

d’évolution d’ordre fractionnaire en temps avec un terme source non linéaire :

{CDSjtu—Au: \u|p71u, z €RN t >0,
u(z,0) = ug(x) € Co (RV),

tels que CDat est la dérivée de Caputo d’ordre o, 0 < o < 1 et p > 1. Notre but est de montrer
l'existence locale de solutions en utilisant le théoreme du point fixe de Banach et 'explosion de
solutions en temps fini via la fonction test sous certaines conditions sur les données initiales.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions le probleme de Cauchy suivant pour une équation




d’évolution fractionnaire en espace-temps avec une non-linéarité non locale en temps :

{CDS‘W + (=) Pu =15, [u " u,  weRNE>0,
u(z,0) = uolr) € Co (RY),

tels que CDg‘t est la dérivée de Caputo d’ordre o, 0 <a<1—-7,0<vy<1,0< <2, p>1let
(—A)P/? est défini par

(—A)2u(z) = FH(1E) F(v)(€))(z),v € D(—A)??) = HF(RY),

ou HP(RY) est 'espace de Sobolev homogéne d’ordre 3 et F la transformation de Fourier et
F~'son inverse. Nous conservons le méme objectif que dans le chapitre précédent, avec en plus,
nous donnons une estimation de la limite supérieure de la durée de vie des solutions d’explosion
pour la méme équation, mais complétée par des données initiales appropriées.

Enfin, ce travail se conclut par un résumé des principaux résultats étudiés et offre des perspectives

pour l'avenir.




Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre vise a rappeler quelques concepts et résultats préliminaires qui seront bénéfiques
pour les chapitres suivants. Tout d’abord, nous rappelons brievement quelques concepts et ob-
servations fondamentaux : les espaces fonctionnels, les inégalités connues et 'existence a la fois
locale et globale. Ensuite, nous détaillons brievement l'intégration et la dérivation fractionnaire
(non entiere) selon certaines méthodes (Riemann-Liouville et Caputo), ol nous nécessitons des

fonctions telles que Gamma, Béta et Mittag-Leffler.

1.1 Notations et notions de base

Dans cette section nous avons défini quelques espaces fonctionnels (voir [3] ).

1.1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1 [3] L espace L* (2)
Soit p € R avec 1 < p < oo et un domaine borné de R™.On appelle espace de Lebesgue L (12)
Uespace
LP () = {u : 8 — R, u est mesurable et/ lu (z)P de < oo} :
Q

On note .
foll, = ([ uraz)".
Q

On vérifiera ultérieurement que ||.||;, est une norme.
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Définition 1.2 [3] L' espace L™ ()

Sip=ocona

L (Q) = u: Q — R, u est mesurable et 3 C' > 0, tel que
- lu(x)| < C p.p sur Q. '

On note

[wll oo ) = stug ess|u(z)| =inf{C > 0,|u(z)] < C,p.p sur Q}.
S

Définition 1.3 L espace de Lebesgue [16]
Soient F un espace de Banach, 1 < p < oo et [0, T] un intervalle de R On appelle espace de Lebesgue a

valeurs dans E et on note L*((0,7), E') Uespace des fonctions u :|0, T'[— E, mesurable qui vérifient

1
T »
)Sil < p<os, rruum,m,m:( / Hul\%dt> < oo.

i) Sip = 00, |[ull ooy = €55 sup |u(z)| < oo.
te(0,T)

- Naturellement on a
LP((0,T), LP () = LP((0,T) x ), 1<p < oo.
C'(§2) désigne lUespace des fonctions continués et bornées sur ) muni de la norme

]

Définition 1.4 [3]Co (RY) est Uespace de toutes les fonctions continues sur RN tendant vers zéro

lorsque x tend vers linfini.

Définition 1.5 (Support d’une fonction) on appelle support d’'une fonction ¢(x) et que l'on note
¢ le plus petit ensemble fermé de ) en dehors du quel la fontion ¢ s’annule presque partout.Cy (2)

Uespace des fonctions continués a support compact dans 2.

Définition 1.6 (Espace de fonction test)On appelle espace de fonctions d’essai et que l'on note
D () Uespace vectoriel des fonction ¢ indéfiniment différentiables sur a support compact dans 2 .
Autrement dit, Uensemble des fonctions ¢ de Uespace C* (Q2) telles que supp ¢ C K, ott K est un
compact de ).

1.1. Notations et notions de base
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Définition 1.7 [3] L’ espace de sobolev H'((Q)
On appelle espace de Sobolev d’ordre un sur Uouvert Q) , et que Uon note par H'(Q)); U'ensemble des

fonctions de L? (Q2) ayant des dérivées au sens des distributions dans L? (2) .En d’autre terme
1 ou ,
H (Q) = ueLp(Q):a €eLP(Q),1<i<ng,

X

Définition 1.8 [3] (L’ espace W "7 (Q))
Soient 2 un ouvert de R", m > 2, 1 < p < +o0, on définit U'espace de Sobolev W ™P (Q) par

W () — { ue LP(Q):VYaavec0 < |a| <m, 3 f, € L* () tel que }
Jou D*odx = (=1)l Jo fatpdz, Ny € C5° (Q) ’
oua € N", D% = alena fa;gi+igxan et |a| = >, a est la dérivée au sens des distributions.

Lespace W™? () muni de la norme

[ullwmoy = 22 1Dl o) -

0<[al<m

Définition 1.9 [3] (L espace W ™2 (1))
Si p = 2, on note par W2 (Q) = H™ et Wj* (Q) = H{* (Q) muni par la norme

2

2
llgmey = [ 2 (ID°ulleey) |

0<|a|<m
qui fait de H™ (§2) un espace de Hilbert réel muni du le produit scalaire
(u, V) gm Q) = Z / D*uD%vdx
0<|aj<m V&

pour tout u,v € H™ (Q).

Définition 1.10 [3] (L espace L2, (£2))

loc
9]
Lloc

(Q2) est Uespace des fonctions localement intégrable défini par

Ly () = {u : Q — R mesurable, / |u|” dz < oo pour tout compact K C Q} :
K

1.1. Notations et notions de base [E}
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1.1.2 Inégalités utiles

Dans cette section, nous connaissons quelques inégalités utiles.
¢ Inégalité de Holder [3]
Soient 1 < p,q < oo avec % + % = 1, soient v une fonction de L” (2) et v ne fonction de L?(£2)

/Q|uv|dx§ (/Q|u|pdx>; (/Q |U|Q);

Soient a, b deux nombres réels et p, ¢ deux nombres réels tels que % - % = 1, alors on a I'inégalité

alors

e Inégalité de Young [3]

de Young suivante :
aP b
ab < — + —.
p q

e Inégalité de c=—Young [7]
Soient u > 0, v > 0 et p, g deux nombres réels positifs tels que % + % = 1, pour tout ¢ > 0, alors

I'inégalite de e—Young s’écrit comme suit :
uv < eu’” + C () vl

e Inégalité de Ju [3]

Soient N > 1, § € [0.2] et ¢ > 1, pour toute fonction non négative de Schwartz ), on a :

s
2

(—A)3 97 < ™' (—0)3 .

ou A est le Laplacien.

1.1.3 Théorémes importants
Théoreme 1.1 (Théoréme du point fixe de Banach [14])

Soit (£, d) un espace métrique complet non vide , 0 < w < 1 et T : £ — F une application telle
que pour tout u,v € F, ona
d(Tu, Tv) < wd(u,v). (1.1)

Alors l'opérateur T admet un unique point fixe u* € E. Deplus, si T% (k € N) est la suite d’opéra-
teur définie par
T'=TetT" =TT (k € N\ {1}),

alors, pour tout ug € F la suite {T’“uo}zil converge vers le point fixe u*. On note que I'application

T : E — FE vérifiant (1.1) est dite application contractante.

1.1. Notations et notions de base [}
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Théoreme 1.2 ( Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue [23])

Soient £ un ensemble mesurable et { f,,} ., une suite de fonctions mesurables telles que lim f,(z) =
- n—oo

f(z) pour presque tout x € E et pour tout n € N, |f,(z)| < g(x) presque par tout dans F, ol g

est une fonction intégrable sur E. Alors,

lim Efn(x)dx:/Ef(a:)da:.

n—oo

1.1.4 Existence locale et globale

Pétude d’existence locale et d’unicité de solutions d’équations aux dérivées partielles est ba-
sée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaires abstraites ( voir
A.Friedman, D. Henry, A. Pazy ). Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A: D(A) C X — X un

opérateur linéaire, et f : X — X. Considérons le probleme

{%—Au:f,t>0, 1.2)

u (0) = ug.

Définition 1.11 On dit qu’'une fonction u de la variable t > 0 a valeurs dans X est une solution
locale du probléme (1.2), s’il existe un intervalle maximal [0,T), sur le quel u est définie, et elle est
lunique solution de (1.2) dans C*([0,T), X).

En particulier; U'une des deux éventualités suivantes a lieu

)T = +oco.

i) T < 4o0 et lim; 7 ||u|| = +o0.

On dit que la solution est globale si i) est satisfaite, et que la solution explose en temps fini si on a ii).

1.2 Dérivation et intégration fractionnaire

Avant de donner la définition de la dérivation et I'intégration fractionnaires, on introduit les
définitions de quelques fonctions utiles pour la suite.

Fonction Gamma [14]

La fonction Gamma prolonge la fonction factorielle a 'ensemble des nombres complexe ( sauf en

certains points), elle est définie comme suit.

Définition 1.12 [14] Pour « € C tel que Re(«) > 0, on définit la fonction Gamma par

o0
N:a— / e 't Lat.
0

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est strictement

positive.On trouve, en intégrant par parties, que
['(a+1)=al(a), Re(a) > 0.

Et en particulier
I'(n+1)=nl, VneN.

Fonction Béta
Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un role important

quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.13 [74] La fonction Béta est définie par :

1
B(p,q) = /0 ™1 (1 - T)qfl dr, Re (p) > 0, Re(q) > 0.

Remarque 1.1 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

L'(p)T(q)
L'(p+q)’

On note que I'idée de la dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation de la dériva-

B(p.q) = Re (p) > 0, Re(q) > 0.

tion et I'intégration itérées.
Fonction de Mittag-Leffler
La fonction Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role tres important dans la théorie
du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953 - 1954 et

elle est définie par un développement en série suivant :

Définition 1.14 pour z € C, la fonction Mittag-Leffler est définie par :

k
z
Ea<2) = kzom, aeC, %6(0&) >0, z€C,

o0

et son intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville satisfait

Ié\;a(ta_lEa,a()‘ta)) = Fag (Ata)~

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Fonction de type Wright

la fonction de type Wright qui a été considérée par Mainardi [17]

N (=2)"

Pa(2) = kz:; KT (—ak+1—a)
_ %i (—2)FT(k + 1)l€s|in(7r(k + 1)@)7 0<a<l.

¢,, est une fonction entiére et posséde les propriétés suivantes
(@) ¢,(0) >0, pour § > 0et [*¢,(0)dd = 1;
) 7~ 6a(0)07d0 = FF((IT;"Q), pour > —1;

© J7 ¢ (0)e*d0 = Ey1(—2),2 € C;
(d a [;° ¢, (0) e d0 = Eyo(—2),z € C.

1.2.1 Intégration fractionnaire

Soit f € C([a,b]),z € |a, b la primitive d’ordre 1let 2 de f est donnée par :

If(x) = / “fydt,

. ]jf(:p):/:dt/:f(u)du:/:(a;—t)f(t)dt.

Et la primitive d’ordre n est définie par :

I'f (z) = /x dxy /wl dzs... /wnl f(zn)dz, = (n—;l)‘ /x (2 — )™V £ (1) dt,

pour tout entier n.
Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Riemann a généralisé cette formule pour n non entier, et I'intégration fractionnaire est définie par

Définition 1.15 [14] Soient f € C ([a,b]) et o € R¥, On appelle intégrale de (R-L) d’'ordre o de f
lintégrale suivante :

1t .
I - )
30 = [ =T e >
est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «, et 'intégrale

I?bf(w:ﬁ/t (t_T)a_lf(T)dT, t<b

est appelée I'intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre a.

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire
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Proposition 1.1 pour toute fonction continue f , ona:
o0, f (1) [[ﬁtf (t)} = I;]:“ﬁf (t), a, B > 0. on montre :

L f (1) [Iﬁtf (t)] = FL / t(t—r)"‘—l [I°f (7)) dr

)
— 1 _ t —Ta_l T 7—7'—36_1 s)as
- F(O!)F(ﬁ)/a(t ) d ( ) f( )d

_ B(Oz,ﬁ) ! _Sa+571 s)ds
_T(Q)F(ﬁ)/a(t ) e

= I577F ().

alt

o [[fjtf (t)] = Iéﬁfl)f (t), a > 1. on montre :

Sl w] = e [ -0 mar]
- o | [ e

S0 = s [ [Fe-n @

)
1 t 09
= m/ﬂ(a—l)(t—ﬂ f(r)dr
1 ¢ 02
_ F(a—l)/a (t— )2 f (7) dr
= 157V )

Exemple 1.1 Soit o« > 0,8 > —1et f (t) = (t — a)” ,alors :

1o f (t) = ﬁ/ (t— T)a_l (1 — a)ﬁ dr

En effectuant le changement de variable

T=a+(t—a)s; (0<s<1)
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alors

BIO) = i | -0 -0 ar

(t_a>6+a
(t—a)” " T() T (B+1)
I'(a) T(a+p+1)
= M(t_a)ﬁ‘*‘a
I'(a+B+1) ‘

Exemple 1.2 Soit f (t) = t’ avec 8 > —1 on a

1

I5:f () = m/ (t — )" Pdr

En posant T = ts,

I f(t) = ﬁ /0 (1— )" (ts)” tds
= —tﬁw 1 — 5)* 1 sPds
- rm»é<1 ) o
= B
I'(a) ’
. I (6 + 1) a+
= Tararn®

1.2.2 Dérivation fractionnaire

On va citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, |, alors la dérivée fractionnaire d’ordre o, avecn—1 < o < n,

au sens de Riemann-Liouville est définie par
1 d"

« = — t N AT T_ﬁ
DGO = g |, (=T ) dr =

(I"f (1)
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Exemple 1.3 1)-Dérivée d’une fonction constante
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction constante, en générale, n’est pas nulle ni

constante, et on a

RLpeo = o (1"0) |
_ 577; (an_ 5 / (t— 7)o Lo dT)
- - (nC_ S % at (t— 7)™ Vdr
T (nC— oz)j? (n i o (- T)n_a)
a (n — a)l(z(n — a)% ((E=7""),
on utilise 4= (t") = (nf—in),t"_m>

etl’'(n+1)=nl'"(n), I'(n+ 1) =n!, alors

RL N« _ C (n_a>' _Tfa
« DIC = F'(n—a+1) (—a) (t=7)

C T-a+1) .
= TmoazD) Ta-a 077
C

- ra-at7

2) -La dérivée de la fonction f (¢) = (t —a)” :

Soit o un nombre non entier, 0 <n—-1<a <netf > —1,alorson a

« dn n—o
Dt —a) = T (10— a)’)

= ﬁ% Ut (t—7)"" (7 —a)dr|.
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Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

RLD

a
alt

(t —a)’

1 ar [

T(n—a)dtr /0 (t—a—s(t—a)" " (s(t—a)’(t—a) ds}

1 ar [

Fo ey | /0 (- (- ) ds]

;ﬂ [ _ n—a+p ! _ \n—a-1_p

T —a)der _(t a) ]/0 (1-—2s) s”ds
1 " T n—a+p

m%_(t—a) ]5(5+1,n—a)

! (n_OH_B)!(t—a)aip@(od-l,n—a)

F'n—a) (B—a)

1 F(n—a+5+1)F(ﬁ+1)F(n—a)(t_a)ﬁ_a

'n—a) T(BF—-—a+l) T'(h—a+p+1)
L(B+1)

_g)P@
F(ﬂ—a—f—l)(t )
3)-La dérivée de la fonction f (t) = t° :
Dy (1) = ()
a t dtn

1 dr [ [ a1
- - = t— n—o Bd
['(n—a)d™ [/a( ™) g T]
1 d” t 7\ n—a—1
- - = tnfocfl 1— = Bd
F(n—a)dt”[ /a < t) ’ T]

Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient

a

1 an !
RLDa B8 — n—a—1 / 1— n—a—1 B
o D (1) ['(n—a)dt” ! (1-s) (st)"tds .

t
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on pose a = 0, alors

I !
RLDa B _ nal/ 1— n—a—1 B,6+1
Dy (t7) Tln—a)din _t i (1—s) s"tPTds
— L —dn _t”_o”rﬂ /1 (1-— s)n_a_l sPds
I'(n—a)dtm | 0
1 dr
e —— l.n —
F(n—a)dt”[ [5(5+1n—a)

1 reé+1)rmn—a

[
 T'(n—a) T (B+n—a+1) dtn

B rp+1) (n—a—l—ﬁ)!tﬂ_a

Fr+n—a+1) (B—a)

r'p+1) F(ﬁ+n—a+1)t5ﬂ
ré+n—a+1) I'—a+1)

_ F(ﬁ—{_l) tﬂ—a
r'—-—a+1) '

4)-La dérivée de la fonction f (t) = e
dr r 1 t
RLpa A _ 40 —/ el Ay
alt® dtm |[T'(n—a) J, (t=7) c

dm [ 1 t S )\ka
S S - A
dtr F(n—oz)/a ( T)Z k! T]

k=0

[ oo

d gro—l \F ot T\n-a-1
- e (1-3) b
dtm ;F(n—a)k!/a< t ’ T]
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Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient dans le cas a = 0,

o0

| tn—a—l )‘k ! n—a—1 k
L k=0 "0 i
A" [ fn—o—1 )\k 1 o
= - Z—r(n—a)ﬁ/ (1— )"t skl
k=0 "0

d?’l

a At
e [E—
dtm

alt

RLD

_ d = tn—a-l—k )\k ! 1 n—a—1 kd
= | Ty ), A s
| k=0 0

0 tnfaJrk )\k

dn
- - Z—P(n_a)ﬁﬁ(k‘—l—l,n—a)]

dm o tn—a-i—k )\k

= Z ﬂ(k—l—l,n—a)]

dtn _kZOF(n—a)F(k+1)

_oar T ootk N T(k+1DT (n—a)
dtr |[T(n—a)T'(k+1) T(k+1+n—q)
dn [ > )\ktn—a—i-k ]

dtn ZF(k+1+n—a)

k=0

t
— (k—a)! T(k+1+n—a)

B Zf(n—a—{—k—{—l) tha )k
(k — a)! 'n—a+k+1)

k=0
0 ph—a )k
- % T(k—a)
A titre d’exemple
RLD3\/t = FP<(1£) =T (1.5).

Propriétés
1)- Composition avec I'intégrale fractionnaire [14]
Copérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche de

I'opérateur d’intégration fractionnaire, c-a-d

D, (I5uf (1) = £ (1)

Mais en générale, on a
mpg, (T () =" D f (1),
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Sip—q<0,BLDPf(t) =I°f(t).
Généralement les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires ne commutent pas

m _ a—k
wLp-e (RLDSy () =" D pe - 35 (DIM®), R

avecm — 1< 3 <m.

2)- Composition avec les dérivées d’ordre entier [14]

La dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne commutent que si f*) (a) = 0,k =

0,1,2,...,n, on a dans ce cas
dn

dtn (RLDzz|tf (t)) ="t Dy (t> )

alt

et

L d L Hynta =l f®(a)(t — a)f—on
" Dg, (dtnf(t)) =7 Dy f () — kZ_O Th—a—ntl)

3)- Composition avec les dérivées fractionnaires [14]
Soitn—1<a<netm—1</<m,alors

RLDa|t <RLDBf( )) =it DZ[\;‘_B ( ) é [‘DB g ( )}t:a I‘(Q;_a—)k:_l)’
et m (t B a)—ﬁ—k
Dy (D () =" DI (0) = 2 [0 O] f gy

Donc pour que les opérateurs de dérivations fractionnaires RLDB‘ et 2D (a # (), commutent,

alt
il faut que [DP~Ff(t)],_ =0, et [D**f(t)],_ = 0. pour tout k =0,1,2,...,m
Approche de Caputo [14]

lavantage principal de 'approche de Caputo est que les conditions initiales des équations diffé-
rentielles fractionnaires avec des dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour les
équations différentielles d’ordre entier, c-a-d, contient les valeurs limites des dérivées d’ordres

entiers des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

Définition 1.16 [14] Soit n € N*, n — 1 < o < n, et f une fonction telle que 4= f € Ly[a,b]. La
dérivée fractionnaire d’ordre . de f au sens de Caputo est définie par
t n
D0 = e [ = S (ryar = e (G <t>) .
Propriétés :
1)- Soit p > 0 avecn — 1 < p < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que CDg“tf(t)
et "D, f(t) existent, alors
P (a)(t — a)*
I'k—a+1)

“Dy(0) =" D50 - 3 L

Y

1.2. Dérivation et intégration fractionnaire



Chapitre 1. Préliminaires

et on remarque que si f*)(a) = 0, pour k = 0,1,2,...,n — 1, on aura

“Dgf(t) =" Dy, f ().

2)-SoitT >0et0 < < 1,si CDg‘tf € LY(0,7),g9 € C*(]0,T)) et g(T) = 0, alors nous avons la

formule suivante d’intégration par parties (voir par exemple [18])

/0 g(t)° D3, f (1)t / ((t) — £(0))° Dgra(t)dt. (1.3)
ou ;
CDt|T9( ) = dtIt‘T g(t),

1 r .
) = s [ (=07 "a(s)ds

3)- Si f est une fonction continue, on a :

n=1 (&) (o\(t — q)F—
CDa|t (Hh I e (¢ )) = f(t) et a‘t( Dg,f(t N=rf(t) -3 f(a)(t —a) '

;=0 k

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration frac-
tionnaire mais n’est pas un inverse a droite.

4)- La dérivée fractionnaire est une opération linéaire

D(Af(t) + pg(t)) = AD*f(t) + nDg(t).

5)- Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, ¢] ainsi que toutes leurs dérivées; la formule de

Leibniz (voir [14]) est
D(f(t) x g(t)) = > () f P () D Mg(t).

Exemples :

1)- La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle
c
Da|tC — 0

2)- La dérivée de la fonction f(t) = (¢t — a)” au sens de Caputo est

r 1 .
1 0) = gy (-
Et pour le prouver, on a
C B _ 1 ' n—a—1 r(n)
Da|t (t — CL) = m / (t — 7') f (7') dr
I'(g+1)

t — )" N (r—a)’ " dr
F(n—a)F(ﬁ—n—l—l)/a(t U r—a)
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Utilisant le changement de variables 7 = a + s(t — a), on obtient

C Na _ r (ﬁ + 1) ! n—a—1 —-n
Qw“‘@ﬁrm—anwﬁ—n+nﬂi“‘a‘5“‘”> (s(t—a))’ " (t—a)ds
_ I'(f+1) _g)not b gyn—a—l Bon oy _ Bt g
BRI TSR A<1 ) (t=a) " d
I'(a+1)

= —q) 1 — )"t Py
= Tw-pTla-ntnt ¥ A<1 ) d

_ Pw+DﬁW—n+Ln—®@_Gyﬂ
Fn—a)T'(B—n+1)
T+ In—a)I'(B—n+1) (1 — )
F'n—a)l'(f—n+1)I'(—-—a+1)
_ F(ﬁ“—l) (t_a),@—a
rpB—a+1l) '

3)- La dérivée de la fonction f (t) = t° est

Et pour démontrer cela, nous avons

CDa

() = s [ =
B gn—a-—1 n—a—1 1—‘(6—}-1) Bn
- n—a/ 1__ WT dr.

Utilisant le changement de variables s = 7, on obtient

a _ tn—a—l r (ﬁ + 1) ! n—a—1 -n
CDa|t( ) F(n—oz)F(ﬁ—n#—l)[tz (1_8) (St)ﬁ tdS
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On pose a = 0 alors

C o B — tn_a_l I (6 + 1) ' o \n—a—1 B-nsB-n
Da|t(t) = F(n—a)I‘(,@—n—l—l)/o(l s) sPmP g

_ tﬁ_a F (ﬁ + 1) ! n—a—1 —-n
= T TR, G

= e Lp+1) —-n n—ao
S T aT(@-nip W ntln-a)

th-e rs+1) r—n+1rn-—a
'n—a)l'(B—n+1) 'g—a+1)

_ F(ﬁ—i_l) B—«
 I'(B—a+1) '

4)-La dérivée de la fonction f (t) = e est

Parce que

)\n t 1 s
= t—1)" e Ndr.
F(n—a)/a (t=7) car

Utilisant le changement de variables y = ¢t — 7, on obtient

_)\n 0
C N A\ n—a—1_X\(t—y)
D = — - d
() = gy [y
)\nez\t t—a . \
= — T e T dy.
I'(n—a) /0 4 c 4

Utilisant le changement de variables s = \y, on obtient

n_M\t )\(tfa) n—a—1
g, (M) = _Aer / (f) —
Th-nh A X
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On pose a = —oo, alors

)\ne/\t +o0
CDp (eAt) — / )\afnsnfaflefsds
I'(n—a)Jj,

A&t +oo
- - / s leT5ds
I'(n—p) Jo

A%
BCEDR

= %M.

1.3 Applications des dérivées et intégrales fractionnaires

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations physiques et géométriques
claires ce qui simplifient leur usage pour résoudre des probléemes appliqués dans plusieurs champs
de la science.

Cependant, le calcul fractionnaire est né le 30 septembre 1695 mais il n’y avait pas d’interpréta-

tion géométrique et physique acceptable de ces opérations pour plus de 300 années.

1.3.1 Interprétation physique de I’intégration fractionnaire

Pour donner l'interprétation physique de l'intégration non entiere, nous considérons I'exemple
d’'un conducteur d’'une voiture [14]. Supposons que la voiture est équipée de deux appareils de
mesure, le compteur de vitesse qui enregistre la vitesse de conducteur et ’horloge qui affiche le
temps 7.
Cependant, le temps 7 affiché par I'horloge est incorrect. Nous supposons que la relation entre le
temps incorrect (affiché par I'horloge et dont le conducteur considere comme le temps exact), et
le temps exact 7" est donnée par la fonction ¢,(7) telle que T' = g,(7) et
1

97) = v

Ceci signifie que si le conducteur mesure l'intervalle de temps dr, le vrai intervalle de temps

[t* — (t — 7). (1.4

est dT' = dg,(7).Le conducteur A représente le conducteur de la voiture; ignorant l'erreur de

I'horloge, calcule la distance parcourue au moyen d’une intégrale classique

Sa(t) = / V() dr. (1.5)

Un observateur O, lui en connaissance de la mauvaise mesure de '’horloge et de la fonction g;(7)

reliant le temps incorrect au temps exact, calcule la distance réellement parcourue par la voiture

So (t) = /Ot V(1)dg,(T) =1V (1), (1.6)
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avec | .
IV (t) = m/o (t—7)*'V () dr.
Lintégrale donnée par I’équation (1.5) peut étre interprétée comme la distance parcourue par un
mobile pour lequel nous avons effectué deux mesures :
Une mesure correct de la vitesse et une mesure incorrect du temps. lintégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville donnée par ’équation (1.6) peut étre interprétée comme la véritable distance
parcourue par I'objet mobile, pour le quel nous avons enregistré ses valeurs locales de la vitesse
V(1) (c’est sa vitesse individuelle ) et la valeur locale du temps 7 (temps individuel ), sachant que
la relation entre le temps enregistré localement et le temps cosmique est donnée par la fonction
(7).
La fonction ¢;(7) décrit le temps échelle non homogene, qui dépend non seulement de 7, mais
aussi du parametre ¢ qui représente la derniere valeur mesurée du temps individuel de 1'objet
mobile. quand ¢ change, l'intervalle de temps cosmique change également.
La notion du temps cosmique est reliée au changement de la gravité dans I'espace temps d'un
corps en déplacement. En effet un corps mobile change sa position dans I'espace temps, le champ
de la gravité dans 'espace-temps tout entier change également en raison de mouvement. Par
conséquent ; I'intervalle de temps cosmique, qui correspond a I'histoire du mouvement de I'objet
mobile, change. Ceci affecte le calcul de la vraie distance S (¢) parcourue par cet objet mobile.
Donc, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la vitesse individuelle V'(7), d’'un objet
mobile, pour lequel la relation entre son temps individuel 7, et le temps cosmique 7" a chaque
instant ¢ est donnée par la fonction connue 7' = ¢,(7), décrite par 'équation (1.4) représente la

véritable distance S, (¢) parcourue par cet objet.

1.3.2 Interprétation physique de la dérivation fractionnaire

En utilisant les propriétés de la dérivation et de I'intégration fractionnaire, on peut exprimer
I'expression de la vitesse individuelle V'(7) a partir de la véritable distance parcourue Sy (¢) [14].
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la vraie distance S, (¢) parcourue par le mobile
permet de donner 'expression de la vitesse individuelle V' (¢) : V(1) = D*S; (t) avec
t
DaSO(t):ﬁ%/o %mogag 1.

On peut aussi dériver la valeur de la véritable distance par rapport a la variable de temps ¢ qui
donne la relation entre la vitesse V;(t) = S;(¢) du mouvement de point de vue de l'observateur
indépendant O et la vitesse individuelle V'(¢) :

Vo(t) = %]“V (t) = D'V (t).
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Par conséquent, la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre (1 — «), de la vitesse individuelle
V(t) est égale a la vitesse de vue de I'observateur indépendant V;(t), si le temps individuel 7 et le

temps cosmique 7" sont reliés par la fonction 7' = ¢;(7), décrite par '’équation

0lr) = g = (= 7).

pour o = 1, quand il n'y a aucune déformation dynamique de 1’échelle de temps, les deux vitesses

coincident :
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Explosion de solutions d’une classe
d’équations d’évolution d’ordre

fractionnaire en temps

2.1 Introduction
Dans ce chapitre [22], nous considérons I’équation d’évolution fractionnaire suivante
“Dhu—Au=[uf"u, xRN >0, 2.1
avec les données initiales
u(z,0) = ug(z) € Cy (RY), (2.2)
oltug € Co(RY) = {u € C(RY)[limpy) oo u(z) =0} ,0 < a < 1,p>1et “Dj, estla dérivée de

caputo d’ordre « définie, pour une fonction différentiable u, par

Diu(t) = (ST (1) — o).

oI}~ désigne l'intégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — o définie, pour

une fonction intégrable u, par

11—« _ 1 ! —«
Iy “ult) = ﬁ/ﬂ (t — s) “u(s)ds.

l—«

Lorsque o = 1, le probléme (2.1) — (2.2) se réduit a I’équation de la chaleur semi-linéaire suivante

ut—Au:|u|p_1u, zeRY t>0. (2.3)

26
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Cette équation a été traité par Fujita dans [13]. Il a montré que si

2
up > 0,up(z) Z0etl < p<1+ﬁ,

alors toute solution explose en temps fini.
Dans [4], Cazenave, Dickstein et Weissler ont considéré I'équation thermique suivante avec mé-

moire non linéaire,

t
u — Au = / (t— )7 JulfP " u(s)ds, xeRN t>0. (2.5)
0
avec (2.2), lorsque p > 0,0 < v < 1 et uy € Co(RY) . Ils ont prouvé que si

up >0, ug Z0etp <max{l+2(2—7)/(N—2+42v),, 1/7},

alors la solution u de (2.5) — (2.2)explose en temps fini.
Dans ce chapitre, nous étudierons I'existence locale et I'explosion de solutions pour le probleme
(2.1)-(2.2).

2.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques préliminaires qui seront utilisés dans la suite de

cette étude. Pour 7" > 0 et n > 0, si on pose (voir par exemple [14] )

sO(t):{ (1—t/T), t<T,

0, t>T,
alors I )
C o — n+ 1 -« t n—o
Diire(t) = mT A=7)"%t<T

On note A = A et il génere un semigroupe {7'(¢)},-, sur Co (RY) avec domaine

D(A) = {U S CO (RN) |Au S CO (RN)},
alors T'(t) est un semigroupe analytique et contractif sur Cy (R") (voir par exemple ([4], [19]) ),
etpourt >0,z € RV,

1 2
_ _ — —|=|7/(4t)
T(t)uo - /]RN G("E ya t)UO(y)dya G(Ia t) - (47Tt)N/2e ” (27)

et T (t) est un semigroupe contractif sur L¢ (R") pour ¢ > 1 [6], et
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|7(¢ )UOHLq ®RN) = < (4rt)” (N2 a=1/p) ||u0||Lq (RN) > (2.8)

pour ug € L7 (RY) , ¢ < p < 400 ,0n définit les opérateurs P,(t) et S, (t) par

U() / qb ta«9 Ugde t > 0 (29)

et
S, (t)ug = a/ 00, (T (t*0)updf, t > 0. (2.10)
0

Considérons 'équation de diffusion fractionnaire temps-espace linéaire suivante

{CD&/( t) — Au(z,t) = f(a,t), v € RN, t >0, 211)

u(z,0) = up(x), r € RN,

ol ug € Co(RY) et f € LY((0,T),Co(RY)). Si u est une solution de (2.11), alors par [2] (voir

aussi [21] ),on obtient

u(z,t) = Py(t)up + /0 (t—8)* 1S (t — s)f(z,s)ds,

ou P,(t) et S_(t) sont respectivement données par (2.9) et (2.10).
On pose
K(z,t) = / b (0)G(z,t*0)d0 , x € RV\ {0}, > 0.
0

Notez que pour ¢ > 0 et z € R¥\ {0}, G(z,t*0) — 0 quand 6 — 0, alors K est bien défini.
Puisque [, ¢,(0)d0 =1, [,n G(z,t)dz =1,0na

Kt ) g gny =1, pour ¢ > 0.

Lemme 2.1 Lopérateur{P,(t)},., , a les propriétés suivantes :
(@ siug > 0, ug £ 0, alors Pa(t)ug > 0 et || Pa(t)uoll prmry = 1ol 1 gy -

. 1 _ 1 2
(b)sil<p<g<+tooet: = -7 <% alors

—x T(1-N/2r)

Pty < (47)F oo

ol Lo gy - (2.12)

Preuve. (a)découle de T'(t)ug > 0,¢, > 0 et [[K(,.)| 1 gn) = 1.pour (b) par (2.8) et les propriétés

2.2. Préliminaires
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de ¢, nous avons

IN

/ T b (0)T (120) uodd

+o0 _N
/0 D (0) (47t) % 1ty v, 6

LP(RN)

=N [T -N
= (4mt®)2r G (0) 072 d0 |luo|| 1o @)
0

['(1— N/2r) ol
— " u :
I(1—aN/2r) 0N EY)

z

= (47‘(’ta) _2'r
Par conséquent, nous déduisons que (2.12) est valable. m

Lemme 2.2 Pour Uopérateur S, (t), t > 0, nous avons les résultats suivants
(a) si ug > 0 et ug # 0, alors S, (t)ug > 0 et

1
15,0, = g Il
our 1 < p<qg<+4oo,soiti=21—-1s1<2L qglors
(b) Pour1 <p<g¢q< , 71q 11) ; 1{ ;\l,,l

-~ I'(2—N/2r)
< a(4mt*)2r
”S“(t)uo”Lq(RN) < a(dmt®)> I'l4+a—aN/2r

) o] 1o ) - (2.13)
Preuve. La preuve étant similaire a celle du Lemma2.1. m
Lemme 2.3 Pour ug € Co(RY), nous avons P, (t)ug € D(A), pour t > 0, et

“D§ Pa(t)ug = AP,(t)ug, t >0,

C
lAPa () uoll poo vy < 75 [luoll t>0,

L RN) ’

pour certaine constante C' > 0.

Lemme 2.4 Supposons que f € LI((0,T),Co(RY)), ¢ > 1, et soit

w(t) = /0 (t —5)* 1S (t — 5)f(s)ds,

alors ,
Ié‘;“w(t) = /0 P,(t—s)f(s)ds.

De plus, si ag > 1, alors w € C((0,T), Co(RY)).

2.2. Préliminaires



Chapitre 2. Explosion de solutions d'une classe d'équations d’évolution d'ordre fractionnaire en temps

2.3 Existence locale

Dans cette section, nous donnons 'existence locale et I'unicité d’une solution douce du probleme
(2.1)-(2.2).
Premiérement, nous donnons la définition de la solution douce (lisse) de (2.1)-(2.2)

Définition 2.1 Soit uy € Co(RY) et T > 0. On dit que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce
de (2.1)-(2.2), si u satisfait :

u(z,t) = Py(t)uo(z) + /Ot(t —5)*7ES (t — s) [ul " u(s)ds, t €[0,T]. (2.14)

Théoreme 2.1 Soit ug € Co(RY), il existe un temps maximale Tyax = T(ug) > 0 et une solution
douce unique u € C([0, Tax) , Co(RY)) du probléme (2.1) — (2.2). De plus,

- Soit Trax = +00;

- Soit Tinax < 400, et dans ce cas || oo 1) comvy — 00 quand t — Tiax.

- Si, en outre, ug > 0, ug #Z 0, alors u(t) > 0 et u (t) > P, (t) up pour t € (0, Tiax). De plus,

- Siug € L"(RY) pour certains r € [1,00) , alors u € C([0, Trax) , L"(RY)).

Preuve. Pour T > 0 et ug € Cy(RY), on définit
Er = {“ | ue C([0,T], Co(RY)) : HUHLOO((O,T),Loo(RN)) <2 HUUHLOO(RN)} ;

et

d(u,v) = trerf&%(] Jut) = v()| poo vy » wsv € Er.

Puisque C([0, 7], Co(RY)) est un espace de Banach, (Er, d) est un espace métrique complet.Nous

définissons 'opérateur GG sur £ comme

G(u)(t) = Pa(t)ug + /0 (t — )28 (t — s) |u (s)[" " u(s) ds, u € Erp.

2.3. Existence locale
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alors G (u) € C([0,T],Co(RY)) au vu de Lemme 2.4.si v € Er,alors par (2.12) et (2.13), pour

tel0,7],

IN

IN

IN

<

<

HG(U)(t)”Loo((o,T),Loo(RN))
¢
P, (t)ug + / (t — )18, (t — s)(Jul’ " u)ds
0

L ((0,7),L>°(&N))

1 ¢ a—1 —1
ool gay + g [ =9 ] s

1 ! a—1
Huoumwm [e=s o,

Si nous choisissons 7" assez petit telle que

nous obtenons

p

HUOHLOO(RN) ( ) lu HL°°(0T Loo(RN))

2 T »
HUOHLoo(RN) + al () HUOHLOO(RN)

2P -1
HUOHL‘X’(RN) + OCF(OK) ” OHLOO(RN) HUOHLOO(RN) )

2P p—1

oy O, <1
IGO0 ooy, < 20l ooy -

En outre, pour u,v € Er, que nous avons pour ¢ € [0, 7]

|G (u)(t) = GW) (O] oo (ar)
/0 (t — )18, (t — s)(Jul’ " u — |v|P " v)ds

Lo°(RN)

S S T
- F(Oé) 0 Loo(RN)

Ta
< p—1_ . p—1
S o) [[lul”™" u — o] UHLW(RN)

p4p—1Ta p—1
< _
- al(a) I 0||L°°< N) e U||L°°<<07T>,L°°<RN))

1
< Sl .

%0 ((0,1),L5° (RN ))

ou T est choisi assez petit pour que

par-17o 1
—— ||uo(t —.
al'(«) Lo®N) T 2
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Par conséquent, GG est contractif sur £7. Donc, G a un point fixe u € Ep par le principe de
contraction des carte.
Ensuite, en utilisant 'unicité de la solution, nous concluons que I'existence de la solution sur un

intervalle maximal [0, 7},..), ou
Tonax = sup {T > 0 : il existe une solution lisse u € C([0,T],Co(R")) pour (2.1) — (2.2)} .
Supposons que Tp,.x < +0o et qu'il existe M > 0 tel que pour ¢ € [0, Thnax) :
[w() ]| oo vy < M.

Puisque P, (t)uo est uniformément continue sur [0, T},], donc la limite lim, .~ u(x,t) existe. On
note ur,,, = lim,_;— wu(z,t). et définir u(Tpar) = ur,,,, - Par conséquent, u € C([0, Thax) ; Co(RY))

et donc, par le Lemme 2.4,
[ =50t = 9 (9P 0 ) € OO, T ColRY).
Pour h > 0, 0 > 0, soit
Eps = {u € C([Tmax, Tmax + h], Co(RY)) | t(Tnax) = Uy, d(u, um,,,) < 6},

ou

d(u,v) = tE[Tmil,%?nfaerh] [ =0l porys UV € Eng.

Comme C([Trnax, Tmax + 1], Co(RY)) est un espace de Banach, alors (E},s,d) est un espace mé-
trique complet.

Nous définissons 'opérateur G sur Ej, 5 par

G(v)(t) = Pa(t)ug + [;™(t — 7)* 1 Sa(t — 1) lul”~ (1) dr

vEE
F L (=TS (= 1) [ o (7) d,

Clairement, on a G(v) € C([Tax; Timax + 1], Co(RY)), et G(v)(Tinax) = Ut -

Siv € E 5, alors pour t € [Tnaz, Tinaz + b,

|G (0) () = Uyl < [[Pa(t)uo — Po (Tinax) uol| + [l + (2]l

Y

Lo (RN) Lo (RN) Lo°(RN) Lo (RN)

ou

Tmax
I, = / (t— T)aflSa(t —7) ]u\p_l u(7)dr — (Tnax — T)a_l Sa(Tmax — T) \u|p_1 u(T)dr,
0
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¢
I, = / (t—71)* 1S, (t —7) |"U|p71 v(T)dr.

En prenant h suffisamment petit pour que

)
1Pu(t)ao = Pu (T woll,_ ., < 5
I < J t e |T, T, h
H 1HL°O(IRN) = 57 pourt € [ mazs L maz T+ ]7
! 1 1
O [ A N [ TG R T
max LOO(RN)
t
" ‘ / (t - T)ailsa(Tmax - T) ’uTmax|p_1 Uy AT
Tmax LOO(RN)
t ) 1 t )
< C6 t— 1) dr + —/ t—7)"d
—_ /max< T) T HuTmaxHLoo(RN) F (Of) max( T) T
p
05 ||uTmaxHLOO N 5
- _t_Tmaxa —(R)t_Tmaxa<_
o )+ T'(a+1) ( F=3
pour t € [Tz, Tinaz + h]. On a alors ||G(v)(t) — ur,,. || <0, t € [Thmaz, Trnaz + A

Loo(RN)
Ensuite, nous prouverons que G est contractive sur Ej, s pour h suffisamment petit. En effet, pour

w,v € Eh,6 P t e [Tma:puTmar + h],

lw (#) = v (D]

L°RN)

/T (t=7) [ Salt = 7) (Jwf ™ w (r) = ol o (7)) || dr

lw = (fJwll
Lo ((Tmaz,Tmaz+h),L>° (RN)) L (Tmax ,Tma:c+h)7L°o(]RN))

IN

A

P t
+ o it [ -

Loo((Tmaa:»Tmaz+}L),L°°(RN)) P (O[)
—1

27 (s ’ d
< — 7 + t— Tmax “ ) .
< py (O bl ) Tand )

En choisissant h suffisamment petit pour que

2p—1p p—1
— |0+ |ju he <
F(OC"_ 1) ( ” Tmax”Loo(RN)) —

Alors, G est contractif sur £}, s . Nous savons donc que GG a un point fixe v € Ej, 5.

DN | —

Puisque
U(Tmax) =G (U(Tmax)) = u(TmaX>7
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si on pose

W):{ u(t), t €0, Tomax|,
v(t), t € [Taxs Tmax + 1],

alors @ € C([0, Trax + h], Co(RY)) et

i(w,t) = Po(t)ug + /0 (t— 8)°71S,(t — 8) [a” " (7) ds.

Ensuite, @ est une solution de (2.1)-(2.2), ce qui est en contradiction avec la définition de T,..
Supposons que ug € L"(RY) pour 1 < r < oo, alors en répétant I'argument ci-dessus, on obtient
la conclusion. De plus, si ug > 0, on peut obtenir la variable non négative solution de (2.1)
en appliquant I'argument ci-dessus dans I'ensemble E; = {u € Er| u > 0}. On sait alors que
u(t) > Po(t)ug > 0surt € (0, Trpax). ®

2.4 Explosions de solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (2.1)-(2.2) et apres nous prou-

vons 'explosion de solutions.

Définition 2.2 On dit que w € L*((0,T), Ly,
faible de (2.1)-(2.2) si

fOT Jan (]u\pfl up + uoch“Tgp> dxdt

(RY)), pour ug € LS, (RY) et T - 0 est u solution

loc

(2.15)
= fo Jan u(=Ap(z,t))dzdt + fg Jan u® Dire(x, t)dzdt,

pour toute ¢ € Oi’tl(RN x [0,T1]) avec supp, ¢ CC RN et ¢(.,T) = 0.

Lemme 2.5 Soit uy € Co(RY), et u € C([0,T],Co(RY)) une solution lisse de (2.1)-(2.2). Alors u
est une solution faible de (2.1)-(2.2).
Preuve. Supposons que u € C([0,T],Co(RY)) est une solution lisse de (2.1)-(2.2), alors nous avons

t
u —ug = Po(t)ug — up + / (t —7)271S,(t — 7) [ul" " udr.
0
En utilisant le Lemme 2.4, nous obtenons

Ié|ta(/0 (t — 7)1 S, (t — 7) [ulP " udr) = /0 P.(t — s)(Jul/ " u)ds,

do nc, nous savons

1w — o) = I (Pa () o — wo) + / Pu(t — 7)(juf " w)dr.

2.4. Explosions de solutions
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Alors, pour tout ¢ € Cﬁ (RN x [0,T7]) avec supp, ¢ CC RY et ¢(z,T) = 0, on obtient

/ I (u = wo)pdz = / 1, (Pa (1) o — uo)pdx (2.16)

—i—//o Po(t — s) (Ju["' u) pdsdx
= Hi(t) + Hy(t).

Par le Lemme2.3, nous obtenons

dH,

— = / “ D, (Pa(t)uo)pda (2.17)

RN

+/ Ié‘;a(Pa(t)uo — up)p,dx

RN

— [APw)ps

RN

+/ Ié‘;a(Pa(t)uo — ug)pd.

RN

Soit h > 0,t € [0,T) ett+h < T, alors on a

t+h

H — H. 1

2(t+hi)z 0 - g//Pa<t+h—s)(|ulp1u)so(x,t+h)dxds
0 RN

_%/t/pa@_ s) (" w)p(, t)dzds

0 RN
t+h [%s)

_ % / / / Bo(O)T((t + 1 — )°0) (|u" ™ u)p(x, t + h)dbdads

0 RN O

t o)
—% / / / Do (O)T((t — 9)°0)(Jul’ " w)p(x, t)dOdzds
0ORN O
= H3+ Hy+ Hs,
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ol

t+h oo

Hy, — /// T((t+ h — 5)°0)([ul” " w)dods

RN t
xgpx t+h)d

H, = /// ((t+h —5)%0) — T((t — 5)%0)) (|u|"~" w)dds
xﬂip(a: t)dz,

Hy = ///cpa ((t+ h — 5)0)(Jul"~" w)dfds

RN

X <p(:c t+h)—o(x,t))d.

Par le théoréeme de convergence dominée,quand h — 0, nous concluons que

- / P wpd,

— // 2718, (t — 8)(Jul’ " u)ds Apde,

— //Pa(t—s)(\u|p_lu)dsg0tdx.
0
RN

Par conséquent, la dérivée droite de Hy sur [0,T") est

/|u|p ugodx—i—// 2718, (t — ) (JulP " w) Apdzds

t
+ / / Pu(t — 8)(Jul"™" w) pydds,
0

RN

et il est continu dans [0; T"). Donc,

2.4. Explosions de solutions
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% B /(!u!” ' <pda:+// )" Sa(t = ) (Jul"" w) Apdads (2,18)

// (t — s)(Jul" " w)dse,dx

= /\u]p u<pd:1:+// 2718, (t — 8)(JulP "t u)ds Apda

wf e ([ - sute =) s

RN

pourt € [0,T). Par (2.16)-(2,18), nous avons

Tdd, dH,
0= I — up)pdrdt = [ 222 4 22
/ dt /RN o (1 — to)pdw /0 at | dt

_fo f]RN (H)ugApdzdt — fo f]RN D“Tgoda:dt
—l—fo Jan ( ]u\p ! )godxdt

—l—fo Jon Jo(t = 8)°71S0(t — ) (Jul"~" u)dsApdadt

= fOT f]RN uApdzrdt — fo f]RN Dtongpdmdt

—l—fOT Jan [P~ updadt.

D’otl la conclusion.

Ce qui compléte la preuve du Lemme2.5. Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les
solutions du probleme (2.1)-(2.2). m

Théoreme 2.2 Soit up € Co (R™Y) et ug > 0, up # 0. Si

2
l<p<l+d+ —
p +N’

alors la solution douce de (2.1)-(2.2) explose en un temps fini.

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u est une solution globale lisse pour le
probléme (2.1)-(2.2). En utilisant le Lemme 2.5 et la Définition 2.2, nous obtenons

(uPyp,,) dzdt + ff (uoth‘Tgpn> dxdt

RN RN O

T
=[]/ ( ulAy,, +uCDt‘T<pn> dxdt,
0

RN
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Soit ® € C§°(R) tel que ®(s) = 1 pour |s| < 1, &(s) = 0 pour |s| >2et 0 < P(s) < 1.

pour 7" > 0 Maintenant, nous prenons

oy (2) = (@ (T Ia:|))2p,so2(> (1—%)m,mzmax{1,]%},

pour ¢ € [0, T].En supposant que u est une solution douce de (2.1)-(2.2), alors, par le Lemme 2.5,

ona

T
[ [ wPo pydadt + ffuo ) 19 Dy pipoddt
ORN 0RN
] [ ulet) (~Agpy) pydade (2.19)
RN
+ff T, 1) 1y foT (o) dxdt.
0RN
Notez que
11
|(_A901) g + <P1CD?|T (902)| < CT gl s, (2.20)

pour une constante positive C' indépendante de 7. Alors, par (2.19)-(2.20)et I'inégalité de Holder

, on trouve
T T
[ [ wPpippdrdt + [ [ uops© Dyjpppdadt
0ORN 0RN
T
— [ [ u(@,0)|(~0¢1) g2 + 6, Diy ()| dadt
ORN
RY )
T [u(z,t)ple pdwdt
0RN
T
< oot = ff uPp,podadt.
ORN
D’ou
T [ugpyde < o/samancel
]RN
Il découlede p < 1+ 2 ~ que 1+ <~ ( ) < 0. Par conséquent, si la solution de (2.1)-(2.2) existe

globalement, alors en prenant T — 00, on obtient

[ upprdz =0

RN

et donc uy = 0. Par conséquent, nous avons que u explose en un temps fini. m
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Chapitre 3

Explosion de solutions d’une classe
d’équations d’évolution fractionnaire
spatio-temporelle avec une non linéarité

non locale en temps

3.1 Introduction
Dans ce chapitre [18], nous considérons I’équation fractionnaire suivante
CDatu + (=A)Py = Iy, lulP " u, reRY t>0, 3.1)
avec les données initiales
u(z,0) = ug(z) € Gy (RY), (3.2)
ol Cp(RY) désigne I'espace de toutes les fonctions continues et décroissantes vers zéro a l'infini,
N>1,0<a<l—70<y<1,0<8<2,p> 1etCD3|t est la dérivée de caputo d’ordre «
définie, pour une fonction différentiable u, par
du(t)
C Nna _ 71l
DO\tu(t> - Io|t dt 3
oI}~ désigne lintégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville d’ordre 1 — o définie, pour
une fonction intégrable u, par

1 —; t — 8) “u(s)ds
() = ey | (6= uts)ds

l—«

39
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avec une non linéarité non locale en temps

ou I est la fonction Gamma. Popérateur non-locale (—A)%/? est défini par
(=2)Pu(a) = F(E)” F o) (€)) ().

pour chaque v € D((—A)%/?) = H?(RY), ot H?(RY) est I'espace de Sobolev homogéne d’ordre
3, défini par
HIRY)={ve s : (-A)ve *RY)}, sif¢N,

HRY) = {ve LXRY): (-A)?v e LX(RY)}, siBeN,

ou S’ est 'espace des distributions de Schwartz, F représente la tronsformée de Fourier, 7! est
son inverse.
Lorsque « = 1, § = 2 et v = 0, le probleme (2.1) — (2.2) se réduit a '’équation de la chaleur
semi-linéaire suivante

ut—Au:|u|p71u, zeRYN, t>0. (3.3)

Cette équation a été traité par Fujita dans [13]. Il a montré que si
uy > 0,up(z) Z0etp <1+2/N,

alors toute solution explose en temps fini.

Lorsque o = 1, § = 2, Cazenave et al. [5] ont prouvé que toutes les solutions de I'’équation
t
u — Au = / (t — )77 Ju(s)|P " uls)ds, reRY t>0, 3.4
0
explosent en temps fini si

up >0, up Z0etp <max{l+22—7)/(N—-2+2v), 1/v}.

Lorsque v = 0, alors toutes les solutions non triviales explosent comme 1’a démontré Souplet [20].

Dans [12], Fino et Kirane ont considéré ’équation suivante

t
;7) [ e s, seRS es0. @8)
0

ut—l-(—A)ﬁﬂu: F(l—

IIs ont prouvé que si

U()ZO, uOiéoetpgmaX{1+B<2_7)/(N_B+67)+7 1/’7}7

alors toute solution explose en temps fini.

Quand [ = 2 et ¥ = 0, Zhang et Sun [22] ont traité le probléme suivant

CDB“tu —Au=|utu, zeRY, t>0. (3.6)

3.1. Introduction
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IIs ont prouvés que si
ug > 0,up(z) Z0etl <p<1+2/N,

alors toute solution explose en temps fini.

Siy =0, Kirane et al. [15] ont discuté de 'équation d’évolution suivante
CDatut + (=A% = h(z, t) |ul" ", r€RY, t>0, 3.7)
ou h(x,t) > C'|z|” t? pour C > 0, o, p et satisfaire a certaines conditions. IlIs ont prouvé que si
0<p<1+(alo+p)+Pp)/(aN+p(1—a)),

le probléme ne posséde aucune solution positive globale.
Dans ce chapitre, nous étudierons I'existence locale et I'explosion de solutions pour le probleme
(3.1)-(3.2).

3.2 Préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques préliminaires qui seront utilisés dans la suite de

cette étude. Pour 7' > 0 et n > 0, si on pose

plt) = (1= )1,
alors
Dipolt) = iy T ST,
Soit T'(t) = e '"* Comme (—A)?/? est un opérateur auto-adjoint défini positif dans L2(RY),
T(t) est un semi-groupe fortement continu sur L2(R"), (voir par exemple [10], [11]), et pour
t>0,xecRY,

T(t)UO = fRN GB(ZL' - Y, t)uﬂ(y)dya
(3.8)
_ 1 (iwg—tll?)
Gg(x,t) = TN fRN e dg.
Il est bien connu que Gg(z,t) satisfait
Gs(z,1) € L®RY) N LYRY), G(x,t) >0, / Gp(x,t)dr = 1.

RN

Par conséquent, en utilisant I'inégalité de Young pour la convolution et la forme

-

Gy(z,t) =t 7 Gy(at 7,1),

3.2. Préliminaires
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nous avons
N1
1Gs(t) * UHLq(RN <Ct G HUHLT(RN)7 3.9)

pour toutv € L"(R¥) et 1 <r < ¢ < cc.
On définit les opérateurs P, 5(t) et S, ,(t) par

aﬁ UO / ¢ to‘ﬁ Uode t > 0 (310)

et
S, (g = @ / 06, (0)T(t*0)uodf, t > 0. (3.11)
0

Considérons ’équation de diffusion fractionnaire temps-espace linéaire suivante

CDO‘tu(x )+ (=A)2u(z,t) = f(z,s), z € RN, t >0, (3.12)

avec

u(z,0) = up(x),

oltug € Co(RY) et f € L'((0,T), Co(RY)). Si u est une solution de (3.12), alors elle satisfait (voir
21], [2)- t
u(x,t) = Pag(t)uo + / (t—s)*S, ,(t—s)f(z,s)ds,
0
ou P, p(t) et S, ,(t) sont respectivement données par (3.10) et (3.11).
On pose, pour 0 < o < 1,

K(zt) = /Ooo 6,(0)Gs(x, °0)d0 , = € RM\ {0} £ > 0.

Notons que, pour donné ¢ > 0 et z € RN\ {0}, Gs(z,t*0) — 0 quand § — 0, alors K est bien
défini.
Puisque [ ¢, (0)d0 =1, [on Gs(z,t)dz =1,0na

| K (2, -)HLl(RN) =1, t > 0.

On annonce maintenant les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles des opéra-
teurs P, g(t) et S, ,(t) (voir [22]).

Lemme 3.1 Lopérateur P, 5(t), t > 0 a les propriétés suivantes :
(@) st ug >0, ug # 0, alors Py g(t)uo > 0 et || Pog(t)uoll 11wy = [[uoll 11

(b)511<p<q<—|—ooet1:5——< , alors

I'(1—N/pr)
I'(1—aN/pr

HPa,B(t)UOHLq(RN) > (47Tta) ) ||u0HLP(RN)‘ (3.13)
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Lemme 3.2 Pour Uopérateur S, ,(t), t > 0, nous avons les résultats suivants :
(a) Siug > 0etug #0,alors S, ,(t)ug > 0 et

1
HSaB(t) HLI(RN) WHUOHLI(RN)v
pl_ 11 g1 _28
(b) Pour 1 < p < q < +00, soit - = Sy < +» alors
=y [(2—=N/pr)
HSa,B(t)uOHLq(RN) S O[<47Tt ) or 11(1 + a — OCN//BT) HUOHLP(RN) N (3-14)

Lemme 3.3 Soit A = (—A)?/2. Pour uy € Co(RY), nous avons P, 5(t)ug € D(A), pour t > 0, et

CDatPaﬁ(t)uo = AP, 5(t)ug, t >0,

C

1A a5 (t)toll oo vy < 55 Iluto] , £>0,

Lo (RN)

pour certaine constante C' > 0.

Lemme 3.4 Supposons que f € L4((0,T), Co(RY)), ¢ > 1, et soit

A(t) = /0 (t— )", (t — 5)f(s)ds,

alors .
1) = [ Pastt = 9)f()s

De plus, si aq > 1, alors z € C((0,T), Co(RY)).

3.3 Existence locale

Dans cette section, en utilisant le théoreme du point fixe, nous prouvons l’existence locale pour
le probléme (3.1)-(3.2).

Premiérement, nous donnons la définition de la solution douce (lisse) de (3.1)-(3.2).

Définition 3.1 Soit uy € Co(RY) et T > 0. On dit que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce
de (3.1) — (3.2), si u satisfait :

u(z,t) = Pog(t)uo(x) +/0 (t—s)* 'S, (- S)Ig‘s(|u|p71 u)(x,s)ds, t € [0,T]. (3.15)

Théoreme 3.1 Soit ug € Co(RY), il existe un temps maximale Tyax = T(ug) > 0 et une solution
douce unique u € C([0, Tax) , Co(RY)) du probléme (3.1)-(3.2). De plus,
- Soit Trax = +00;

3.3. Existence locale
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- S0it Tinax < 400, et dans ce cas ||| o (.4 comvy — 00 quand ¢ — Tiax.
- Si, en outre, ug > 0, ug # 0, alors u(t) > P, g(t)up > 0 pour t € [0, Tyax) - De plus,
- Siug € L"(RY) pour certains r € [1,00), alors u € C ([0, Trax) , L™ (RY)).

Preuve. Pour 7' > 0 et ug € Cy(RY), on définit

Ep = {U | ue C([0,T], Co(RY)) : ||U||Loo((o,T),L°°(RN)) <2 ||u0||L°°(]RN)}7

et

d(u.0) = ma [u(®) = o0 govy w0 € Er.

Puisque C([0,T],Co(R")) est un espace de Banach, il en résultat que (E7,d) est un espace mé-
trique complet.

Maintenant, nous définissons 'opérateur
t
G(u)(t) = Py g(t)ug +/ (t—8)* 1Sq5(t — s)lgls(|u|p_1 u)ds, u € Ep.
0
Ensuite, en utilisant (3.14), nous avons

G (u)(t) ||Loo((0,T),L°o(RN))

t
= ' Pop(t)uo + / (t — S)Q_lsa,ﬁ(t — S)I&S(IU\%I u)ds
0

L2((0,1),L°(&RN))

1 bore a—1 -1 p
< ||uoHLoo(RN) + W ‘/0 /0 (t—=5)""(s—0)" HU(O')HLOO(RN) dods o)
TO"H
< HuOHLOO(RN) + m Hu(t)”ioo((o,n,momf\’))
2Pty
< HUOHLOO(RN) + m HUOHiMRN)
Doty
< uollpo + Fag gy s, 1901,

Si nous choisissons 7" assez petit telle que

op oty _
————u@)|’ <1,
Fla+vy+1) Loo®N)
nous obtenons
IG@ON, o < 2 ol gy
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En outre, pour u,v € Ep, nous avons

1G(u)(t) = G(0) () Lo (07,1 &)

t t
= ‘ /0 (t— )18, 5(t — S)Ia5(|u|19—1 u)ds + /0 (t— )18, 5(t — S)Ias(‘vfp_l o)ds

L= ((0,7),L>°(RN))

i |, 0o g
< (s =) (s—o) H||ul""u—|uf o drds
L(a)T(y) [[Jo Jo ” HL""(RN) Lo(0,T)
Tt _ -
< o Ml = e
MNa+v+1) £o0((0,7),L%° (M)
C(p)2rT= -1
< oy ol el
Ma+v+1) Lo (RN) Lo((0,7),L%® (RN))
< 1
) u = v”LO@((o,TLLw(mN)) ’

grace a 'inégalité suivante
[ = [0 o] < Cp) [u—of (Jul”™" + [0,

ou T est choisi tel que
C(p)2T

MNa+~vy+1)
Par conséquent, (G est contractif sur £7. Donc, G a un point fixe unique v € Fr par 'argument

. 1
luoI”

Leo@N)y = 9
du point fixe de Banach. Ensuite, en utilisant I'unicité des solutions, nous concluons I'unicité de
la solution sur un intervalle maximal [0, T}ayx) , OU
Tnax = sup {T > 0 : il existe une solution lisse u € L*([0,T], Co(RY)) pour (3.1) — (3.2)} .
Supposons que T,,., < oo et qU’il existe une constante positive M telle que :
()| poomry < M, t € [0, Thnax) -

Puisque P, s(t)uo est uniformément continue sur [0, 71,.«], donc la limite lim, ., . u(x,t) existe.

On note ur,,, = lim;_7,,, u(z,t). Donc, u € C([0, Tiax) , Co(RY)) et par le Lemme 3.4 nous avons
t
/ (t—8)* 1S 5(t — 53)1'g|s(|u|p71 u)ds € C([0, Thnax] , Co(R™)).
0
Pour h > 0, 0 > 0, soit

Eh,6 - {u € C([Tmaxa Tax + h] ) COGRN)) : U(Tmax) = UTaxs d(uv uTmax) < 5} )

3.3. Existence locale
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ou

d(u,v) = te[ngl,%“i(ax+h] lu =0l poo@nys UV E Epg.

Comme C([Tax, Tmax + ], Co(RY)) est un espace de Banach, alors (E},s,d) est un espace mé-
trique complet.

Nous définissons 'opérateur G sur E}, 5 par

G(0)(t) = Pas(thuo + [ (¢ = )7 1S, 5(t — )] (|ul ™ w)ds

+fT t_ S a 18&5( ) 0\3(|v|p l?))dS,

pour v € Ej, 5. Clairement, on a G(v) € C([Tiax; Tmax + 1], Co(RY)), et G(v)(Tinax) = (Timax)-
En répétant I'argument ci-dessus, nous pouvons prouver que G admet un point fixe v € Ej, ;.
Puisque

U(Tinax) = G(0)(Tinax) = t(Timax),

si on pose
~ U(!L‘,t), t € [OaTmax[a
(zx,t) =
’U(.T, t), t e [Tmaxa Tmax + h] )

alors @ € C([0, Tyax + 1], Co(RY)) et

t
w(x,t) = P, pg(t)up + / (t — s)a_15a75(t — S)OI§(|ﬂ|p71 w)ds.
0

Ensuite, @ est une solution de (3.1)-(3.2), ce qui est en contradiction avec la définition de T,..
Supposons que ug € L"(RY) pour 1 < r < oo, alors nous répétons le méme argument que ci-

dessus dans I'espace suivant :
Er, = {uecO(0,T],Co(RY)N L"(RY)), tel que
HUHLOO([O,T],LOO(RN)) < 2 ”UOHLOO(RN)» HUHLOO([O,T],LT(]RN)) <2 ”U'OHL’“(]RN)}'

En estimant de |[u”|| g~y Par [|ullf~ RN) |ul - g~y dans le théoréme de mappage de contraction,

en utilisant (3.14), nous obtenons une solution unique dans Er,. Puis nous concluons que
u € C([0, Tmax) , Co(RY) N L™ (RY)).

Siug > 0 et uy # 0, alors nous pouvons construire une solution non négative de (3.1)-(3.2) sur
[0, 7] en appliquant 'argument ci-dessus dans 'ensemble E; = {u € Er : u > 0} . En particlier, il
résulte de (3.15) que u(t) > 0 sur (0, Tipax) - W
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3.4 Explosions de solutions

Premierement, nous donnons la définition de la solution faible de (3.1)-(3.2) et apres nous prou-

vons 'explosion de solutions.

Définition 3.2 Soit up € L2, (RY),0< 3<2,0<a<1-7,0<y<1letT >0.0nditque

loc

u e LP((0,T), LS, (RY)) est u solution faible de (3.1)-(3.2) si

loc

foT Jaw I&S(\UV’_l u)p(z, t)drdt + fOT Jan UOCD;TTgp(x, t)dxdt
(3.16)

- foT fRN w(=A)Pp(x, t)drdt + foT fRN UODI?\CT%O(% t)dxdt,
pour toute fonction test o € C1([0,T], H?(RY)) avec supp, ¢ CC RY et (., T) = 0.

Nous donnons maintenant le lemme suivant qui prouve que toute solution lisse du probleme
(3.1)-(3.2) est une solution faible.

Lemme 3.5 Soit ug € Co(RY), et u € C([0,T],Co(RY)) une solution lisse de(3.1)-(3.2). Alors u est
une solution faible de (3.1)-(3.2), pourtous 0 < f <2, 0<a<1l—v,0<y<letT >0.

Preuve. Supposons que u € C([0,T], Co(RY)) est une solution lisse de (3.1)-(3.2), alors nous avons
t
I ™ (w = o) = Iy, * (Pas(t)uo — ) + Iéﬁ“(/o (t = )" Sas(t — )L (ul”" w)ds)).
En utilisant le Lemme 2.4, nous obtenons
t
Ié‘;a(u —Up) = ]Ol‘za(Paﬁuo —ug) + / P, st — s)[g|5(|u|p_1 u)ds.
0

Alors, pour tout p € C*([0,T], Hg(R")) avec supp, ¢ C RY et o(z,T) = 0, on obtient

t
/ Ly, (u — wo)pdz = / / Pag(t — s)Ig,(Jul" " u)pdsdr (3.17)
0
RN

RN

+ [ B P 010 = w)g
RN

= Hy(t) + Ha(t).
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Par le Lemme3.3, nous obtenons

dH
d_t2 - /CDOt(P 5(t)uo)pdx (3.18)
RN
/ [3|ta(Pa,ﬁ(t)U0 — up)p,dx
RN
= [APustypts
RN
/ [3|ta(Paﬂ(t)u0 — ug)p,dx.
RN

Soit h > 0,t € [0,T) ett+ h — T, alorson a

t+h
Hy(t+h) — Hy(t 1 )
= f)L S E//Paﬁ(”h—S)fo”s(IUP Yu)p(x, t + h)dwds
0 RN
__// o, (1 0\3 (lu”~" w)p(x, t)dods
0 RN
1 t+h oo
= E///(Da(Q)T«t—Fh )ae)lg‘s(lu\p_lu)go(;c,t+h)d9dxd3
0 RN 0O
Ny
_E///‘I’a(9> (t = )*0) 15, ([u"~" w)gp(x, t)dOdxds
ORN O
= H3+H4+H5,
ol
t+h oo
s =y / / / ((t+h— 5)°0) 13, (|u]”~" u)dbds
RN ¢
><g0(a: t+ h)dz,
- /// T((t+h—s)0) = T((t = 5)°0)) I, (jul"™" w)ddds
RN 0
X(P(.T:,t)dx,

t oo
Hy = %/ / / Ba(O)T((t + B — 5)°0) I3 (|ul* ™" w)dbds
RN O O

X (p(x, t 4+ h) — (x,t))d.
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Par le théoréme de convergence dominée, quand h — 0, nous concluons que

- / O\t |u’p1 )edz,

t
Hy — // Paﬁ(t—S)I&S(|u\p71u)dsgotda:,
R
t
= [ =950t - 9B (ul w)dsApds
0
RN

Par conséquent, la dérivée droite de H, sur [0,T") est donnée par

dH
- / B e + [ / alt = )3l w)pdads

/ / (t—8)* 'St — )[gls(]u|p_1 u) Apdxds.

Alors, on a

dH
I (e (3.19)

RN

t
[ e ([ =9 St = 9 (ul )as ) s
RN

t

b [ [ =9 Sustt = 9 (ul ™ w) Apdads,
0
RN

pourt € [0,T). Par (3.17)-(3.19), nous avons

T dH, dH, T a
et T Y Ti=a(y, — dzdt = 0.
/0 a ' d / dt Jon Ol (1 = uo)pdu

Par conséquent, nous avons

fOT Jen P, s(t)uo(—A)*2pdxdt — fOT Jan (v — uO)CDg'Tgodxdt
+f0 f]RN O\t ’pil U)@d$dt

+Jo Juw Jo(t = 9)* Sap(t — )Ig), (ul"™" u)ds(=A) P pdadt = 0.
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Enfin, nous pouvons écrire

fo fRN 0|t u|"™ ! )godxdt—l-fonRNuoonl‘Tcpdxdt

= fo f]RN Wz(pdxdt + fo fRN CDt|T<pdxdt
ce qui compleéte la preuve du Lemme.

Maintenant, nous donnons un résultat d’explosion pour les solutions du probléeme (3.1)-(3.2). =

Théoreme 3.2 Soit Ug € C() (RN) et ug > 0, U 7_é 0. Si

Bla+7)
aN '’

alors toute solution du probleme (3.1)-(3.2) explose en temps fini.

l<p<1+

Preuve. La preuve est par contradiction. Supposons que u est une solution globale lisse pour le

probléeme(3.1)-(3.2). En utilisant le Lemme 3.5 et la Définition 3.2, nous obtenons

T
f f o[t (|U|p_l U) ¢ (z,t) dedt + f f Uoon“TQO (x,t) dzdt

ORN ORN
T 8
= [ Ju(=D)2 p(z,t)dedt + f fuCDt‘Tgo (x,t) dzdt,
ORN ORN

pour tout ¢ € C*([0,7T], H?(RY)) avec supp,p CC RY et p(.,T) = 0,000 < o < 1 — vy et
0 < v < 1.Soit ® € C°(R) tel que ®(s) = 1 pour |s| < 1, (s) =0 pour |s| > 2et 0 < P(s) < 1.
Maintenant, nous prenons
P
p (,t) =C Dy (x,8) = Dy (¢ (2) 15 (1)) , 1 2 -
pour tout v € C1([0, T, H?(RY)) avec supp, v» CC R et ¢(x,T) = 0, avec
s =o (1) 0= (1-7)  mzmafa HOED

T3 p—1

pour t € [0,77]. Ainsi

bf[vupl/dedt—i-OfJ];UO ) Dzzﬂ (1 (1)) dzdt
= JR[V )2 (2)° Dy (0 (1) ol
+Of Ju(z,1) )W () DT (v (1)) dacdt.
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D’aprés I'inégalité de Ju (voir [1])

[N

(=0)2 (04) < 1T (=0)2 4y,

on trouve

ff uPrpdrdt + ff ug () P} (:U)C DY (1) (1)) davdt

0RN 0RN

<Cf fule)

ORN

HIESEN “Djlp (1hy (t))‘da:dt

S fule )0 @) |7DG (e ()] dadt,

0ORN

pour une constante positive C' indépendante de 7. Ensuite, par I'inégalité de Young, nous avons

ffupwda:dthCTl o 7fuo Yl () da
ORN
< Cf Juphy byl (—m)wl Djjy (5 (1)) dadt
T ORY
H [uphy v (@) \CD;“;” (Vs (1) dedt
RN
T _ 1 q
< ig‘ J urvdzdt + f SO, (= 0)% | |OD), (0 (1) dadt
RN RN
i f [ et + 27 N Dy (0 (1)) dad.

ORN

Dans cette étape, on introduit le changement de variables suivant

t T
T = T? 6 - T% )
nous obtenons
1 T 1 aN _ platy)
<1 — —) [ [uPypdadt + T 77 [ug ()Y (z)de < CT" 5 ~ o1, (3.21)
P/ orn RN
Par conséquent
alN (Dé"r"/)
fuo x)de < CT 7~ »1,

Dong, si une solution de (3.1)-(3.2) existe globalement, alors en prenant 7' — 400, on obtient

i uod)lldx =0=uy =0, (3.22)

RN

ce qui est une contradiction. Donc la solution de (3.1)-(3.2) explose en temps fini. m
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3.5 Durée de vie des solutions d’explosion

Dans cette section , nous donnons une estimation de la limite supérieure de la durée de vie des

solutions d’explosion pour I'equations (3.1) complétée par des donnée initiales
us(x,0) = eup(z), €>0.

En supposant que ug € Co(RY) satisfait

Bla+7)
alp—1)°

Théoreme 3.3 supposons que (H) soit valable et que 1 < p < 1+ S(a + 7)/aN.soit u. la solution

U()(i(f) > |x|—$ 7|$’ > 1 ) (H)

@+N—ﬁ<x<

du probléme avec les données initiales u.(z,0) = cug(x),e > 0 et [0,1}) la durée de vie de u.. il existe

alors C > 0 tel que

< Cetp=22 200

g p-1
Preuve. soit u. la solution doce de l'équation avec les données initiales u.(x,0) = cug(x). alors,

< 0.

en utilisant le Lemme3.5,Définition 3.2 et en considérant o(x,t) comme dans le théoréme3.2 nous

obtenons :

T
f [ |ufP pdxdt + Vp = f J (=D DY papoddt + [ [ ugh Dy yddt,

ORN ORN 0ORN
ou
Vi = Ef [ uo(x WlCDtO“;V@de:Edt.

0RN
En choisissant T € [0,T.) tel que T > Ty > 0 en passant a la variale scalée suivante & = x/T/" et

en utilisant Uhypothése (H ), nous obtenons

NT
Vp = eT% [ [ uO(T“/ﬁg)gugoDj;w?dgdt (3.23)

ORN

= T e f uo(T*/P¢)yt de

A%

ETF IO [ ug(T/P€)phde
&>+
a(N—

e eyl

€17

AT e e,

>_1 1
je1> A

v
™

—)

v

gT

ol T est une constante indépendante de T et de «.
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D’autre part, par(??), on déduit
aN _ P(aty)

Vp <CT 5~ P-1 |

De (3.23) et (3.24), il résulte que
e < CT%_%.

Comme z < f(a+ ) /a(p— 1), on obtient

ar o
9= _2TT g
gop-1
Par conséquent, nous obtenons
T < C&?%,

SAE

pour tout T € [0,T.), avec quelque C' > 0. Enfin, ona T. < Ce

. Ceci compleéte la preuve. m

(3.24)

3.5. Durée de vie des solutions d'explosion



Conclusion

Apreés avoir introduit les concepts initiaux et de base de la différenciation et de I'intégration frac-
tionnaire, nous avons également utilisé 'approche de Caputo pour la différenciation par rapport
au temps, au laplacien et au laplacien fractionnaire en tant qu’opérateur de différenciation affec-
tant I'espace.

Nous avons présenté des résultats d’existence locale et d’explosion de solution pour une équation
fractionnaire par rapport au temps ainsi que pour une équation fractionnaire par rapport au temps
et a I'espace.

Au terme de cette thése, nous pensons que les résultats présentés contribueront au développement
de I'étude des équations différentielles fractionnaires et ouvriront de nouveaux horizons a la
recherche scientifique dans ce domaine.
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