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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier 1'existence et la multiplicité des solutions d"un pro-
bléme elliptique de double phase avec des conditions aux bords nonlinéaires, en appliquant
la théorie des points critiques dans les variétés de Nehari, la technique de troncation et la
comparaison. De plus, on a également déterminé le signe des solutions (une positive, une
négative et une autre qui change de signe "solution nodale" )

Et dans un intérét indépandant nous prouvons que les solutions faibles sont bornées, pour
une classe plus générale de tel probleme.

Mots clés :

Variété Nehari, théorie de points critiques, degré topologique de Brouwer et théoreme du

col.



Abstract

The aim of this memoir is to study the existence and multiplicity of solutions of a double
phase elliptical problem with nonlinear boundary conditions, by applying the critical point
theory in Nehari manifold, truncation technique and comparison. In addition, we also
determine the sign of the solutions (one positive, one negative, one nodal)

And in an independent interest we prove for a general class of such problem that the
weak solutions are bounded.

Keywords :

Nehari manifold, critical points theory, Brouwer topological degree, Mountain pass theo-

rem.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles revétent une importance cruciale dans la modélisa-
tion et la description d'un large éventail de phénomenes tels que la dynamique des fluides,
la physique quantique, le son, la propagation de la chaleur, électricité statique, diffusion,
gravité, chimie, biologie, calculatrice graphique et prévisions météorologiques,...

Ces dernieres années, les auteurs se sont intéressés aux problemes elliptiques dits a double
phase, a I'origine, telles classes des problemes ont éte introduites par Zhikov [10, 13] pour
fournir des modeles de matériaux hautement anisotropes, et aussi on la trouve dans les
travaux de Zhikov-Kozlov-Olenik voir [21].

Dans ce mémoire nous étudions des problémes elliptiques de double phase, le premier

contient un terme de convenction et le deuxiéme sous la forme

dio([ Va2V 4 ()|l 2V ) = F(ru) — |l — ()l € Q.
(|Vu|P=2Vu + pu(z)|Vul|"2Vu)v = g(z,u), z € 09,

avec f: Q@ xR = Retg: 00 xR — R sont des fonctions Carathéodory, vérifiant certaines
conditions, o1 ¢ < r; < p* et q < 1y < p,, les exposants p*et p, sont déterminés, 1’étude sera
faite dans les espaces de Musilak-Orlicz [8].

Sous certaines conditions sur le terme de convenction nous obtenons un résultat de
régularité de la solution du premier probléeme.

Et nous prouvons l'existence de trois solutions pour le deuxiéme probleme, deux ne
changent pas de signe et la troisiéme nodale (change de signe), en utilisant la théorie des

points critiques de la fonctionnelle d’énergie et leurs trancations dans les variétés de Nehari.



En premier lieu, nous présentons quelques préliminaires d’analyse fonctionnelle concer-
nant les espaces de Musilak-Orlicz. Nous aborderons ensuite dans le deuxiéme chapitre
quelques techniques et méthodes telles que la théorie des points critiques, variétés de Nehari,
et le degré topologique de Borouwer. Enfin, nous avons consacré le chapitre 3 a 1’étude
des problemes elliptiques de double phase précisément nous démontrons un résultat de

régularité et un résultat de multiplicité des solution compris leur signe.



CHAPITRE

Préliminaires

Sommaire

1.1 Espaces fonctionnelles usuelles

1.1.1 Espaces de Lebesgueusuelles . . . . ... ................

1.1.2  Espaces de Sobolevusuelles . . . .. ... ................

1.1.3 Espases de Musielak-Orlicz . . . .. ... ................

1.2 Rappels sur les opérateurs . . .

1.2.1 Opérateurs monotones . .
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Ce chapitre vise a présenter les concepts de base, les notations et les résultats élémentaires

utilisés tout au long du mémoire.

1.1 Espaces fonctionnelles usuelles

1.1.1 Espaces de Lebesgue usuelles

Définition 1.1 [2] Soit Q un ouvert de RY pour 1 < p < +o0 on definit
L’ (Q) = {f : Q — R, mesurable et / |f (2)|"dx < +oo} ,
Q

c’est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme :

1

Il = [ 1£ 0P as)
Q
pour p = 400 , on definit
L (Q) ={f : Q@ — R; mesurable et Ic > 0 telle que |f (x)| < c. p.p sur Q},
c’est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme :
[ £l oo () = inf {c > O telle que | f (z)| < c. p.p sur Q}.
Définition 1.2 On définit I'espace de Lebesgue LP (€; RY) par
LP (5RY) = {u : Q — RY; mesurable et / |Vul? do < +oo} :
Q

Proposition 1.1 [2] Soit 1 < p < oo, I'espace LP (1) est réflexif et séparable, son dual est LP (2) .
Sip =1, 'epace L' () est non réflexif et séparable, son dual est L™ () .
Sip = oo, 'epace L™ () est non réflexif et non séparable, son dual est contient strictement

L' (Q).
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1.1.2 Espaces de Sobolev usuelles

soit © un ouvert de RY (N > 1) et soient m € Netp € [1, +o0]

Définition 1.3 [2] On définit I'espace de Sobolev W™ (§2) par :

WP (Q) = {u € L7 (Q) et Du € LP(Q),Y |a| < m},

avec
N
a=(aj,ag,...,ay) € NV,
et
glel N
o o o
D = —aal a0[N,|Ct{| = ZO{ZD s
O —

sont les dérivées au sens de distributions, c-d-d :
(Du, ) = (—1) (u, D*p) Vo € D(Q).

L'espace W™ (Q) est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme suivante

pour p € [1, +oo],

3 =

m
”uHW’"»P(Q) = (Hu”]]jp(sz) + Z HDQUHIZP(Q)> ’
a=1

pour p = 400,

[ullo = max|a| <m||DU], .
Cas particulier (p = 2)

Wm2(Q) (noté aussi H™ (£2)) est un espace de pré- Hilbertient muni du produit scalaire

(U, 0) gy = <U>U>L2(Q) + Z (D%u; Da”)m(m'

Ona: (u,v) ym = |[ul|3m




1.1 Espaces fonctionnelles usuelles

Définition 1.4 [2] (EspaseWP((2))

On appelle espace de sobolev d’ordre 1 I'espace

WP (Q) = {u € L(Q)

L’espace W'* (Q) est muni de la norme

3u

l

HUHW1 rLp(Q :
LP(Q)

Pour p =2, W12 (Q) = H' (Q) est muni du produit scalaire

ou Ov
<u7U>H1(Q) u U L2(Q + Z <8.T ax > )7

est de la norme associée

u
T

1
2 2
7 LP(Q)> ’

N

2
ull 71 (g = (nunmm +>
=1

notons que H*' (Q) est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.2 [2] L'espace W' (Q) est :
1) Un espace de Banach pour 1 < p < oo
2) Un espase séparable pour 1 < p < oo

3) Un espace réflexif pour 1 < p < oo

(Q), pour touti =1, ...

Définition 1.5 [8] Soit 1 < p < oo, W,y ” (Q) désigne la fermeture de C (Q) dans W' (Q), il est

munit de la norme induite par W7 (Q) , est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour

1 <p<oo.
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Proposition 1.3 [8] Injections
Ona
W (Q) = L7(Q),

injection compacte pour tout p < p et cotinue si p = p*, tele que p* est I'exposon critique de p donné

par

Np -

~=sip< N

N—

P = 8 (1.1)
cosip>N

De plus, on considere la mesure de Hausdorff (surface) de dimension (N — 1)o sur le bord
082 de (2.
Nous introduisons de maniere usuelle ’espace de Lebesgue de frontiere L? (0S2) voir [8]

menu la norme ||, 5 - Il est bien connu qu'il existe un unique opérateur linéaire continu,
7 WP (Q) — LP (09) 5 < ps,

appelé application trace, tel que

v (u) = u |pq pour toutu € W (Q) N CO(Q),
ici, p. est 'exposant critique de p sur le bord défini par

(N=Dp o
—rsip< N
pe=14 "7 (1.2)

ocosip > N.
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1.1.3 Espases de Musielak-Orlicz

Soit H : Q x [0,00) — [0, 00) la fonction

(x;t) — 7 + p(x)td.

Nq
1 N, — 1 L™ (Q > Q. 1.
SP<a< N o Ty <pHE (), pu(z) 20,2 € (1.3)
et
1 _
1<p<q<N,2%<1+N,0§M(.)€CO’1(Q). (1.4)
et on
Nq q 1
S 14+ =
N+q_1<petp< +N
Soit
pucw) i= [ 3¢ ul)do = [ Jul? + pla)ufde (15)
Q Q

Définition 1.6 [8] L'espace de Musielak-Orlicz L¥ () est défini par :
L(Q) = {u | u:Q — R est mesurable et ps(u) < +o0},
équipé de la norme luxembourge
aall e = inf{T >0 psc (%) < 1} .

L'espace L’ () est un Banach séparable, uniformément convexe et reflexife.

Définition 1.7 [8]

L (Q) = {u | u: Q — R est mesurable et /Qu(x) |ul? dz < +oo} :
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et doter par la semi-norme

ol = ([ o) |u|qu)‘1’

De la méme maniere, nous définissons L¢, (Q;RY).
Définition 1.8 [8] L'espace Sobolev Musielak-Orlicz W™ est défini par
WH(Q) = {ue L’(Q) : [Vu| € L°(Q) },
équipé de la norme
[l 5c = IVullye + llully
tel que [[Vullye = [|[[Vallly

Proposition 1.4 [4](Injections continues et compactes)
Soitl <p<q<N, %qq_l < p, p(x) € L>®(Q), u(z) > 0,Vx € Q, et soit
(N-Dp

N,
= fp, = o P 1.6
P=EN% "Ny (1.6)

sont les exposants critiques de p, on a les injection suivantes

(i) L7(Q) < L"(Q) et WHH(Q) — WL (Q) sont continus pour tout r € [1, p]
(it) WH(Q) — L (Q) est continue pour tout r € [1, p*]

(iti) WHP(Q) — L"(Q) est compact pour tout r € [1,p*)

(iv) WHP(Q) — LT (0N) est continue pour tout r € [1, p,]

(v) WHH(Q) < L"(0R) est compact pour tout r € [1, p,)

(vi) L7*(2) — L(Q) est continue

(vit) LY(Q) — L*(Q) est continue.

Proposition 1.5 [13] Soit 1 <p < g < N, %&1—1 <p, u(x) € LX), u(x) > 0,Ve € Q, et soit
pyc défini par

pac(u) == /QfH(:E, lul)dx = /Q [ul? + p(z)ulidr,u € L(S).

(i) Siy # 0, alors ||y||,c = X si et seulement si p3(%) =1
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(i) ||y|lse < 1 (resp. > 1,=1) si et seulement si ps(y) < 1 (resp. >1,=1)
(i) Si lyllye < Lalors|yll < poc(y) < Iyl

(iv) Si ||yllsc > Lalors|lylls < psc(y) < llyll5

() ||yllq; — Osi et seulement si py(y) — 0

(i) ||y|l4¢ — o0 si et seulement si psc(y) — +o00.

Proposition 1.6 Soit 1 <p<qg< N w(zx) € L*(Q), p(x) > 0,Ve € Q,

’N+q 1<p7

et soit py défini par
@moz/hVMﬂ+mwwmm¢wg/wm+umWMMaueme9> (1.7)
Q Q

(i) Siy # 0, alors |[y||, 5c = A si et seulement si pyc(¥) =1

(i) |yl g < 1 (resp. > 1,= 1)si et seulement si py(y) < 1 (resp. > 1,=1)
(i) Si Iyl e < L. alors [ylLs; < poc(y) < ]

(i0) Si lyll o > L. alors [[yl% s < Pocly) < Ilyllt o

() ||yl 50 — O si et seulement si pyc(y) — 0A

(i) |yl|, 5 — +00 si et seulement si pyc(y) — +00.

Théoreme 1.1 [2](convergence dominée)

Soit (f,),en Une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré, (E, A, ju) a valeurs réelles
ou complexes, telle que

- la suite de fonctions ( f,,),,cy converge simplement vers une fonction f,

-1l existe une fonction intégrable g telle que :
VneNVreFE |f, () <g(z).

Alors f est intégrable et
i [ 12— fldn =0

n—-+40o

lim /fnd,u:/ lim fndp:/fdu.
n——+oo n—-+oo

En particulier :
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Théoreme 1.2 [2] ( Lemme de Fatou )
Soit (E, A, i) un espace mesuré. Pour toute suite (f,,),, oy de fonctions mesurables sur I a valeurs

dans [0, +oo] ,la limite inférieure de la suite est mesurable et I'on a :

/ lim inf f,dpu < lim inf/fnd,u.
n—-+o0o

n——+oo

1.2 Rappels sur les opérateurs

1.2.1 Opérateurs monotones

Définition 1.9 [3] Soit X un espace de Banach réel, et soit A : X — X un opérateur.

(i) A est dit monotone si et seulement si
< Au — Av,u — v >> 0 pour tout u,v € X.
(ii) A est dit strictement monotone si et seulement si
< Au— Av,u — v >> 0 pour tout u,v € X avec u # v.

(iii) monotone maximal si A est monotone et qu’il n'y a pas d’application monotone A : X — 2%

telle que Gr(A) est un sous-ensemble propre de Gr(A), ce qui équivaut a l'implication suivante :
(u,u*) € X x X*: (u" —v*,u—v) >0,Y(v,v") € Gr(A),

implique (u,u*) € Gr(A), (Gr(A) est le graphe de A).

Proposition 1.7 [8] L'opérateur A défini par

(A(u),v)q = /Q (IVulP>Vu + p(z)|Vu|'*Vu) Vodz, Yu,v € WH(Q). (1.8)
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est bornés , continu, strictement monotone (donc monotone maximal), et il est de type (S, ), c’est-a-dire

, — u dans WH(Q) et limsup (A (up) , 1, — 1) <0,

alors

u, — u dans WH"(Q).

Définition 1.10 [8] (La condition de Cerami)
Si X est un espace de Banach et ¢ € C* (X, R), on dit que  satisfait la condition de Cerami, si

toute suite {u,},~, C X telle que {¢ (un)}, >, C R est bornée et telle que

(1 + |lunll )¢ (un) — 0 dans X* lors que n — oo,

admet une sous-suite fortement convergente.

Définition 1.11 [3] (Fonction de Carathéodory)

Soit QO C RN | N > 1, un ensemble mesurable non vide, et soient f : O x R™ — R, m > 1, et
u : 2 — R™ ne fonction donnée. La fonction f est appelée une fonction de Carathéodory si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) x — f (x, s) est mesurable pour tout s € R™.

(ii) s — f (x, s) est continue sur R™, p. p.x € Q.

Définition 1.12 [3]
Soient Q C RY [N > 1, un ensemble mesurable non vide, f : QO x R™ — R,m > 1, et
u : @ — R™ une fonction donnée ,la superposition ou l'opérateur de Nemytskij F' associe uw — f ou

; C'est-a-dire : I est défini par :

Fu(z) = (fou)(x)=f(x,u(z)) pourz € .
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Lemme 1.1 [3] Soit f : Q x R™ — R, m > 1; une fonction de Carathéodory qui satisfait une

condition de croissance de la forme :
lf (x,8)| < k(z +cZ|sZ|q (81, ey 8m), p-px € Q1 <i<m,

pour une constante positive ¢ et un certain k € L1(Q),et 1 < q,p; < oo pour touti =1,....m

Alors l'opérateur de Nemytskij F' défini par :

est continu et borné de LP* (2) x ... x LPm () vers L7 (2). Ici, u désigne la fonction vectorielle

u = (u1, ..., Uy,) De plus,

m Pi
[ Full ooy < ¢ (HkIILq(Q) +) ||ui|!£’pi(9)> :
i=1
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2.1 Notions de la théorie des points critiques

Soit E un espace de Hilbert ou, d"une maniére plus générale, un espace de Banach réflexif.

Soit ¢ : E — R une fonctionnelle de classe C'. Et on note ¢’ (u) : E — E’ ,E'le dualde F .

Définition 2.1 On dit que u € E est un point critique si ¢ (u) = 0. Si non, u est dit point régulier.
On dit que 8 € E est une valeur critique de o s’il existe un point critiqueu de ¢ avec ¢ (u) = .

Sinon, 3 est une valeur réguliere.

Théoreme 2.1 [18] Soit la fonctionnelle ¢ : E — R telle que
(i) ¢ est faiblement semi-continue inférieurement,
(ii) © est coercive.

Alors p est bornée inférieurement et il existe vy € E tel que

¢ (ug) = nf .

2.2 Degré topologique de Brouwer

La notion de degré a été introduite par Kronecker pour les applications €' de R" dans R”
en 1869. Poincaré, Bohler et Hadamard 'ont ensuite développé au début des années 1990
puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer le généralisa pour les applications
continues entre variétés compactes de méme dimension finie et donna quelques applications
topologiques. D'ailleurs, I'emploi dans les démonstrations d’arguments de type topologique
revient a Poincaré (en 1883, 1884). Pour les applications différentiables, on a pu considérer
des points critiques singuliers a partir de 1942 date a laquelle Sard étudia ces points. Les
théories analytiques du degré de Brouwer pour les applications €° ont été développées par
Nagumo et Heinz.

Nous annongons un bref rappel.
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Définition 2.2 [11] Soient N > 1 un entier, Q un ouvert borné de RY, une fonction
feECHUERMYNCO(RY) et b€ RN tel que b ¢ f (992) . On considére 0 < e < dist(b, f(0L))

et une fonction ¢ € C(]0, 00, R) a support compact contenu dans |0, €|, et telle que

[ olahde=1.

RN

On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans S par rapport au point cible b le nombre :
deg(£.9.0) = [ (1f@) = b) (e},

Proposition 2.1 [11] Avec les hypothéses et notations de la définition 2.2, le degré topologique
deg(f, €, b) est indépendant de ¢ et de la fonction ¢, pourvu que ¢ < dist(b, f(0N2)).

Proposition 2.2 [11] Soient Q un ouvert borné, f,, f» € CH(LRY) N C(Q; RY) et b un point de
RN, On suppose que
b ¢ f1(00Q) U fo(02). Alors si e > 0 est telque

c < idist(b, FOQ U HOD), et || fi— fll. <=,

ona d@g (th?b) = deg (f?anb)'

Théoreme 2.2 [11] Soient 2 un ouvert borné de RN et f € (C;RYN). On considere un point

b ¢ f(09Q) et (fr), une suite de fonctions de C*(; RY) N C(Q; RY) telle que
||fk - f“oo — Osurﬁa
alors le degré topologique de fy, existe pour k assez grand et le degré topologique de f est défini par :

deg (f,2,b) := ;}Lm deg(fr, 2, b). (2.1)



2.2 Degré topologique de Brouwer 17

221 Propriétés du degré de Brouwer

1- Degré de I'identité
(a) deg<l7 Q7 ?JO) = 17 si Yo € 9707 si Yo ¢ ﬁ
(b) deg(—1,9Q, o) = (—=1)",siyy € Q,0,s1i 90 & Q.
2- Additivité
Soit 3y € R™ et (€;),.; C © une famille d’ouverts deux a deux disjoints vérifiant
I'une des assertions suivantes :
(a) Q= LEJIQI et Yo ¢ f (89) s
Alors
N
deg(fa Q7 yO) = Z deg(fa Qi7 y0)7
i=1

ol seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

3- Invariance par homotopie

Soit { f; }<;<, une famille d’applications appartenant a C(£2, R"), reliées homotopiquement
dépendant continiment de ¢ et {yo (¢) }<,, une famille de points indexés contintiment par ¢
et telles que

Yo & [:(092),Vt € [0;1].

Alors le degré deg( fi, 2, yo (t)) ne dépend pas de t.

Définition 2.3 On dit que deux fonctions f et g sont homotopes s’il existe une fonction réelles

continue
H:[0;1] x Q — R telle que H(0,z) = f(z) et H(1;2) = g(z),Vz € Q.

4-Résolution des équations algébriques Si yy € f(Q), le degré deg(f, 2, y) est nul, ou encore,
de maniere équivalente deg( f, €2, y9) # 0 = (le probleme x € Q, f(z) = yo admet au moins une solutio:

Siy; est voisin de y ¢ f (012) (dans un sens a préciser), alors

deg(f? Q> yO) - deg(f7 Qa yl)
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En particulier, deg(f, €2, v9) € Z. 6-Invariance sur le bord Si yy ¢ f (0N2) et f |sa= g |sq,

alors

deg(fa Qa ?JO) = deg(ga Qa yO)

7-Continuité par rapport a la fonction Soit » = d(yo, f(0Q)) > 0 et soit g € C'(Q) une

fonction telle que

sup [|g(z) — f(a)]| <,
€0

alors

deg(fa Qa yO) = deg(ga Qa yO)

On peut retenir cette propriété en se souvenant que deux fonctions voisines ont méme
degré.
2.3 Théoréme du col (passe montagne)

Théoreme 2.3 [11](Théoreme du col ” passe montagne”)
Soit H un espace de Hilbert p € C? (H,R) une fonctionnelle satisfaisant la condition de Cerami

et soit uy,us € H,||uy — us||yx > p > 0 tellge
max {g (u1) , ¢ (u2)} <inf{@ (u) : [lur —usl x = p} = m,
et ¢ = inf, e maxo<i<1 ¢ (v (t)) tel que :
[={yeC(0,1], H) : 7(0) = u1,7 (1) = ua},

avec ¢ > my,. Alors c est une valeur critique de .

Lemme 2.1 [1] (Lemme de déformation contitative)
Soit H un Hilbert ¢ € C* (H,R),mo € R, > 0.
Sposons que

Yu € 90_1([m0 —2e,mqg + 2¢)), ||’ (u)|| > 2e.
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Alor il existen : [0,1] x H — H telle que

(D) n(1l,v) =vsiv & o ([my— 2, mg + 2¢])

(ii) p(n(1,v)) < mo_ pour tout v € H, avec |[v — yo||, 5 < d.et p(v) <mg + ¢
(iii) (n(1,v)) < @(v) pour tout v € H(Q).

11 s’ensuit facilement que

max (1 (L syg —tyo )) < mo (22)

2.4 Méthode de Nehari

C’est une méthode variationnelle qu’elle s’agit de minimisation sous contrainte d'une

fonctionnelle d’énergie, ot la contrainte justement, est la variété de Nehari.

Variété de Nehari

Exemple 2.1 [19] Dans un cadre assez général, on considere le probleme :

—Au(z) = f(x,u(z)) pourz € )
u(x) = 0 pour x € 05

Dont I'équation s’avere étre I'équation d’Euler de la fonctionnelle :
J(u) = %/ \Vu (2)|? do — / F(z,u(x))dz ot F(xz,u(z)) = / f(z,s)ds.
Q Q 0

qu’on considere, entenant compte de la condition au bord, sur I'espace fonctionnel H = Wy ().
évidemment la fonctionnelle .J (u) peut ne pas étre bornée sur tout I'espace mais peut I'étre sur certains

sous-ensembles de H. Un bon candidat pour un tel sous-ensemble est la dite variété de Nehari :
N={ueH: (J(u),u) =0}

Le résultat suivant introduit une classe d’applications a travers les quelles ils’avere intéressant de voir

ces variétes.
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Théoréme 2.4 [19] Soit v € H\oy ett >0

Alors tu € N si et seulment si ®,, = 0 oit ®,, (t) := J (tu).
Preuve On a par définition

et donc :

B (1) = (J(u),u) % (Tt )

Si @ (t) = 0,alors (J'(tu), tu) =0, i.e. : tu € N

En d’autres termes, les points de la variété N correspondent aux points stationnaires des applica-
tions ®,,. En conséquence logique, on divise N en trois sous-ensembles N*, N~ et N° qui correspondent
aux minimums locaux, maximums locaux et aux points d’inflexion des applications ®,,. Pour cela, on

se penche sur la dérivée seconde :

(1) = (J(tu), u)
= /Q|V(tu)| |Vu| dz — )\/Qf(m,tu) udx

= t/ ]Vu]zd:v—A/f(m,tu)udx,
Q Q

(x,tu) u) udx

:/|Vu|2dx—

Q

:/|Vu|2da:—
Q

Et on peut définir les sous-ensembles :

(x,tu)) u’dx.

:o\s\

Nt = {u eEN: /(|Vu|2 — M (z,u) u?)dr > 0}
Q

N~ = {u eN: /(|Vu\2 — M (z,u) u?)dr < 0}
Q

N° = {u eN: /(\Vu\2 — M (2, u) u?)dr = O}
Q

et c’est @, (1) qui est utilisée pour ces définitions, puisqu’il est clair que si u est un minimum local
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pour J, alors ®,, a un minimum local en t = 1.
Théoreme 2.5 [19] Soit u € N. Alors
(i)

o, (1)=0

(ii)
uweNtsid) (1) >0
ueN"sid, (1) <0
u € N°si®, (1) =0.

En effet, soit u € N. Ceci est équivalent a dire que :
(J' (), u) =0,

ce qui équivaut a : @, (1) = 0 d’ou (i)

Pour (ii), il y a donc trois cas :

v € Nt= /(|Vu|2 — M (2, u)u?)dz > 0
Q

_ /(|vuy2 A () [y 1) > O
Q

— @, (1) > 0.

u € N = /(|Vu|2 — M (z,u) u?)dz < 0
0

— @ (1) < 0.
v e N — /(|w2 A (@ u) u?)d = 0

Q

— @, (1) = 0.

Le théoréme suivant atteste que les minimiseurs de .J sur la variété N sont bien, en général,

points critiques de J :
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Théoreme 2.6 [19] Supposons que ug est un minimiseur local pour J sur N et que uy ¢ N°. Alors

/

Preuve Démonstration. Soit vy un minimum local pour J sur N avec uy ¢ N° (c’est-a-

dire :®,, (1) # 0). Ceci implque que:

J (up) = min J (u),

¥(u)=0

ot v (u) = <JI (u) ,u> = [, (IVul> = Af (z,u) u) dz. 11 s’en suit, d’apres le théoréme des

multiplicateurs de Lagrange, que :
I e R, J (ug) = g7 (uo)-

Ainsi :
<Jl(uo),uo> =H <7/ (uo) ,Uo>
Compte tenu du fait que uy € N, il vient que :

<Jl(u0),u0> =u <’yl (uo) ,u0> =0.

Et donc:
/ (IVauo|? = Mf (2, u0) up) dz = 0
Q

:>/Q(|Vu0]2) d;t::)\/Qf(x,uo) updx.
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Et alors :

<7/ (ug) ,u0> = /Q(Z IVul® = M (2, uo) (u)?)dx — )\/Qf (x, up) updz:

- / (IVul? = Af(x, wo) (uo)?)d
— ! (1)

# 0 puisque uy ¢ N°.
Ceci implique que p = 0 (compte tenu du fait que le produit est nul). Injecté dans
I € R, J (ug) = - (ug),

cela donne :
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3.1 Estimations a priori pour les problémes a double phase

Dans cette section, nous allons prouver que les solutions faibles du probleme de double
phase sont bornées, dans un cadre plus générale nous étudions un probleme avec un terme
de convection voir [8] , c’est-a-dire le membre droit de I'équation dépond du gradient de la
solution.

Nous considérons le probleme

—div (|Vul ™ Vu + p () |Vu|"* V) = hy (2,4, Vu),z € Q -
1
(IVu"2 Vu + p () |Vu|" > Vu) v = hy (7,u) , 2 € 0.

Hypotheses :
Soit (hy, ha), hy : Q@ x R x RY — Ret hy : 9Q x R — R des fonctions de Carathéodory

satisfaisant

r1—1 o
hy) |hy (2, 8,8)| < m \flplT +ayls|" T 4 ag, z €0

hy) |ho (,5)| < a|s|™ ™" + as, z € 09,

pour tout s € R et pour tout £ € R et des constantes positives a;,i € {1,...,5}, ¢ <1 < p*

ainsi que ¢ < 7, < p,, ou p* et p, sont les exposants critiques de p indiqué dans (1.6).

Définition 3.1 (Solution faible)

Nous appelons u € W'7(Q) une solution faible du probleme (P,) si

J(IVulP=2Vu + p(x)|Vul"2Vu) Vo de = [ hi(z,u, Vu)vde + [ he(z,u)v do, Vv € WHH(Q).
0 Q B

(3.1)

En exploitant le résultat récent de Marino-Winkert [14] nous pouvons prouver le résultat

suivant ().

Théoreme 3.1 [8] Soit les hypotheses (1.3) et hy, hy sont satisfaites et soit u € WH(Q) une solution
faible du probléeme (P,) . Alors v € L*>(Q).
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On a pour s € R, soit s = max {+s,0}, et pour u € W (Q) nous définissons
P p

u® () =u(.)* tels que
lul =ut +u,u=ut —u” etut € WHHQ).

Preuve On peut donc supposer, sans perte de généralité, que u > 0.
Soit h > 0 et définissons ), := min{u, h}. Choisissons v = wu,”, avec k > 0 comme

fonction de test dans (3.1) nous avons

[ IVulPuPde + kp [ |VulP~2VuVuuu? u de

0 0

+ [ (@) |Vu|®uPda + kp [ p(x)| V]2V uVuyu? u de (3.2)
0 Q

= [ hi(z,w, Vu)uuw,Pdx + [ ho(x,uw)uu;’do.
Q " o0 "

Evidemment, la troisiéme et la quatrieme intégrale du membre gauche de (3.2) sont non
négatives.

Cela donne

VulPuPdr + kp [ |VulP~2Vu - Vupu? ' de
Q " Q "

< [ (@, u, Ve)uuiPde + ww” + [ ho(z, wuugdo.
Q oN

Puisque W(Q) C W'r(Q) on peut procéder exactement comme dans la preuve du théoréme

(3.1) de Marino Winkert [14, en commencant par(3.2)] pour obtenir que v € L*>(1Q2).

3.2 Solutions de signe constant

Dans cette section nous allons prouver l'existence des solutions de signe constant du

probleme

—div (|Vul"? Vu + p (2) |[Vu|* 2 Vu) = f(2,u) — [ulP > u—p (@) [u]' w2 € Q

(P2)
(\Vu|p_2 Vu+ p(z) |Vul|"? Vu)v =g (z,u),z € 0.
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Tout d’abord, nous énongons nos hypotheses.

(H) f:Q2xR—Retg: 002 xR — R sont des fonctions Carathéodory telles que :

(i) I existe des constantes c;, c; > 0 telles que

If (x,8)] < ¢ (1 + \s\”_l) ,x €,

lg (z,8)] < e (1 + \s\”_l) , T € 00,

pour tout s € R, ot g < r; < p* et q < 2 < p,. avec les exposants critiques p*et p, donnés

respectivement dans (1.1) et (1.2),
(i) On a

[, 5)

s—+oo |S|q_2 S

lim 7 (xj;)
s—+oo |S’q S

= +o00, uniformément pour z € €,

= +o0, uniformément pour x € 02,

(iii) Et aussi

o S (s)

50 |3‘P—2

S
g 21029
s—0 |S|p_ S

= 0, uniformément pour z € €,

= 0, uniformément pour x € 02,

(iv) Les fonctions

s — f(x,s)s — qF(x,s) ets — g(x,s)s — qG(x, s),

sont non décroissants sur R et non croissants sur R, et pour z € €2, x € 99, respective-

ment, ou
F(x,s):/ f(x,t)dtetG(x,s):/ g(x,t)dt,
0 0

(v) Les fonctions

[(@8) o 9(e.9)

70 s
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sont strictement croissants sur (—oo, 0) et sur (0, +00), z € Q et x € 012, respectivement.

Notons que la continuité de f (z,.) et g (z,.) avec (H) (iii) implique que
f(x,0) =0,z € Qetg(z,0) =0,z € 0N.

Définition 3.2 (Solution faible) On dit que u € W'7(Q) est une solution faible du probleme (P-) si

elle satisfait

Jo (|Vu|p_2 Vu+ p(z) |[Vul|? Vu) Vodz + [ (|u|p_2 wA+ p () Jul u) vdz

= Jo [ (@, u)vdr + [oq g (x,u) vdo,
pour toutes les fonctions de test v € WHH(Q).

La fonctionnelle d’énergie ¢ : W7 (Q) — R correspondant au probleme (I’,) est définie

par

1 1 1 1
gpu:—Vup—l——qu—i-—up—i-—uq—/Fx,udx— G (z,u) do,
(u) pH [ q|| [ p|| [ qH [ A (2, u) ., (z,u)

pour tout u € WH(Q), on définit K, = {u € X : ¢/(u) = 0}, étanty.

Notons que ¢ € CH(W(Q)), voir Perera-Squassina [17, proposition(2.1)] et que tout
u€ K, = {uecW"(Q),¢ (u) =0} est une solution du probleme (P.).

Nous voulons d’abord produire deux solutions de signes constants. A cette fin, nous

considérons la positive et la négative troncations de la fonctionnelle d’énergie ¢, ¢, :

W(Q) — R définie par
ou () = S|[Vul? + 2 [Vall?, + S ful? + 2 [lul —/F(x o) dx—/ G (v, +u*) do.
p T g TR p P g o Y o0

Proposition 3.1 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H ) satisfaites. Alors les fonctionnelles ¢ vérifient

la condition de Cerami.
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Preuve Nous montrerons la preuve uniquement pour ¢ la preuve pour ¢_ fonctionne de la
meéme maniere.

Soit {u, tn>1 € WH(Q) une suite telle que
|4 (uy)| < My pour certains M; > 0 et pour tout n € N, (3.3)

et

(1 + Hunnm) 2, (uy) — 0 dans W(Q). (3.4)

Grace a (3.4) nous avons

| o VP2V, Vo de + [, p(2) [V, Vu, Vo da

+ /5 |t [P up da + Jo 1t () |t |9 upv da (3.5)
enllv]|
—fo(:c,u;[)vdx—fmg(x,u:{)vdo |S ﬁ7

pour tout v € W7(Q). avec e, — 07. En prenant v = —u,, € W'¥(Q) dans (3.5) on obtient
HVU;Hi + ||Vu;HZ7M + HU;HZ + Hu;HZM < ¢, pour tout n € N,

Alors, py (u,,) — 0 lorsque n — oo. Ainsi, par la proposition 1.6 (v) nous avons

Hu;HL% — 0 lorsque n — oo.

Ainsi

u,; — 0 dans WH(Q). (3.6)

En utilisant (3.3) et (3.6) on obtient
q q
o Vel vl 2 e+l

— / qF (x,u:[) dr — / qG (x,u:[) do < M, pour toutn € N. (3.7)
Q o0
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pour certains M, > 0. On choisit v = u;} € W7(Q) dans (3.5) et on obtient
= [IVeall; = 1Vl = llually = ezl

+/ f (@, ub) w)de +/ g (z,w)) u} do < e, pour toutn € N. (3.8)
Q o0

Maintenant on ajoute (3.7) et (3.8) pour obtenir

(g - 1) IV |12 + (g — 1) [ Il + Jo(f (@, uh) uf — ¢F (z,w)))dx

+f(.m(g (x,ut)utb — qG (x,u)))do < M3,¥n € N.

lemme
La suite {u; },>1 € WH(Q) est bornée.

En effet, nous supposons, en passant si nécessaire a une sous-suite , que

Hu — +00 comme n — +00. (3.9)

ol
nll1,9¢

Définir y,, = W pour n € Non voit que ||y, ||, 5 = 1 et y, > 0 pour tout n € N. Ainsi,nous
"1,

pouvons supposer que
Yy, — y dans W (Q) et y,, — y dans L™ (Q) et L™(09),y > 0, (3.10)

voir proposition 1.4 (iii), (v).
1°Cas:y # 0
Soit.

Qp={zeQ:yx)>0}etl'y ={x €00 :y(z) > 0}.

Bien str, 21| > 0. Alors, a cause de (3.10) nous avons

ul(z) = o0,z € Q.

n
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et donc, en raison de (H)(ii),
F (2, uf (z))
at (1) — 400, x € 2, (3.11)
En appliquant (3.11), 'hypothese (H)(ii) et le lemme de Fatou, on obtient
F +
/ (I—u)dx 5 4o (3.12)
o Il
De plus, par (H)(i) et (ii) nous avons
F(x,s) > —M,, z € Q, pour tout s € R, (3.13)
et pour certains M, > 0. De (3.13) il résulte
F + F + F +
(f,gn)dx:/ (f,gn)dx+/ (f,gn)dx
o llu [l s o, llufl]ac ove, Nuwdllis
F + M.
> [ Hilg - i,
ap IludllY s [t 1Y ¢
Dong, grace a (3.9) et (3.12), nous avons
/ dm — 400. (3.14)
[} ||

Si la mesure de surface Hausdorff de I';. est positive, on peut prouver de la méme maniére

que

G +
/ (f—’g”)da — +00.
a0 ||Un||1}c

Ou autrement

+
/ G(x,un)da_o
o

Q ||Un||19{

Ainsi, on obtient de (3.14), (3.15) et (3.16) que

+) +
/ Tt x,un d +/ Mda — +o00.
o

o llullf o

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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De 'autre c6té on obtient de (3.3) et (3.6) que

qun GUCUI
fQ d$+fag )d

Tt oc +“13{ et 17 o

<7 +”q 7 I Vually + 5 Vg, + || +||q 7 lnlly + ¢ lwallg,, + Ms,

pour tout n € N et pour certains M5 > 0. Cela montre, a cause de p < ¢, (3.9) et ||y,||; 4 =1

pour toutn € N, que

) aQ +
/Hux’und +/ Md < M,Vn €N,
0!

I o llullf s

pour certains Mg > 0, ce qui est en contradiction avec (3.17).
2¢meCas:y =0
Soit k£ > 1 et mettons

= (qk:)% y, pour tout n € N.

Par la définition de y,, nous avons
v, — 0 dans W(Q) et v, — 0 dans L™ (Q) et L™2(9). (3.18)
De (3.18) il résulte que

/ F(xz,v,)dx — 0et G(z,v,)do — 0. (3.19)
Q B)

Rappelons que la fonctionnelle d’énergie ¢ : W*(Q) — R du probleme (P) est définie par

1 1 1 1
gpu——Vup—l——qu—i-—up—i-—uq—/Fx,udx— G (z,u)do
(u) pH [ q|| [ p|| [ qH [ A (2, u) ., (z,u)

Nous avons

o(u) < ¢, (u) pour tout u € WHH(Q) avec u > 0. (3.20)
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On choisit ¢, € [0, 1] tel que
e(tau) = max {p(tu)) : 0 <t < 1}. (3.21)

Puisque [[u;} ||, ¢ — +o0 il existe ng € N tel que

(qk)

||u$||13{

0< < 1,Vn > nyg. (3.22)

En appliquant (3.21), (3.22), la proposition 1.6 (ii) et (3.19) on obtient

@ (taut) > ¢ (v)

1 p_ P 1 p_ P
= ]—)qqk‘q IVyally + & Vynllg,, + ];qqkq yally + & llyally,.

—/QF(a:,vn)dx—/mG(x,vn)da

. 1o 3
> min {qu, Lo k% (Il + 902, + lyall? + yall,

—/ F(z,v,)dx — G (x,v,)do
Q o0

1 » p
~ min {—qq, 1} Fipucton) = [ Fleode— [ Glou)do
p Q L)

> min {%qz, 1} ki — My pour tout n > ny,
pour certains n; > ny. Puisque k£ > 1 est arbitraire, nous concluons que
o(thu,) — 400 lorsque n — +oo. (3.23)
De (3.3), (3.6) et (3.20) on obtient
¢(0)=0ety(ul) < Ms,VneN (3.24)
pour certains Mg > 0. La combinaison de (3.23) et (3.24) donne

t, € (0,1) pour tout n > ny (3.25)
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pour certains n, > n,. Par la regle de la chaine, (3.25) et (3.21) impliquent que

d
0= —o(tu) li=r,= (@ (tau), ut) V0 > ny.

Cela signifie

IV DI + [V [, + e ][+ (e ],

= / f (x,tnu:) toutdr + / g (x,tnu:[) toutdo,¥n > ns. (3.26)
) o9
Par les hypotheses (H)(iv) et (3.7) on obtient

(2= 1) IV a1 + (2 = 1)l |2

+fQ(f (x, tyul) tyut — qF (x,t,ul))de + fm(g (x, toul) tyut — qG (x, tyul))do
< (2= 1) IVt IE + (2 = 1)l |

 Jof () uf = aF (o uf))de + [oo(g (o) u = qG (@, 0f)do

< (2-1) Ivuf 4+ (2= 1) It 2

 Jof () uf = aF (o, uf))de + [y (g (o) s = qG (@, u)))do

< Ms,

pour tout n > ng. Cela donne

(&1} Il + (1)

+/ f (2, tau)) thut do + / g (z, tyu)) tyutdo (3.27)
Q )

< / qF (:E,t,ﬂtj;) dx +/ qG (x, tnu:{) do + Mj,
Q o0

La combinaison de (3.26) et (3.27) conduit a

q q
’ [V (tau)|]7 + HV(tnu:{)HZ# + ) [taut |7 + thu;H;M

- [k it do [ 6 () do
Q o0

S M37
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pour tout n > ng, ce qui implique
q o(tyut) < Mz pour tout n > ns.

Cela contredit (3.23) et la réclamation est donc prouvée.

Vérification de la condition de Cerami

D’apres (3.6) et la réclamation nous savons que la suite {u, },>1 € W7 (Q) est bornée. On
peut donc supposer que u,, — u dans WH¥(Q) et u,, — u dans L™ (Q2) et L™(99).

Grace a (3.27) nous avons
Vu, = Vu dans LY (Q; RY) et Vu, — Vudans L? (;RY) . (3.28)

En prenant v = u, —u € W'(Q) dans (3.5), en passant a la limite comme n — oo et en

utilisant ( 4.27) on obtenir

IVunllg, = 1Vullg, et [Vunll, = [Vull,- (3.29)

a1

Puisque les espaces L? (;R") et L? (Q;RY) sont uniformément convexes, on sait qu'il
satisfaire la propriété de Kadec-Klee, voir Gasinski-Papageorgiou [7, ,p911],. Ainsi, de (3.28)

et (3.29) il s’ensuit que
Vu, — Vudans L (Q;R") et Vu,, — Vu dans L (;RY) .
Par conséquent, par la proposition 1.6 (ii), nous concluons que
[t = ully 5¢ = 0

Ainsi, ¢ remplit la condition de Cerami.

La proposition suivante sera utile pour des considérations ultérieures.
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Proposition 3.2 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors pour chaque ¢ > 0 il existe

C,Ce, C: > 0 tel que

Y + I

Preuve Nous montrerons la preuve uniquement pour la fonctionnelle ¢, les preuves pour
les autres fonctionnelles travailler de la méme maniere.
En tenant compte des hypotheses (H)(i), (iii), pour un ¢ > 0 donné, il existe ¢; = ¢; (¢) > 0

~

etcy =y (e) > 0 tel que

F(z,s) < S|sP+a s,z €9, (3.30)
p

G(z,s) < = |s|” + ¢ s, z € O9.
p

Soit u € W¥(Q). En appliquant (3.30), les plongements de Sobolev et de trace pour

Whr(Q) le long avec les propositions 1.5 (ii), (iii) et 1.3 (c) on obtient

1 1 1 1
p q p q
plu) = ZlIVul, + Vel + 2l + 2 el

e ~ & ~
—= lully = e llully; - p [ullpo0 = 22 [lull; a0

1 1
S (Gt Coo)el IVal, + p IVullg,,

v

1 1 -~ r T ~ L T
2 L= (Co + Coo)elllully + lully,. — (C3)" llullse =2 (Coa) ™ llullis

. 1 1 ~ ~ T1 r ~ T T
min {5 [1—(Cq+Cha)el, 5} pac (u) — & (CG)" Ilullae — G (Coa) ™ lull

v

ou Cq et Cyq sont les constantes d’injections WH?(Q) — LP(Q) et WHP(Q) — LP(09)
respectivement, tandis que C} et C3f, sont les constantes d’injections W' (Q) — L™ ()
et WHH(Q) — L™(99), respectivement.

En choisissant ¢ tel que € € (0, ( : ) et en appliquant la proposition 1.6 (iii), (iv) on

ch+Chy,)
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obtient I’affirmation de la proposition avec

-~ . ]- 1 ~ o~ T o~ o~ T
c:mln{]—?[l—(cg—i— gg)e],a},cszcl (™ e =0 (Ch)" .

I est maintenant facile de montrer que u = 0 est un minimiseur local des fonctionnelles ¢

Proposition 3.3 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors u = 0 est un minimiseur local

pour les deux fonctionnelles .

Preuve Comme précédemment, nous montrerons la preuve uniquement pour la fonction-
nelle ¢, , la preuve pour ¢_ est travaillant de la méme maniere. Soit u € W1%(Q) tel que
lully 3¢ < 1.

L’application de la proposition 3.2 donne
Py () = Cllully g = llullyse = @ llulls -
Puisque ¢ < 71,73 il existe n € (0, 1) suffisamment petit pour que
4 (1) > 0= (0) pour toutu € W (Q) avec 0 < [Jull, 4¢ < .

Par conséquent, u = 0 est un minimiseur local (strict) de ¢
La proposition suivante est une conséquence directe de I'hypothese (H)(ii).

Proposition 3.4 [8] Soit les hypotheéses (1.3) et (H) satisfaites. Alors, pour u € W' (Q) avec

u(z) > 0,2 € Q, il tient que v, (tu) — —o0,t — Fo0.

Nous sommes maintenant préts a prouver l'existence de solutions de signe constant

bornées pour le probleme (I’)

Proposition 3.5 [8] Soit les hypothéses (1.3) et (H) satisfaites. Alors le probleme (P,) a au moins

deux solutions de signe constant non triviales ug, vy € W¥(Q) N L>(Q) telles que

up(z) > 0etvy(z) <0,z €.
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Preuve D’apres les propositions 3.4 et [16, Théoreme 5.7.6], existe n.. € (0, 1) suffisamment
petit pour que

¢+(0) =0 < inf{p+(0) : [Jull, 5 = s} = mx. (3.31)

Par (3.31) et les propositions 3.1 et 3.5 nous pouvons utiliser le théoreme du col (voir
Théoreme 2.4) qui implique l'existence de ug, vy € W(Q) tel que

Ug € K<p+>UO & K¢_ et
0+ (0) =0 <my < ¢i(up) ainsi que p_(0) =0 < m_ < p_(vp).
Cela montre que uy # 0 et vy # 0. De plus, nous avons ¢, (ug) = 0 ce qui signifie que

/ (Vo [P~ Vg + 1 (2) [Vauo| "2 V) - Vodz + / (Jo "2 wo + p () [uo) "2 wo) v
0

Q
:/f(x,uar)vdx—i-/ g9 (z,uf) vdo
Q 0

pour tout v € W7(Q). En choisissant v = —u; € W¥(Q) on obtient

et donc, par la proposition 1.6, nous avons

o 11y 5 = 0,

pour tout w € W¥(Q). En choisissant w = v € W'¥(Q) on obtient

et donc, par la proposition 1.6, nous avons

v 0.

Hl,ﬂ{ -
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Donc, up > 0,up # 0. et vy < 0,79 # 0. Enfin, en appliquant le théoreme 3.1, nous avons que

Ug, Vg € LOO(Q)

3.3 Solutions changeant de signe

Dans cette section, nous nous intéressons a I’existence d"une solution du probleme (P,) qui
change de signe [8] . Suite au traitement de Liu-Wang-Wang [12] et Gasi ‘nski-Papageorgiou [6]

nous introduisons la variété dite Nehari pour la fonctionnelle ¢ qui est définie par

N = {u e WH(Q) <g0/ (u) ,u> =0,u # 0}.
Puisque nous sommes intéressés par les solutions de changement de signe, nous avons
également besoin de I’ensemble suivant

No={ueW"(Q):u" € Nu € N}.

Proposition 3.6 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Soit u € W' (Q), u # 0, alors il

existe un unique ty = to(u) > 0 tel que tou € N.

Preuve Soit ¢, : (0, +00) — R défini par

Gu(t) = (¢ (tu) )

= 7 IVl + 7 IVl + 7l 4+ 7 g, (.52
—/f(m,tu)udx—/ g (z,tu) udo.
Q oN

Par hypothese (H)(v) onapourt € (0,1) et |u(x)] >0

f oz tw) (tu) _ f (2,u) (u)

trful T fuff

gw.tn) () _ gl oo
o Jul” "
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ce qui implique

f o tu)u <tV f (z,u)u, @ € Q, (3.33)

gz tu)u <t g (z,u)u, z € ON.
De (3.32) et (3.33) on obtient

Gu () = " [ Vull}) + 77 Jull}
_l/f(x,u)udx—tq_l/ g (x,u) udo
0 20

Par conséquent, puisque p < g,
Cu (t) > 0 pour un petit t € (0,1).

Par contre on a pour ¢ > 0

Cu (t) o P D
1~ o p||VU|| +[[Vull, +tq—p||UI| + [ull?, (3.34)
f T, tu g (z,tu)
a1 ) udo
a0

En appliquant I'hypothese (H)(ii) et en passant a la limite dans (3.34) comme ¢t — +oo donne

Golt) _

t—+oo 19—

comme p < ¢. Ainsi

Cu (t) < 0 pourt > 0 assez grand . (3.35)

(3.35) et le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢, = to(u) > 0 tel que

Cu (t()) = 07
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ce qui implique

<<,0, (tou) ,t0u> =0.

Ainsi

tou € N.
Notez que I'équation (, (t) = 0 peut s’écrire de maniere équivalente sous la forme

1 q 1 p
pren Vullg , + e [l (3.36)

[ ] (= tu) () . g (z,tu) (tu) .
/Q t ‘ /asz i

= IVally = llullg,, =
t4

Le membre de droite de cette inégalité est strictement croissant lorsque ¢ > 0. Il existe
donc un unique ¢y = ty(u) tel que

Cu (tO) = 0.

Proposition 3.7 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Soit uw € N, alors p(tu) < p(u) pour

tout t > 0 (avec inégalité stricte lorsque t # 1).

Preuve Soit k, : (0,00) — R défini par

k. (t) = p(tu) pour tout ¢ > 0.

Parce que u € N, cela est vrai

k(1) =0, (3.37)

ce qui est, du fait de la proposition 3.6, I'unique point critique de k,,. A partir des hypotheses

(H)(i), (ii), il existe, pour tout 7 > 0 donné, une constante ¢, > 0 telle que

F(z,s)

v

Is|?— ¢, x € Qettout s € R

v
Qe

G(z, s) s|" — ¢,,.x € 0N et tout s € R (3.38)
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En tenant compte de (3.38), ona pour ¢ > 0

Fu (t) = @ (tu)

tp » tq
< SVl + || Vu
p q

q tp p tq q

an T - [Jull; + 7 [ully,,
Tt Tt

=g Il = == lullzon + e (12 +1091y)

tP 4
= — (Il + ) 4+ (Il + ol = mally + 0l 00) )

+e- (192 + 109 )
En prenant 7 suffisamment grand, nous avons
@ (tu) < est? — eqt?
pour certains c3, ¢4 > 0. Puisque p < ¢ on obtient
k. (t) = p(tu) < 0 pour t > 0 assez grand. (3.39)

En appliquant la proposition 3.2, pour ¢ > 0 suffisamment petit on obtient

ku(t) = @(tu)

Vv

Cllulllge = Ce lullyisc = llully

= cxt? — cgt"t — cpt"?
pour certains cs, ¢g, ¢; > 0. Puisque ¢ < 71,73 nous concluons que
ku(t) = p(tu) > 0 pour t > 0 assez petit. (3.40)

D’apres (3.39) et (3.40) nous savons qu'il existe un minimiseur local #5(u) > 0 de k,. Depuis

t = 1 est le seul point critique de k,, voir (3.37), on a que t(u) = 1 qui est un minimiseur de
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k,. Par conséquent, nous avons

k. (t) < k,(1) pour tout ¢ > 0,

et ainsi

o(tu) < ¢(u) pour tout ¢ > 0.

Proposition 3.8 [8] Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors la fonctionnelle ¢ |y est

coercive.

Preuve Il suffit de montrer que si {u,},>1 C Net
(u,) < Mg pour tout n € N (3.41)

pour certains My > 0, alors la suite {u, },>1 C W7(Q) est bornée.

Un

En supposant le contraire, nous pouvons supposer que |[un||; ¢ — +00. Soity, = 4
: nll1.H

nous peut supposer que ¥y, — y dans W'%(Q).Supposons que y = 0 .Puisque u,, € N et y, —

0 nous avons pour chaque ¢t > 0 que

@ (un) 2> ¢ (tyn)

1 1 1 1
= IV (tyn)ll;, + p IV (tya)lly . + . [tynll, + p 1tynllg,.
—/F(x,tyn) dx—/ G (z,ty,) do
Q o0

1
- ||tyn||1.}f - / F(x,tyn) dr —
q 9)

v

1
G (x,ty,) do — —tP,
o0 q

puisque ||y,||} 4c = 1 olt nous avons utilisé les propositions 1.6 et 3.7. Prendre ¢ > 0 assez

grand on obtient une contradiction avec (3.33). Par conséquent, y # 0. En appliquant la
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proposition 1.6, nous avons

1 1 1 1
p q p q
@ n) < IVl + 21V unlly, + Zllunlly + = llwnlly,.

~ / F (@, |ttl] ¢ 90) iz — / Gl ) (3.42)

1
L et — / F (2, ltunlly o ) dz — / G (2, [t o0 ) do
q Q a0

IN

En divisant (3.42) par ||u,||{ 4, en passant a la limite quand n — oo et en appliquant (H)(ii),

on obtient H;f“ﬁg) — —oo ce qui contredit ¢(u,) > 0, voir Proposition 3.7 . Cela prouve la
nl1.H

coercivity de ¢ |y .

Soit m = iI]\lff petmy= ij{}f ¢.Tout d’abord, nous montrons que m > 0.
0
Proposition 3.9 Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors m > 0.

Preuve Rappelons I’énoncé de la proposition 3.2, a savoir

llully g = e Nlullyse = llull s si llully o <1,

90<“>2Ap N
c ||“”1}f — Ce ||u||19{ —Ce ||u||1% 51 ||“”1}f > 1.

Puisque p < g < 11,9 il s’ensuit que pour certains 1, € (0, 1) assez petit
o(u) > 7 > 0 pour tout u € W(Q) avec [wlly 5 = 70-

Soit maintenant u € N et prenons s, > 0 tel que s, ||ul|; 5 = 7. De la proposition 3.7 on
obtient

0 <7 < p(syu) < p(u) pour tout u € N,
doncm > 0.

En conséquence directe de la proposition 3.9, nous obtenons que m, > 0.
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Proposition 3.10 Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors my > 0.

Preuve En appliquant la proposition 3.9 et en rappelant que u*, —u~ € N, on a pour chaque

u € Ny

Donc mg > 0.

Proposition 3.11 Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors il existe yo € Ny tel que ¢(yo) =

mo.

Preuve Soit {y,},>1 C Ny une suite minimisante, ¢’est-a-dire

¥ (yn> N\ M-

Clairement,

o(yn) = o) + o(—=y,)

avec y,', —y, € N.Semblable a la preuve de la proposition 3.8 nous pouvons montrer que les

suites {y,;" }n>1, {yy, fns1 € WE(Q) sont bornés. On peut donc supposer que

y — v; dans WH(Q),v; > 0, (3.43)

Y. — vy dans WH(Q), v, > 0,
Supposons que v; = 0. Alors, puisque y, € N, il est vrai
0= (' (ui) il ) = i) /f 2,8 )yind /mg(w yi )y do
pour tout n € N. De (3.43) et de la proposition 1.6 nous concluons que
y,” — 0 dans W(Q).

Ainsi

0<m<py)— ¢0)=0Ilorsque n — +o0,
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ce qui est une contradiction. Ainsi, v; # 0 . De la méme maniere, nous pouvons montrer que

vg # 0. En prenant En tenant compte de la proposition 3.6, il existe ¢, 5 > 0 tel que

tiv; € N ettqvg € N.

Définir yo = t1v; — tavg = yg — y, donne yy € Ny. Application de la séquentielle faiblement

inférieure semi-continuité de ¢ , Proposition 3.7 et le fait que y, € NN, on obtient

mo = lim ¢ (y,)

n—-+0o
_ 1 + —y-
= lim (o (y7) + ¢ (=92))
> lim inf(p (hy:{) + @ (—tQ?/;))
n—-+0o
> © (Zfﬂ)l) + (_t2v2)
> ¢ (yo)
> my,
Donc
©(Yo) = mg
avec yy € Ny

Proposition 3.12 [8] Soit les hypothéses (1.3) et (H) satisfaites. Soit y, € Ny tel que p(yo) = my .

Alors yg € K. En particulier yo € WH7(Q) N L>(Q) est une solution du probleme (Ps)

Preuve La preuve de cette proposition suit 1'idée de la preuve du théoreme 1.4 dans Liu-Dai

[13] et exploite le lemme de déformation quantitative de Willem, voir Jabri , [9, Théoreme4.2]

A partir de I'hypothese (H)(v), de la proposition 3.7 et de la définition de Ny , pour s,t > 0

tel que au moins un des s,¢ # 1, on a

w(sys —tyy ) = @(syg ) +o(—tyg) < ©(Ws ) + (=5 ) = ©(yo) = mo. (3.44)

Maintenant, nous procédons par contradiction. Supposons donc que ¢’(yy) # 0. Alors il existe
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d>0etp>0tel que

/

¢ (v)

> p pour tout v € W(Q) avec ||v — yol|, 4 < 3.
1,3‘( ’

Soit
po (L8] L]
2°2 2°2

D’apres (3.44), on voit que
o(syd — tyy ) = mg si et seulement sis =t = 1.

Ainsi

_l’_ p—
= 1Ima SYy —t < my.
5 Jnax ©(syg —tyg ) < mo

Soit

ezmin{mo_ﬂ,ﬁs}.
4 8
D’apres le lemme de déformation quantitative de Willem, voir Jabri [9, Théoréme 4.2], il
existe une déformation continue 7 : [0, 1] x W7(Q) — W7(Q) telle que
1) n(1,v) =vsiv ¢ o ([mg — 2e,mo + 2¢])
(i) w(n(1,v)) < mo_. pour tout v € WH(Q) avec [[v — yoll, 5 < . et p(v) < mo + ¢
(iii) ¢(n(1,v)) < p(v) pour tout v € W7(Q).
I s’ensuit facilement que

e (1 (L syg —tyo )) < mo (3.45)

Définissons maintenant b : R, x Ry — WH¥(Q) par

h(s,t) =n(1, syo + —tyy)
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et soient

Notez que deg(H,, D,0) = 1, comme

I

<<p'(8yo+),y§> > 0 et <90

<¢'(8y3),y3> < Oet <90

(=su0),~45 ) > 0,5 € (0,1),

I

(—sYo ), —y0_> <0,s>1.
D’apres (3.45) et la propriété (i) de n (voir le choix de ¢ > 0), on a que
h(s,t) = sy — ty, pour tout (s,t) € dD.
Donc Hy = H, sur 0D et donc
deg(Hy,D,0) = deg(Hy, D,0) = 1.

Par la propriété d’existence du degré de Brouwer (voir, par exemple, Gasinski-Papageorgiou

[5, Théoréme 4.11] ou Papageorgiou-Winkert [15, Théoréme 6.2.22] ), on obtient
H,(s,t) = 0 pour certains (s,t) € D.
Cela signifie que
n(1, syds — tyy ) = h(s,t) € Ny pour certains (s,t) € D.

Mais cela contredit (3.45) et la définition de miy,.
Nous concluons donc que y, € K, et donc y, est une solution du probleme (I,). De la

théoréme 3.1 nous avons que yy € L>(12).

Proposition 3.13 [8] Soit les hypothéses (1.3) et (H) satisfaites.Il existe une solution y, € Ny
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du (P,) changant de signe.

Il reste a montrer que y, posséde exactement deux domaines nodaux. Arguant par contra-
diction, supposons qu’il existe des ouverts disjoints 2,2, et Q3 sur les quels y, a signe
fixe.

Sans aucune perte de généralité, on peut supposer que y, n’a que trois domaines nodaux,

soit

Yo (x) siz €

i (2)
0siz € O\,

pour k = 1,2, 3,z € Q.5ans aucune perte de généralité, on peut supposer que

W |Ql> 0,42 |Q2< 0,ys |Q3< 0.

En définissant § = y; + o, nous avons y+ = y; ety = —yps.

Puisque yo = y1 + y2 + y3 = y +y; et ¢ (yo) = 0 car d’apres la proposition 3.12 nous avons

’

0= (¢ (w) 5%) = (¢ 0) + ¢ (). 5% ) = (¢ (0),57 ).
Donc (¢'(4),§+) = 0. De la méme maniére on peut montrer que (¢ (), ) = 0. De 12 on voir
que yt,—y~ € N etdonc § € Ny.

L’application de la proposition 3.11 et de '’hypothése (H)(iv) donne

mo = ) = ) = < (¢ () .1n)

= )+ olm) = (¢ ) 1m))
— () + (% - 3) V3l + (% - 3) Iyl

q q

+/Q (éf (z,y3)ys — F (w,ys)) dx + /m (%9 (2, y3) ys — G (337113)) do
>0+ (3= 2) 19l + (3 - 2) -
D p

q q
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Puisque p > ¢, on voit que Q3 = (. Nous concluons donc que y, n’a que deux domaines
nodaux.
Enfin, nous pouvons énoncer le théoreme de multiplicité suivant pour le probleme (I’,)

résumant les résultats des propositions 3.5.et 3.13.

Théoréme 3.2 Soit les hypotheses (1.3) et (H) satisfaites. Alors le probleme (P5) a au moins trois

solutions non triviales ug, vo, yo € WHH(Q) N L>(Q) telles que

ug > 0,v9 < 0, yq est nodale avec deux domaines nodaux.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié I'existence et la multiplicité des solutions non
triviales d’un probléme elliptique intervenant un opérateur de double phase, et la régularité
des solutions d’une certaine classe du probléme appelé probléme de convection.

Les résultats obtenus sont censés étre généralisés a des systemes elliptiques, ou bien a des

problemes fractionaires de double phase.
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