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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier l’existence et la multiplicité des solutions d’un pro-

blème elliptique de double phase avec des conditions aux bords nonlinéaires, en appliquant

la théorie des points critiques dans les variétés de Nehari, la technique de troncation et la

comparaison. De plus, on a également déterminé le signe des solutions (une positive, une

négative et une autre qui change de signe "solution nodale" )

Et dans un intérêt indépandant nous prouvons que les solutions faibles sont bornées, pour

une classe plus générale de tel problème.

Mots clés :

Variété Nehari, théorie de points critiques, degré topologique de Brouwer et théorème du

col.



Abstract

The aim of this memoir is to study the existence and multiplicity of solutions of a double

phase elliptical problem with nonlinear boundary conditions, by applying the critical point

theory in Nehari manifold, truncation technique and comparison. In addition, we also

determine the sign of the solutions (one positive, one negative, one nodal)

And in an independent interest we prove for a general class of such problem that the

weak solutions are bounded.

Keywords :

Nehari manifold, critical points theory, Brouwer topological degree, Mountain pass theo-

rem.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles revêtent une importance cruciale dans la modélisa-

tion et la description d’un large éventail de phénomènes tels que la dynamique des fluides,

la physique quantique, le son, la propagation de la chaleur, électricité statique, diffusion,

gravité, chimie, biologie, calculatrice graphique et prévisions météorologiques,...

Ces dernières années, les auteurs se sont intéressés aux problèmes elliptiques dits à double

phase, à l’origine, telles classes des problèmes ont éte introduites par Zhikov [10, 13] pour

fournir des modèles de matériaux hautement anisotropes, et aussi on la trouve dans les

travaux de Zhikov-Kozlov-Olenik voir [21].

Dans ce mémoire nous étudions des problèmes elliptiques de double phase, le premier

contient un terme de convenction et le deuxième sous la forme−div(|∇u|p−2∇u+ µ(x)|∇u|q−2∇u) = f(x, u)− |u|p−2u− µ(x)|u|q−2u, x ∈ Ω,

(|∇u|p−2∇u+ µ(x)|∇u|q−2∇u)υ = g(x, u), x ∈ ∂Ω,

avec f : Ω×R → R et g : ∂Ω×R → R sont des fonctions Carathéodory, vérifiant certaines

conditions, où q < r1 < p∗ et q < r2 < p∗, les exposants p∗et p∗ sont déterminés, l’étude sera

faite dans les espaces de Musilak-Orlicz [8].

Sous certaines conditions sur le terme de convenction nous obtenons un résultat de

régularité de la solution du premier problème.

Et nous prouvons l’existence de trois solutions pour le deuxième problème, deux ne

changent pas de signe et la troisième nodale (change de signe), en utilisant la théorie des

points critiques de la fonctionnelle d’énergie et leurs trancations dans les variétés de Nehari.



En premier lieu, nous présentons quelques préliminaires d’analyse fonctionnelle concer-

nant les espaces de Musilak-Orlicz. Nous aborderons ensuite dans le deuxième chapitre

quelques techniques et méthodes telles que la théorie des points critiques, variétés de Nehari,

et le degré topologique de Borouwer. Enfin, nous avons consacré le chapitre 3 à l’étude

des problèmes elliptiques de double phase précisément nous démontrons un résultat de

régularité et un résultat de multiplicité des solution compris leur signe.
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1.1 Espaces fonctionnelles usuelles 4

Ce chapitre vise à présenter les concepts de base, les notations et les résultats élémentaires

utilisés tout au long du mémoire.

1.1 Espaces fonctionnelles usuelles

1.1.1 Espaces de Lebesgue usuelles

Définition 1.1 [2] Soit Ω un ouvert de RN pour 1 ≤ p < +∞ on definit

Lp (Ω) =

{
f : Ω → R,mesurable et

∫
Ω

|f (x)|p dx < +∞
}
,

c’est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme :

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f (x)|p dx
) 1

p

,

pour p = +∞ , on definit

L∞ (Ω) = {f : Ω → R; mesurable et ∃c > 0 telle que |f (x)| ≤ c. p.p sur Ω} ,

c’est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme :

∥f∥L∞(Ω) = inf {c > 0 telle que |f (x)| ≤ c. p.p sur Ω} .

Définition 1.2 On définit l’espace de Lebesgue Lp
(
Ω;RN

)
par

Lp
(
Ω;RN

)
=

{
u : Ω → RN ; mesurable et

∫
Ω

|∇u|p dx < +∞
}
.

Proposition 1.1 [2] Soit 1 < p < ∞, l’espace Lp (Ω) est réflexif et séparable, son dual est Lp (Ω) .

Si p = 1, l’epace L1 (Ω) est non réflexif et séparable, son dual est L∞ (Ω) .

Si p = ∞, l’epace L∞ (Ω) est non réflexif et non séparable, son dual est contient strictement

L1 (Ω) .
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1.1.2 Espaces de Sobolev usuelles

soit Ω un ouvert de RN (N > 1) et soient m ∈ N et p ∈ [1,+∞]

Définition 1.3 [2] On définit l’espace de Sobolev Wm,p (Ω) par :

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) et Dαu ∈ Lp (Ω) ,∀ |α| ≤ m} ,

avec

α = (α1, α2, . . . , αN) ∈ NN ,

et

Dα =
∂|α|

∂α1
x1 . . . ∂

αN
xN

, |α| =
N∑
i=1

αiD
α,

sont les dérivées au sens de distributions, c-à-d :

⟨Dαu, φ⟩ = (−1)|α| ⟨u,Dαφ⟩ ,∀φ ∈ D (Ω) .

L’espace Wm,p (Ω) est un espace vectoriel normé sur R, on le muni de la norme suivante

pour p ∈ [1,+∞[ ,

∥u∥Wm,p(Ω) =

(
∥u∥p

Lp(Ω)
+

m∑
α=1

∥Dαu∥p
Lp(Ω)

) 1
p

,

pour p = +∞,

∥u∥∞ = max |α| ≤ m ∥DαU∥∞ .

Cas particulier (p = 2)

Wm,2 (Ω) (noté aussi Hm (Ω)) est un espace de pré- Hilbertient muni du produit scalaire

⟨u, v⟩Hm = ⟨u, v⟩L2(Ω) +
N∑

|α|≤m

⟨Dαu;Dαv⟩L2(Ω) .

On a : ⟨u, v⟩Hm = ∥u∥2Hm
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Définition 1.4 [2] (EspaseW 1,p(Ω))

On appelle espace de sobolev d’ordre 1 l’espace

W 1,p (Ω) =

{
u ∈ L (Ω) telle que

∂u

∂xi

∈ Lp (Ω) , pour tout i = 1, ..., N

}
.

L’espace W 1,p (Ω) est muni de la norme

∥u∥W 1,p1,p(Ω) = ∥u∥Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥
LP (Ω)

.

Pour p = 2,W 1,2 (Ω) = H1 (Ω) est muni du produit scalaire

⟨u, v⟩H1(Ω) = ⟨u, v⟩L2(Ω) +
N∑
i=1

〈
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

〉
L2(Ω)

,

est de la norme associée

∥u∥H1(Ω) =

(
∥u∥2L2(Ω) +

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi

∥∥∥∥2
LP (Ω)

) 1
2

,

notons que H1 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Proposition 1.2 [2] L’espace W 1,p (Ω) est :

1) Un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞

2) Un espase séparable pour 1 ≤ p < ∞

3) Un espace réflexif pour 1 < p < ∞

Définition 1.5 [8] Soit 1 ≤ p < ∞, W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

0 (Ω) dans W 1,p (Ω), il est

munit de la norme induite par W 1,p (Ω) , est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour

1 < p < ∞.
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Proposition 1.3 [8] Injections

On a

W 1,p (Ω) → Lp̂ (Ω) ,

injection compacte pour tout p̂ < p et cotinue si p̂ = p∗, tele que p∗ est l’exposon critique de p donné

par

p∗ =


Np
N−p

si p < N

∞ si p ≥ N
(1.1)

De plus, on considère la mesure de Hausdorff (surface) de dimension (N − 1)σ sur le bord

∂Ω de Ω.

Nous introduisons de manière usuelle l’espace de Lebesgue de frontière Lp (∂Ω) voir [8]

menu la norme ∥.∥p,∂Ω . Il est bien connu qu’il existe un unique opérateur linéaire continu,

γ : W 1,p (Ω) → Lp̃ (∂Ω) , p̃ ≤ p∗,

appelé application trace, tel que

γ (u) = u |∂Ω pour tout u ∈ W 1,p (Ω) ∩ C0(Ω),

ici, p∗ est l’exposant critique de p sur le bord défini par

p∗ =


(N−1)p
N−p

si p < N

∞ si p ≥ N.
(1.2)
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1.1.3 Espases de Musielak-Orlicz

Soit H : Ω× [0,∞) → [0,∞) la fonction

(x; t) → tp + µ(x)tq.

1 < p < q < N,
Nq

N + q − 1
< p, µ ∈ L∞ (Ω) , µ (x) ≥ 0, x ∈ Ω. (1.3)

et

1 < p < q < N,
q

p
< 1 +

1

N
, 0 ≤ µ (.) ∈ C0,1

(
Ω
)
. (1.4)

et on
Nq

N + q − 1
< p et

q

p
< 1 +

1

N

Soit

ρH(u) :=

∫
Ω

H(x, |u|)dx =

∫
Ω

|u|p + µ(x)|u|qdx. (1.5)

Définition 1.6 [8] L’espace de Musielak-Orlicz LH(Ω) est défini par :

LH (Ω) = {u | u : Ω → R est mesurable et ρH(u) < +∞} ,

équipé de la norme luxembourge

∥u∥H = inf
{
τ > 0 : ρH

(u
τ

)
≤ 1
}
.

L’espace LH(Ω) est un Banach séparable, uniformément convexe et reflexife.

Définition 1.7 [8]

Lq
µ (Ω) =

{
u | u : Ω → R est mesurable et

∫
Ω

µ (x) |u|q dx < +∞
}
,
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et doter par la semi-norme

∥u∥q,µ =

(∫
Ω

µ (x) |u|q dx
) 1

q

.

De la même manière, nous définissons Lq
µ

(
Ω;RN

)
.

Définition 1.8 [8] L’espace Sobolev Musielak-Orlicz W 1,H est défini par

W 1,H(Ω) =
{
u ∈ LH(Ω) : |∇u| ∈ LH(Ω)

}
,

équipé de la norme

∥u∥1,H = ∥∇u∥H + ∥u∥H ,

tel que ∥∇u∥H = ∥|∇u|∥H .

Proposition 1.4 [4](Injections continues et compactes)

Soit 1 < p < q < N, Nq
N+q−1

< p, µ (x) ∈ L∞(Ω), µ(x) ≥ 0,∀x ∈ Ω, et soit

p∗ :=
Np

N − p
et p∗ :=

(N − 1) p

N − p
, (1.6)

sont les exposants critiques de p, on a les injection suivantes

(i) LH(Ω) ↪→ Lr(Ω) et W 1,H(Ω) ↪→ W 1,r(Ω) sont continus pour tout r ∈ [1, p]

(ii) W 1,H(Ω) ↪→ Lr(Ω) est continue pour tout r ∈ [1, p∗]

(iii) W 1,H(Ω) ↪→ Lr(Ω) est compact pour tout r ∈ [1, p∗)

(iv) W 1,H(Ω) ↪→ Lr(∂Ω) est continue pour tout r ∈ [1, p∗]

(v) W 1,H(Ω) ↪→ Lr(∂Ω) est compact pour tout r ∈ [1, p∗)

(vi) LH(Ω) ↪→ Lq
µ(Ω) est continue

(vii) Lq(Ω) ↪→ LH(Ω) est continue.

Proposition 1.5 [13] Soit 1 < p < q < N, Nq
N+q−1

< p, µ (x) ∈ L∞(Ω), µ(x) ≥ 0,∀x ∈ Ω, et soit

ρH défini par

ρH(u) :=

∫
Ω

H(x, |u|)dx =

∫
Ω

|u|p + µ(x)|u|qdx, u ∈ LH(Ω).

(i) Si y ̸= 0, alors ∥y∥H = λ si et seulement si ρH( yλ) = 1
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(ii) ∥y∥H < 1 (resp. > 1,= 1) si et seulement si ρH(y) < 1 (resp. > 1,= 1)

(iii) Si ∥y∥H < 1,alors∥y∥qH ≤ ρH(y) ≤ ∥y∥pH

(iv) Si ∥y∥H > 1,alors∥y∥pH ≤ ρH(y) ≤ ∥y∥qH

(v) ∥y∥H → 0si et seulement si ρH(y) → 0

(vi) ∥y∥H → +∞ si et seulement si ρH(y) → +∞.

Proposition 1.6 Soit 1 < p < q < N, Nq
N+q−1

< p, µ (x) ∈ L∞(Ω), µ(x) ≥ 0,∀x ∈ Ω,

et soit ρ̂H défini par

ρ̂H(u) =

∫
Ω

(|∇u|p + µ(x)|∇u|q)dx+

∫
Ω

(|u|p + µ(x)|u|q)dx, u ∈ W 1,H(Ω) (1.7)

(i) Si y ̸= 0, alors ∥y∥1,H = λ si et seulement si ρ̂H( yλ) = 1

(ii) ∥y∥1,H < 1 (resp. > 1,= 1)si et seulement si ρ̂H(y) < 1 (resp. > 1,= 1)

(iii) Si ∥y∥1,H < 1, alors ∥y∥q1,H ≤ ρ̂H(y) ≤ ∥y∥p1,H

(iv) Si ∥y∥1,H > 1, alors ∥y∥p1,H ≤ ρ̂H(y) ≤ ∥y∥q1,H

(v) ∥y∥1,H → 0 si et seulement si ρ̂H(y) → 0Ä

(vi) ∥y∥1,H → +∞ si et seulement si ρ̂H(y) → +∞.

Théorème 1.1 [2](convergence dominée)

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré, (E,A, µ) à valeurs réelles

ou complexes, telle que

- la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement vers une fonction f,

-il existe une fonction intégrable g telle que :

∀ n ∈ N, ∀x ∈ E |fn (x)| ≤ g (x) .

Alors f est intégrable et

lim
n→+∞

∫
|fn − f | dµ = 0.

En particulier :

lim
n→+∞

∫
fndµ =

∫
lim

n→+∞
fndµ =

∫
fdµ.
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Théorème 1.2 [2] ( Lemme de Fatou )

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Pour toute suite (fn)n∈N de fonctions mesurables sur E à valeurs

dans [0,+∞] ,la limite inférieure de la suite est mesurable et l’on a :

∫
lim

n→+∞
inf fndµ ≤ lim

n→+∞
inf

∫
fndµ.

1.2 Rappels sur les opérateurs

1.2.1 Opérateurs monotones

Définition 1.9 [3] Soit X un espace de Banach réel, et soit A : X → X un opérateur.

(i) A est dit monotone si et seulement si

< Au− Av, u− v >≥ 0 pour tout u, v ∈ X.

(ii) A est dit strictement monotone si et seulement si

< Au− Av, u− v >> 0 pour tout u, v ∈ X avec u ̸= v.

(iii) monotone maximal si A est monotone et qu’il n’y a pas d’application monotone Ã : X → 2X
∗

telle que Gr(A) est un sous-ensemble propre de Gr(Ã), ce qui équivaut à l’implication suivante :

(u, u∗) ∈ X ×X∗ : ⟨u∗ − v∗, u− v⟩ ≥ 0,∀(v, v∗) ∈ Gr(A),

implique (u, u∗) ∈ Gr(A), (Gr(A) est le graphe de A).

Proposition 1.7 [8] L’opérateur A défini par

⟨A(u), v⟩H :=

∫
Ω

(
|∇u|p−2∇u+ µ(x)|∇u|q−2∇u

)
∇vdx,∀u, v ∈ W 1,H(Ω). (1.8)
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est bornés , continu, strictement monotone (donc monotone maximal), et il est de type (S+), c’est-à-dire

un ⇀ u dans W 1,H(Ω) et lim sup ⟨A (un) , un − u⟩ ≤ 0,

alors

un → u dans W 1,H(Ω).

Définition 1.10 [8] (La condition de Cerami)

Si X est un espace de Banach et φ ∈ C1 (X,R), on dit que φ satisfait la condition de Cerami, si

toute suite {un}n≥1 ⊆ X telle que {φ (un)}n≥1 ⊆ R est bornée et telle que

(1 + ∥un∥X)φ
′(un) → 0 dans X∗ lors que n → ∞,

admet une sous-suite fortement convergente.

Définition 1.11 [3] (Fonction de Carathéodory)

Soit Ω ⊂ RN , N ≥ 1, un ensemble mesurable non vide, et soient f : Ω × Rm → R,m ≥ 1, et

u : Ω → Rm ne fonction donnée. La fonction f est appelée une fonction de Carathéodory si les deux

conditions suivantes sont satisfaites :

(i) x → f (x, s) est mesurable pour tout s ∈ Rm.

(ii) s → f (x, s) est continue sur Rm, p. p.x ∈ Ω.

Définition 1.12 [3]

Soient Ω ⊂ RN , N ≥ 1, un ensemble mesurable non vide, f : Ω × Rm → R,m ≥ 1, et

u : Ω → Rm une fonction donnée ,la superposition ou l’opérateur de Nemytskij F associe u 7−→ f ◦ u

; c’est-à-dire : F est défini par :

Fu (x) = (f ◦ u) (x) = f (x, u (x)) pour x ∈ Ω.
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Lemme 1.1 [3] Soit f : Ω × Rm → R,m ≥ 1 ; une fonction de Carathéodory qui satisfait une

condition de croissance de la forme :

|f (x, s)| ≤ k (x) + c
m∑
i=1

|si|
pi
q , (s1, ..., sm) , p.p.x ∈ Ω; 1 ≤ i ≤ m,

pour une constante positive c et un certain k ∈ Lq (Ω) , et 1 ≤ q , pi < ∞ pour tout i = 1, ....,m.

Alors l’opérateur de Nemytskij F défini par :

Fu (x) = f (x, u1 (x) , ...., um (x)) ,

est continu et borné de Lp1 (Ω) × ... × Lpm (Ω) vers Lq (Ω). Ici, u désigne la fonction vectorielle

u = (u1, ..., um) De plus,

∥Fu∥Lq(Ω) ≤ c

(
∥k∥Lq(Ω) +

m∑
i=1

∥ui∥
pi
q

Lpi (Ω)

)
.
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2.1 Notions de la théorie des points critiques

Soit E un espace de Hilbert ou, d’une manière plus générale, un espace de Banach réflexif.

Soit φ : E → R une fonctionnelle de classe C1. Et on note φ′ (u) : E → E ′ ,E ′ le dual de E .

Définition 2.1 On dit que u ∈ E est un point critique si φ′
(u) = 0. Si non, u est dit point régulier.

On dit que β ∈ E est une valeur critique de φ s’il existe un point critiqueu de φ avec φ (u) = β.

Si non, β est une valeur régulière.

Théorème 2.1 [18] Soit la fonctionnelle φ : E → R telle que

(i) φ est faiblement semi-continue inférieurement,

(ii) φ est coercive.

Alors φ est bornée inférieurement et il existe u0 ∈ E tel que

φ (u0) = inf
E

φ.

2.2 Degré topologique de Brouwer

La notion de degré a été introduite par Kronecker pour les applications C1 de Rn dans Rn

en 1869. Poincaré, Böhler et Hadamard l’ont ensuite développé au début des années 1990

puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer le généralisa pour les applications

continues entre variétés compactes de même dimension finie et donna quelques applications

topologiques. D’ailleurs, l’emploi dans les démonstrations d’arguments de type topologique

revient à Poincaré (en 1883, 1884). Pour les applications différentiables, on a pu considérer

des points critiques singuliers à partir de 1942 date à laquelle Sard étudia ces points. Les

théories analytiques du degré de Brouwer pour les applications C0 ont été développées par

Nagumo et Heinz.

Nous annonçons un bref rappel.
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Définition 2.2 [11] Soient N ≥ 1 un entier, Ω un ouvert borné de RN , une fonction

f ∈ C1(Ω;RN) ∩ C(Ω;RN) et b ∈ RN tel que b /∈ f (∂Ω) . On considére 0 < ε < dist(b, f(∂Ω))

et une fonction φ ∈ C(]0,∞[,R) à support compact contenu dans ]0, ε[, et telle que

∫
RN

φ (|x|) dx = 1.

On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans Ω par rapport au point cible b le nombre :

deg(f,Ω, b) :=

∫
Ω

φ(|f(x)− b|)Jf (x)dx.

Proposition 2.1 [11] Avec les hypothèses et notations de la définition 2.2, le degré topologique

deg(f,Ω, b) est indépendant de ε et de la fonction φ, pourvu que ε < dist(b, f(∂Ω)).

Proposition 2.2 [11] Soient Ω un ouvert borné, f1, f2 ∈ C1(Ω;RN) ∩ C(Ω;RN) et b un point de

RN . On suppose que

b /∈ f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω). Alors si ε > 0 est telque

ε <
1

4
dist(b, f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω)), et ∥ f1 − f2∥∞ < ε,

on a deg (f1,Ω, b) = deg (f2,Ω, b).

Théorème 2.2 [11] Soient Ω un ouvert borné de RN et f ∈
(
Ω;RN

)
. On considère un point

b /∈ f (∂Ω) et (fk)k une suite de fonctions de C1(Ω;RN) ∩ C(Ω;RN) telle que

∥fk − f∥∞ → 0 sur Ω,

alors le degré topologique de fk existe pour k assez grand et le degré topologique de f est défini par :

deg (f,Ω, b) := lim
k→∞

deg(fk,Ω, b). (2.1)
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2.2.1 Propriétés du degré de Brouwer

1- Degré de l’identité

(a) deg(I,Ω, y0) = 1, si y0 ∈ Ω,0, si y0 /∈ Ω.

(b) deg(−I,Ω, y0) = (−1)n , si y0 ∈ Ω,0, si y0 /∈ Ω.

2- Additivité

Soit y0 ∈ Rn et (Ωi)i∈I ⊂ Ω une famille d’ouverts deux à deux disjoints vérifiant

l’une des assertions suivantes :

(a) Ω = ∪
i∈I

Ωi et y0 /∈ f (∂Ω) ,

(b) ∪
i∈I

Ωi ⊂ Ω et y0 /∈ f
(
Ω \ ∪iΩi

)
.

Alors

deg(f,Ω, y0) =
N∑
i=1

deg(f,Ωi, y0),

où seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

3- Invariance par homotopie

Soit {ft}0≤t≤1 une famille d’applications appartenant à C(Ω,Rn), reliées homotopiquement

dépendant continûment de t et {y0 (t)}0≤t≤1 une famille de points indexés continûment par t

et telles que

y0 /∈ ft(∂Ω),∀t ∈ [0; 1].

Alors le degré deg(ft,Ω, y0 (t)) ne dépend pas de t.

Définition 2.3 On dit que deux fonctions f et g sont homotopes s’il existe une fonction réelles

continue

H : [0; 1]× Ω → Rn telle que H(0, x) = f(x) et H(1;x) = g(x),∀x ∈ Ω.

4-Résolution des équations algébriques Si y0 ∈ f(Ω), le degré deg(f,Ω, y0) est nul, ou encore,

de manière équivalente deg(f,Ω, y0) ̸= 0 =⇒ (le problème x ∈ Ω, f(x) = y0 admet au moins une solution).5-Continuité par rapport à y0

Si y1 est voisin de y0 /∈ f (∂Ω) (dans un sens à préciser), alors

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω, y1).
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En particulier, deg(f,Ω, y0) ∈ Z. 6-Invariance sur le bord Si y0 /∈ f (∂Ω) et f |∂Ω= g |∂Ω,

alors

deg(f,Ω, y0) = deg(g,Ω, y0).

7-Continuité par rapport à la fonction Soit r = d(y0, f(∂Ω)) > 0 et soit g ∈ C1(Ω) une

fonction telle que

sup
x∈∂Ω

∥g(x)− f(x)∥ < r,

alors

deg(f,Ω, y0) = deg(g,Ω, y0).

On peut retenir cette propriété en se souvenant que deux fonctions voisines ont même

degré.

2.3 Théorème du col (passe montagne)

Théorème 2.3 [11](Théorème du col " passe montagne")

Soit H un espace de Hilbert φ ∈ C2 (H,R) une fonctionnelle satisfaisant la condition de Cerami

et soit u1, u2 ∈ H, ∥u1 − u2∥X > ρ > 0 tellqe

max {φ (u1) , φ (u2)} < inf {φ (u) : ∥u1 − u2∥X = ρ} =: mρ

et c = infγ∈Γ max0≤t≤1 φ (γ (t)) tel que :

Γ = {γ ∈ C ([0, 1] , H) : γ (0) = u1, γ (1) = u2} ,

avec c ≥ mρ. Alors c est une valeur critique de φ.

Lemme 2.1 [1] (Lemme de déformation contitative)

Soit H un Hilbert φ ∈ C2 (H,R) ,m0 ∈ R, ε > 0.

Sposons que

∀u ∈ φ−1([m0 − 2ε,m0 + 2ε]), ∥φ′ (u)∥ ≥ 2ε.
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Alor il existe η : [0, 1]×H → H telle que

(i) η(1, v) = v si v /∈ φ−1([m0 − 2ε,m0 + 2ε])

(ii) φ(η(1, v)) ≤ m0−ε pour tout v ∈ H , avec ∥v − y0∥1,H ≤ δ.et φ(v) ≤ m0 + ε

(iii) φ(η(1, v)) ≤ φ(v) pour tout v ∈ H(Ω).

Il s’ensuit facilement que

max
(s,t)∈D

φ
(
η
(
1, sy+0 − ty−0

))
< m0. (2.2)

2.4 Méthode de Nehari

C’est une méthode variationnelle qu’elle s’agit de minimisation sous contrainte d’une

fonctionnelle d’énergie, où la contrainte justement, est la variété de Nehari.

Variété de Nehari

Exemple 2.1 [19] Dans un cadre assez général, on considère le problème :

−∆u (x) = f (x, u (x)) pour x ∈ Ω

u (x) = 0 pour x ∈ ∂Ω.

Dont l’équation s’avère étre l’équation d’Euler de la fonctionnelle :

J (u) =
1

2

∫
Ω

|∇u (x)|2 dx−
∫
Ω

F (x, u(x))dx où F (x, u(x)) =

∫ u

0

f(x, s)ds.

qu’on considère, entenant compte de la condition au bord, sur l’espace fonctionnel H = W 1,2
0 (Ω).

évidemment la fonctionnelle J (u) peut ne pas être bornée sur tout l’espace mais peut l’être sur certains

sous-ensembles de H . Un bon candidat pour un tel sous-ensemble est la dite variété de Nehari :

N = {u ∈ H : ⟨J ′(u), u⟩ = 0}

Le résultat suivant introduit une classe d’applications à travers les quelles ils’avère intéressant de voir

ces variétés.
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Théorème 2.4 [19] Soit u ∈ H\{0} et t > 0

Alors tu ∈ N si et seulment si Φ′
u = 0 où Φu (t) := J (tu) .

Preuve On a par définition

Φu (t) = J (tu) ,

et donc :

Φ′
u (t) = ⟨J ′(u), u⟩ = 1

t
⟨J ′(tu), tu⟩ .

Si Φ′
u (t) = 0,alors ⟨J ′(tu), tu⟩ = 0, i.e. : tu ∈ N

En d’autres termes, les points de la variété N correspondent aux points stationnaires des applica-

tions Φu. En conséquence logique, on divise N en trois sous-ensembles N+,N− et N◦ qui correspondent

aux minimums locaux, maximums locaux et aux points d’inflexion des applications Φu. Pour cela, on

se penche sur la dérivée seconde :

Φ′
u (t) = ⟨J ′(tu), u⟩

=

∫
Ω

|∇ (tu)| |∇u| dx− λ

∫
Ω

f (x, tu)udx

= t

∫
Ω

|∇u|2 dx− λ

∫
Ω

f (x, tu)udx,

d’où

Φ
′′

u (t) =

∫
Ω

|∇u|2 dx− λ

∫
Ω

(f ′
u (x, tu)u)udx

=

∫
Ω

|∇u|2 dx− λ

∫
Ω

(f ′
u (x, tu))u

2dx.

Et on peut définir les sous-ensembles :

N+ =

{
u ∈ N :

∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, u)u

2)dx > 0

}
N− =

{
u ∈ N :

∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, u)u

2)dx < 0

}
N◦ =

{
u ∈ N :

∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, u)u

2)dx = 0

}

et c’est Φ′′
u (1) qui est utilisée pour ces définitions, puisqu’il est clair que si u est un minimum local
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pour J , alors Φu a un minimum local en t = 1.

Théorème 2.5 [19] Soit u ∈ N. Alors

(i)

Φ
′

u (1) = 0

(ii) 
u ∈ N+ si Φ′′

u (1) > 0

u ∈ N− si Φ′′
u (1) < 0

u ∈ N◦ si Φ′′
u (1) = 0.

En effet, soit u ∈ N. Ceci est équivalent à dire que :

⟨J ′(u), u⟩ = 0,

ce qui équivaut à : Φ′
u (1) = 0 d’où (i)

Pour (ii), il y a donc trois cas :

u ∈ N+ =⇒
∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u(x, u)u

2)dx > 0

=⇒
∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, tu) |(t=1) u

2)dx > 0

=⇒ Φ
′′

u (1) > 0.

u ∈ N− =⇒
∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, u)u

2)dx < 0

=⇒ Φ
′′

u (1) < 0.

u ∈ N◦ =⇒
∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u (x, u)u

2)dx = 0

=⇒ Φ
′′

u (1) = 0.

Le théorème suivant atteste que les minimiseurs de J sur la variété N sont bien, en général,

points critiques de J :
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Théorème 2.6 [19] Supposons que u0 est un minimiseur local pour J sur N et que u0 /∈ N◦. Alors

J
′
(u0) = 0.

Preuve Démonstration. Soit u0 un minimum local pour J sur N avec u0 /∈ N◦ (c’est-à-

dire :Φ′′
u0
(1) ̸= 0). Ceci implque que :

J (u0) = min
γ(u)=0

J (u) ,

où γ (u) =
〈
J

′
(u) , u

〉
=
∫
Ω

(
|∇u|2 − λf (x, u)u

)
dx. Il s’en suit, d’après le théorème des

multiplicateurs de Lagrange, que :

∃µ ∈ R, J ′
(u0) = µ · γ′

(u0) .

Ainsi : 〈
J

′
(u0), u0

〉
= µ

〈
γ

′
(u0) , u0

〉
Compte tenu du fait que u0 ∈ N, il vient que :

〈
J

′
(u0), u0

〉
= µ

〈
γ

′
(u0) , u0

〉
= 0.

Et donc : ∫
Ω

(
|∇u0|2 − λf (x, u0)u0

)
dx = 0

=⇒
∫
Ω

(
|∇u0|2

)
dx = λ

∫
Ω

f (x, u0)u0dx.
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Et alors :

〈
γ

′
(u0) , u0

〉
=

∫
Ω

(2 |∇u|2 − λf ′
u(x, u0)(u0)

2)dx− λ

∫
Ω

f (x, u0)u0dx

=

∫
Ω

(|∇u|2 − λf ′
u(x, u0)(u0)

2)dx

= Φ
′′

u0
(1)

̸= 0 puisque u0 /∈ N◦.

Ceci implique que µ = 0 (compte tenu du fait que le produit est nul). Injecté dans

∃µ ∈ R, J ′
(u0) = µ · γ′

(u0) ,

cela donne :

J
′
(u0) = 0.
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3.1 Estimations a priori pour les problèmes à double phase

Dans cette section, nous allons prouver que les solutions faibles du problème de double

phase sont bornées, dans un cadre plus générale nous étudions un problème avec un terme

de convection voir [8] , c’est-à-dire le membre droit de l’équation dépond du gradient de la

solution.

Nous considérons le problème

− div
(
|∇u|p−2∇u+ µ (x) |∇u|q−2∇u

)
= h1 (x, u,∇u) , x ∈ Ω(

|∇u|p−2∇u+ µ (x) |∇u|q−2∇u
)
υ = h2 (x, u) , x ∈ ∂Ω.

(P1)

Hypothèses :

Soit (h1, h2), h1 : Ω × R × RN → R et h2 : ∂Ω × R → R des fonctions de Carathéodory

satisfaisant

 h1) |h1 (x, s, ξ)| ≤ a1 |ξ|p
r1−1
r1 + a2 |s|r1−1 + a3, x ∈ Ω

h2) |h2 (x, s)| ≤ a4 |s|r2−1 + a5, x ∈ ∂Ω,

pour tout s ∈ R et pour tout ξ ∈ RN et des constantes positives ai, i ∈ {1, ..., 5}, q < r1 ≤ p∗

ainsi que q < r2 ≤ p∗, où p∗ et p∗ sont les exposants critiques de p indiqué dans (1.6).

Définition 3.1 (Solution faible)

Nous appelons u ∈ W 1,H(Ω) une solution faible du problème (P1) si

∫
Ω

(|∇u|p−2∇u+ µ(x)|∇u|q−2∇u)∇v dx =
∫
Ω

h1(x, u,∇u)vdx+
∫
∂Ω

h2(x, u)v dσ, ∀v ∈ W 1,H(Ω).

(3.1)

En exploitant le résultat récent de Marino-Winkert [14] nous pouvons prouver le résultat

suivant (P1).

Théorème 3.1 [8] Soit les hypothèses (1.3) et h1, h2 sont satisfaites et soit u ∈ W 1,H(Ω) une solution

faible du problème (P1) . Alors u ∈ L∞(Ω).



3.2 Solutions de signe constant 26

On a pour s ∈ R, soit s± = max {±s, 0} , et pour u ∈ W 1,H(Ω) nous définissons

u± (.) = u (.)± tels que

|u| = u+ + u−, u = u+ − u− et u± ∈ W 1,H(Ω).

Preuve On peut donc supposer, sans perte de généralité, que u ≥ 0.

Soit h > 0 et définissons uh := min{u, h}. Choisissons v = uuκp
h , avec κ > 0 comme

fonction de test dans (3.1) nous avons

∫
Ω

|∇u|puκp
h dx+ κp

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇uhu
κp−1
h u dx

+
∫
Ω

µ(x)|∇u|quκp
h dx+ κp

∫
Ω

µ(x)|∇u|q−2∇u∇uhu
κp−1
h u dx

=
∫
Ω

h1(x, u,∇u)uuκp
h dx+

∫
∂Ω

h2(x, u)uu
κp
h dσ.

(3.2)

Evidemment, la troisième et la quatrième intégrale du membre gauche de (3.2) sont non

négatives.

Cela donne

∫
Ω

|∇u|puκp
h dx+ κp

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇uhu
κp−1
h u dx

≤
∫
Ω

h1(x, u,∇u)uuκp
h dx+ uuκp

h +
∫
∂Ω

h2(x, u)uu
κp
h dσ.

Puisque W 1,H(Ω) ⊆ W 1,p(Ω) on peut procéder exactement comme dans la preuve du théorème

(3.1) de Marino Winkert [14, en commençant par(3.2)] pour obtenir que u ∈ L∞(Ω).

3.2 Solutions de signe constant

Dans cette section nous allons prouver l’existence des solutions de signe constant du

problème

− div
(
|∇u|p−2∇u+ µ (x) |∇u|q−2∇u

)
= f (x, u)− |u|p−2 u− µ (x) |u|q−2 u, x ∈ Ω(

|∇u|p−2∇u+ µ (x) |∇u|q−2∇u
)
υ = g (x, u) , x ∈ ∂Ω.

(P2)
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Tout d’abord, nous énonçons nos hypothèses.

(H) f : Ω× R → R et g : ∂Ω× R → R sont des fonctions Carathéodory telles que :

(i) Il existe des constantes c1, c2 > 0 telles que

|f (x, s)| ≤ c1
(
1 + |s|r1−1) , x ∈ Ω,

|g (x, s)| ≤ c2
(
1 + |s|r2−1) , x ∈ ∂Ω,

pour tout s ∈ R, où q < r1 < p∗ et q < r2 < p∗ avec les exposants critiques p∗et p∗ donnés

respectivement dans (1.1) et (1.2),

(ii) On a

lim
s→±∞

f (x, s)

|s|q−2 s
= +∞, uniformément pour x ∈ Ω,

lim
s→±∞

g (x, s)

|s|q−2 s
= +∞, uniformément pour x ∈ ∂Ω,

(iii) Et aussi

lim
s→0

f (x, s)

|s|p−2 s
= 0, uniformément pour x ∈ Ω,

lim
s→0

g (x, s)

|s|p−2 s
= 0, uniformément pour x ∈ ∂Ω,

(iv) Les fonctions

s → f(x, s)s− qF (x, s) et s → g(x, s)s− qG(x, s),

sont non décroissants sur R+ et non croissants sur R−, et pour x ∈ Ω, x ∈ ∂Ω, respective-

ment, où

F (x, s) =

∫ s

0

f(x, t)dt et G(x, s) =

∫ s

0

g(x, t)dt,

(v) Les fonctions
f (x, s)

|s|q−1 et
g (x, s)

|s|q−1 ,
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sont strictement croissants sur (−∞, 0) et sur (0,+∞), x ∈ Ω et x ∈ ∂Ω, respectivement.

Notons que la continuité de f (x, .) et g (x, .) avec (H) (iii) implique que

f(x, 0) = 0, x ∈ Ω et g(x, 0) = 0, x ∈ ∂Ω.

Définition 3.2 (Solution faible) On dit que u ∈ W 1,H(Ω) est une solution faible du problème (P2) si

elle satisfait

∫
Ω

(
|∇u|p−2∇u+ µ (x) |∇u|q−2∇u

)
∇vdx+

∫
Ω

(
|u|p−2 u+ µ (x) |u|q−2 u

)
vdx

=
∫
Ω
f (x, u) vdx+

∫
∂Ω

g (x, u) vdσ,

pour toutes les fonctions de test v ∈ W 1,H(Ω).

La fonctionnelle d’énergie φ : W 1,H(Ω)→ R correspondant au problème (P2) est définie

par

φ (u) =
1

p
∥∇u∥pp +

1

q
∥∇u∥qq,µ +

1

p
∥u∥pp +

1

q
∥u∥qq,µ −

∫
Ω

F (x, u) dx−
∫
∂Ω

G (x, u) dσ,

pour tout u ∈ W 1,H(Ω), on définit Kφ = {u ∈ X : φ′(u) = 0}, étantφ.

Notons que φ ∈ C1(W 1,H(Ω)), voir Perera-Squassina [17, proposition(2.1)] et que tout

u ∈ Kφ =
{
u ∈ W 1,H(Ω), φ′(u) = 0

}
est une solution du problème (P2).

Nous voulons d’abord produire deux solutions de signes constants. À cette fin, nous

considérons la positive et la négative troncations de la fonctionnelle d’énergie φ, φ± :

W 1,H(Ω) → R définie par

φ± (u) =
1

p
∥∇u∥pp +

1

q
∥∇u∥qq,µ +

1

p
∥u∥pp +

1

q
∥u∥qq,µ −

∫
Ω

F
(
x,±u±) dx−

∫
∂Ω

G
(
x,±u±) dσ.

Proposition 3.1 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors les fonctionnelles φ± vérifient

la condition de Cerami.
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Preuve Nous montrerons la preuve uniquement pour φ+ la preuve pour φ− fonctionne de la

même manière.

Soit {un}n≥1 ⊆ W 1,H(Ω) une suite telle que

|φ+(un)| ≤ M1 pour certains M1 > 0 et pour tout n ∈ N, (3.3)

et (
1 + ∥un∥1,H

)
φ

′

+ (un) → 0 dans W 1,H(Ω). (3.4)

Grâce à (3.4) nous avons

|
∫
Ω
|∇un|p−2∇un∇v dx+

∫
Ω
µ (x) |∇un|q−2∇un∇v dx

+
∫
Ω
|un|p−2 unv dx+

∫
Ω
µ (x) |un|q−2 unv dx

−
∫
Ω
f (x, u+

n ) v dx−
∫
∂Ω

g (x, u+
n ) v dσ |≤ εn∥v∥1,H

1+∥un∥1,H
,

(3.5)

pour tout v ∈ W 1,H(Ω). avec εn → 0+. En prenant v = −u−
n ∈ W 1,H(Ω) dans (3.5) on obtient

∥∥∇u−
n

∥∥p
p
+
∥∥∇u−

n

∥∥q
q,µ

+
∥∥u−

n

∥∥p
p
+
∥∥u−

n

∥∥q
q,µ

≤ εn pour tout n ∈ N.

Alors, ρ̂H (u−
n ) → 0 lorsque n → ∞. Ainsi, par la proposition 1.6 (v) nous avons

∥∥u−
n

∥∥
1,H

→ 0 lorsque n → ∞.

Ainsi

u−
n → 0 dans W 1,H(Ω). (3.6)

En utilisant (3.3) et (3.6) on obtient

q

p

∥∥∇u+
n

∥∥p
p
+
∥∥∇u+

n

∥∥q
q,µ

+
q

p

∥∥u+
n

∥∥p
p
+
∥∥u+

n

∥∥q
q,µ

−
∫
Ω

qF
(
x, u+

n

)
dx−

∫
∂Ω

qG
(
x, u+

n

)
dσ ≤ M2 pour tout n ∈ N. (3.7)
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pour certains M2 > 0. On choisit v = u+
n ∈ W 1,H(Ω) dans (3.5) et on obtient

−
∥∥∇u+

n

∥∥p
p
−
∥∥∇u+

n

∥∥q
q,µ

−
∥∥u+

n

∥∥p
p
−
∥∥u+

n

∥∥q
q,µ

+

∫
Ω

f
(
x, u+

n

)
u+
n dx+

∫
∂Ω

g
(
x, u+

n

)
u+
n dσ ≤ εn pour tout n ∈ N. (3.8)

Maintenant on ajoute (3.7) et (3.8) pour obtenir

(
q
p
− 1
)
∥∇u+

n ∥
p
p +

(
q
p
− 1
)
∥u+

n ∥
p
p +

∫
Ω
(f (x, u+

n )u
+
n − qF (x, u+

n ))dx

+
∫
∂Ω
(g (x, u+

n )u
+
n − qG (x, u+

n ))dσ ≤ M3,∀n ∈ N.

lemme
La suite {u+

n }n≥1 ⊆ W 1,H(Ω) est bornée.

En effet, nous supposons, en passant si nécessaire à une sous-suite , que

∥∥u+
n

∥∥
1,H

→ +∞ comme n → +∞. (3.9)

Définir yn = u+
n

∥u+
n∥

1,H

pour n ∈ N on voit que ∥yn∥1,H = 1 et yn ≥ 0 pour tout n ∈ N. Ainsi,nous

pouvons supposer que

yn ⇀ y dans W 1,H(Ω) et yn → y dans Lr1(Ω) et Lr2(∂Ω), y ≥ 0, (3.10)

voir proposition 1.4 (iii), (v).

1ierCas : y ̸= 0

Soit.

Ω+ = {x ∈ Ω : y(x) > 0} et Γ+ = {x ∈ ∂Ω : y(x) > 0}.

Bien sûr, |Ω+| > 0. Alors, à cause de (3.10) nous avons

u+
n (x) → +∞, x ∈ Ω+.
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et donc, en raison de (H)(ii),

F (x, u+
n (x))

u+
n (x)q

→ +∞, x ∈ Ω+. (3.11)

En appliquant (3.11), l’hypothèse (H)(ii) et le lemme de Fatou, on obtient

∫
Ω+

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx → +∞. (3.12)

De plus, par (H)(i) et (ii) nous avons

F (x, s) ≥ −M4, x ∈ Ω, pour tout s ∈ R, (3.13)

et pour certains M4 > 0. De (3.13) il résulte

∫
Ω

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx =

∫
Ω+

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx+

∫
Ω\Ω+

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx

≥
∫
Ω+

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx− M4

∥u+
n ∥

q
1,H

|Ω|N .

Donc, grâce à (3.9) et (3.12), nous avons

∫
Ω

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx → +∞. (3.14)

Si la mesure de surface Hausdorff de Γ+ est positive, on peut prouver de la même manière

que ∫
∂Ω

G (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dσ → +∞. (3.15)

Ou autrement ∫
∂Ω

G (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dσ = 0. (3.16)

Ainsi, on obtient de (3.14), (3.15) et (3.16) que

∫
Ω

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx+

∫
∂Ω

G (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dσ → +∞. (3.17)
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De l’autre côté on obtient de (3.3) et (3.6) que

∫
Ω

F(x,u+
n )

∥u+
n∥q

1,H

dx+
∫
∂Ω

G(x,u+
n )

∥u+
n∥q

1,H

dσ

≤ 1

∥u+
n∥q−p

1,H

∥∇yn∥pp +
1
q
∥∇yn∥qq,µ +

1

∥u+
n∥q−p

1,H

∥yn∥pp +
1
q
∥yn∥qq,µ +M5,

pour tout n ∈ N et pour certains M5 > 0. Cela montre, à cause de p < q, (3.9) et ∥yn∥1,H = 1

pour tout n ∈ N , que

∫
Ω

F (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dx+

∫
∂Ω

G (x, u+
n )

∥u+
n ∥

q
1,H

dσ ≤ M,∀n ∈ N,

pour certains M6 > 0, ce qui est en contradiction avec (3.17).

2émeCas : y ≡ 0

Soit k ≥ 1 et mettons

vn = (qk)
1
q yn pour tout n ∈ N.

Par la définition de yn nous avons

vn ⇀ 0 dans W 1,H(Ω) et vn → 0 dans Lr1(Ω) et Lr2(∂Ω). (3.18)

De (3.18) il résulte que

∫
Ω

F (x, vn) dx → 0 et
∫
∂Ω

G(x, vn)dσ → 0. (3.19)

Rappelons que la fonctionnelle d’énergie φ : W 1,H(Ω)→ R du problème (P2) est définie par

φ (u) =
1

p
∥∇u∥pp +

1

q
∥∇u∥qq,µ +

1

p
∥u∥pp +

1

q
∥u∥qq,µ −

∫
Ω

F (x, u) dx−
∫
∂Ω

G (x, u) dσ.

Nous avons

φ(u) ≤ φ+(u) pour tout u ∈ W 1,H(Ω) avec u ≥ 0. (3.20)
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On choisit tn ∈ [0, 1] tel que

φ(tnu
+
n ) = max

{
φ(tu+

n ) : 0 ≤ t ≤ 1
}
. (3.21)

Puisque ∥u+
n ∥1,H → +∞ il existe n0 ∈ N tel que

0 <
(qk)

1
q

∥u+
n ∥1,H

≤ 1,∀n ≥ n0. (3.22)

En appliquant (3.21), (3.22), la proposition 1.6 (ii) et (3.19) on obtient

φ
(
tnu

+
n

)
≥ φ (v)

=
1

p
q

p
q k

p
q ∥∇yn∥pp + k ∥∇yn∥qq,µ +

1

p
q

p
q k

p
q ∥yn∥pp + k ∥yn∥qq,µ

−
∫
Ω

F (x, vn) dx−
∫
∂Ω

G (x, vn) dσ

≥ min

{
1

p
q

p
q , 1

}
k

p
q

[
∥∇yn∥pp + ∥∇yn∥qq,µ + ∥yn∥pp + ∥yn∥qq,µ

]
−
∫
Ω

F (x, vn) dx−
∫
∂Ω

G (x, vn) dσ

= min

{
1

p
q

p
q , 1

}
k

p
q ρ̂H (yn)−

∫
Ω

F (x, vn) dx−
∫
∂Ω

G (x, vn) dσ

≥ min

{
1

p
q

p
q , 1

}
k

p
q −M7 pour tout n ≥ n1,

pour certains n1 ≥ n0. Puisque k ≥ 1 est arbitraire, nous concluons que

φ(tnu
+
n ) → +∞ lorsque n → +∞. (3.23)

De (3.3), (3.6) et (3.20) on obtient

φ (0) = 0 et φ
(
u+
n

)
≤ M8, ∀n ∈ N (3.24)

pour certains M8 > 0. La combinaison de (3.23) et (3.24) donne

tn ∈ (0, 1) pour tout n ≥ n2 (3.25)
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pour certains n2 ≥ n1. Par la règle de la chaîne, (3.25) et (3.21) impliquent que

0 =
d

dt
φ(tu+

n ) |t=tn=
〈
φ′(tnu

+
n ), u

+
n

〉
,∀n ≥ n2.

Cela signifie

∥∥∇(tnu
+
n )
∥∥p
p
+
∥∥∇(tnu

+
n )
∥∥q
q,µ

+
∥∥tnu+

n

∥∥p
p
+
∥∥tnu+

n

∥∥q
q,µ

=

∫
Ω

f
(
x, tnu

+
n

)
tnu

+
n dx+

∫
∂Ω

g
(
x, tnu

+
n

)
tnu

+
n dσ,∀n ≥ n2. (3.26)

Par les hypothèses (H)(iv) et (3.7) on obtient

(
q
p
− 1
)
∥∇(tnu

+
n )∥

p
p +

(
q
p
− 1
)
∥tnu+

n ∥
p
p

+
∫
Ω
(f (x, tnu

+
n ) tnu

+
n − qF (x, tnu

+
n ))dx+

∫
∂Ω
(g (x, tnu

+
n ) tnu

+
n − qG (x, tnu

+
n ))dσ

≤
(

q
p
− 1
)
∥∇(tnu

+
n )∥

p
p +

(
q
p
− 1
)
∥tnu+

n ∥
p
p

+
∫
Ω
(f (x, u+

n )u
+
n − qF (x, u+

n ))dx+
∫
∂Ω
(g (x, u+

n )u
+
n − qG (x, u+

n ))dσ

≤
(

q
p
− 1
)
∥∇u+

n ∥
p
p +

(
q
p
− 1
)
∥u+

n ∥
p
p

+
∫
Ω
(f (x, u+

n )u
+
n − qF (x, u+

n ))dx+
∫
∂Ω
(g (x, u+

n )u
+
n − qG (x, u+

n ))dσ

≤ M3,

pour tout n ≥ n3. Cela donne

(
q

p
− 1

)∥∥∇(tnu
+
n )
∥∥p
p
+

(
q

p
− 1

)∥∥tnu+
n

∥∥p
p

+

∫
Ω

f
(
x, tnu

+
n

)
tnu

+
n dx+

∫
∂Ω

g
(
x, tnu

+
n

)
tnu

+
n dσ (3.27)

≤
∫
Ω

qF
(
x, tnu

+
n

)
dx+

∫
∂Ω

qG
(
x, tnu

+
n

)
dσ +M3.

La combinaison de (3.26) et (3.27) conduit à

q

p

∥∥∇(tnu
+
n )
∥∥p
p
+
∥∥∇(tnu

+
n )
∥∥q
q,µ

+
q

p

∥∥tnu+
n

∥∥p
p
+
∥∥tnu+

n

∥∥q
q,µ

−
∫
Ω

qF
(
x, tnu

+
n

)
dx−

∫
∂Ω

qG
(
x, tnu

+
n

)
dσ

≤ M3,
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pour tout n ≥ n3, ce qui implique

q φ(tnu
+
n ) ≤ M3 pour tout n ≥ n3.

Cela contredit (3.23) et la réclamation est donc prouvée.

Vérification de la condition de Cerami

D’après (3.6) et la réclamation nous savons que la suite {un}n≥1 ⊆ W 1,H(Ω) est bornée. On

peut donc supposer que un ⇀ u dans W 1,H(Ω) et un → u dans Lr1(Ω) et Lr2(∂Ω).

Grâce à (3.27) nous avons

∇un ⇀ ∇u dans Lq
µ

(
Ω;RN

)
et ∇un → ∇u dans Lp

(
Ω;RN

)
. (3.28)

En prenant v = un − u ∈ W 1,H(Ω) dans (3.5), en passant à la limite comme n → ∞ et en

utilisant ( 4.27) on obtenir

∥∇un∥q,µ → ∥∇u∥q,µ et ∥∇un∥p → ∥∇u∥p . (3.29)

Puisque les espaces Lq
µ

(
Ω;RN

)
et Lp

(
Ω;RN

)
sont uniformément convexes, on sait qu’il

satisfaire la propriété de Kadec-Klee, voir Gasinski-Papageorgiou [7, ,p911],. Ainsi, de (3.28)

et (3.29) il s’ensuit que

∇un → ∇u dans Lq
µ

(
Ω;RN

)
et ∇un → ∇u dans Lp

(
Ω;RN

)
.

Par conséquent, par la proposition 1.6 (ii), nous concluons que

∥un − u∥1,H → 0.

Ainsi, φ+ remplit la condition de Cerami.

La proposition suivante sera utile pour des considérations ultérieures.



3.2 Solutions de signe constant 36

Proposition 3.2 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors pour chaque ε > 0 il existe

ĉ, c̃ε, ĉε > 0 tel que

φ (u) , φ± (u) ≥

 ĉ ∥u∥q1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H si ∥u∥1,H ≤ 1,

ĉ ∥u∥p1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H si ∥u∥1,H > 1.

Preuve Nous montrerons la preuve uniquement pour la fonctionnelle φ, les preuves pour

les autres fonctionnelles travailler de la même manière.

En tenant compte des hypothèses (H)(i), (iii), pour un ε > 0 donné, il existe ĉ1 = ĉ1 (ε) > 0

et ĉ2 = ĉ2 (ε) > 0 tel que

F (x, s) ≤ ε

p
|s|p + ĉ1 |s|r1 , x ∈ Ω, (3.30)

G (x, s) ≤ ε

p
|s|p + ĉ2 |s|r2 , x ∈ ∂Ω.

Soit u ∈ W 1,H(Ω). En appliquant (3.30), les plongements de Sobolev et de trace pour

W 1,p(Ω) le long avec les propositions 1.5 (ii), (iii) et 1.3 (c) on obtient

φ (u) ≥ 1

p
∥∇u∥pp +

1

q
∥∇u∥qq,µ +

1

p
∥u∥pp +

1

q
∥u∥qq,µ

−ε

p
∥u∥pp − ĉ1 ∥u∥r1r1 −

ε

p
∥u∥pp,∂Ω − ĉ2 ∥u∥r2r2,∂Ω

≥ 1

p
[1− (Cp

Ω + Cp
∂Ω) ε] ∥∇u∥pp +

1

q
∥∇u∥qq,µ

+
1

p
[1− (Cp

Ω + Cp
∂Ω) ε] ∥u∥

p
p +

1

q
∥u∥qq,µ − ĉ1

(
CH

Ω

)r1 ∥u∥r11,H − ĉ2
(
CH

∂Ω

)r2 ∥u∥r21,H
≥ min

{
1

p
[1− (Cp

Ω + Cp
∂Ω) ε] ,

1

q

}
ρ̂H (u)− ĉ1

(
CH

Ω

)r1 ∥u∥r11,H − ĉ2
(
CH

∂Ω

)r2 ∥u∥r21,H ,

où CΩ et C∂Ω sont les constantes d’injections W 1,p(Ω) → Lp(Ω) et W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω)

respectivement, tandis que CH
Ω et CH

∂Ω sont les constantes d’injections W 1,H(Ω)→ Lr1(Ω)

et W 1,H(Ω)→ Lr2(∂Ω), respectivement.

En choisissant ε tel que ε ∈
(
0, 1

(Cp
Ω+Cp

∂Ω)

)
et en appliquant la proposition 1.6 (iii), (iv) on



3.2 Solutions de signe constant 37

obtient l’affirmation de la proposition avec

ĉ = min

{
1

p
[1− (Cp

Ω + Cp
∂Ω) ε] ,

1

q

}
, c̃ε = ĉ1

(
CH

Ω

)r1
, ĉε = ĉ2

(
CH

∂Ω

)r2
.

Il est maintenant facile de montrer que u = 0 est un minimiseur local des fonctionnelles φ±.

Proposition 3.3 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors u = 0 est un minimiseur local

pour les deux fonctionnelles φ±.

Preuve Comme précédemment, nous montrerons la preuve uniquement pour la fonction-

nelle φ+ , la preuve pour φ− est travaillant de la même manière. Soit u ∈ W 1,H(Ω) tel que

∥u∥1,H < 1.

L’application de la proposition 3.2 donne

φ+ (u) ≥ ĉ ∥u∥q1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H .

Puisque q < r1, r2 il existe η ∈ (0, 1) suffisamment petit pour que

φ+ (u) > 0 = φ+ (0) pour tout u ∈ W 1,H(Ω) avec 0 < ∥u∥1,H < η.

Par conséquent, u = 0 est un minimiseur local (strict) de φ+.

La proposition suivante est une conséquence directe de l’hypothèse (H)(ii).

Proposition 3.4 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors, pour u ∈ W 1,H(Ω) avec

u(x) > 0, x ∈ Ω, il tient que φ± (tu) → −∞, t → ±∞.

Nous sommes maintenant prêts à prouver l’existence de solutions de signe constant

bornées pour le problème (P2)

Proposition 3.5 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors le problème (P2) a au moins

deux solutions de signe constant non triviales u0, v0 ∈ W 1.H(Ω) ∩ L∞(Ω) telles que

u0(x) ≥ 0 et v0(x) ≤ 0, x ∈ Ω.
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Preuve D’après les propositions 3.4 et [16, Théorème 5.7.6], existe η± ∈ (0, 1) suffisamment

petit pour que

φ±(0) = 0 < inf{φ±(0) : ∥u∥1,H = η±} = m±. (3.31)

Par (3.31) et les propositions 3.1 et 3.5 nous pouvons utiliser le théorème du col (voir

Théorème 2.4) qui implique l’existence de u0, v0 ∈W 1.H(Ω) tel que

u0 ∈ Kφ+ , v0 ∈ Kφ− et

φ+(0) = 0 < m+ ≤ φ+(u0) ainsi que φ−(0) = 0 < m− ≤ φ−(v0).

Cela montre que u0 ̸= 0 et v0 ̸= 0. De plus, nous avons φ′
+(u0) = 0 ce qui signifie que

∫
Ω

(
|∇u0|p−2∇u0 + µ (x) |∇u0|q−2∇u0

)
· ∇vdx+

∫
Ω

(
|u0|p−2 u0 + µ (x) |u0|q−2 u0

)
vdx

=

∫
Ω

f
(
x, u+

0

)
vdx+

∫
∂Ω

g
(
x, u+

0

)
vdσ

pour tout v ∈W 1.H(Ω). En choisissant v = −u−
0 ∈W 1.H(Ω) on obtient

ρ̂H
(
u−
0

)
= 0,

et donc, par la proposition 1.6, nous avons

∥∥u−
0

∥∥
1,H

= 0,

pour tout w ∈W 1.H(Ω). En choisissant w = v+0 ∈W 1.H(Ω) on obtient

ρ̂H
(
v+0
)
= 0, ,

et donc, par la proposition 1.6, nous avons

∥∥v+0 ∥∥1,H = 0.
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Donc, u0 ≥ 0, u0 ̸= 0. et v0 ≤ 0, v0 ̸= 0. Enfin, en appliquant le théorème 3.1, nous avons que

u0, v0 ∈ L∞(Ω).

3.3 Solutions changeant de signe

Dans cette section, nous nous intéressons à l’existence d’une solution du problème (P2) qui

change de signe [8] . Suite au traitement de Liu-Wang-Wang [12] et Gasi´nski-Papageorgiou [6]

nous introduisons la variété dite Nehari pour la fonctionnelle φ qui est définie par

N =
{
u ∈ W 1.H(Ω) :

〈
φ

′
(u) , u

〉
= 0, u ̸= 0

}
.

Puisque nous sommes intéressés par les solutions de changement de signe, nous avons

également besoin de l’ensemble suivant

N0 =
{
u ∈ W 1.H(Ω) : u+ ∈ N, u− ∈ N

}
.

Proposition 3.6 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Soit u ∈ W 1.H(Ω), u ̸= 0, alors il

existe un unique t0 = t0(u) > 0 tel que t0u ∈ N.

Preuve Soit ζu : (0,+∞) → R défini par

ζu (t) =
〈
φ

′
(tu) , u

〉
= tp−1 ∥∇u∥pp + tq−1 ∥∇u∥qq,µ + tp−1 ∥u∥pp + tq−1 ∥u∥qq,µ (3.32)

−
∫
Ω

f (x, tu)udx−
∫
∂Ω

g (x, tu)udσ.

Par hypothèse (H)(v) on a pour t ∈ (0, 1) et |u(x)| > 0

f (x, tu) (tu)

tq |u|q
≤ f (x, u) (u)

|u|q
, x ∈ Ω,

g (x, tu) (tu)

tq |u|q
≤ g (x, u) (u)

|u|q
, x ∈ ∂Ω,
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ce qui implique

f (x, tu)u ≤ tq−1f (x, u)u, x ∈ Ω, (3.33)

g (x, tu)u ≤ tq−1g (x, u)u, x ∈ ∂Ω.

De (3.32) et (3.33) on obtient

ζu (t) ≥ tp−1 ∥∇u∥pp + tp−1 ∥u∥pp

−tq−1

∫
Ω

f (x, u)udx− tq−1

∫
∂Ω

g (x, u)udσ

Par conséquent, puisque p < q,

ζu (t) > 0 pour un petit t ∈ (0, 1).

Par contre on a pour t > 0

ζu (t)

tq−1
=

1

tq−p
∥∇u∥pp + ∥∇u∥qq,µ +

1

tq−p
∥u∥pp + ∥u∥qq,µ (3.34)

−
∫
Ω

f (x, tu)

tq−1
udx−

∫
∂Ω

g (x, tu)

tq−1
udσ

En appliquant l’hypothèse (H)(ii) et en passant à la limite dans (3.34) comme t → +∞ donne

lim
t→+∞

ζu (t)

tq−1
= −∞,

comme p < q. Ainsi

ζu (t) < 0 pour t > 0 assez grand . (3.35)

(3.35) et le théorème des valeurs intermédiaires il existe t0 = t0(u) > 0 tel que

ζu (t0) = 0,
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ce qui implique 〈
φ

′
(t0u) , t0u

〉
= 0.

Ainsi

t0u ∈ N.

Notez que l’équation ζu (t) = 0 peut s’écrire de manière équivalente sous la forme

−∥∇u∥pp − ∥u∥qq,µ =
1

tq−p
∥∇u∥qq,µ +

1

tq−p
∥u∥pp (3.36)

−
∫
Ω

f (x, tu) (tu)

tq
dx−

∫
∂Ω

g (x, tu) (tu)

tq
dσ.

Le membre de droite de cette inégalité est strictement croissant lorsque t > 0. Il existe

donc un unique t0 = t0(u) tel que

ζu (t0) = 0.

Proposition 3.7 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Soit u ∈ N , alors φ(tu) ≤ φ(u) pour

tout t > 0 (avec inégalité stricte lorsque t ̸= 1).

Preuve Soit ku : (0,∞) → R défini par

ku(t) = φ(tu) pour tout t > 0.

Parce que u ∈ N , cela est vrai

k
′

u(1) = 0, (3.37)

ce qui est, du fait de la proposition 3.6, l’unique point critique de ku. A partir des hypothèses

(H)(i), (ii), il existe, pour tout τ > 0 donné, une constante cτ > 0 telle que

F (x, s) ≥ τ

q
|s|q − cτ , x ∈ Ω et tout s ∈ R

G(x, s) ≥ τ

q
|s|q − cτ ,.x ∈ ∂Ω et tout s ∈ R (3.38)
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En tenant compte de (3.38), on a pour t > 0

ku (t) = φ (tu)

≤ tp

p
∥∇u∥pp +

tq

q
∥∇u∥qq,µ +

tp

p
∥u∥pp +

tq

q
∥u∥qq,µ

−τtq

q
∥u∥qq −

τtq

q
∥u∥qq,∂Ω + cτ (|Ω|N + |∂Ω|N)

=
tp

p

(
∥∇u∥pp + ∥u∥pp

)
+

tq

q

(
∥∇u∥qq,µ + ∥u∥qq,µ − τ(∥u∥qq + ∥u∥qq,∂Ω)

)
+cτ (|Ω|N + |∂Ω|N)

En prenant τ suffisamment grand, nous avons

φ (tu) ≤ c3t
p − c4t

q

pour certains c3, c4 > 0. Puisque p < q on obtient

ku(t) = φ(tu) < 0 pour t > 0 assez grand. (3.39)

En appliquant la proposition 3.2, pour t > 0 suffisamment petit on obtient

ku(t) = φ(tu)

≥ ĉ ∥u∥q1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H

= c5t
q − c6t

r1 − c7t
r2

pour certains c5, c6, c7 > 0. Puisque q < r1, r2 nous concluons que

ku(t) = φ(tu) > 0 pour t > 0 assez petit. (3.40)

D’après (3.39) et (3.40) nous savons qu’il existe un minimiseur local t0(u) > 0 de ku. Depuis

t = 1 est le seul point critique de ku, voir (3.37), on a que t0(u) = 1 qui est un minimiseur de
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ku. Par conséquent, nous avons

ku(t) ≤ ku(1) pour tout t > 0,

et ainsi

φ(tu) ≤ φ(u) pour tout t > 0.

Proposition 3.8 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors la fonctionnelle φ |N est

coercive.

Preuve Il suffit de montrer que si {un}n≥1 ⊆ N et

φ(un) ≤ M9 pour tout n ∈ N (3.41)

pour certains M9 > 0, alors la suite {un}n≥1 ⊆ W 1,H(Ω) est bornée.

En supposant le contraire, nous pouvons supposer que ∥un∥1.H → +∞. Soityn = un

∥un∥1.H

nous peut supposer que yn ⇀ y dans W 1,H(Ω).Supposons que y = 0 .Puisque un ∈ N et yn ⇀

0 nous avons pour chaque t > 0 que

φ (un) ≥ φ (tyn)

=
1

p
∥∇ (tyn)∥pp +

1

q
∥∇ (tyn)∥qq,µ +

1

p
∥tyn∥pp +

1

q
∥tyn∥qq,µ

−
∫
Ω

F (x, tyn) dx−
∫
∂Ω

G (x, tyn) dσ

≥ 1

q
∥tyn∥1.H −

∫
Ω

F (x, tyn) dx−
∫
∂Ω

G (x, tyn) dσ → 1

q
tp,

puisque ∥yn∥p1.H = 1 où nous avons utilisé les propositions 1.6 et 3.7. Prendre t > 0 assez

grand on obtient une contradiction avec (3.33). Par conséquent, y ̸= 0. En appliquant la
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proposition 1.6, nous avons

φ (un) ≤
1

p
∥∇un∥pp +

1

q
∥∇un∥qq,µ +

1

p
∥un∥pp +

1

q
∥un∥qq,µ

−
∫
Ω

F (x, ∥un∥1.H yn) dx−
∫
∂Ω

G (x, ∥un∥1.H yn) dσ (3.42)

≤ 1

q
∥un∥1.H −

∫
Ω

F (x, ∥un∥1.H yn) dx−
∫
∂Ω

G (x, ∥un∥1.H yn) dσ.

En divisant (3.42) par ∥un∥q1.H, en passant à la limite quand n → ∞ et en appliquant (H)(ii),

on obtient φ(un)
∥un∥q1.H

→ −∞ ce qui contredit φ(un) ≥ 0, voir Proposition 3.7 . Cela prouve la

coercivity de φ |N .

Soit m = inf
N

φ et m0 = inf
N0

φ.Tout d’abord, nous montrons que m > 0.

Proposition 3.9 Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors m > 0.

Preuve Rappelons l’énoncé de la proposition 3.2, à savoir

φ (u) ≥

 ĉ ∥u∥q1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H si ∥u∥1,H ≤ 1,

ĉ ∥u∥p1,H − c̃ε ∥u∥r11,H − ĉε ∥u∥r21,H si ∥u∥1,H > 1.

Puisque p < q < r1, r2 il s’ensuit que pour certains η0 ∈ (0, 1) assez petit

φ(u) ≥ γ̂ > 0 pour tout u ∈ W 1,H(Ω) avec ∥u∥1,H = η0.

Soit maintenant u ∈ N et prenons su > 0 tel que su ∥u∥1,H = η0. De la proposition 3.7 on

obtient

0 < γ̂ ≤ φ(suu) ≤ φ(u) pour tout u ∈ N,

donc m > 0.

En conséquence directe de la proposition 3.9, nous obtenons que m0 > 0.
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Proposition 3.10 Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors m0 > 0.

Preuve En appliquant la proposition 3.9 et en rappelant que u+,−u− ∈ N , on a pour chaque

u ∈ N0

φ(u) = φ(u+) + φ(−u−) ≥ 2m > 0.

Donc m0 > 0.

Proposition 3.11 Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors il existe y0 ∈ N0 tel que φ(y0) =

m0.

Preuve Soit {yn}n≥1 ⊆ N0 une suite minimisante, c’est-à-dire

φ (yn) ↘ m0.

Clairement,

φ(yn) = φ(y+n ) + φ(−y−n )

avec y+n ,−y−n ∈ N. Semblable à la preuve de la proposition 3.8 nous pouvons montrer que les

suites {y+n }n≥1, {y−n }n≥1 ⊆ W 1,H(Ω) sont bornés. On peut donc supposer que

y+n ⇀ v1 dans W 1,H(Ω), v1 ≥ 0, (3.43)

y−n ⇀ v2 dans W 1,H(Ω), v2 ≥ 0,

Supposons que v1 = 0. Alors, puisque y+n ∈ N , il est vrai

0 =
〈
φ

′
(y+n ), y

+
n

〉
= ρ̂H(y

+
n )−

∫
Ω

f(x, y+n )y
+
n dx−

∫
∂Ω

g(x, y+n )y
+
n dσ

pour tout n ∈ N. De (3.43) et de la proposition 1.6 nous concluons que

y+n −→ 0 dans W 1,H(Ω).

Ainsi

0 < m ≤ φ(y+n ) → φ(0) = 0 lorsque n → +∞,
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ce qui est une contradiction. Ainsi, v1 ̸= 0 . De la même manière, nous pouvons montrer que

v2 ̸= 0. En prenant En tenant compte de la proposition 3.6, il existe t1, t2 > 0 tel que

t1v1 ∈ N et t2v2 ∈ N.

Définir y0 = t1v1 − t2v2 = y+0 − y−0 donne y0 ∈ N0. Application de la séquentielle faiblement

inférieure semi-continuité de φ , Proposition 3.7 et le fait que y0 ∈ N0 on obtient

m0 = lim
n→+∞

φ (yn)

= lim
n→+∞

(φ
(
y+n
)
+ φ

(
−y−n

)
)

≥ lim
n→+∞

inf(φ
(
t1y

+
n

)
+ φ

(
−t2y

−
n

)
)

≥ φ (t1v1) + φ (−t2v2)

≥ φ (y0)

≥ m0.

Donc

φ(y0) = m0

avec y0 ∈ N0

Proposition 3.12 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Soit y0 ∈ N0 tel que φ(y0) = m0 .

Alors y0 ∈ Kφ. En particulier y0 ∈ W 1,H(Ω) ∩ L∞(Ω) est une solution du problème (P2)

Preuve La preuve de cette proposition suit l’idée de la preuve du théorème 1.4 dans Liu-Dai

[13] et exploite le lemme de déformation quantitative de Willem, voir Jabri , [9, Théorème4.2]

.

A partir de l’hypothèse (H)(v), de la proposition 3.7 et de la définition de N0 , pour s, t > 0

tel que au moins un des s, t ̸= 1, on a

φ(sy+0 − ty−0 ) = φ(sy+0 ) + φ(−ty−0 ) < φ(y+0 ) + φ(−y−0 ) = φ(y0) = m0. (3.44)

Maintenant, nous procédons par contradiction. Supposons donc que φ′(y0) ̸= 0. Alors il existe
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δ > 0 et ρ > 0 tel que

∥∥∥φ′
(v)
∥∥∥
1,H

≥ ρ pour tout v ∈ W 1,H(Ω) avec ∥v − y0∥1,H ≤ 3δ.

Soit

D =

[
1

2
,
3

2

]
×
[
1

2
,
3

2

]
.

D’après (3.44), on voit que

φ(sy+0 − ty−0 ) = m0 si et seulement si s = t = 1.

Ainsi

β = max
(s,t)∈∂D

φ(sy+0 − ty−0 ) < m0.

Soit

ε = min

{
m0 − β

4
,
ρδ

8

}
.

D’après le lemme de déformation quantitative de Willem, voir Jabri [9, Théorème 4.2], il

existe une déformation continue η : [0, 1]×W 1,H(Ω) → W 1,H(Ω) telle que

(i) η(1, v) = v si v /∈ φ−1([m0 − 2ε,m0 + 2ε])

(ii) φ(η(1, v)) ≤ m0−ε pour tout v ∈ W 1,H(Ω) avec ∥v − y0∥1,H ≤ δ. et φ(v) ≤ m0 + ε

(iii) φ(η(1, v)) ≤ φ(v) pour tout v ∈ W 1,H(Ω).

Il s’ensuit facilement que

max
(s,t)∈D

φ
(
η
(
1, sy+0 − ty−0

))
< m0. (3.45)

Définissons maintenant h : R+ × R+ → W 1,H(Ω) par

h(s, t) = η(1, sy0 +−ty−0 )
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et soient

H0(s, t) =
(〈

φ
′
(sy+0 ), y

+
0

〉
,
〈
φ

′
(−ty−0 ),−y−0

〉)
,

H1(s, t) =

(
1

s

〈
φ

′
(h+(s, t)), h+(s, t)

〉
,
1

t

〈
φ

′
(−h−(s, t)),−h−(s, t)

〉)
.

Notez que deg(H0, D, 0) = 1, comme

〈
φ

′
(sy+0 ), y

+
0

〉
> 0 et

〈
φ

′
(−sy−0 ),−y−0

〉
> 0, s ∈ (0, 1),〈

φ
′
(sy+0 ), y

+
0

〉
< 0 et

〈
φ

′
(−sy−0 ),−y−0

〉
< 0, s > 1.

D’après (3.45) et la propriété (i) de η (voir le choix de ε > 0), on a que

h(s, t) = sy+0 − ty−0 pour tout (s, t) ∈ ∂D.

Donc H0 = H1 sur ∂D et donc

deg(H1, D, 0) = deg(H0, D, 0) = 1.

Par la propriété d’existence du degré de Brouwer (voir, par exemple, Gasinski-Papageorgiou

[5, Théorème 4.11] ou Papageorgiou-Winkert [15, Théorème 6.2.22] ), on obtient

H1(s, t) = 0 pour certains (s, t) ∈ D.

Cela signifie que

η(1, sy+0 − ty−0 ) = h(s, t) ∈ N0 pour certains (s, t) ∈ D.

Mais cela contredit (3.45) et la définition de m0.

Nous concluons donc que y0 ∈ Kφ et donc y0 est une solution du problème (P2). De la

théorème 3.1 nous avons que y0 ∈ L∞(Ω).

Proposition 3.13 [8] Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites.Il existe une solution y0 ∈ N0
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du (P2) changant de signe.

Il reste à montrer que y0 possède exactement deux domaines nodaux. Arguant par contra-

diction, supposons qu’il existe des ouverts disjoints Ω1,Ω2 et Ω3 sur les quels y0 a signe

fixe.

Sans aucune perte de généralité, on peut supposer que y0 n’a que trois domaines nodaux,

soit

yk (x)

 y0 (x) si x ∈ Ωk

0 si x ∈ Ω⧹Ωk

pour k = 1, 2, 3, x ∈ Ω.Sans aucune perte de généralité, on peut supposer que

y1 |Ω1> 0, y2 |Ω2< 0, y3 |Ω3< 0.

En définissant ŷ = y1 + y2, nous avons ŷ+ = y1 et ŷ− = −y2.

Puisque y0 = y1 + y2 + y3 = ŷ +y3 et φ′
(y0) = 0 car d’après la proposition 3.12 nous avons

0 =
〈
φ′(y0), ŷ

+
〉
=
〈
φ

′
(ŷ) + φ

′
(y3), ŷ

+
〉
=
〈
φ

′
(ŷ), ŷ+

〉
.

Donc ⟨φ′(ŷ), ŷ+⟩ = 0. De la même manière on peut montrer que
〈
φ

′
(ŷ), ŷ−

〉
= 0 . De là on voir

que ŷ+,−ŷ− ∈ N et donc ŷ ∈ N0.

L’application de la proposition 3.11 et de l’hypothèse (H)(iv) donne

m0 = φ(y0) = φ(y0)−
1

q

〈
φ

′
(y0) , y0

〉
= φ(ŷ) + φ(y3)−

1

q

(〈
φ

′
(ŷ), ŷ

〉
+
〈
φ

′
(y3), y3

〉)
= φ(ŷ) + φ(y3)−

1

q

(〈
φ

′
(y3), y3

〉)
= φ(ŷ) +

(
1

p
− 1

q

)
∥∇y3∥pp +

(
1

p
− 1

q

)
∥y3∥pp

+

∫
Ω

(
1

q
f (x, y3) y3 − F (x, y3)

)
dx+

∫
∂Ω

(
1

q
g (x, y3) y3 −G (x, y3)

)
dσ

≥ m0 +

(
1

p
− 1

q

)
∥∇y3∥pp +

(
1

p
− 1

q

)
∥y3∥pp .
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Puisque p > q, on voit que Ω3 = ∅. Nous concluons donc que y0 n’a que deux domaines

nodaux.

Enfin, nous pouvons énoncer le théorème de multiplicité suivant pour le problème (P2)

résumant les résultats des propositions 3.5.et 3.13.

Théorème 3.2 Soit les hypothèses (1.3) et (H) satisfaites. Alors le problème (P2) a au moins trois

solutions non triviales u0, v0, y0 ∈ W 1,H(Ω) ∩ L∞(Ω) telles que

u0 ≥ 0, v0 ≤ 0, y0 est nodale avec deux domaines nodaux.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence et la multiplicité des solutions non

triviales d’un problème elliptique intervenant un opérateur de double phase, et la régularité

des solutions d’une certaine classe du problème appelé problème de convection.

Les résultats obtenus sont censés être généralisés à des systèmes elliptiques, ou bien à des

problèmes fractionaires de double phase.
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