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 ملخص
 

 

فروع الرياضيات لما لها من تطبيقات  شتى التكاملية دوراً أساسياً في فولتيراومعادلات فريدهولم  لعبت

 .في مختلف المجالات العلمية

 

مصدر تحوي على دالة من معادلة فولتيرا التكاملية  خاصبدراسة شكل  مذكرةلهذا السبب قمنا في هذه ال

 .ةوغير خطي ةغير معروف

 

وهذا تحت حل المعادلة المقترحة  ووحدانيةوجود  ثبتلكراسنوسيلسكي، ن صامدةنظرية النقطة ال باستخدام

 .شروط معينة تم تحديدها مسبقا

 

 الأمثلةبعض  نعطي ومن ثم، نجد حلاً تقريبياً لمعادلتنا التكاملية، شتروميلن العدديباستخدام طريقة التكامل 

 .توضيحيةال

 

 كلمات مفتاحية

 .طريقة نيشتروم .التقريب العددي .لكراسنوسيلسكينظرية النقطة الصامدة . يرا التكامليةمعادلة فولت



Résumé

Les équations intégrales de Fredholm et de Volterra jouent un rôle essentiel dans

les branches mathématiques à cause de leurs applications dans les divers domaines

scientifiques.

Pour cette raison, dans ce mémoire on étudie une forme spécifique de l’équation

intégrale de Volterra avec un terme source inconnu et non linéaire.

En utilisant le théorème de point fixe de Krasnoselskii, on montre l’existence et

l’unicité de la solution de l’équation proposée sous des conditions bien définies.

En utilisant la méthode d’intégration numérique de Nyström, on trouve une so-

lution approchée de notre équation intégrale, puis on donne des exemples illustratifs.

Mots clés

Equation intégrale de Volterra ; Théorème du point fixe de Krasnoselskii ; Approxi-

mation numérique ; La méthode de Nyström.
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Abstract

The integral equations of Fredholm and Volterra play an essential role in the

branches of mathematics because of their applications in various scientific fields.

For this reason, in this thesis we study a specific form of the Volterra integral

equation with a nonlinear unknown source term.

By using Krasnoselskii’s fixed point theorem, we study the existence and unique-

ness of solution of the proposed equation under some well-defined conditions.

By using the numerical integration method of Nyström, we find an approximate

solution of our integral equation, then we give some illustrative examples.

Keywords

Volterra integral equation ; Krasnoselskii fixed point theorem ; Numerical approxi-

mation ; The Nyström method.
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Introduction

Au début du 20e siècle, le mathématicien italien Vito Volterra a construit un nou-

veau type d’équations mathématiques qu’il appelle l’équation intégrale de Volterra

[1], où il a posé aussi les bases théoriques de ces équations. Ces équations intégrales

jouent un rôle très important dans de nombreux domaine scientifiques [2, 3, 4, 5] :

Physiques, biologiques, électronique, mécanique, et autres. D’ailleurs, beaucoup de

chercheurs ont développé des méthodes différentes [6, 7, 8] pour traiter ces équations

intégrales.

Pour cela, ce mémoire est dédié à étudier l’équation intégrale suivante :

u(t) =

∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, u(t)), ∀t ∈ [a, b].

C’est une équation intégrale non linéaire de Volterra de second espèce qui contient

aussi un terme source g(t, u(t)) inconnu et non linéaire, à cause de ce terme on a

appelé cette équation par le nom : non standard.

On va traiter l’équation proposée du côté analytique et numérique, et de telle

façon que notre étude va être facile à comprendre on a réparti le mémoire en trois

chapitres :
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Chapitre 1 (Notions et préliminaires) : On rappelle quelques concepts dans l’ana-

lyse fonctionnelle et l’analyse numérique pour les utiliser dans les deux chapitres

suivants.

Chapitre 2 (Etude analytique) : On ajoute à notre équation intégrale les hypo-

thèses nécessaires qui nous permettent à juger quelle admet une solution unique.

Chapitre 3 (Etude numérique) : On applique la méthode d’intégration numériques

de Nyström afin de discrétiser l’équation proposée et de trouver sa solution approchée.

9



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, on rappelle quelques concepts fondamentaux afin d’utliliser

dans les prochains chapitres.

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1.1

On dit que l’application ‖.‖V définie sur V l’espace vectoriel à valeurs dans R+ est

une norme, si les trois propriétés suivantes soient satisfaites :

1. ∀v ∈ V, ‖v‖V = 0⇔ v = 0.

2. ∀λ ∈ R, ∀v ∈ V, ‖λv‖V = |λ|‖v‖V .

3. ∀v, w ∈ V, ‖v + w‖V ≤ ‖v‖V + ‖w‖V . (Inégalité triangulaire).

Alors, (V, ‖.‖V ) devient un espace vectoriel normé (e.v.n).

Exemple 1.1.1

Soit C([a, b],R) l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] à valeurs réelles.

10
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On pose pour tout f ∈ C([a, b],R) :

||f ||1 =

∫ b

a

|f(x)|dx,

||f ||∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|.

Les applications ||.||1 et ||.||∞ sont considérées comme des normes sur l’espace C([a, b],R).

Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy)

La suite (Un)n∈N ∈ V est dite suite de Cauchy pour la norme ‖.‖V si :

∀ ε > 0, ∃ N ≥ 0, ∀ n > N,∀ p ≥ 0, ‖Un+p − Un‖V ≤ ε.

Proposition 1.1.1

1. Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

2. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Attention ! Toute suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.1.3 (Espace de Banach ou Espace vectoriel normé complet)

On dit que l’espace vectoriel normé (V, ‖.‖V ) est complet (ou espace de Banach) si

toute suite de Cauchy de V est convergente pour la norme ‖.‖V .

Exemple 1.1.2

On considére C0([a, b],R) l’espace des fonctions continues sur [a, b], on munit cet

espace de la norme suivante :

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, ∀f ∈ C0([a, b],R).

Alors,
(
C0([a, b],R), ‖.‖∞

)
est un espace de Banach.
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1.2 Théorèmes de point fixe

Les théorèmes de point fixe jouent un rôle essentiel pour étudier les équations

non linéaires, pour cela on rappelle quelques types de ces théorèmes.

Définition 1.2.1

Prenons X un espace de Banach et T un opérateur défini de X dans lui-même (T :

X −→ X). On dit que x est un point fixe de T si et seulement si :

x = T (x).

1.2.1 Point fixe de Banach

Théorème 1.2.1 [9]

Prenons X un espace de Banach et l’opérateur T : X −→ X. On dit que l’opérateur

T possède un point fixe unique, si il est contractant de X dans X.

1.2.2 Point fixe de Schauder

Théorème 1.2.2 [9]

Soit S un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de l’espace de Banach X. Si

l’opérateur T : S −→ S vérifie :

1. T est continue,

2. T (S) est relativement compact,

alors, T admet au moins un point fixe dans S.

1.2.3 Point fixe de Krasnoselskii

Théorème 1.2.3 [9]

Soit M un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de l’espace de Banach X. Si

les deux opérateurs A et B vérifient les propriétés suivantes :
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1. ∀x, y ∈M, Ax+By ∈M ,

2. A est continue et compact,

3. B est contraction.

Alors, il existe au moins un point fixe de l’opérateur A+B, c’est-à-dire :

∃x ∈M, où Ax+Bx = x.

Théorème 1.2.4 (Arzéla-Ascoli)

Soit S un sous-ensemble de l’espace de Banach C([a, b],R). L’ensemble S est relati-

vement compact si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. l’ensemble S est borné (pour la norme de C([a, b],R)),

2. l’ensemble S est équicontinu.

Définition 1.2.2 (Uniformément équicontinu)

Soit S un sous-ensemble de l’espace de Banach C([a, b],R). On dit que l’ensemble S

est uniformément équicontinu si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε, ∀ fn ∈ S.

1.3 Quelques propriétés utilisées

Définition 1.3.1 (Fonction Lipschitzienne)

Soit f une fonction définie sur l’intervalle [a, b] à valeurs dans R. On dit que f est

lipschitzienne de rapport L ∈ R+ si :

∀x, y ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

Remarque 1.3.1

13
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1. La fonction f de la définition précédente est dite contractante si on peut choisir

0 < L < 1.

2. Dans un espace de Banach X, la définition d’une fonction contractante reste la

même, mais on utilise la distance associée à la norme de cet espace ‖x− y‖X .

Théorème 1.3.1 (Accroissements finis)

Pour toute fonction continue et dérivable défine sur l’intervalle [a, b] à valeurs dans

R, (f : [a, b] −→ R), on peut trouver une constante c dans ]a, b[ telle que :

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Remarque 1.3.2

La définition d’une fonction lipschitzienne est fortement liée au fonction dérivable.

D’ailleur, d’après le théorème des accroissements finis, une fonction dérivable sur

l’intervalle [a, b] est lipschitzienne sur [a, b] si et seulement sa dérivée est bornée sur

[a, b], on écrit :

∀x, y ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|, où L = sup
c∈[a,b]

|f ′(c)|.

Lemme 1.3.1 [10]

Soit γ(t) une fonction continue positive sur [a, b] vérifiant :

∃ L > 0, γ(t) ≤ L

∫ t

a

γ(s)ds,

alors,

γ(t) = 0, ∀t ∈ [a, b].

1.4 Intégration numérique

En général, il a beaucoup de fonctions nous pouvons pas de calculer ses primitives.

Pour cette raison, on emploie les différentes méthodes d’intégration numérique [11,

14
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12] qui permettent à évaluer une approximation de l’intégrale de ces fonctions. Dans

cette partie, on aborde la méthode de Trapèze et de Simpson.

1.4.1 Méthode de Trapèze

Tout d’abord, on divise l’intervalle d’intégration [a, b] en n segments égaux, ce

qui nous donne les (n+ 1) points (noeuds) suivants :

xi = a+ ih, i = 0, 1...n, avec h =
b− a
n

.

A partir des valeurs de la fonction f(x) aux limites de chaque sous-intervalle, on

approche la surface de chaque tronche par le Trapèze construit. Alors, on écrit :∫ xi

xi−1

f(x)dx = (xi − xi−1)
f(xi−1) + f(xi)

2
,

= h
f(xi−1) + f(xi)

2
.

On répète la même chose pour les n sous-intervalles. En additionnant les surfaces de

tous les trapèzes, on obtient la formule :∫ b

b

f(x)dx =

∫ x1

x0

f(x)dx+

∫ x2

x1

f(x)dx+ ...+

∫ xn

xn−1

f(x)dx,

=
h

2

(
f(x0) + f(x1)

)
+
h

2

(
f(x1) + f(x2)

)
+ · · ·+ h

2

(
f(xn−1) + f(xn)

)
,

on peut la simplifier par :∫ b

b

f(x)dx =
h

2

[
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
i=1

f(xi)

]
.

1.4.2 Méthode de Simpson

Afin de construire la méthode de Simpson, on divise l’intervalle [a, b] en n seg-

ments égaux avec le pas de discrétisation h = b−a
n
, et on choisit n un nombre pair

15
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(n = 2m), alors on obtient (2m+ 1) points :

xi = a+ ih, i = 0, 1...2m, avec h =
b− a
2m

.

On approche la fonction f(x) sur des tranches spécifique prises de la façon suivante :∫ b

a

f(x)dx =

∫ x2

x0

f(x)dx+

∫ x4

x2

f(x)dx+ · · ·+
∫ x2m

x2m−2

f(x)dx.

Il est clair que l’intervalle [x0, x2] passe par le point x1, donc chaque sous-intervalle

contient trois points consécutifs, ce qui nous permet à remplacer la fonction f(x) par

un polynôme de degré 2 : ∫ x2

x0

f(x)dx =

∫ x2

x0

P2(x)dx,

où le polynôme P2(x) est donné par la formule de Lagrange :

P2(x) = f(x0)L0(x) + f(x1)L1(x) + f(x2)L2(x),

et

L0(x) =
(x− x1)(x− x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

,

L1(x) =
(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

,

L2(x) =
(x− x0)(x− x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

.

On pose x− x1 = th, donc :

x− x2 = (x− x1)− (x2 − x1) = th− h = h(t− 1),

x− x0 = (x− x1) + (x1 − x0) = th+ h = h(t+ 1).

En conséquence :

L0(x) =
1

2
(t2 − t), L1(x) = 1− t2, L2(x) =

1

2
(t2 + t).
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Alors on trouve :∫ x2

x0

f(x)dx =
f(x0)

2
h

∫ 1

−1
(t2 − t)dt+ f(x1)h

∫ 1

−1
(1− t2)dt+ f(x2)

2
h

∫ 1

−1
(t2 − t)dt,

=
f(x0)

3
h+

4f(x1)

3
h+

f(x2)

3
h,

=
h

3

(
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

)
.

La répétition de cette technique pour tous les sous-intervalles, donne la formule de

Simpson : ∫ b

a

f(x)dx =
h

3

(
f(a) + f(b) + 4

m−2∑
i=1

f(x2i−1) + 2
m−1∑
i=1

f(x2i)

)
.

Exemple 1.4.1

Soit I l’intégrale de la fonction suivante :

I =

∫ π

0

sinx dx.

On va approcher la valeur de I, en utilisant la formule de Trapèze et de Simpson

pour n = 10, puis on calcule l’erreur de chaque méthode.

•Méthode de Trapèze : On a n = 10, donc le pas de discrétisation h = π−0
10

=

π
10
. La formule de Trapèze est écrite :

I =

∫ π

0

sin (x) dx =
h

2

[
f(0) + f(π) + 2

9∑
i=1

f(xi)

]
,

d’ailleur les point xi et les images f(xi) sont donnés suivant le tableau (1.1).

Alors

I =

∫ π

0

√
(x) dx =

π

20

[
0 + 0 + 2(0.3090 + 0.5878 + 0.8090 + 0.9511

+ 1.0000 + 0.9511 + 0.8090 + 0.5878 + 0.3090)

]
,

= 1.9835.
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xi 0 π
10

2π
10

3π
10

4π
10

5π
10

6π
10

7π
10

8π
10

9π
10

π
f(xi) 0 0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090 0

Table 1.1 – Les valeurs de xi et f(xi) pour n = 10.

D’autre part, la valeur exacte de l’intégrale est :

I =

∫ π

0

sin (x) dx = cos(x)

∣∣∣∣π
0

= 2.

L’erreur commise est :

E =

∣∣∣∣2− 1.9835

∣∣∣∣ = 0.0165.

• Méthode de Simpson : Pour n = 10, la méthode de Simpson donne :

I =

∫ π

0

sin (x)dx =
h

3

[
f(0) + f(π) + 4

5∑
i=1

f(x2i−1) + 2
4∑
i=1

f(x2i)

]
,

=
π

30

[
0 + 0 + 2(0.5878 + 0.9511 + 0.9511 + 0.5878)

+ 4(0.3090 + 0.8090 + 1.0000 + 0.8090 + 0.3090)

]
,

= 2.0001.

L’erreur commise est :

E =

∣∣∣∣2− 2.0001

∣∣∣∣ = 0.0001.

Enfin, on conclut que la méthode de Simpson est la meilleure en comparant avec la

méthode de Trapèze.
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Chapitre 2

Etude analytique de l’équation
proposée

Dans ce chaptre, en utilisant les techniques du point fixe, on va démontrer l’éxis-

tence et l’unicité de la solution de l’équation intégrale proposée.

2.1 Existence de la solution

On considère l’équation intégrale non linéaire de Volterra donnée par la formule

suivante :

u(t) =

∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, u(t)), ∀t ∈ [a, b], (2.1)

où k ∈ C([a, b]2,R), g ∈ C([a, b],R) et u(t) c’est la solution qui nous voulons trouver

dans l’espace C([a, b]).

On peut voir que l’inconnu u(t) de l’équation se trouve implicitement de manière

non linéaire aussi dans la fonction g qui s’appelle le terme source de l’équation.

Avant de commencer à étudier l’équation (2.1), il faut ajouter l’hypothèse sui-
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vante :

(H)1 :


1) ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x ∈ R,

∣∣k(t, s, x)| ≤M1,

2) ∀ t ∈ [a, b], ∀x ∈ R,
∣∣g(t, x)| ≤M2,

3) ∀ t ∈ [a, b], ∀x, y ∈ R, ∃ 0 < B < 1,
∣∣g(t, x)− g(t, y)| ≤ B|x− y|.

Théorème 2.1.1

Si l’hypothèse (H)1 est satisfaite, alors l’équation (2.1) admet au moins une solution

dans l’espace C([a, b]).

Démonstration 2.1.1

Soit l’espace de Banach X = C([a, b]) muni de la norme :

∀u ∈ X, ‖u‖ = sup
t∈[a,b]

|u(t)|.

On définit l’opérateur ψ de X dans lui-même par :

ψ(u) = ψ1(u) + ψ2(u),

où ψ1(u) et ψ2(u) sont donnés par :

ψ1(u)(t) =

∫ t

a

k(t, s, u(s))ds,

ψ2(u)(t) = g(t, u(t)).

Alors, si l’opérateur ψ admet au moins un point fixe, cela signifie que l’équation (2.1)

admet au moins une solution dans X. Pour cette raison, nous allons démontrer que

l’opérateur ψ vérifie les conditions du théorème de point fixe de Krasnoselskii [13], à

partir les étapes suivantes :

Etape 1 : Il faut vérifier que ∀u, v ∈ F, ψ1(u) + ψ2(v) ∈ F , où l’ensemble F est

donné par :

F := {u ∈ X, ‖u‖ ≤M1(b− a) +M2}.

20



Echahid Cheikh Larbi Tebessi University. Département de Mathématiques.

Au début, on peut voir facilement que l’ensemble F est non vide, fermé et convexe.

Il est clair que :

|ψ1(u)(t) + ψ2(v)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, v(t))

∣∣∣∣ ,
≤

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣+ |g(t, v(t))| ,
≤ M1

∫ b

a

ds+M2,

≤ M1(b− a) +M2,

alors ‖ψ1(u) + ψ2(v)‖ ≤M1(b− a) +M2, donc ψ1(u) + ψ2(v) ∈ F .

Etape 2 : Il faut vérifier que l’opérateur ψ1 est compact et continue.

Comme le noyau k ∈ C([a, b]2,R) on déduit directement que ψ1 est continue.

Maintenant, pour étudier la compacité de l’opérateur ψ1, il reste à prouver que l’en-

semble ψ1(F ) est uniformément borné et équicontinue.

X Pour tout u ∈ F et tout t ∈ [a, b], on a :

|ψ1(u)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣ ,
≤ M1

∫ b

a

ds,

= M1(b− a),

< M1(b− a) +M2,

donc ‖ψ1(u)‖ ≤M1(b− a) +M2, c’est à dire ψ1(F ) ⊂ F , alors ψ1(F ) est uniformé-

ment borné.
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X Soient t1, t2 ∈ [a, b] avec t1 > t2, ∀u ∈ F , on a :

|ψ1(u)(t1)− ψ1(u)(t2)| =

∣∣∣∣∫ t1

a

k(t1, s, u(s))ds−
∫ t2

a

k(t2, s, u(s))ds

∣∣∣∣ ,
=

∣∣∣∣∫ t2

a

k(t1, s, u(s))ds+

∫ t1

t2

k(t1, s, u(s))ds−
∫ t2

a

k(t2, s, u(s))ds

∣∣∣∣ ,
≤

∫ t2

a

|k(t1, s, u(s))− k(t2, s, u(s))| ds+
∫ t1

t2

|k(t1, s, u(s))| ds.

La fonction k(t, s, .) est continue par rapport à t et s sur le compact [a, b], alors elle

est uniformément continue, ce qui nous permet à écrire :

|k(t1, s, u(s))− k(t2, s, u(s))| ≤ δ(|t1 − t2|)→ 0, si |t1 − t2| → 0.

On obtient :

|ψ1(u)(t1)− ψ1(u)(t2)| ≤
∫ t2

a

|k(t1, s, u(s))− k(t2, s, u(s))| ds+
∫ t1

t2

|k(t1, s, u(s))| ds,

≤
∫ t2

a

δ(|t1 − t2|)ds+
∫ t1

t2

M1,

≤ (t2 − a)δ(|t1 − t2|) +M1|t1 − t2|,

donc

|ψ1(u)(t1)− ψ1(u)(t2)| → 0, si |t1 − t2| → 0.

On déduit que ψ1(F ) est équicontinue.

Etape 3 : Il faut vérifier que l’opérateur ψ2 est contractant.

On a : ∀u, v ∈ F :

|ψ2(u)(t)− ψ2(v)(t)| = |g(t, u(s))− g(t, v(s))|,

≤ B|u(s)− v(s)|,

≤ B‖u− v‖,
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implique,

‖ψ2(u)− ψ2(v)‖ ≤ B‖u− v‖,

à partir de de l’hypothèse (H)1, le constant 0 < B < 1 confirme que l’opérateur ψ2

est contractant.

Enfin, l’opérateur ψ a un point fixe u ∈ F d’après le théorème de Krasnoselskii,

ce qui équivalent à dire l’équation (2.1) admet au moins une solution dans u ∈ F .

2.2 Unicité de la solution

Dans la partie précédente, on a démontré que l’équation (2.1) admet au moins

une solution. On va prouver maintenant que cette solution est unique, mais il faut

ajouter tout d’abord la nouvelle hypothèse :

(H)2 :
{
∀ t, s ∈ [a, b],∀x, y ∈ R,∃A > 0,

∣∣k(t, s, x)− k(t, s, y)| ≤ A|x− y|.

Théorème 2.2.1

Si les hypothèses (H)1 et (H)2 sont satisfaites, alors la solution de l’équation (2.1)

est unique.

Démonstration 2.2.1

Soient u(t) et v(t) deux solutions de l’équation (2.1). On définit la fonction γ(t) par :

γ(t) = |u(t)− v(t)|, ∀ t ∈ [a, b],

ensuite, on montre que γ(t) = 0, cela signifie que u(t) = v(t).

Au début, l’équation (2.1) nous donne :

u(t) =

∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, u(t)), ∀t ∈ [a, b],

v(t) =

∫ t

a

k(t, s, v(s))ds+ g(t, v(t)), ∀t ∈ [a, b],
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par soustraction on trouve :

|u(t)− v(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds−
∫ t

a

k(t, s, v(s))ds+ g(t, u(t))− g(t, v(t))
∣∣∣∣ ,

≤
∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds−
∫ t

a

k(t, s, v(s))ds

∣∣∣∣+ |g(t, u(t))− g(t, v(t))| ,
à partir de (H)1 et (H)2 :

|u(t)− v(t)| ≤
∫ t

a

A|u(s)− v(s)|ds+B|u(t)− v(t)|,

d’où,

γ(t) ≤ A

∫ t

a

γ(s)ds+Bγ(t).

D’autre part, comme B < 1 donc 1−B > 1, alors on obtient :

(1−B)γ(t) ≤ A

∫ t

a

γ(s)ds ⇒ γ(t) ≤ L

∫ t

a

γ(s)ds avec L =
A

1−B
.

En conséquence du lemme 1.3.1, on trouve que γ(t) = 0⇒ u(t) = v(t).

De cette manière on a vu comment démontrer l’existence et l’unicité de la solution

de l’équation (2.1) en employant le théorème du point fixe de Krasnoselskii et le

lemme 1.3.1. D’autre part, on peut appliquer le théorème du point fixe de Banach

pour prouver l’existence et l’unicité de cette solution mais sous autre hypothèse

donnée par :

(H)3 :


1) ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x ∈ R,

∣∣k(t, s, x)| ≤M1,
∣∣g(t, x)| ≤M2,

2) ∀ t, s ∈ [a, b], ∀x, y ∈ R, ∃A, B ∈ R∗+,∣∣g(t, x)− g(t, y)| ≤ B|x− y|,
∣∣k(t, s, x)− k(t, s, y)| ≤ A|x− y|,

3) ∃α ∈ R∗+, α = A(b− a) +B < 1.
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Théorème 2.2.2

Si l’hypothèse (H)3 est satisfaite, alors l’équation (2.1) admet une solution unique

dans l’espace C([a, b]).

Démonstration 2.2.2

Dans ce cas, on définit l’opérateur ψ de X dans X par :

ψ(u) =

∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, u(t)),

puis on va voir que l’opérateur ψ vérifie les deux conditions du théorème de point fixe

Banach.

Condition 1 : Il faut vérifier que : ψ(F ) ⊂ F , où l’ensemble F est donné par la

formule précédente.

Pour tout u ∈ F :

|ψ(u)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds+ g(t, u(t))

∣∣∣∣ ,
≤

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds

∣∣∣∣+ |g(t, u(t))| ,
≤ M1

∫ t

a

ds+M2,

≤ M1(b− a) +M2,

d’où ‖ψ(u)‖ ≤M1(b− a) +M2, alors, ψ(F ) ⊂ F .

Condition 2 : Il faut vérifier que l’opérateur ψ est contraction dans F .

On a ∀u, v ∈ F :

|ψ(u)(t)− ψ(v)(t)| =

∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds−
∫ t

a

k(t, s, v(s))ds+ g(t, u(t))− g(t, v(t))
∣∣∣∣ ,

≤
∣∣∣∣∫ t

a

k(t, s, u(s))ds−
∫ t

a

k(t, s, v(s))ds

∣∣∣∣+ |g(t, u(t))− g(t, v(t))| ,
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à l’aide de l’hypothèse (H)3, on obtient :

|ψ(u)(t)− ψ(v)(t)| ≤ A

∫ t

a

|u(s)− v(s)|ds+B|u(t)− v(t)|,

≤ A||u− v||
∫ t

a

ds+B||u− v||,

≤ (A(b− a) +B)||u− v||,

donc :

||ψ(u)− ψ(v)|| ≤ α||u− v||.

Comme 0 < α < 1, l’opérateur ψ est contraction dans F . En conséquence l’équation

(2.1) admet une solution unique dans F ⊂ C([a, b]).

Remarque 2.2.1

Si on veut comparer entre les hypothèses (H)1, (H)2 et (H)3, on conclut que le théo-

rème du point fixe de Banach demande des conditions fortes par rapport le théorème

de Krasnoselskii.
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Chapitre 3

Etude numérique de l’équation
proposée

En général, il n’y a pas des méthodes analytiques pour résoudre les équations

intégrales. Pour cette raison, il faut employer les techniques d’approxiamtions nu-

mériques pour approcher ces équations. Dans ce chapitre, on va utiliser la méthode

Nyström [14] pour déterminer la solution approchée de notre équation intégrale.

3.1 Approximation de l’équation proposée

Tout d’abord, on commence par une description globale de la technique de Nys-

tröm. La méthode de Nyström est basée sur l’application de la forme de l’intégration

numérique de la manière suivante :

On choisit le pas de discrétisation h = (b−a)
N

, N ∈ N∗, qui nous donne les noeuds :

ti = a+ ih, i = 0, 1, ..., N,

alors, le signe intégrale va approcher par :

pour tout f ∈ C([a, b]),
∫ b

a

f(t)dt ' h

N∑
i=0

ωif(ti), (3.1)
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où ωi sont des réeles vérifient tels qu’il existe ω > 0, ∀N ∈ N, max
0≤i≤N

|ωi| ≤ ω.

Maintenant, on remplace la variable t par tn, n = 0, 1, ...., N , dans notre équation

(2.1), puis on applique la formule de quadrature précédente (3.1), alors on obtient le

système algébrique suivant :

U0 = g(a, U0), (3.2)

Un = h
n∑
i=0

ωik(tn, si, Ui) + g(tn, Un), 0 ≤ n ≤ N, (3.3)

où Un dénote la valeur approchée de u(tn) au point tn pour 0 ≤ n ≤ N .

3.2 Etude du système algébrique

Dans cette partie, on va trouver aussi que les deux hypothèses (H)1 et (H)2 sont

suffisantes pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du système algébrique

obtenu (3.2)-(3.3).

Théorème 3.2.1

Si les hypothèses (H)1, (H)2 sont satisfaites et si h est suffisamment petit, alors la

solution du système (3.2)-(3.3) existe et unique.

Démonstration 3.2.1

Au début, il est clair que l’équation du système (3.2) a une solution unique U0 à

partir de la condition 0 < B < 1.

Soit l’espace vectoriel euclidien E = R muni de la norme standard :

∀x ∈ E, ||x||E = |x|.

Pour tout n = 1, 2, ..., N , les équations du système (3.3) peuvent être reformuler en

utilisant l’application ψn : E → E, de la façon suivante :

ψn(x) = hωnk(tn, sn, x) + g(tn, x) + h

n−1∑
i=0

ωik(tn, si, Ui).
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Si l’application ψn a un point fixe unique x = ψn(x), alors le système (3.3) a une

solution unique Un, ce qui nous allons voir.

Pour tout x, y ∈ E, pour tout n = 1, 2, ..., N , on a :

|ψn(x)− ψn(y)| = |g(tn, x) + hωnk(tn, sn, x) + h
n−1∑
i=0

ωik(tn, si, Ui)

− g(tn, y)− hωnk(tn, sn, y)− h
n−1∑
i=0

ωik(tn, si, Ui)|,

= |g(tn, x)− g(tn, y) + hωnk(tn, sn, x)− hωnk(tn, sn, y)|,

≤ |g(tn, x)− g(tn, y)|+ |hωnk(tn, sn, x)− hωnk(tn, sn, y)|,

≤ B|x− y|+ hωA|x− y|,

d’où,

‖ψn(x)− ψn(y)‖E ≤ L‖x− y‖E, avec L = B + hωA.

L’hypothèse (H)1 donne 0 < B < 1, et comme h est suffisamment petit on trouve

que 0 < L < 1, alors l’application ψn admet un point fixe unique pour chaque n, ce

qui confirme que le système (3.3) admet une solution unique Un pour n = 1, 2, ..., N .

3.3 Analyse des erreurs

Dans cette section, on va vérifier que la solution approchée Un obtenue par ré-

soudre le système (3.2)-(3.3) convergente vers la solution exacte u(tn) de l’équation

(2.1). Par conséquent, on définit :

εn = |u(tn)− Un|, n ≥ 0,

puis on montre que :

lim
h→0

max
0≤n≤N

{εn} = 0, i.e. Un → u(tn) si N →∞.
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D’abord, on mentionne la consistance de la méthode de l’intégration numérique à

partir le lemme :

Lemme 3.3.1 [11]

Pour toute fonction k(t, s, x) ∈ C([a, b]2,R) on définit la formule de l’erreur de la

consistance par :

δ(h, tn) =

∣∣∣∣∣
∫ tn

a

k(tn, s, u(s))ds− h
n∑
i=0

ωik(tn, si, u(si))

∣∣∣∣∣ ,
où,

max
0≤n≤N

{δ(h, tn)} = δh, et lim
h→0

δh = 0.

Théorème 3.3.1

Soient (H)1, (H)2 satisfaites et si h suffisamment petit, alors :

Un → u(tn) si N →∞.

Démonstration 3.3.1

Pour 0 ≤ n ≤ N , on a :

|u(tn)− Un| = |
∫ tn

a

k(tn, s, u(s))ds+ g(tn, u(tn))− h
n∑
i=0

ωik(tn, si, Ui)− g(tn, Un)|,

= |
∫ tn

a

k(tn, s, u(s))ds+ g(tn, u(tn))− h
n∑
i=0

ωik(tn, si, Ui)− g(tn, Un)

+ h
n∑
i=0

ωik(tn, si, u(ti))− h
n∑
i=0

ωik(tn, si, u(si))|,

≤ |
∫ tn

a

k(tn, s, u(s))ds− h
n∑
i=0

ωik(tn, si, u(si))|+ |g(tn, u(tn))− g(tn, Un)|

+ hω

n∑
i=0

|k(tn, si, u(ti))− k(tn, si, Ui)|.
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Le lemme (3.3.1) et les hypothèses (H)1, (H)2 nous permettent à écrire :

|u(tn)− Un| ≤ δh +B|u(tn)− Un|+ hωA
n∑
i=0

|u(ti)− Ui|,

= δh +B|u(tn)− Un|+ hωA|u(tn)− Un|+ hωA
n−1∑
i=0

|u(ti)− Ui|,

alors,

εn ≤ δh +Bεn + hωAεn + hωA
n−1∑
i=0

εi

⇒ (1−B − hωA)εn ≤ δh + hωA
n−1∑
i=0

εi.

Si h est petit on déduit que : ρ = 1−B − hωA > 0, donc on trouve :

εn ≤
δh
ρ

+
hωA

ρ

n−1∑
i=0

εi.

En appliquant le théorème 7.1 de [15], on obtient :

εn ≤
1

ρ

(
1 +

hωA

ρ

)n−1
(δh + hωAε0) ,

≤ 1

ρ

(
1 +

(b− a)ωA
Nρ

)N
(δh + hωAε0) ,

≤ 1

ρ
(θ <∞) (0 + 0× ωAε0) , si N → +∞,

≤ 0, si N → +∞.

Donc,

lim
h→0

max
0≤n≤N

{εn} = 0, i.e. Un → u(tn) si N →∞.

3.4 Tests numériques

Dans cette partie, on va proposer deux exemples numériques afin de tester l’effi-

cacitée de la méthode Nyström pour approcher ce type d’équation intégrale.
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Exemple 1 :

On considère l’équation intégrale :

u(t) = 2

∫ t

0

et+s

(1 + u(s))2
ds+ g(t, u(t)), ∀t ∈ [0, 1],

où,

g(t, u(t)) =
2et

1 + u(t)
.

La solution exacte de cette équation est : u(t) = et, ∀t ∈ [0, 1].

On choisit la formule du trapèze comme la quadrature de la technique de Nyström.

Après avoir créé le système algébrique (3.2)-(3.3), on applique la méthode itérative

de Picard sous Matlab [16] pour approcher ses solutions avec une tolérance d’ordre

10−9. On définit les fonctions d’erreurs suivantes :

Ei = |u(ti)− Ui|, E = max
0≤i≤N

|u(ti)− Ui|,

afin de comparer la solution exacte et la solution approchée.

ti u(ti) Ui Ei k

0 1.0000 1.0000 0.0000E-3 25
0.2 1.2214 1.2213 0.1298E-3 29
0.4 1.4918 1.4915 0.2958E-3 29
0.6 1.8221 1.8216 0.4930E-3 27
0.8 2.2255 2.2248 0.7124E-3 25
1 2.7183 2.7173 0.9407E-3 23

Table 3.1 – Les résultats numériques de l’exemple 1, pour N = 5.

Interpretation :

Les tableaux (3.1) et (3.2) montrent lorsque h approche de zéro, la fonction d’erreur
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N E Temps

10 2.34E-4 0.093
50 9.45E-6 0.102
100 2.40E-6 0.116
250 4.30E-7 0.179
500 1.65E-7 0.316

Table 3.2 – Les résultats numériques de l’exemple 1, en variant la valeur de N .

Figure 3.1 – La solution exacte et la solution approchée pour N = 50.

E approche aussi de zéro. Ce qui est équivalent à dire que la solution approchée

converge vers la solution exacte. D’ailleur, on peut voir dans la figure (3.1) que la

solution approchée et exacte sont presque identiques, juste pour N = 50.

Exemple 2 :

On considère la deuxième équation intégrale :

u(t) =

∫ t

0

√
t sin

(
u(s)−

√
s+ s

)
ds+ g(t, u(t)), ∀t ∈ [0, 1],
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où,

g(t, u(t)) =
√
t cos

(√
tu(t)

)
.

La solution exacte est : u(t) =
√
t, ∀t ∈ [0, 1]. On traite cette équation de la même

manière suivie pour étudier l’exemple 1.

ti u(ti) Ui Ei k

0 0.0000 0.0000 0.0000E-3 0
0.2 0.4472 0.4472 0.2985E-4 4
0.4 0.6325 0.6323 0.1551E-3 7
0.6 0.7746 0.7742 0.3750E-3 12
0.8 0.8944 0.8938 0.6557E-3 24
1 1.0000 0.9990 0.9630E-3 67

Table 3.3 – Les résultats numériques de l’exemple 2, pour N = 5.

N E Temps

10 2.40E-4 0.093
50 9.66E-6 0.121
100 2.44E-6 0.140
250 4.30E-7 0.264
500 1.48E-7 0.624

Table 3.4 – Les résultats numériques de l’exemple 2, en variant la valeur de N .

Interpretation :

La figure (3.2), les tableaux (3.3) et (3.4) confirment aussi la convergence de la

solution approchée vers la solution exacte.
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Figure 3.2 – La solution exacte et la solution approchée pour N = 50.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié une équation intégrale de Volterra avec un terme

source non linéaire.

On a commencé notre étude par démontrer l’existence et l’unicité de la solution

de cette équation intégrale à partir du théorème de point fixe de Krasnoselskii.

D’autre part, on a appliqué la méthode de Nyström afin d’obtenir une solution

approchée de notre équation intégrale.
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