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Résumé

Notre objectif dans cette thèse est l’étude des équations différentielles fractionnaires.

Nous nous sommes intéressés dans un premier temps à l’étude d’une équation différen-

tielle fractionnaire en temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de

croissance exponentielle, puis à l’étude d’un système non linéaire d’équations différen-

tielle fractionnaires.

Plus précisément, nous présentons des résultats sur l’existence locale et l’unicité des so-

lutions à l’aide du théorème du point fixe de Banach, l’explosion des solutions en temps

fini par laméthode du fonction test et dans ce dernier cas, nous donnons une estimation

du temps d’explosion.

Mots clés
Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire, Laplacien fractionnaire, équation différen-

tielle fractionnaire, existence locale, explosion des solutions.
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Abstract

Our objective in this thesis is the study of fractional differential equations. First, we

are interested in the study of a time-space fractional differential equation with a time

nonlocal nonlinearity of exponential growth. Our second interest is devoted to the ana-

lysis of a nonlinear system of differential equations.

More precisely, we present results on the local existence and the uniqueness of the solu-

tions using the Banach fixed point theorem, the explosion of solutions in finite time by

themethod of the test function and in this latter case, we give an estimate of the blow-up

time.

Keywords
Fractional calculus, fractionalderivative, fractional Laplacien, fractionaldifferential equa-

tion, local existence, blow-up of solutions.
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 ملخص
 

أّلا بذساست  الِذف هي ُزٍ الشسالت ُْ دساست الوؼادلاث التفاضلٍت راث الوشتقاث الكسشٌت. إُتووٌا  

ث هؼادلت تفاضلٍت راث هشتقاث كسشٌت بالٌسبت للضهي ّالوكاى هغ لاخطٍت غٍش هحلٍت بالٌسبت للضهي ّرا

 الوؼادلاث التفاضلٍت الكسشٌت السابقت.لٌفس الٌْع هي  تغٍش خطٍ جولتتضاٌذ أسً، ثن قوٌا بذساست 

ػلى ّجَ التحذٌذ، قذهٌا ًتائج ػلى الْجْد الوحلً للحلْل ّّحذاًٍتِا باستخذام ًظشٌت الٌقطت الثابتت   

لباًاخ ّاًفجاس الحلْل فً صهي هٌتَ بْاسطت طشٌقت دالت الاختباس ّأػطٌٍا فً ُزٍ الحالت الأخٍشة تقذٌشا 

 لضهي الاًفجاس.

 

الحساب الكسشي، الوشتق الكسشي، اللابلاسٍاى الكسشي، هؼادلت تفاضلٍت كسشٌت،  المفتاحية:الكلمات 

 الْجْد الوحلً، اًفجاس الحلْل.
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Introduction

L
e calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitive et de dé-

rivée d’ordre entier nonnul à tout ordre réel. Comme il est bien connu, cette théorie

a été initiée par Liouville. Depuis quelques décennies, le calcul fractionnaire est appli-

qué dans des domaines scientifiques nombreux et variés tels que la physique, la chimie,

la mécanique, l’électricité, la biologie, l’économie, la théorie du contrôle, le traitement

d’image, la biophysique, la mécanique des fluides, l’aérodynamique, etc.

Au cours de la dernière décennie, ce sujet a été reconnu comme l’un des meilleurs outils

pour décrire les processus àmémoire longue. De tels modèles sont intéressants pour les

ingénieurs et les physiciensmais aussi pour les mathématiciens purs, on peut consulter

notament l’ouvrage [54] pour de nombreuses applications en sciences pour l’ingénieur

et le livre [30] pour une collection d’applications en physique.

Cependant, les équations différentielles fractionnaires en temps et en espace avec une

non-linéarité exponentielle sont peu étudiées. Le principal atout de nos contributions

est de considérer ce type d’équations.

D’un point de vue applicatif, le terme exponentiel dans les équations différentielles non

linéaires vient du terme d’Arrhenius associé aux phénomènes de combustion [10]. L’ex-

plosion des solutions à de telles équations peut également s’exprimer par le phénomène

d’emballement thermique ou ce qu’on appelle l’explosion thermique en génie chimique.
Cette thèse est organisée comme suit :

Le premier chapitre contient un bref historique concernant l’apparition de la théorie du

calcul fractionnaire et unedescriptiondequelques exemplesdeprocessusdécrits pardes

équations différentielles fractionnaires. Ensuite, on présente des fonctions spécifiques

et des concepts préliminaires comme la transformation de Laplace et les fonctions de

Mittag-Leffler comme étant des outils de résolution des équations différentielles frac-

tionnaires. On expose aussi deux différentes approches de dérivation fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.

Dans le deuxième chapitre, on considère une équation différentielle fractionnaire en

temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance exponen-

tielle.Notre objectif est demontrer l’existence et l’unicité de la solution locale par le théo-

rème du point fixe de Banach et d’établir un résultat d’explosion de la solution en temps

fini. En deuxième lieu, sous certaines conditions sur les donnèes initiales on établit une

borne supérieure du temps d’explosion.

Le troisième chapitre est dédié à l’étude d’un système d’équations d’évolution avec un

terme non-linéaire et non-local en temps de croissance exponentielle comportant des

v
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dérivées fractionnaires en temps et une puissance fractionnaire du Laplacien; on com-

mence par montrer que la solution intégrale de ce système est unique. Puis on assure

l’explosion de la solution en temps fini par la méthode de la capacité nonlinéaire de Po-

khozhaev et on fournit une estimation de la durée de vie des solutions explosives.

Enfin, ce travail se termine par une conclusion résumant les principaux résultats étu-

diés.

vi
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Chapitre 1

Théorie du calcul fractionnaire

C
e chapitre est consacré à la présentationd’unpetit rappel historique sur l’apparition

de la théorie du calcul fractionnaire. Pourmettre en relief son importance, on cite

quelques applications du calcul fractionnaire dans diverses branches scientifiques. Puis

on introduit quelques outils de base de ce concept comme la fonction Gamma, la fonc-

tion de Mittag-Leffler, la fonction de Wright et la transformation de Laplace. Les deux

approches de dérivation fractionnaire de Riemman-Liouville et de Caputo sont rappe-

lées. Ensuite, la définition du Laplacien fractionnaire est présentée.

1.1 Aperçu historique

Le calcul fractionnaire est le domainemathématique traitant de la généralisation des

notions classiques d’intégration et de dérivation à tout ordre réel. Cette notion a été

introduite le 30 septembre 1695. Ce jour-là, Leibniz a écrit une lettre à L’Hôpital évo-

quant la possibilité de généraliser la signification des dérivées d’ordre entier à des dé-

rivées d’ordre non entier. L’Hôpital a voulu connaître le résultat pour la dérivée d’ordre

n = 1/2. Leibniz a répondu que "un jour, des conséquences utiles seront tirées" et en

fait, sa vision est devenue une réalité. Cependant, l’étude des dérivées d’ordre non en-

tier n’apparaît dans la littérature qu’en 1819, lorsque Lacroix a présenté une définition de
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la dérivée fractionnaire basée sur l’expression habituelle de la dérivée n
ème

de la fonc-

tion puissance [35]. En quelques années, le calcul fractionnaire est devenu un sujet très

attractif pour les mathématiciens dont Liouville (1832-1837) suivi par Riemann en 1847,

Grünwald et Letnikov en 1867-1868, Riesz (1936-1949) ainsi que Caputo en 1967. Pour une

étude historique plus détaillée, on peut consulter [34, 46, 52].

1.2 Champs d’applications

Pendant longtemps, le calcul fractionnaire n’a été considéré que comme une branche

mathématiquepure.En 1974, unepremière conférence internationale a été organiséepar

B. Ross à l’université de New Haven. De puis lors, le calcul fractionnaire et ses applica-

tions connaissent un essor dans plusieurs domaines scientifiques. Les utilisations sont

tellement variées qu’il semble difficile de donner un aperçu complet sur les recherches

impliquantdesopérateurs fractionnaires.Nous renvoyonsà [7, 52, 56, 59]pourungrand

panorama d’applications du calcul fractionnaire.

D’abord, on montionne le travail d’abel [1] en 1823 résolvant la version généralisée du

problème de tautochrone (appelé aussi problème mécanique d’Abel). Il a considéré une

particule se déplaçant sans frottement sur une courbe engravité uniforme.Abel a prouvé

que le temps final (où la particule arrive au point le plus bas de la courbe), est égal à la

dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 1/2 de l’abscisse curvilligne.

Le calcul fractionnaire est largementappliquédans le contexephysiquedediffusionanor-

male. Par exemple, K. Oldham et J. Spanier ont prouvé en 1970 que le flux de diffusion

est proportionnel à la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 1/2 du paramètre

physique (comme la température), voir [51]. Les dérivées fractionnaires se substituent

aux dérivées classiques dans les équations de diffusion afin demodéliser le mouvement

desparticules dans certains phénomènesdediffusion anormale. Précisémentdans le cas

où le front de diffusion croît linéairement par rapport au temps (c.à.d. t→ ct), le mou-

vement Brownien des particules peut être décrit par l’équation de diffusion habituelle.

Cependant, dans des systèmesplus complexes, le front de diffusion croît demanière non

linéaire par rapport au temps mais grandit en termes de t → ctα avec α > 0. Le mou-

vement des particules n’est plus Brownian mais cela peut être décrit par un processus

2
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stochastique appelé Continuous Time RandomWalk (CTRW) introduit par E. Montroll

et G.Weiss dans [50]. Ensuite, l’équation de diffusion habituelle n’est plus adaptéemais

de nombreuses généralisations ont été considérée. En particulier, les dérivées classiques

sont souvent remplacées par des dérivées fractionnaires en temps et /ou en espace. W.

Wyss est le premier qui a étudié l’équation de diffusion fractionnaire dans [60]. Nous

nous référons à la revue complète [45] de R. Metzler et J. Klafter pour plus de détails

plus sur les équations de diffusion anormale, CTRW et les équations de diffusion frac-

tionnaires. Les phénomènes de diffusion anormale apparaissent dans beaucoup de do-

maines variés. Par exemple, nous nous référons à [69, 70] pour les applications des opé-

rateurs fractionnaires en mécanique des fluides dans des milieux poreux hétérogènes.

En outre, de nombreux systèmes chaotiques présentent des phénomènes de diffusion

anormale. G. Zasalavsky les a étudié en détail et il a contribué à l’élaboration d’équations

de diffusion fractionnaires modélisant ces phénomènes, voir [64, 65].

Les opérateurs fractionnaires, du fait de leur caractéristique non locale, sont également

utilisés pour prendre en compte les effets demémoire. Par exemple, certainsmatériaux,

comme les polymères (gomme, caoutchouc) présentent un comportement intermédiaire

entre viscosité et élasticité. Notons que la viscoélasticité est modélisée par une équation

différentielle fractionnaire d’ordre 1/2 dans [8, 9]. On peut citer, par exemple [20, 53]

pour plus de détails concernant la viscoélasticité et les dérivées fractionnaires.

Par conséquent, les domaines d’applications du calcul fractionnaire deviennent de plus

en plus nombreux, par exemple en économie [17], en biologie [25, 38], en acoustique

[29], en thermodynamique [31], en probabilité [36], etc. De manière plus générale, les

équations différentielles fractionnaires sont même considérées comme un modèle al-

ternatif aux équations différentielle non linéaire, voir [13].

Malgré leur omniprésence dans de nombreux domaines scientifiques, il n’y a pas tant

d’exemplesoù l’utilisationdesdérivées fractionnairespeut êtrepleinement justifiée.Cela

vient de plusieurs difficultés liées à la signification du calcul fractionnaire lui-même et

en particulier du fait que la signification dynamique des dérivées fractionnaires (indé-

pendamment de la définition qui est utilisée) n’est pas claire. Cependant, A. Stanislavsky

[58] a prouvé que l’introduction d’un temps interne stochastique (un temps "lent") trans-

forme la dérivée classique (d’ordre entier) en dérivée au sens de Caputo. Par conséquent,

la transition classique/fractionnaire peut être l’effet d’un changement de temps. Cepen-

dant, le principal inconvénient reste de connecter ce temps avec le problème sous-jacent.

3
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1.3 OutilsMathématiques et fonctions spécifiques

Dans cette section, on présente des définitions de quelques fonctions spécifiques qui

jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonctionGamma L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction

Gamma Γ (z). Cette fonction généralise la fonction factorielle n! et elle permet à n de

prendre des valeurs non entières [54].

Définition 1.1. La fonction Gamma est définie pour z ∈ C par l’intégrale suivante

Γ (z) =

∫ +∞

0
tz−1e−tdt, Re (z) > 0; (1.1)

et elle vérifie
Γ (z + 1) = zΓ (z) . (1.2)

La relation (1.2) est obtenue à partir de (1.1) par une intégration par parties.
De plus, on a pourn ∈ N

Γ (n+ 1) = n!. (1.3)

La fonction Gamma vérifie également la formule de réflexion suivante

Γ (z) Γ (1− z) =
π

sin(πz)
. (1.4)

Proposition 1.2. Soit z ∈ C tel queRe (z) > 0, alors on a

1

Γ(z)
=

1

2πi

∫
Ha

t−zetdt, (1.5)

avecHa est le contour de Hankel, voir [54].

La fonction Bêta Dans de nombreux cas, il est plus commode d’utiliser ce qu’on appelle la fonc-
tion Bêta.

Définition 1.3. La fonction Bêta notéeB (z1, z2) est définie par

B (z1, z2) =

∫ 1

0
τ z1−1 (1− τ)z2−1 dτ, Re (z1) > 0, Re (z2) > 0. (1.6)

4
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Cette fonction est liée à la fonction Gamma par la relation suivante

B (z1, z2) =
Γ (z1) Γ (z2)

Γ (z1 + z2)
. (1.7)

La fonction de Mittag-Leffler La fonction exponentielle ez joue un rôle très impor-

tant dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier, la généralisation de cette

fonction est la fonction de Mittag-Leffler notée Eα (z) , α > 0, introduite par Magnus

Gustaf Mittag-Leffler [47, 48, 49] ; elle s’écrit

Eα (z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
, α > 0, z ∈ C. (1.8)

On note que pour α = 1, la fonctionE1 est l’exponentielle usuelle

E1 (z) = exp (z) , z ∈ C.

Par la suite Agarwal [2] a généralisé cette fonction en une fonction à deux paramètres, a

appelée fonction deMittag-Leffler à deux paramètres.

Définition 1.4. Soientα > 0 etβ ∈ C, on a

Eα,β (z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, z ∈ C, (1.9)

pourβ = 1, on retrouve bien la relation (1.8) avecEα,1 (z) = Eα (z).

En vertu de la définition (1.4), on a les relations suivantes :

�éorème 1.5. [28]On a

Eα,β (z) =
1

Γ (β)
+ zEα,α+β (z) , (1.10)

Eα,β (z) = βEα,β+1 (z) + αz
d

dz
Eα,β+1 (z) , (1.11)

dm

dzm

[
zβ−1Eα,β (zα)

]
= zβ−m−1Eα,β−m (zα) , m ∈ N. (1.12)

D’autres informations concernant les fonctions deMittag-Leffler peuvent être trouvées,

par exemple, dans les livres [26, 43] et [44].

5



CHAPITRE 1. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler

joue un rôle analogue à celui de la fonction exponentielle dans le cas des dérivées d’ordre

entier. Ceci se voit facilement à l’aide de la transformation de Laplace.

Transformation de Laplace La transformation de Laplace est un outil extrêmement

utile pour l’analyse des problèmes aux valeurs initiales linéaires (fractionnaires ou clas-

siques).Enparticulier, ellepermetde remplaceruneéquationdifférentielleparuneéqua-

tion algébrique. L’avantage de la transformation de Laplace est que la plupart des opé-

rations courantes sur la fonction f (t), telle que la dérivation, ou une translation sur la

variable t, ont une traduction plus simple par la transforméeL{f (t)}.

Définition 1.6. Soit f : R+ → C, une fonction localement intégrable. On appelle transformée
de Laplace de f (t) la fonction définie par

F (s) = L{f (t)} =

∫ ∞
0

e−stf (t) dt. (1.13)

La fonction f (t) est appelée la transformation inverse deF (s) et notée parL−1 {F (s)} .

Remarque 1.7. Parmi les conditions suffisantes pour l’existence de l’intégrale (1.13)dans le demi-
plan Re (s) > σ (σ > 0) est que la fonction f soit à croissance exponentielle c’est-à-dire qu’il
existe deux constantes t0,M > 0 telles que

|f (t)| ≤Meσt, pour tout t ≥ t0.

End’autres termes, la fonctionf (t)nedoit pas croite plus vite qu’une certaine fonction exponentielle
quand t tend vers l’infini.

Le théorème suivant donne quelques propriétés de la transformation de Laplace.

�éorème 1.8. [19] Soient f et g deux fonctions définies sur [0,+∞[ localement intégrables et
telles queL{f} (resp.L{g}) existent pourRe (s) > σ1 (resp.Re (s) > σ2), alors
1. Soient a, b∈ R eth = af + bg on a

L{h (t)} = aL{f (t)}+ bL{g (t)} , Re (s) > max {σ1, σ2} .

6
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2. Sih (t) =

∫ t

0
f (t− τ) g (τ) dτ , alors

L{h (t)} = L{f (t)} .L{g (t)} , Re (s) > max {σ1, σ2} .

3. Sih (t) =

∫ t

0
f (τ) dτ , alors pourRe (s) > max {0, σ1} on a

L{h (t)} =
1

s
L{f (t)} .

4. Soitn ∈ N eth = Dnf , alors on a

L{h (t)} = snL{f (t)} −
n∑
k=1

sn−kf (k−1) (0) .

5. Soit a > 0 eth (t) = f (at). Alors

L{h (t)} =
1

a
F (s/a) .

6. Soit a ∈ R eth (t) = e−atf (t). Alors

L{h (t)} = F (s+ a) , Re (s+ a) > σ1.

7. Soitn ∈ N eth (t) = tnf (t), alors on a

L{h (t)} = (−1)n
dn

dsn
L{f (t)} .

Pour α, β > 0 les fonctions de Mittag-Leffler sont liées à l’intégrale de Laplace par la

relation suivante (voir[41])

1

1− z
=



∫ ∞
0

e−τEα (zτα) dτ, |z| < 1,

∫ ∞
0

e−ττβ−1Eα,β (zτα) dτ, |z| < 1.

7



CHAPITRE 1. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

À l’aide du changement de variable τ = st et zτα = −λtα avec t ≥ 0 etλ ∈ C, on déduit
les résultats suivants :

L{Eα (−λtα)} =
sα−1

sα + λ
, |s| > |λ|

1
α , Re (s) > 0, (1.14)

L
{
tβ−1Eα,β (−λtα)

}
=

sα−β

sα + λ
, |s| > |λ|

1
α , Re (s) > 0. (1.15)

La fonction deWright La fonction de Wright notée parWα,β (z) est nommée d’après

le mathématicien E. Maitland Wright [61, 62] qui l’a introduite entre 1933 et 1941 et elle

est définie par

Wα,β (z) =

+∞∑
k=0

zk

k!Γ (αk + β)
, α > −1, β ∈ C. (1.16)

Pour α = 0 et β = 1 on a

W0,1 (z) =

+∞∑
k=0

zk

k!
= exp (z) .

Cette fonction est liée à la fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres Eα,β (z). À

savoir, la transforméede Laplace de la fonctiondeWright est exprimée à l’aide de la fonc-

tion deMittag-Leffler :

L{Wα,β (t)} = s−1Eα,β
(
s−1
)
, α > −1, β ∈ C, Re (s) > 0. (1.17)

Le cas β = 1 − α avec 0 < α < 1 fournit la fonction de MainardiMα (z) qui nous

intéresse particulièrement [40, 42, 55].

Plus précisément on a

Mα (z) = W−α,1−α (−z) , z ∈ C. (1.18)

Ce cas particulier de la fonction deWright a été introduit parMainardi [39] comme suit :

Mα (z) =
+∞∑
k=0

(−z)k

k!Γ (−αk + 1− α)

=
1

π

+∞∑
k=1

(−z)k−1

(k − 1)!
Γ (αk) sin (παk) , 0 < α < 1.

8
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On présente quelques propriétés de cette fonction dans la proposition suivante.

Proposition 1.9. [68] Pourα ∈ (0, 1) ,−1 < r < ∞ et z ∈ C. La fonction deMainardiMα

vérifie les relations suivantes :

(a)Mα (t) ≥ 0, t > 0;

(b)

∫ ∞
0

Mα (t) dt = 1;

(c)

∫ ∞
0

trMα (t) dt =
Γ (1 + r)

Γ (1 + αr)
;

(d)

∫ ∞
0

Mα (t) e−ztdt = Eα (−z) ;

(e)

∫ ∞
0

αtMα (t) e−ztdt = Eα,α (−z) .

Pour la démonstration de cette proposition voir [41].

Transformation de Fourier

Définition 1.10. Pour tout f ∈ L1
(
RN
)
, on définitF (f) = f̂ la transformée de Fourier de f

par

F {f (x)} = f̂ (ξ) :=

∫
RN

e−iξ.xf (x) dx, x ∈ RN . (1.19)

Si la transformée de Fourier de f est elle-même une fonction intégrable, alors la formule d’inversion
de Fourier est donnée par

f (x) = F−1
{
f̂ (ξ)

}
:=

1

(2π)N

∫
RN

eiξ.xf̂ (ξ) dξ, x ∈ RN . (1.20)

�éorème 1.11. (�éorème de Plancherel). On suppose que f ∈ L1
(
RN
)
∩ L2

(
RN
)
. Alors

F {f} ,F−1 {f} ∈ L2
(
RN
)
et

‖F {f}‖L2(RN ) =
∥∥F−1 {f}

∥∥
L2(RN )

= ‖f‖L2(RN ) . (1.21)

La démonstration de ce théorème se trouve, par exemple, dans [21], p. 183.

9
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Maintenant, on présente quelques propriétés de la transformation de Fourier.

Proposition 1.12. Soient f, g deux fonctions intégrables surRN . Alors

1. Pour c1, c2 ∈ R, on a

F {c1f (x) + c2g (x)} = c1F {f (x)}+ c2F {g (x)} .

2. Pourα ∈ NN etDαf ∈ L1
(
RN
)
, on a

F {Dαf (x)} = (iξ)αF {f (x)} .

3. Pour (f ∗ g) (x) =

∫
RN

f (x− t) g (t) dt, on a

F {(f ∗ g) (x)} = F {f (x)} .F {g (x)} .

1.4 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, on présente une généralisation des opérateurs d’intégration et de

dérivation au cas fractionnaire. Elle comporte les définitions les plus utilisées des déri-

vées fractionnaires et de certaines de ses propriétés.

1.4.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Selon l’approche de Riemann-Liouville en calcul fractionnaire la notion de l’intégrale

fractionnaire est une conséquence naturelle de la formule bien connue de Cauchy qui

réduit le calcul de la n
ème

primitive d’une fonction f (t) à une seule intégrale.

Jna|tf (t) :=

∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
dτ2...

∫ τn−1

a
f (τn) dτn

=
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1 f (τ) dτ, n ∈ N. (1.22)

10



CHAPITRE 1. THÉORIE DU CALCUL FRACTIONNAIRE

Grâce à la fonction Gamma Γ (n) = (n− 1)!, la formule de Cauchy peut s’étendre

naturellement au réel α comme suit :

Définition 1.13. Pourα > 0 et f ∈ L1 ([a, b]). L’intégrale

Jαa|tf (t) =
1

Γ (α)

∫ t

a
(t− τ)α−1 f (τ) dτ, t > a, (1.23)

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordreα, et l’intégrale

Jαt|bf (t) =
1

Γ (α)

∫ b

t
(τ − t)α−1 f (τ) dτ, t < b, (1.24)

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordreα.

Une propriété importante de l’opérateur d’intégration fractionnaire est la propriété

de semi-groupe qui est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.14. Soientα, β > 0 et f ∈ L1 ([a, b]), alors

Jαa|t J
β
a|tf = Jα+β

a|t f presque partout sur [a, b] . (1.25)

En effet, d’après le théorème de Fubini, on obtient

Jαa|t J
β
a|tf (t) =

1

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a
(t− τ)α−1 dτ

∫ τ

a
(τ − s)β−1 f (s) ds

=
1

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a
f (s)

∫ t

s
(t− τ)α−1 (τ − s)β−1 dτds.

La substitution τ = s+ y (t− s), nous donne

Jαa|t J
β
a|tf =

B (α, β)

Γ (α) Γ (β)

∫ t

a
(t− τ)α+β−1 f (τ) dτ = Jα+β

a|t f (t) .

OùB (α, β) est la fonction Bêta.

Pour a = 0 et α > 0, l’intégrale fractionaire Jα0|tf peut s’écrire comme une convolu-

tion de deux fonctions
1

Γ(α) t
α−1

et f (t). Cela nous permet d’obtenir sa transformation

de Laplace comme suit :

L
{
Jα0|tf (t)

}
= s−αL{f (t)} . (1.26)

11
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Nombreuses sont les définitions de l’opérateur de dérivation fractionnaire, malheu-

reusement toutes les définitions proposées ne sont pas toutes équivalentes. Nous pré-

sentons dans cette partie celles qui sont les plus utilisées.

1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Après avoir introduit la notion de l’intégrale fractionnaire, celle de la dérivée fraction-

naire d’ordre α (α > 0) devient une nécessité naturelle. Pour motiver la définition à ve-

nir, rappelons que l’opérateur de dérivationDn
t d’ordre n ∈ N est l’inverse à gauche de

l’intégrale Jna|t et que cet opérateurD
n
t [19, Lemma 1.2] vérifie pourm, n ∈ N tels que

m > n et f une fonction deCn ([a, b]) la relation

Dnf = Dm Jm−na|t f. (1.27)

L’hypothèse que n n’est pas un entier dans (1.27) a permis à Riemann et Liouville de don-

ner la généralisation suivante :

Définition 1.15. Pourα > 0 et f ∈ L1 ([a, b]), les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
à gauche et à droiteDα

a|tf etD
α
t|bf d’ordreα, sont définies par

Dα
a|tf (t) = Dm Jm−αa|t f (t)

=
1

Γ (m− α)

dm

dtm

∫ t

a
(t− τ)m−α−1 f (τ) dτ, m = [α] + 1,

(1.28)

et

Dα
t|bf (t) = (−1)mDm Jm−αt|b f (t)

=
(−1)m

Γ (m− α)

dm

dtm

∫ b

t
(τ − t)m−α−1 f (τ) dτ, m = [α] + 1,

(1.29)

respectivement, où [α] est la partie entière deα.

Dans le cas où 0 < α < 1 on a

Dα
a|tf (t) =

1

Γ (1− α)

d

dt

∫ t

a
(t− τ)−α f (τ) dτ, (1.30)

et

Dα
t|bf (t) = − 1

Γ (1− α)

d

dt

∫ b

t
(τ − t)−α f (τ) dτ. (1.31)

12
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Exemple 1.16. Pour 0 < α < 1 etβ > −1 on a

Dα
a|t (t− a)β =

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− α)
(t− a)β−α .

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constanteC est donnée par

Dα
a|tC =

(t− a)−α

Γ (1− α)
C.

On voit que la dérivée d’une constante est non nulle.

Corollaire 1.17. [34] Pourα > 0 etm = [α] + 1 on a

Dα
a|tf (t) = 0⇔ f (t) =

m∑
j=1

cj (t− a)α−j , ∀c1, . . . , cm ∈ R. (1.32)

En particulier, si 0 < α < 1 on a

Dα
a|tf (t) = 0⇔ f (t) = c (t− a)α−1 , ∀c ∈ R.

Remarque 1.18. Pour 0 < α < 1, la fonction c (t− a)α−1 joue le même rôle pour la dérivée
fractionnaireDα

a|tf qu’une constante dans la dérivation usuelle.

En ce qui concerne les conditions suffisantes pour l’existence des dérivées fraction-

naires, nous énonçons en particulier le cas où α ∈ (0, 1) dans le lemme suivant :

Lemme 1.19. [30, 57] Soit f ∈ AC ([a, b]), alorsDα
a|tf etD

α
t|bf existent presque partout sur

[a, b] pour 0 < α < 1. De plusDα
a|tf,D

α
t|bf ∈ Lp (a, b) , 1 ≤ p < 1

α , et

Dα
a|tf (t) =

1

Γ (1− α)

[
f (a)

(t− a)α
+

∫ t

a
(t− τ)−α f ′ (τ) dτ

]
, (1.33)

Dα
t|bf (t) =

1

Γ (1− α)

[
f (b)

(b− t)α
−
∫ b

t
(τ − t)−α f ′ (τ) dτ

]
. (1.34)
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Propriétés
• Pour α > 0 et f ∈ L1 ([a, b]) on a

Dα
a|tJ

α
a|tf (t) = f (t) ,

presque partout sur [a, b].

• Pour α > β > 0 et f ∈ L1 ([a, b]) on a

Dβ
a|tJ

α
a|tf (t) = Jα−βa|t f (t) ,

presque partout sur [a, b].

En particulier, pour β = m ∈ N et α > m on a

DmJαa|tf (t) = Jα−ma|t f (t) .

• Pour α > 0, m = [α] + 1; fm−α (t) = Jm−αa|t f (t) et f ∈ L1 ([a, b]) telle que

fm−α (t) ∈ ACm [a, b], alors on a

Jαa|tD
α
a|tf (t) = f (t)−

m∑
j=1

f
(m−j)
m−α (a)

Γ (α− j + 1)
(t− a)α−j ,

presque partout sur [a, b].

En particulier, pour 0 < α < 1 on a

Jαa|tD
α
a|tf (t) = f (t)− f1−α (a)

Γ (α)
(t− a)α−1 ,

où f1−α (t) = J1−α
a|t f (t), tandis que pour α = m ∈ N on a

Jma|tD
m
a|tf (t) = f (t)−

m−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k ,

• Si α > 0, m ∈ N et les dérivées fractionnairesDα
a|tf etD

α+m
a|t f existent, alors on a

DmDα
a|tf (t) = Dα+m

a|t f (t) ,

14
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mais

Dα
a|tD

mf (t) = Dα+m
a|t f (t)−

n−1∑
j=0

f (j) (a) (t− a)j−α−m

Γ (1 + j − α−m)
.

•Pourα > 0 et f (t) , g (t) ∈ C ([a, b]) telle queDα
a|tf (t) ,Dα

t|bg (t) existent et elles sont

continues, alors la formule d’intégration par parties est donnée par [57]∫ b

a
g (t)Dα

a|tf (t) dt =

∫ b

a
f (t)Dα

t|bg (t) dt.

• La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est donnée par [52]

L
{
Dα

0|tf (t)
}

= sαL{f (t)} −
m−1∑
k=0

sk Dα−k−1
0|t f (t)

∣∣∣
t=0

, m− 1 < α ≤ m.

1.4.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un

rôle important dans le développement de la théorie du calcul fractionnairemais lors de la

modélisation des problèmes physiques ellemène à des conditions initiales contenant les

valeurs limites des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville en t = a. Mal-

gré que ces problèmes peuvent être résolus mathématiquement [54], en pratique leurs

solutions sont inutiles, car il n’y a aucune interprétation physique pour de telle type de

conditions initiales. Ce conflit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins

pratiques a conduit à l’apparition d’une autre définition des dérivées fractionnaires qui

permet la formulation des conditions initiales pour des équations différentielles d’ordre

fractionnaire dans une forme n’impliquant que les valeurs des dérivées d’ordre entier en

t = a, telles que y (a), y′ (a), etc. Cette définition a été proposée par M. Caputo [14] et

après par Caputo etMainardi [15] qui l’ont adoptée en physique pour traiter des proces-

sus de la viscoélasticité.
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Définition 1.20. Pour α > 0 etm = [α] + 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo à
gauche et à droiteDα

a|tf etD
α
t|bf d’ordreα, sont définies par

Dα
a|tf (t) = Jm−αa|t Dmf (t)

=
1

Γ (m− α)

∫ t

a
(t− τ)m−α−1 f (m) (τ) dτ,

(1.35)

et
Dα
t|bf (t) = (−1)m Jm−αt|b Dmf (t)

=
(−1)m

Γ (m− α)

∫ b

t
(τ − t)m−α−1 f (m) (τ) dτ,

(1.36)

respectivement, oùDmf ∈ L1 ([a, b]).

Exemple 1.21. Pourα > 0,m = [α] + 1 etβ ≥ 0 on a

Dα
a|t (t− a)β =


0 siβ ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1} ,

Γ (β + 1)

Γ (β + 1− α)
(t− a)β−α siβ ∈ N etβ ≥ m

ouβ /∈ N etβ > m− 1.

En particulier, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle

Dα
a|tC = 0.

Maintenant, on va exprimer la relation entre les deux opérateurs de dérivationDα
a|t et

Dα
a|t dans le lemme suivant :

Lemme 1.22. Soientα > 0,m = [α]+1.On suppose quef est définie telle queDα
a|tf etD

α
a|tf

existent, alors on a

Dα
a|tf (t) = Dα

a|tf (t)−
m−1∑
k=0

f (k) (a)

Γ (k + 1− α)
(t− a)k−α . (1.37)

et

Dα
t|bf (t) = Dα

t|bf (t)−
m−1∑
k=0

f (k) (b)

Γ (k + 1− α)
(b− t)k−α . (1.38)

Remarque 1.23. Sous les hypothèses du Lemme 1.22 on a

Dα
a|tf (t) = Dα

a|tf (t) Si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.39)
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et
Dα
t|bf (t) = Dα

t|bf (t) Si f (k) (b) = 0 pour k = 0, 1, . . . ,m− 1. (1.40)

L’opérateur de la dérivation fractionnaire de CaputoDα
a|t est aussi l’inverse à gauche

de Jαa|tmais il n’est pas l’inverse à droite :

Proposition 1.24. Pour une fonction continue f sur [a, b] on a

Dα
a|tJ

α
a|tf = f. (1.41)

Si f ∈ ACm ([a, b]) alors pourα > 0 on a

Jαa|tD
α
a|tf (t) = f (t)−

m−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k . (1.42)

Dans le cas oùα ∈ (0, 1) et f ∈ AC ([a, b]) on trouve

Jαa|tD
α
a|tf (t) = f (t)− f (a) . (1.43)

Maintenant, on souligne le plus grand avantage de la dérivée fractionnaire de Caputo

dans la modélisation des problèmes physiques ou autres où les conditions initiales sont

données par des mesures (position, vitesse, accélération,...) c’est à dire des quantités

réelles qu’on ne peut pas interpréter comme des dérivées fractionnaires. Ceci peut être

facilement vu en utilisant la transformation de Laplace. En effet, pour la dérivée frac-

tionnaire de Caputo d’ordre α avecm− 1 < α ≤ m on a

L
{
Dα

0|tf (t)
}

= sαL{f (t)} −
m−1∑
k=0

sα−k−1f (k) (0) .

1.5 Laplacien fractionnaire

Dans cette partie, on introduit la définition du Laplacien fractionnaire et on s’inté-

resse aussi à l’inégalité de Ju qui va permettre d’établir des estimations de solutions pour

certaines équations différentielles fractionnaires.
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Le Laplacien fractionnaire est lié à la diffusion anormale, qui représente un grand in-

térêt dans lamodélisation avec des équations fractionnaires. En particulier, le Laplacien

fractionnaire a été utilisé à la place du Laplacien d’ordre entier dans de nombreuses ap-

plications et dans plusieurs modèles fractionnaire, voir par exemple [37, Table 1].

Le Laplacien fractionnaire est un opérateur non local défini pourN ≥ 1 et 0 < β ≤ 2

par

(−∆)β/2 u (x) = F−1
(
|ξ|β F (u) (ξ)

)
(x) , (1.44)

pour tout u ∈ D
(

(−∆)β/2
)

= Hβ
(
RN
)
oùHβ

(
RN
)
est l’espace de Sobolev homo-

gène d’ordre β donné par

Hβ
(
RN
)

=
{
u ∈ S ′; (−∆)β/2 u ∈ L2

(
RN
)}
, pour β /∈ N,

Hβ
(
RN
)

=
{
u ∈ L2

(
RN
)

; (−∆)β/2 u ∈ L2
(
RN
)}
, pour β ∈ N,

où S ′ est l’espace de Schwartz,F etF−1
sont les tronsformées de Fourier directe et in-

verse, respectivement.

Pour plus d’information concernant cet opérateur voir [12, 33].

Lemme 1.25. Soit 0 < β ≤ 2. Alors, pour toutu, v ∈ D
(

(−∆)β/2
)
on a

∫
RN

u (x) (−∆)β/2 v (x) dx =

∫
RN

v (x) (−∆)β/2 u (x) dx. (1.45)

Pour la démonstration de ce Lemme voir [24].

DansundomainebornéΩdeRN , on introduit ladéfinitionduLaplacien fractionnaire
surΩ avec condition de Dirichlet sur le bord ∂Ω noté par (−∆N )β/2.

Soitλk (k = 1, . . . ,+∞) les valeurspropresduLaplaciendansL2 (Ω) etϕk les fonctions

propres associées aux λk, c.à.d.{
−∆ϕk = λkϕk surΩ,

ϕk = 0 sur ∂Ω.
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SoitD
(

(−∆N )β/2
)

=

{
u ∈ L2 (Ω) tel que

+∞∑
k=1

∣∣∣λβ/2k 〈u, ϕk〉
∣∣∣2 <∞} .

Alors, pour u ∈ D
(

(−∆N )β/2
)
on a

(−∆N )β/2 u =
+∞∑
k=1

λ
β/2
k 〈u, ϕk〉ϕk.

L’opérateur (−∆N )β/2 est auto-adjoint, ceci est dû à la formule d’intégration par partie

suivante :

Lemme 1.26. Pouru, v ∈ D
(

(−∆N )β/2
)
, 0 < β ≤ 2 on a

∫
Ω
u (x) (−∆N )β/2 v (x) dx =

∫
Ω
v (x) (−∆N )β/2 u (x) dx. (1.46)

Maintenant, on présente l’inégalité de Ju pour l’opérateur du Laplacien fractionnaire.

Cette inégalité a été établie d’abord par Córdoba et Córdoba dans [18], puis généralisée

par Ju [32] comme suit :

Lemme 1.27. [5, Theorem3.2]

Soient 0 ≤ β ≤ 2, x ∈ RN etu ∈ C2
0

(
RN
)
. Alors on a

lul−1 (−∆)β/2 u (x) ≥ (−∆)β/2 ul (x) , (1.47)

pour tout l ≥ 1.

Pour la démonstration de ce lemme voir [32].
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Chapitre 2

Sur l’existence locale et l’explosion de solutions d’une
équation de diffusion fractionnaire spatio-temporelle
avec une non-linéarité exponentielle

D
ans ce chapitre (voir [11]), on s’intéresse à l’existence locale et l’explosion d’une so-

lution unique pour une équation d’évolution comportant des dérivées fraction-

naires en temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance ex-

ponentielle. D’abord, on prouve l’existence et l’unicité de la solution locale par le principe

de contraction de Banach. Ensuite, on établit un résultat sur l’explosion de la solution en

temps fini par la méthode de la fonction test avec un choix judicieux de celle-à.

2.1 Introduction

Cette partie est consacrée à l’étude de l’équation suivante :{
Dα

0|tu+ (−∆)β/2 u = J1−α
0|t (eu) , x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN ,
(2.1)

oùN ≥ 1, 0 < α < 1, 0 < β ≤ 2,Dα
0|t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo



CHAPITRE 2. SUR L’EXISTENCE LOCALE ET L’EXPLOSIONDE SOLUTIONS D’UNE

ÉQUATIONDEDIFFUSION FRACTIONNAIRE SPATIO-TEMPORELLE AVEC UNE

NON-LINÉARITÉ EXPONENTIELLE

d’ordre α, J1−α
0|t (eu) est l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

1− α pour eu définie par

J1−α
0|t (eu) =

1

Γ (1− α)

∫ t

0
(t− s)−α eu(s)ds, (2.2)

où Γ est la fonction Gamma, (−∆)β/2 est le Laplacien fractionnaire défini par

(−∆)β/2 u (x) = F−1
(
|ξ|β F (u) (ξ)

)
(x) , (2.3)

où u0 ∈ C0

(
RN
)
avec C0

(
RN
)
est l’espace des fonctions continues sur RN tendant

vers 0 à l’infini.

SiDα
0|test remplacé par le premier opérateur différentiel

d
dt , on a le problème suivant

étudié par Ahmed et al [4] :{
ut + (−∆)β/2 u = J1−α

0|t (eu) , x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN .
(2.4)

Ils ont prouvé l’existence d’une solution locale unique et sous certaines conditions ap-

propriées sur les données initiales, ils ont montré que la solution explose en temps fini

et ils ont étudié leur profil d’explosion. Lorsque le problème (2.4) est considéré avec une

non-linéarité de la forme J1−α
0|t

(
|u|p−1 u

)
, on a

 ut + (−∆)β/2 u = J1−α
0|t

(
|u|p−1 u

)
, x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN .
(2.5)

Ce problème a été considéré par Fino et Kirane [23]. D’abord, ils ont validé l’équation par

un résultat d’existence et d’unicité. Ensuite, ils ont prouvé qu’il existe des solutions qui

explosent en temps fini et ils ont étudié leur profil d’explosion.
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2.2 Préliminaire

Dans cette section, nous présentons quelques préliminaires qui seront utilisés ulté-

rieurement.

On commence par donner le résultat suivant :

Pour T > 0 et γ >> 1, si on pose

ϕ1 (t) = (1− t/T )γ+ ,

alors on a

Dα
t|Tϕ1 (t) =

Γ (γ + 1)

Γ (γ − α+ 1)
T−α

(
1− t

T

)γ−α
+

, (2.6)

D1−α
t|T ϕ1 (t) =

Γ (γ + 1)

Γ (γ + α)
Tα−1

(
1− t

T

)γ+α−1

+

, (2.7)

et

d

dt
ϕ1 (t) = −γT−1

(
1− t

T

)γ−1

+

. (2.8)

oùDα
t|T est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α ∈ (0, 1).

Soit T (t) = e−t(−∆)β/2
. Alors, comme (−∆)β/2 est un opérateur auto-adjoint défini

positif dansL2
(
RN
)
, on peut déduire que T (t) est un semi-groupe fortement continu

surL2
(
RN
)
engendré par− (−∆)β/2 (voir par exemple [63]).

De plus, T (t) v = Sβ (t) ∗ v, pour tout v ∈ L2
(
RN
)
, t > 0, où ∗ représente la convo-

lution de l’espace et

Sβ (t) (x) = Sβ (t, x) =
1

(2π)N

∫
RN

eix.ξ−t|ξ|
β

dξ, (2.9)

où Sβ satisfait les propriétés suivantes

Sβ (1) ∈ L∞
(
RN
)
∩ L1

(
RN
)
, Sβ (t, x) ≥ 0,

∫
RN

Sβ (t, x) dx = 1,

pour toutx ∈ RN et t > 0. En utilisant l’inégalité du Young pour la convolution (Lemme

A.1) et la forme auto-similaire Sβ (t, x) = t
−N
β Sβ

(
1, xt

−1
β

)
, on obtient

‖Sβ (t) ∗ v‖q ≤ Ct
−(N/β)(1/r−1/q) ‖v‖r , (2.10)
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pour tout v ∈ Lr
(
RN
)
et tout 1 ≤ r ≤ q ≤ ∞, t > 0;

‖Sβ (t) ∗ v‖q ≤ ‖v‖q , (2.11)

pour tout v ∈ Lq
(
RN
)
et tout 1 ≤ q ≤ ∞, t > 0.

Les opérateurs de Mittag-Leffler basés sur le semi-groupe analytique T (t) engendré

par le Laplacien fractionnaire (−∆)β/2 sont définis par

Pα,β (t) =

∫ ∞
0

Mα (s)T (stα)ds =

∫ ∞
0

Mα (s) e−st
α(−∆)β/2ds, (2.12)

et

Sα,β (t) =

∫ ∞
0

αsMα (s)T (stα)ds =

∫ ∞
0

αsMα (s) e−st
α(−∆)β/2ds. (2.13)

Maintenant, on annonce les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles

aux opérateurs {Pα,β(t)}t>0 et {Sα,β(t)}t>0.

Lemme 2.1. L’opérateur {Pα,β(t)}t>0 a la propriété suivante :
1. Siu0 ≥ 0, u0 6≡ 0, alorsPα,β(t)u0 > 0.
2. Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et 1/r = 1/p− 1/q < β/N , alors

‖Pα,β(t)u0‖Lq(RN ) ≤ Ct
− N
βr
α Γ (1−N/ (βr))

Γ (1− αN/ (βr))
‖u0‖Lp(RN ) . (2.14)

Preuve. 1. Découle de T (t)u0 > 0 etMα ≥ 0.

2. En utilisant (2.10) et les propriétés deMα, on obtient∥∥∥∥∫ ∞
0

Mα (s)T (stα)u0ds

∥∥∥∥
Lq(RN )

≤ C
∫ ∞

0
Mα (s) (tαs)−N/(βr) ‖u0‖Lp(RN ) ds

= Ct
− N
βr
α
∫ ∞

0
Mα (s) s−N/(βr)ds ‖u0‖Lp(RN )

= Ct
− N
βr
α Γ(1−N/(βr))

Γ(1−αN/(βr)) ‖u0‖Lp(RN ) .
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Lemme 2.2. Pour l’opérateur {Sα,β(t)}t>0, on a le résultat suivant :
1. Siu0 ≥ 0, u0 6≡ 0, alorsSα,β(t)u0 > 0.
2. Pour 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, soit 1/r = 1/p− 1/q, si 1/r < 2β/N , alors on a

‖Sα,β(t)u0‖Lq(RN ) ≤ αCt
− N
βr
α Γ (2−N/ (βr))

Γ (1 + α− αN/ (βr))
‖u0‖Lp(RN ) . (2.15)

Preuve. La preuve est similaire à celle du lemme 2.1 ; on a∥∥∥∥∫ ∞
0

αsMα (s)T (stα)u0ds

∥∥∥∥
Lq(RN )

≤ C
∫ ∞

0
αsMα (s) (tαs)−N/(βr) ‖u0‖Lp(RN ) ds

= αCt
− N
βr
α
∫ ∞

0
Mα (s) (s)1−N/(βr) ds ‖u0‖Lp(RN )

= αCt
− N
βr
α Γ(2−N/(βr))

Γ(1+α−αN/(βr)) ‖u0‖Lp(RN ) .

Remarque 2.3. D’après les lemmes 2.1 et 2.2, il résulte

‖Pα,β(t)u0‖L∞(RN ) ≤ ‖u0‖L∞(RN ) et ‖Sα,β(t)u0‖L∞(RN ) ≤
1

Γ (α)
‖u0‖L∞(RN ) .

2.3 Existence locale

Cette section est consacrée à la preuve de l’existence locale et l’unicitè de la solution

douce du problème (2.1). On commence par :

Définition 2.4. (Solution douce). Soitu0 ∈ C0

(
RN
)
etT > 0. On dit que

u ∈ C
(
[0, T ] ;C0

(
RN
))
est une solution douce de (2.1) si pour tout t ∈ [0, T ] on a

u (t) = Pα,β (t)u0 +

∫ t

0
(t− s)α−1 Sα,β (t− s) J1−α

0|s

(
eu(τ)

)
ds, (2.16)

�éorème2.5. (Existence Locale).On suppose queu0 ∈ C0(RN ), alors il existe un tempsmaxi-
mal Tmax > 0 et une solution douce u∈ C([0, Tmax);C0(RN )) du problème (2.1) avec l’alter-
native :

24



CHAPITRE 2. SUR L’EXISTENCE LOCALE ET L’EXPLOSIONDE SOLUTIONS D’UNE

ÉQUATIONDEDIFFUSION FRACTIONNAIRE SPATIO-TEMPORELLE AVEC UNE

NON-LINÉARITÉ EXPONENTIELLE

- soitTmax = +∞ ;

- soit Tmax < +∞, et dans ce cas lim
t→Tmax

‖ u (t) ‖L∞(RN ) = +∞.

Si de plusu0 ≥ 0, u0 6≡ 0, alorsu(t) > 0 pour tout 0 < t < Tmax. En outre, siu0 ∈ Lr(RN ),
pour tout 1 ≤ r <∞, alors on au ∈ C([0, Tmax);Lr(RN )).

Preuve. Pour T > 0 arbitraire, on définit l’espace de Banach

ET =
{
u ∈ C

(
[0, T ] ;C0(RN )

)
; ||u||1 ≤ 2 ‖u0‖∞

}
, (2.17)

où ‖·‖1 := ‖·‖L∞([0,T ],L∞(RN )). Ensuite, pour tout u ∈ ET , on définit l’opérateur

Ψ (u) := Pα,β (t)u0 +

∫ t

0
(t− s)α−1 Sα,β (t− s) J1−α

0|s

(
eu(τ)

)
ds, (2.18)

alorsΨ (u) ∈ C
(
[0, T ] ;C0(RN )

)
(voir [66, Lemma2.4]). Soit u ∈ ET , alors par (2.14)

et (2.15), avec ‖·‖∞ := ‖·‖L∞(RN ) on obtient

||Ψ (u)||1 ≤ ‖u0‖∞ + C1

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α−1

∫ s

0
(s− τ)−α

∥∥∥eu(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

≤ ‖u0‖∞ + Te‖u‖1

≤ ‖u0‖∞ + Te2‖u0‖∞ ,

oùC1 = 1
Γ(α)Γ(1−α) .

Maintenant, si on choisit T assez petit tel que

Te2‖u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞ , (2.19)

Nous concluons que ||Ψ (u)||1 ≤ 2 ‖u0‖∞, doncΨ(u) ∈ ET .

Ensuite, nous montrons queΨ(u) est contractante. Soient u, v ∈ ET on a

||Ψ (u)−Ψ(v)||1 ≤
∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α−1 Sα,β (t− s) J1−α

0|s

(
eu(τ) − ev(τ)

)
ds

∥∥∥∥
1

≤ C1

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α−1

∫ s

0
(s− τ)−α

∥∥∥eu(τ) − ev(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

≤ Te2‖u0‖∞ ‖u− v‖1
≤ 1

2
||u− v||1 ,
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grâce à l’égalité suivante∣∣∣eu(s) − ev(s)
∣∣∣ = eλu(s)+µv(s) |u (s)− v (s)| , 0 < λ, µ < 1, λ+ µ = 1, (2.20)

où T est choisi assez petit tel que

2Te2‖u0‖∞ ≤ 1. (2.21)

Alors, Ψ est une contraction sur ET . Ainsi, par le théorème du point fixe de Banach, le

problème (2.1) admet une solution douce u ∈ ET .

Maintenant, nous prouvons l’unicité de la solution. Soient u, v ∈ ET deux solutions

douces dansET pour T > 0.

En utilisant (2.15) et (2.20), pour t ∈ [0, T ] on a

‖u (t)− v (t)‖∞ ≤ C1

∫ t

0
(t− s)α−1

∫ s

0
(s− τ)−α

∥∥∥eu(τ) − ev(τ)
∥∥∥
∞
dτds

≤ e2‖u0‖∞
∫ t

0
‖u (s)− v (s)‖∞ ds.

Par conséquent, par l’inégalite de Gronwall (voir Lemme A.2) on a u = v.

En outre, en utilisant le fait que la solution est unique, nous concluons à l’existence d’une

solution unique sur un intervalle maximal [0, Tmax) avec l’alternative décrite dans le

théorème (voir [23]).

• Positivité de la solution. Si u0 ≥ 0 et u0 6≡ 0, d’après (2.16) on a

u (t) ≥ Pα,β (t)u0 > 0, t ∈ (0, Tmax) .

• Régularité de la solution. Soit u0 ∈ Lr
(
RN
)
∩ C0

(
RN
)
, pour 1 ≤ r < ∞ alors en

répétant l’argument du point fixe dans

ET,r :=
{
u ∈ C

(
[0, T ] ;C0(RN ) ∩ Lr

(
RN
))

; ||u||1 ≤ 2 ‖u0‖∞ , ||u||∞,r ≤ 2 ‖u0‖Lr
}
,

au lieu deET , où

||u||∞,r = ‖u‖L∞([0,T ];Lr(RN )) ,

on obtient une solution douce unique u dansET,r.
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2.4 Explosion des solutions

Dans cette section, nous prouvons un résultat d’explosion de la solution du problème

(2.1).

Définition 2.6. (Solution faible). Soit u0 ∈ L∞loc
(
RN
)
etT > 0. On dit que u est une solution

faible du problème (2.1) siu ∈ Lp
(
(0, T ) ; L∞loc

(
RN
))
et vérifie l’équation suivante

∫ T

0

∫
RN

u0D
α
t|Tψ (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

J1−α
0|t (eu)ψ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

u (x, t) (−∆)β/2 ψ (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

u (x, t)Dα
t|Tψ (x, t) dxdt,

pour toute fonction testψ ∈ C1
(
[0, T ] ;Hβ

(
RN
))
telle queψ(x, T ) = 0.

Lemme2.7. On considèreu0 ∈ C0

(
RN
)
et soitu ∈ C

(
[0, T ] ; C0

(
RN
))
une solution douce

de (2.1), alorsu est aussi une solution faible de (2.1).

Pour la démonstration de ce lemme, voir [66].

�éorème 2.8. Soit u0 ∈ C0

(
RN
)
tel que u0 ≥ 0 et u0 6≡ 0. Alors, la solution douce du

problème (2.1) explose en temps fini.

Preuve. Lapreuve est par contradiction.On suppose queu est une solutiondouce globale
de (2.1). Alors, u est une solution douce de (2.1) où u ∈ C

(
[0, T ] ; C0

(
RN
))
pour tout

T >> 1, telle que u (t) > 0 pour tout t ∈ [0, T ].

Soit ψ(x, t) = D1−α
t|T ϕ(x, t) avec ϕ ∈ C1

(
[0, T ] ;Hβ

(
RN
))
telle que

ϕ(x, t) = ϕ1(t)ϕl2 (x) , l� 1,

où

ϕ1(t) =

(
1− t

T

)γ
+

, γ � 1,
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ϕ2 (x) = φ

(
|x|
Tα/β

)
,

et φ est une fonction régulière, telle que

φ (x) =


1 si x ≤ 1,

↘ si 1 ≤ x ≤ 2,

0 si x ≥ 2.

Alors, d’après la définition 2.6 et le lemme 2.7 on a∫
RN

u0 (x)ϕ (x, 0) dx+

∫ T

0

∫
RN

euϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

u (x, t) (−∆)β/2D1−α
t|T ϕ (x, t) dxdt−

∫ T

0

∫
RN

u (x, t)ϕt (x, t) dxdt,

et si nous posonsΩT = [0, T ]× Ω,Ω =
{
x ∈ RN , |x| ≤ 2Tα/β

}
, on trouve∫

Ω
u0 (x)ϕl2 (x)ϕ1(0)dx+

∫
ΩT

euϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

u (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α
t|T ϕ1 (t) dxdt−

∫
ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt.

Comme ϕ1(0) = 1, alors on peut écrire∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

u (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α
t|T ϕ1 (t)−

∫
ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) .

Maintenant, d’après (1.47) on a∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

u (x, t)ϕl−1
2 (−∆)β/2 ϕ2 (x)D1−α

t|T ϕ1 (t)−
∫

ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t)

≤ l
∫

ΩT

u (x, t)
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α
t|T ϕ1 (t) +

∫
ΩT

u (x, t)
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣
= lI + J .

En utilisant l’inégalité de Young [27] (e = exp (1))

AB ≤ εeA +B ln
B

eε
, pour A,B > 0, ε > 0,
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avec ε = 1
4lϕ (x, t) , A = u (x, t) et B =

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α

t|T ϕ1 (t) dans I, on
obtient

I ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α

t|T ϕ1 (t)

. ln

4l
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α
t|T ϕ1 (t)

eϕl2 (x)ϕ1 (t)


+

1

4l

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) .

Demême, pourJ avec ε = 1
4ϕ (x, t),A = u (x, t) etB = |ϕ′1 (t)|, on obtient

J ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln( 4 |ϕ′1 (t)|

eϕl2 (x)ϕ1 (t)

)
+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) .

En utilisant (2.7) et (2.8), on trouve

I ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α

t|T ϕ1 (t)

. ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα−1 (1− t/T )γ+α−1

+

ϕl2 (x) (1− t/T )γ+


+

1

4l

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

J ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C4T

−1 (1− t/T )γ−1
+

ϕl2 (x) (1− t/T )γ+

)
+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

où

C3 =
4lΓ (γ + 1)

eΓ (γ + α)
, et C4 =

4γ

e
.

Alors

I ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α

t|T ϕ1 (t)

. ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα−1 (1− t/T )α−1

+

ϕl2 (x)


+

1

4l

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

J ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C4T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) .
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Finalement, on en déduit que∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

1

2

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α

t|T ϕ1 (t)

. ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα−1 (1− t/T )α−1

+

ϕl2 (x)


+

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C4T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
.

(2.22)

Grâce aux changements de variables τ = t
T et y = x

Tα/β
, T >> 1, on trouve

dxdt = T
αN
β

+1
dydτ,

(−∆x)β/2 ϕ2 = T−α (−∆y)
β/2 ϕ2,

D1−α
t|T ϕ1 (t) = C5T

α−1 (1− τ)γ+α−1
+ ,

et ∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ = γT−1 (1− τ)γ−1

+ ,

où

C5 =
Γ (γ + 1)

Γ (γ + α)
.

Maintenant, si onposeΩ2 = [0, 1]×
{
y ∈ RN , |y| ≤ 2

}
. Alors, onpeut réécrire (2.22)

comme suit ∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

1

2

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ C5lT
αN
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2 ϕ2

(
Tα/βy

)∣∣∣ (1− τ)γ+α−1
+

. ln

C3T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2 ϕ2

(
Tα/βy

)∣∣∣ (1− τ)α−1
+

ϕl2
(
Tα/βy

)


+γT
αN
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1
+ ln

(
C4T

−1 (1− τ)−1
+

ϕl2
(
Tα/βy

) )
.

(2.23)

Ainsi, on a deux fonctions bornées ϕ2 et (−∆y)
β/2ϕ2 dansΩ2 et

ϕ2 → 1 pour T → +∞.
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En utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que le

côté droit de (2.23) diverge vers −∞ lorsque T → +∞, tandis que le côté gauche de
(2.23) est positif. Cela conduit à une contradiction.

2.5 Durée de vie des solutions explosives

Dans cette section, nous donnons une estimation par au-dessus de la durée de vie

des solutions explosives avec certaines données initiales. Pour celà, nous considérons le

problème suivant :{
Dα

0|tuε + (−∆)β/2 uε = J1−α
0|t (euε) , x ∈ RN , t > 0,

uε (x, 0) = εu0 (x) , x ∈ RN ,
(2.24)

où ε > 0, 0 < α < 1, 0 < β ≤ 2 et u0 ∈ C0

(
RN
)
satisfait à

u0 (x) ≥ C0 |x|−δ , |x| ≥ ε0, N < δ <
β

α
, (2.25)

pour certaines constantes positivesC0 et ε0.

�éorème 2.9. On suppose que (2.25) est vérifiée. Soit [0, Tε) le temps de vie de la solutionuε du
problème (2.24). Alors, il existe une constante positiveC telle que

Tε ≤ Cε
1
θ , θ =

αδ

β
− 1 < 0.

Preuve. Soit uε la solution douce de (2.24). Alors, en utilisant le lemme 2.7, la définition
2.6 et en prenant ψ (x, t) comme dans le théorème 2.8, on obtient

I +

∫ T

0

∫
RN

euεϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

uε (x, t) (−∆)β/2D1−α
t|T ϕ (x, t) dxdt−

∫ T

0

∫
RN

uε (x, t)ϕt (x, t) dxdt,

où

I = ε

∫
RN

u0 (x)ϕl2 (x) dx.
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En choisissant T ∈ [0, Tε) tel que T ≥ T0 > 0. En prenant en compte le changement de

variable y = x
Tα/β

et en utilisant l’hypothèse (2.25), on obtient

I = ε

∫
RN

u0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ ε
∫

|x|≥ε0

u0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ εC0T
α(N−δ)

β

∫
|y|≥ ε0

T
α/β
0

|y|−δ φl (|y|) dy.

(2.26)

D’autre part, d’après (2.23), on en déduit qu’il existe une constante positiveC6 telle que

I ≤ C6T
αN
β
−1
. (2.27)

De (2.26) et (2.27), il s’ensuit que

ε ≤ C7T
θ,

pour une constante positiveC7, où

θ =
αδ

β
− 1 < 0.

Par conséquent, nous obtenons

T ≤ Cε
1
θ ,

pour certaines constantes positivesC. Ceci termine la démonstration du théorème.

On remarque alors que si ε << 1, le temps d’explosion devient grand.
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Chapitre 3

Sur un système d’évolution fractionnaire en temps et
en espace avec une non-linéarité à croissance exponen-
tielle

D
ans ce chapitre (voir [6]), des solutions locales et une explosion des solutions en

temps fini pour un système d’équations d’évolution fractionnaires en temps et en

espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance exponentielle sont consi-

dérés. L’existence et l’unicité de la solution douce locale sont assurées par le principe du

point fixe de Banach. Ensuite, on établit un résultat d’explosion par la méthode de la ca-

pacité non-linéaire de Pokhozhaev. Finalement, dans certaines conditions appropriées,

une estimation de la durée de vie des solutions explosives est établie.

3.1 Introduction

Dans cette partie, on considère le problème suivant :
Dα1

0|tu+ (−∆)β/2 u = J1−α1

0|t (ev) , x ∈ RN , t > 0,

Dα2

0|tv + (−∆)β/2 v = J1−α2

0|t (eu) , x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ RN ,

(3.1)
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où N ≥ 1, 0 < α1, α2 < 1, 0 < β ≤ 2,Dαi
0|t est la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre αi et J
1−αi
0|t est l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

1− αi définie par

J1−αi
0|t

(
ew(t)

)
=

1

Γ (1− αi)

∫ t

0
(t− s)−αi ew(s)ds,

oùΓest la fonctionGamma, (−∆)β/2 est le Laplacien fractionnaire etu0, v0 ∈ C0

(
RN
)
,

oùC0

(
RN
)
désigne l’espace des fonctions continues tendant vers zéro à l’infini.

Dans le cas de l’équation de la chaleur avec diffusion non locale, on a le problème sui-

vant : 
ut + (−∆)β/2 u = J1−α1

0|t (ev) , x ∈ RN , t > 0,

vt + (−∆)β/2 v = J1−α2

0|t (eu) , x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ RN ,

(3.2)

qui a été étudié par Ahmad et al [3] ; ils ont prouvé l’existence d’une solution locale unique

et sous certaines conditions appropriées sur les données initiales, ils ont montré que la

solution explose en tempsfini ; de plus, ils ont étudié leur profil d’explosion. Le problème

(3.2) peut être vu comme une extension du problème :
ut + (−∆)β/2 u = J1−α1

0|t

(
|v|p−1 v

)
, x ∈ RN , t > 0,

vt + (−∆)β/2 v = J1−α2

0|t

(
|u|q−1 u

)
, x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ RN ,

qui a été considéré par Fino et Kirane [22].

La littérature concernant l’explosion pour des systèmes avec des nonlinéarités locales est

très vaste.

3.2 Existence locale

Dans cette section, en utilisant le théorème du point fixe de Banach, on peut montrer

l’existence locale du problème (3.1).
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On commence par la définition de la solution douce de (3.1).

Définition 3.1. (Solution douce). Soitu0, v0 ∈ C0

(
RN
)
etT > 0. On dit que

(u, v) ∈ C
(
[0, T ] , C0

(
RN
))
×C

(
[0, T ] , C0

(
RN
))
est une solution douce de (3.1) si (u, v)

satisfait, pour t ∈ [0, T ], les équations suivantes

u (t) = Pα1,β (t)u0 +

∫ t

0
(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1

0|s

(
ev(τ)

)
ds, (3.3)

v (t) = Pα2,β (t) v0 +

∫ t

0
(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2

0|s

(
eu(τ)

)
ds. (3.4)

�éorème 3.2. (Existence Locale). Soient u0, v0 ∈ C0(RN ). Alors, il existe un temps maximal
Tmax > 0 telleque leproblème (3.1)aune solutiondouceunique(u, v)∈ C([0, Tmax), C0(RN ))×
C([0, Tmax), C0(RN )).De plus, on a l’alternative :
- soitTmax = +∞ ;
- soit Tmax < +∞ et lim

t→Tmax
(‖ u (t) ‖L∞(RN ) + ‖ v(t) ‖L∞(RN )) = +∞. Si, en outre,

u0, v0 ≥ 0, u0 6≡ 0, v0 6≡ 0, alors u(t), v(t) > 0 pour tout 0 < t < Tmax. De plus, si
u0, v0 ∈ Lr(RN ), pour 1 ≤ r <∞, alorsu, v ∈ C([0, Tmax);Lr(RN )).

Preuve. Pour T > 0, on définit l’espace de Banach

ET =
{

(u, v) ∈ C
(
[0, T ] , C0(RN )

)
× C

(
[0, T ] , C0(RN )

)
; |||(u, v)||| ≤ 2 (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞)

}
,

où ‖·‖∞ := ‖·‖L∞(RN ) et |||·||| est la norme deET définie par

|||(u, v)||| = ‖u‖1 + ‖v‖1 = ‖u‖L∞([0,T ],L∞(RN )) + ‖v‖L∞([0,T ],L∞(RN )) .

Ensuite, pour tout (u, v) ∈ ET , on introduit l’opérateurΨ défini surET par

Ψ (u, v) = (Ψ1 (u, v) ,Ψ2 (u, v)), où

Ψ1 (u, v) = Pα1,β (t)u0 +

∫ t

0
(t− s)α1−1 Sα1,β (t− s) J1−α1

0|s

(
ev(τ)

)
ds,

et

Ψ2 (u, v) = Pα2,β (t) v0 +

∫ t

0
(t− s)α2−1 Sα2,β (t− s) J1−α2

0|s

(
eu(τ)

)
ds.
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L’existence d’une solution locale sera prouvée comme un point fixe deΨ en utilisant le

théorème du point fixe de Banach.

•Ψ :ET → ET . Soit (u, v) ∈ ET ; en utilisant les lemmes 2.1 et 2.2, on obtient

|||Ψ (u, v)||| = ‖Ψ1 (u, v)‖1 + ‖Ψ2 (u, v)‖1

≤ ‖u0‖∞ + C1

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α1−1

∫ s

0
(s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

+ ‖v0‖∞ + C2

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α2−1

∫ s

0
(s− τ)−α2

∥∥∥eu(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

= ‖u0‖∞ + C1

∥∥∥∥∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α1−1 (s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

+ ‖v0‖∞ + C2

∥∥∥∥∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α2−1 (s− τ)−α2

∥∥∥eu(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ + Te‖v‖1 + Te‖u‖1

≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ + 2Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞),

oùCi = 1
Γ(αi)Γ(1−αi) , i = 1, 2.

Maintenant, pour T tel que 2Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ≤ ‖u0‖∞ + ‖v0‖∞ ,Ψ(u, v) ∈ ET .
•Ψ est contractante. Soient (u, v), (ũ, ṽ) ∈ ET ; On utilise le lemme 2.2, on trouve

|||Ψ (u, v)−Ψ(ũ, ṽ)||| = ‖Ψ1 (u, v)−Ψ1(ũ, ṽ)‖1 + ‖Ψ2 (u, v)−Ψ2(ũ, ṽ)‖1

≤ C1

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α1−1

∫ s

0
(s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ) − eṽ(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

+C2

∥∥∥∥∫ t

0
(t− s)α2−1

∫ s

0
(s− τ)−α2

∥∥∥eu(τ) − eũ(τ)
∥∥∥
∞
dτds

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

= C1

∥∥∥∥∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α1−1 (s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ) − eṽ(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

+C2

∥∥∥∥∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α2−1 (s− τ)−α2

∥∥∥eu(τ) − eũ(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

≤ T
∥∥∥ev(t) − eṽ(t)

∥∥∥
1

+ T
∥∥∥eu(t) − eũ(t)

∥∥∥
1

≤ Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ‖v − ṽ‖1 + Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ‖u− ũ‖1
= Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) |||(u, v)− (ũ, ṽ)|||

≤ 1

2
|||(u, v)− (ũ, ṽ)||| ,
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où on a utilisé l’égalité suivante∣∣∣ew(τ) − ew̃(τ)
∣∣∣ = eλw(τ)+µw̃(τ) |w (τ)− w̃ (τ)| , 0 < λ, µ < 1, λ+ µ = 1, (3.5)

et on choisi T tel que

Te2(‖u0‖∞+‖v0‖∞) ≤ 1

2
. (3.6)

Alors, le théorème du point fixe de Banach assure l’existence d’une solution douce

(u, v) ∈ ET du problème (3.1).

Maintenant, on prouve l’unicité. Soient (u, v), (ũ, ṽ) ∈ ET deux solutions douces du

problème (3.1). En utilisant le lemme 2.2 et (3.5), on obtient

‖u (t)− ũ (t)‖∞ + ‖v (t)− ṽ (t)‖∞
≤ C1

∫ t

0
(t− s)α1−1

∫ s

0
(s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ) − eṽ(τ)
∥∥∥
∞
dτds

+C2

∫ t

0
(t− s)α2−1

∫ s

0
(s− τ)α2−1

∥∥∥eu(τ) − eũ(τ)
∥∥∥
∞
dτds

= C1

∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α1−1 (s− τ)−α1

∥∥∥ev(τ) − eṽ(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

+C2

∫ t

0

∫ t

τ
(t− s)α2−1 (s− τ)−α2

∥∥∥eu(τ) − eũ(τ)
∥∥∥
∞
dsdτ

≤ e2(‖u0‖∞+‖v0‖∞)
(∫ t

0
(‖v (τ)− ṽ (τ)‖∞ + ‖u (τ)− ũ (τ)‖∞) dτ

)
.

Alors, l’unicité découle de l’inégalité de Gronwall (voir Lemme A.2). De plus, ce résultat

d’unicité implique l’existence d’un intervalle maximal d’existence [0, Tmax) avec l’alter-

native décrite dans le théorème (voir Fino et Kirane [23]).

• Positivité de la solution. Pour u0, v0 ≥ 0 et u0 6≡ 0, v0 6≡ 0, de (3.3), (3.4) et le lemme 2.1

on a les estimations suivantes :

u (t) ≥ Pα1,β (t)u0 > 0, t ∈ (0, Tmax) ,

v (t) ≥ Pα2,β (t) v0 > 0, t ∈ (0, Tmax) .

• Régularité de la solution. Soient u0, v0 ∈ Lr
(
RN
)
, pour 1 ≤ r < ∞, alors en répétant

l’argument du point fixe dans

ET,r =
{

(u, v) ∈ Σ× Σ; |||(u, v)||| ≤ 2 (‖u0‖∞ + ‖v0‖∞) , |||(u, v)|||∞,r ≤ 2 (‖u0‖Lr + ‖v0‖Lr)
}
,
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où

Σ = C
(
[0, T ] ;C0

(
RN
)
∩ Lr

(
RN
))
,

|||(u, v)|||∞,r = ‖u‖L∞([0,T ];Lr(RN )) + ‖v‖L∞([0,T ];Lr(RN )) ,

onobtientunesolutiondouceunique (u, v)dansET,r.Alors,u, v ∈ C
(
[0, Tmax) ;Lr

(
RN
))
.

3.3 Explosion des solutions

Dans cette partie, nous voulons donner un résultat d’explosion en temps fini du sys-

tème (3.1).

Définition3.3. (Solution faible). Soientu0, v0 ∈ L∞loc
(
RN
)
etT > 0.Ondit que (u, v) est une

solution faibleduproblème (3.1) si(u, v) ∈ Lp
(
(0, T ) ; L∞loc

(
RN
))
×Lp

(
(0, T ) ; L∞loc

(
RN
))

et vérifie∫ T

0

∫
RN

u0D
α1

t|Tψ1 (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

J1−α1

0|t (ev)ψ1 (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

u (x, t) (−∆)β/2 ψ1 (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

u (x, t)Dα1

t|Tψ1 (x, t) dxdt,

∫ T

0

∫
RN

v0D
α2

t|Tψ2 (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

J1−α2

0|t (eu)ψ2 (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

v (x, t) (−∆)β/2 ψ2 (x, t) dxdt+

∫ T

0

∫
RN

v (x, t)Dα2

t|Tψ2 (x, t) dxdt,

pour toute les fonctions testψ1, ψ2 ∈ C1
(
[0, T ] ;Hβ

(
RN
))
telles que

ψ1(x, T ) = ψ2(x, T ) = 0.

Lemme 3.4. [23] Pour u0, v0 ∈ C0

(
RN
)
, T > 0 et u, v ∈ C

(
[0, T ] ;C0

(
RN
))
une solu-

tion douce de (3.1). Alors (u, v) est aussi une solution faible de (3.1).

�éorème 3.5. Soient u0, v0 ∈ C0

(
RN
)
avec u0 ≥ 0, u0 6≡ 0, v0 ≥ 0 et v0 6≡ 0. Alors, la

solution douce du problème (3.1) explose en temps fini.

Preuve. La preuve est par contradiction. On suppose que (u, v) est une solution douce

globale du problème (3.1). Alors u, v ∈ C
(
[0, T ] ;C0

(
RN
))
pour tout T >> 1 ; de plus,

u (t) , v (t) > 0 pour tout t ∈ [0, T ].
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Soit ψi (x, t) = D1−αi
t|T ϕ (x, t) , i = 1, 2, avec ϕ ∈ C1

(
[0, T ] ;Hβ

(
RN
))
telle que

ϕ(x, t) = ϕ1(t)ϕl2 (x) , l� 1,

où

ϕ1(t) =

(
1− t

T

)γ
+

, γ � 1,

ϕ2 (x) = Φ

(
|x|
T θ/β

)
, θ = min {α1, α2} ,

Φ est une fonction régulière, telle que

Φ (x) =


1 si x ≤ 1,

↘ si 1 ≤ x ≤ 2,

0 si x ≥ 2.

Alors, d’après la définition 3.3 et le lemme 3.4 on a∫
RN

u0 (x)ϕ (x, 0) dx+

∫ T

0

∫
RN

evϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

u (x, t) (−∆)β/2D1−α1

t|T ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
RN

u (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

et ∫
RN

v0 (x)ϕ (x, 0) dx+

∫ T

0

∫
RN

euϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

v (x, t) (−∆)β/2D1−α2

t|T ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
RN

v (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt.

Si nous posonsΩT = [0, T ]× Ω,Ω =
{
x ∈ RN , |x| ≤ 2T θ/β

}
, on obtient∫

Ω
u0 (x)ϕl2 (x)ϕ1(0)dx+

∫
ΩT

evϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

u (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α1

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt,

39



CHAPITRE 3. SURUN SYSTÈMED’ÉVOLUTION FRACTIONNAIRE EN TEMPS ET EN

ESPACE AVEC UNENON-LINÉARITÉ À CROISSANCE EXPONENTIELLE

et ∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x)ϕ1(0)dx+

∫
ΩT

euϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

v (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α2

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt.

En utilisant ϕ1 (0) = 1, on trouve∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

evϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

u (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α1

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt,

et ∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

euϕ (x, t) dxdt

=

∫
ΩT

v (x, t) (−∆)β/2 ϕl2 (x)D1−α2

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt.

Maintenant, en utilisant (1.47), comme u > 0, v > 0, on obtient∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

evϕ (x, t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

u (x, t)ϕl−1
2 (−∆)β/2 ϕ2 (x)D1−α1

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

u (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

u (x, t)
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t) dxdt+

∫
ΩT

u (x, t)
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣ dxdt
= lI1 + J1,

avec un sens clair de I1,J1, et∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x) dx+

∫
ΩT

euϕ (x, t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

v (x, t)ϕl−1
2 (−∆)β/2 ϕ2 (x)D1−α2

t|T ϕ1 (t) dxdt−
∫

ΩT

v (x, t)ϕl2 (x)ϕ′1 (t) dxdt

≤ l

∫
ΩT

v (x, t)
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t) dxdt+

∫
ΩT

v (x, t)
∣∣ϕ′1 (t)

∣∣ dxdt
= lI2 + J2,
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avec un sens clair de I2,J2. En utilisant l’inégalité de Young [27]

AB ≤ εeA +B ln
B

eε
, pourA,B > 0, ε > 0,

avec

ε =
1

4l
ϕ (x, t) , A = u (x, t) , B =

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t) dans I1,

et

ε =
1

4l
ϕ (x, t) , A = v (x, t) , B =

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t) dans I2,

on obtient

I1 ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t) ln

4l
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t)

eϕl2 (x)ϕ1 (t)


+

1

4l

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

I2 ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t) ln

4l
∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)

∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t)

eϕl2 (x)ϕ1 (t)


+

1

4l

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) .

Demême, pour Ji avec ε =
1

4
ϕ (x, t) , A = w (x, t) (w = u pour J1 etw = v pour J2)

etB = |ϕ′1 (t)|, on obtient

J1 ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln( 4 |ϕ′1 (t)|

eϕl2 (x)ϕ1 (t)

)
+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

J2 ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln( 4 |ϕ′1 (t)|

eϕl2 (x)ϕ1 (t)

)
+

1

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) .
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En utilisant (2.7) et (2.8), on trouve

I1 ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t) ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα1−1 (1− t/T )α1−1

+

ϕl2 (x)


+

1

4l

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

I2 ≤
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t) ln

C4

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα2−1 (1− t/T )α2−1

+

ϕl2 (x)


+

1

4l

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) ,

où

C3 =
4lΓ (γ + 1)

eΓ (γ + α1)
etC4 =

4lΓ (γ + 1)

eΓ (γ + α2)
.

Demême, pourJi, i = 1, 2, on obtient

J1 ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+

1

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

et

J2 ≤
∫

ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+

1

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) ,

où

C5 =
4γ

e
.

Finalement, on en déduit que∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t)

. ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα1−1 (1− t/T )α1−1

+

ϕl2 (x)


+

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+

1

2

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t) ,

(3.7)

42



CHAPITRE 3. SURUN SYSTÈMED’ÉVOLUTION FRACTIONNAIRE EN TEMPS ET EN

ESPACE AVEC UNENON-LINÉARITÉ À CROISSANCE EXPONENTIELLE

et ∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x) +

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t)

. ln

C4

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα2−1 (1− t/T )α2−1

+

ϕl2 (x)


+

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+

1

2

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t) .

(3.8)

Maintenant, en combinant (3.7) et (3.8) et en utilisant u0, v0 ≥ 0, on trouve∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

3

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t)

× ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα1−1 (1− t/T )α1−1

+

ϕl2 (x)


+

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+
l

2

∫
ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t)

× ln

C4

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα2−1 (1− t/T )α2−1

+

ϕl2 (x)


+

1

2

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
,

(3.9)
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et ∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x) +

3

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ l
∫

ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α2

t|T ϕ1 (t)

× ln

C4

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα2−1 (1− t/T )α2−1

+

ϕl2 (x)


+

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
+
l

2

∫
ΩT

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣D1−α1

t|T ϕ1 (t)

× ln

C3

∣∣∣(−∆)β/2 ϕ2 (x)
∣∣∣Tα1−1 (1− t/T )α1−1

+

ϕl2 (x)


+

1

2

∫
ΩT

∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ ln(C5T

−1 (1− t/T )−1
+

ϕl2 (x)

)
.

(3.10)

Dans cette étape, on introduit le changement de variables τ =
t

T
et y =

x

Tαi/β
,

T >> 1 ; il s’ensuit que

dxdt = T
αiN

β
+1
dydτ,

(−∆x)β/2 ϕ2 = T−αi (−∆y)
β/2 ϕ2,

D1−αi
t|T ϕ1 (t) =

Γ (γ + 1)

Γ (γ + αi)
Tαi−1 (1− τ)γ+αi−1

+ ,

et ∣∣ϕ′1 (t)
∣∣ = γT−1 (1− τ)γ−1

+ .

On pose Ω2 = [0, 1] ×
{
y ∈ RN , |y| ≤ 2

}
. Alors, on peut réécrie (3.9) et (3.10) comme

44



CHAPITRE 3. SURUN SYSTÈMED’ÉVOLUTION FRACTIONNAIRE EN TEMPS ET EN

ESPACE AVEC UNENON-LINÉARITÉ À CROISSANCE EXPONENTIELLE

suit ∫
Ω
u0 (x)ϕl2 (x) +

3

4

∫
ΩT

ev(x,t)ϕ (x, t)

≤ C6T
α1N
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2 ϕ2

(
Tα1/βy

)∣∣∣ (1− τ)γ+α1−1
+

× ln

C3T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2 ϕ2

(
Tα1/βy

)∣∣∣ (1− τ)α1−1
+

ϕl2
(
Tα1/βy

)


+γT
α1N
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1
+ ln

(
C5T

−1 (1− τ)−1
+

ϕl2
(
Tα1/βy

) )
+C7T

α2N
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2 ϕ2

(
Tα2/βy

)∣∣∣ (1− τ)γ+α2−1
+

× ln

C4T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2 ϕ2

(
Tα2/βy

)∣∣∣ (1− τ)α2−1
+

ϕl2
(
Tα2/βy

)


+
γ

2
T
α2N
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1
+ ln

(
C5T

−1 (1− τ)−1
+

ϕl2
(
Tα2/βy

) )
,

(3.11)

et ∫
Ω
v0 (x)ϕl2 (x) +

3

4

∫
ΩT

eu(x,t)ϕ (x, t)

≤ C8T
α2N
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2 ϕ2

(
Tα2/βy

)∣∣∣ (1− τ)γ+α2−1
+

× ln

C4T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2 ϕ2

(
Tα2/βy

)∣∣∣ (1− τ)α2−1
+

ϕl2
(
Tα2/βy

)


+γT
α2N
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1
+ ln

(
C5T

−1 (1− τ)−1
+

ϕl2
(
Tα2/βy

) )
+C9T

α1N
β

∫
Ω2

∣∣∣(−∆y)
β/2 ϕ2

(
Tα1/βy

)∣∣∣ (1− τ)γ+α1−1
+

× ln

C3T
−1
∣∣∣(−∆y)

β/2 ϕ2

(
Tα1/βy

)∣∣∣ (1− τ)α1−1
+

ϕl2
(
Tα1/βy

)


+
γ

2
T
α1N
β

∫
Ω2

(1− τ)γ−1
+ ln

(
C5T

−1 (1− τ)−1
+

ϕl2
(
Tα1/βy

) )
,

(3.12)

où

C6 = 2C9 =
lΓ (γ + 1)

Γ (γ + α1)
et C8 = 2C7 =

lΓ (γ + 1)

Γ (γ + α2)
.

En utilisant le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que les

membres droits de (3.11) et (3.12) divergent vers −∞ lorsque T → +∞, tandis que les
membres gauches sont positifs ; une contradiction.
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3.4 Durée de vie des solutions explosives

Dans cette section, nous donnons une estimation par au-dessus de la duréemaximale

des solutions explosives avec quelques données initiales spécifiques.

On considère le problème :
Dα1

0|tuε + (−∆)β/2 uε = J1−α1

0|t (evε) , x ∈ RN , t > 0,

Dα2

0|tvε + (−∆)β/2 vε = J1−α2

0|t (euε) , x ∈ RN , t > 0,

uε (x, 0) = εu0 (x) , vε (x, 0) = εv0 (x) , x ∈ RN ,

(3.13)

où ε > 0, 0 < α1, α2 < 1, 0 < β ≤ 2 avec u0, v0 ∈ C0

(
RN
)
satisfaisant

u0 (x) ≥ m0 |x|
− δ
α1 , v0 (x) ≥ n0 |x|

− δ
α2 , |x| ≥ ε0, max {α1, α2}N < δ < β,

(3.14)

pour certaines constantes positivesm0, n0 et ε0.

�éorème 3.6. On suppose que (3.14) est vérifiée. Soit [0, Tε) est le tempsmaximal d’existence de
la solution (uε, vε) du problème (3.13). Alors, il existe une constanteC > 0 telle que

Tε ≤ Cε
1
η , η =

δ

β
− 1 < 0.

Preuve. Soit (uε, vε) la solution douce de (3.13). Alors, en utilisant la définition 3.3 avec

ψ1 (x, t) et ψ2 (x, t) comme dans le théorème 3.5, on obtient

I1 +

∫ T

0

∫
RN

evεϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

uε (x, t) (−∆)β/2D1−α1

t|T ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
RN

uε (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt,

et

I2 +

∫ T

0

∫
RN

euεϕ (x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
RN

vε (x, t) (−∆)β/2D1−α2

t|T ϕ (x, t) dxdt−
∫ T

0

∫
RN

vε (x, t)
d

dt
ϕ (x, t) dxdt,
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où

I1 = ε

∫
RN

u0 (x)ϕl2 (x) dx,

et

I2 = ε

∫
RN

v0 (x)ϕl2 (x) dx.

En choisissant T ∈ [0, Tε) , T ≥ T0 > 0 et en introduisant le changement de variables

y = x
Tαi/β

dans Ii, i = 1, 2 et en utilisant l’hypothèse (3.14), on obtient

I1 = ε

∫
RN

u0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ ε
∫
|x|≥ε0

u0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ εm0T
α1N−δ

β

∫
|y|≥ε0T

−α1/β
0

|y|−
δ
α1 ϕl2

(
Tα1/βy

)
dy,

(3.15)

et

I2 = ε

∫
RN

v0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ ε
∫
|x|≥ε0

v0 (x)ϕl2 (x) dx

≥ εn0T
α2N−δ

β

∫
|y|≥ε0T

−α2/β
0

|y|−
δ
α2 ϕl2

(
Tα2/βy

)
dy.

(3.16)

Alors

I1 + I2 ≥ εC10T
−δ
β

(
T
α1N
β + T

α2N
β

)
, (3.17)

pour une constanteC10 > 0.

D’autre part, d’après (3.11) et (3.12), on endéduit l’existence d’une constanteC11 > 0 telle

que

I1 + I2 ≤ C11T
−1

(
T
α1N
β + T

α2N
β

)
. (3.18)

De (3.17) et (3.18), on obtient

ε ≤ C12T
η, η =

δ

β
− 1 < 0,

pour une constanteC12 > 0. Par conséquent, on obtient

T ≤ Cε
1
η ,

pour une constanteC > 0. Ceci termine la démonstration du théorème.
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Conclusion

D
ans cette thèse, nous avons abordé la théorie des équations différentielles fraction-

naires avec des non-linéarités à croissance de type exponentiel.

Nous avons commencé par introduire les notions fondamentales du calcul fractionnaire.

Nous avons utilisé l’approche de Caputo pour la dérivation par rapport à la variable tem-

porelle et le Laplacien fractionnaire comme opérateur de dérivation agissant sur la va-

riable spatiale. Nous avons répondu à des questions concernant l’existence locale et la

non-existence globale de solutions positives pour certains types des problèmes d’évolu-

tions fractionnaires.

Au terme de cette thèse, nous estimons que les résultats présentés contribueront au dé-

veloppement de l’étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nou-

veaux horizons à la recherche scientifique sur cette thématique émergente.



Annexe A

Résultats utiles

Dans cette annexe, on introduit quelques lemmes et théorèmes qui sont utilisés dans

cette thése.

LemmeA.1. (Inégalité de Young pour la convolution)
Soient1 ≤ p, q, r ≤ ∞ tels que1+ 1

q = 1
p+ 1

r .On suppose quef ∈ L
p
(
RN
)
etg ∈ Lr

(
RN
)
,

alors on a
‖f ∗ g‖q ≤ ‖f‖p ‖g‖r .

LemmeA.2. (Lemme de Gronwall, voir [16, Lemma 4.2.1])
Soit T > 0, λ ∈ L1 (0, T ) , λ ≥ 0 et C1, C2 ≥ 0. Pour ϕ ∈ L1 (0, T ) , ϕ ≥ 0 tel que
λϕ ∈ L1 (0, T ) et

ϕ (t) ≤ C1 + C2

∫ t

0
λ (s)ϕ (s) ds, t ∈ (0, T )

alors, on a

ϕ (t) ≤ C1 exp

(
C2

∫ t

0
λ (s) ds

)
, t ∈ (0, T ) .

�éorèmeA.3. (�éorème de la convergence dominée de Lebesgue [67] )
SoientE un ensemble mesurable et {fn}n≥0 une suite de fonctions mesurables telles que

lim
n→+∞

fn (x) = f (x) pour presque tout x ∈ E et pour tout n ∈ N, |fn (x)| ≤ g (x) presque
partout dansE, où g est une fonction intégrable surE. Alors

lim
n→+∞

∫
E
fn (x) dx =

∫
E
f (x) dx.
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�éorèmeA.4. (�éorème du point fixe de Banach [34])
Soient (E, d) un espace métrique complet, 0 ≤ ω < 1 et T : E → E une application telle que
pour toutu, v ∈ E, on a

d (Tu, Tv) ≤ ωd (u, v) . (A.1)

Alors l’opérateur T admet un unique point fixe u∗ ∈ E. De plus, si T k (k ∈ N) est la suite d’opé-
rateur définie par

T 1 = T etT k = TT k−1 (k ∈ N\ {1}) ,

alors, pour tout u0 ∈ E la suite
{
T ku0

}∞
k=1

converge vers le point fixe u∗. On note que l’applica-
tionT : E → E vérifiant (A.1) est dite application contractante.

Maintenant, on présente le théorème de Fubini qui nous permet d’échanger l’ordre

d’intégration dans les intégrales répétées.

�éorèmeA.5. ([57],�eorem 1.1)
SoientΩ1 = [a, b] ,Ω2 = [c, d] ,−∞ ≤ a < b ≤ +∞,−∞ ≤ c < d ≤ +∞ et f (x, y) est
une fonctionmesurable définie surΩ1 × Ω2. Si aumoins une des intégrales∫

Ω1

dx

∫
Ω2

f (x, y) dy,

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

f (x, y) dx,

∫
Ω1×

∫
Ω2

f (x, y) dxdy,

est absolument convergente, alors elles coïncident.

Le cas particulier suivant du théorème de Fubini est valable, à savoir

∫ b

a
dx

∫ x

a
f (x, y) dy =

∫ b

a
dy

∫ b

y
f (x, y) dx, (A.2)

en supposant que l’une de ces intégrales est absolument convergente. Cette dernière re-

lation s’appelle "La formule de Dirichlet".

50



Annexe B

Expression de solution douce

Cette annexe est consacrée à l’explication de laméthode d’obtention de l’expression de

la solution douce dans la Définition 2.4.

On considère le problème suivant :{
Dα

0|tu (x, t) = Au (x, t) + f (t, u (x, t)) , x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN ,
(B.1)

oùDα
0|t est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordreα, 0 < α < 1,A est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu {T (t)}t≥0, avec f est une fonction

donnée.

LemmeB.1. Si

u (x, t) = u0 (x) +
1

Γ (α)

∫ t

0
(t− s)α−1 [Au (x, s) + f (s, u (x, s))] ds, (B.2)

est vérifié, alors on a

u (x, t) = Pα (t)u0 (x) +

∫ t

0
(t− s)α−1 Sα (t− s) f (s, u (x, s)) ds, (B.3)

où
Pα (t) =

∫ ∞
0

Mα (θ)T (θtα) dθ, Sα (t) =

∫ ∞
0

αθMα (θ)T (θtα) dθ.
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Preuve. Soit λ > 0. En appliquant la transformation de Laplace

ν (λ) =

∫ ∞
0

e−λsu (x, s) ds et ω (λ) =

∫ ∞
0

e−λsf (s, u (x, s)) ds,

à l’équation (B.2), on obtient

ν (λ) =
1

λ
u0 (x) +

1

λα
Aν (λ) +

1

λα
ω (λ)

= λα−1 (λαI −A)−1 u0 (x) + (λαI −A)−1 ω (λ)

= λα−1

∫ ∞
0

e−λ
αsT (s)u0 (x) ds+

∫ ∞
0

e−λ
αsT (s)ω (λ) ds,

(B.4)

à condition que les intégrales de (B.4) existent. On pose

ψα (θ) =
α

θα+1
Mα (1/θα) ,

dont sa transformation de Laplace est donnée par∫ ∞
0

e−λθψα (θ) dθ = e−λ
α
, 0 < α < 1. (B.5)

En utilisant (B.5), on obtient

λα−1

∫ ∞
0

e−λ
αsT (s)u0 (x) ds =

∫ ∞
0

α (λt)α−1 e−(λt)αT (tα)u0 (x) dt

=

∫ ∞
0
− 1

λ

d

dt

[
e−(λt)α

]
T (tα)u0 (x) dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−(λtθ)θψα (θ)T (tα)u0 (x) dθdt

=

∫ ∞
0

e−λt
[∫ ∞

0
ψα (θ)T

(
tα

θα

)
u0 (x) dθ

]
dt,

(B.6)
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et∫ ∞
0

e−λ
αsT (s)ω (λ) ds =

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αT (tα)ω (λ) dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αT (tα) e−λsf (s, u (x, s)) dsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα (θ) e−(λtθ)T (tα) e−λstα−1f (s, u (x, s)) dθdsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα (θ) e−λtT

(
tα

θα

)
e−λs

tα−1

θα
f (s, u (x, s)) dθdsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα (θ) e−λ(t+s)T

(
tα

θα

)
tα−1

θα
f (s, u (x, s)) dθdsdt

=

∫ ∞
0

e−λt

[
α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα (θ)T

(
(t− s)α

θα

)
(t− s)α−1

θα
f (s, u (x, s)) dθds

]
dt.

(B.7)

D’après (B.6) et (B.7), on a

ν (λ) =

∫ ∞
0

e−λt
[∫ ∞

0
ψα (θ)T

(
tα

θα

)
u0 (x) dθ

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα (θ)T

(
(t− s)α

θα

)
(t− s)α−1

θα
f (s, u (x, s)) dθds

]
dt.

Maintenant, on conclut à l’aide de la transformation de Laplace

u (x, t) =

∫ ∞
0

ψα (θ)T

(
tα

θα

)
u0 (x) dθ

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα (θ)T

(
(t− s)α

θα

)
(t− s)α−1

θα
f (s, u (x, s)) dθds

=

∫ ∞
0

Mα (θ)T (tαθ)u0 (x) dθ

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

θ (t− s)α−1Mα (θ)T ((t− s)α θ) f (s, u (x, s)) dθds

= Pα (t)u0 (x) +

∫ t

0
(t− s)α−1 Sα (t− s) f (s, u (x, s)) ds.
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