)“'@A République Algérienne Démocratique et Populaire ;L};.;;,tﬂ

Ministere de ['enseignement supérieur et de la EMC
e recherche scientifique
alyll g aeyhll pole g digall polell a4

FACLATE O SCIENCES EXACTES

Universite Larai Tébend - ébessa Université Larbi Tébessi - Tébessa ET DES SCIENCES OE LA NATURE £T OF LA ViE

Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie
Département : Mathématiques et Informatique

THESE
Pour ['obtention du diplome de DOCTORAT LMD
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Option : Mathématiques appliquées

Theéme

Etude de guelqgueg types d’équations
différenticlleg fractionnaires

Presenté Par :

BEKKAI Achouak,
Devant le jury :
ZARAI Abderrafhimane Professeur Univérsité Larbi Tébessi Président

REBIAI Belgacem Professeur Univérsité Larbi Tébessi Rapporteur

HAOUAM Kamel Professeur Univérsité Larbi Tébessi Co- Rapporteur

MESLOUB Fatiha MCA  Univérsité Larbi Tébessi Examinateur

BOUMAZA Nouri MCA  Univérsité Larbi Tébessi Examinateur

ZITOUNI Salah MCA  Université de Souk Ahras Examinateur

SA0OUDI Khaled MCA  Université de Khenchela Examinateur
Date de soutenance : ....... Yy







Résume

Notre objectif dans cette thése est 'étude des équations différentielles fractionnaires.
Nous nous sommes intéressés dans un premier temps a 'étude d’'une équation différen-
tielle fractionnaire en temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de
croissance exponentielle, puis a 'étude d’'un systéme non linéaire d’équations diftéren-
tielle fractionnaires.

Plus précisément, nous présentons des résultats sur I'existence locale et 'unicité des so-
lutions a 'aide du théoréme du point fixe de Banach, I'explosion des solutions en temps
fini par la méthode du fonction test et dans ce dernier cas, nous donnons une estimation

du temps d’explosion.

Mots clés
Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire, Laplacien fractionnaire, équation différen-

tielle fractionnaire, existence locale, explosion des solutions.



Abstract

Our objective in this thesis is the study of fractional differential equations. First, we
are interested in the study of a time-space fractional differential equation with a time
nonlocal nonlinearity of exponential growth. Our second interest is devoted to the ana-
lysis of a nonlinear system of differential equations.

More precisely, we present results on the local existence and the uniqueness of the solu-
tions using the Banach fixed point theorem, the explosion of solutions in finite time by
the method of the test function and in this latter case, we give an estimate of the blow-up

time.

Keywords
Fractional calculus, fractional derivative, fractional Laplacien, fractional differential equa-

tion, local existence, blow-up of solutions.
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Introduction

E calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitive et de dé-
L rivée d’ordre entier non nul a tout ordre réel. Comme il est bien connu, cette théorie
a été initiée par Liouville. Depuis quelques décennies, le calcul fractionnaire est appli-
qué dans des domaines scientifiques nombreux et variés tels que la physique, la chimie,
la mécanique, I'électricité, la biologie, 'économie, la théorie du contrdle, le traitement
d’image, la biophysique, la mécanique des fluides, 'aérodynamique, etc.
Au cours de la derniére décennie, ce sujet a été reconnu comme 'un des meilleurs outils
pour décrire les processus a mémoire longue. De tels modéles sont intéressants pour les
ingénieurs et les physiciens mais aussi pour les mathématiciens purs, on peut consulter
notament 'ouvrage [54] pour de nombreuses applications en sciences pour I'ingénieur
et le livre [30] pour une collection d’applications en physique.
Cependant, les équations différentielles fractionnaires en temps et en espace avec une
non-linéarité exponentielle sont peu étudiées. Le principal atout de nos contributions
est de considérer ce type d’équations.
D'un point de vue applicatif, le terme exponentiel dans les équations différentielles non
linéaires vient du terme d’Arrhenius associé aux phénomeénes de combustion [10]. Lex-
plosion des solutions a de telles équations peut également s’exprimer par le phénomeéne
d’emballement thermique ou ce quon appelle l'explosion thermique en génie chimique.
Cette thése est organisée comme suit :
Le premier chapitre contient un bref historique concernant 'apparition de la théorie du
calcul fractionnaire et une description de quelques exemples de processus décrits par des
équations différentielles fractionnaires. Ensuite, on présente des fonctions spécifiques
et des concepts préliminaires comme la transformation de Laplace et les fonctions de
Mittag-Leftler comme étant des outils de résolution des équations différentielles frac-
tionnaires. On expose aussi deux différentes approches de dérivation fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.
Dans le deuxiéme chapitre, on considere une équation différentielle fractionnaire en
temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance exponen-
tielle. Notre objectif est de montrer I'existence et I'unicité de la solution locale par le théo-
réme du point fixe de Banach et d’établir un résultat d’explosion de la solution en temps
fini. En deuxiéme lieu, sous certaines conditions sur les données initiales on établit une
borne supérieure du temps d’explosion.
Le troisieme chapitre est dédié a I'étude d’'un systeme d’équations d’évolution avec un

terme non-linéaire et non-local en temps de croissance exponentielle comportant des

vi



dérivées fractionnaires en temps et une puissance fractionnaire du Laplacien; on com-
mence par montrer que la solution intégrale de ce systéme est unique. Puis on assure
'explosion de la solution en temps fini par la méthode de la capacité nonlinéaire de Po-
khozhaev et on fournit une estimation de la durée de vie des solutions explosives.

Enfin, ce travail se termine par une conclusion résumant les principaux résultats étu-

diés.
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Chapitre

Theorie du calcul fractionnaire

E chapitre est consacré a la présentation d’'un petit rappel historique sur'apparition
dela théorie du calcul fractionnaire. Pour mettre en relief son importance, on cite
quelques applications du calcul fractionnaire dans diverses branches scientifiques. Puis
on introduit quelques outils de base de ce concept comme la fonction Gamma, la fonc-
tion de Mittag-Leffler, la fonction de Wright et la transformation de Laplace. Les deux
approches de dérivation fractionnaire de Riemman-Liouville et de Caputo sont rappe-

lées. Ensuite, la définition du Laplacien fractionnaire est présentée.

1.1 Apercu historique

Le calcul fractionnaire est le domaine mathématique traitant de la généralisation des
notions classiques d’intégration et de dérivation a tout ordre réel. Cette notion a été
introduite le 30 septembre 1695. Ce jour-1a, Leibniz a écrit une lettre 3 UHopital évo-
quant la possibilité de généraliser la signification des dérivées d’ordre entier a des dé-
rivées d’ordre non entier. LHopital a voulu connaitre le résultat pour la dérivée d’ordre
n = 1/2. Leibniz a répondu que "un jour, des conséquences utiles seront tirées" et en
fait, sa vision est devenue une réalité. Cependant, 'étude des dérivées d’ordre non en-

tier Wapparait dans la littérature quen 1819, lorsque Lacroix a présenté une définition de
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la dérivée fractionnaire basée sur 'expression habituelle de la dérivée n°™¢ de la fonc-
tion puissance [35]. En quelques années, le calcul fractionnaire est devenu un sujet tres
attractif pour les mathématiciens dont Liouville (1832-1837) suivi par Riemann en 1847,
Griinwald et Letnikov en 1867-1868, Riesz (1936-1949) ainsi que Caputo en 1967. Pour une
étude historique plus détaillée, on peut consulter [34, 46, 52].

1.2 Champs d’applications

Pendant longtemps, le calcul fractionnaire n'a été considéré que comme une branche
mathématique pure. En 1974, une premiére conférence internationale a été organisée par
B. Ross a l'université de New Haven. De puis lors, le calcul fractionnaire et ses applica-
tions connaissent un essor dans plusieurs domaines scientifiques. Les utilisations sont
tellement variées quil semble difficile de donner un apergu complet sur les recherches
impliquant des opérateurs fractionnaires. Nous renvoyonsa [7, 52, 56, 59] pour un grand

panorama d’applications du calcul fractionnaire.

D'abord, on montionne le travail d’abel [1] en 1823 résolvant la version généralisée du
probleme de tautochrone (appelé aussi probleme mécanique d’Abel). Il a considéré une
particule se déplagant sans frottement sur une courbe en gravité uniforme. Abel a prouvé
que le temps final (ot la particule arrive au point le plus bas de la courbe), est égal a la

dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 1/2 de I'abscisse curvilligne.

Le calcul fractionnaire est largement appliqué dans le contexe physique de diffusion anor-
male. Par exemple, K. Oldham et J. Spanier ont prouvé en 1970 que le flux de diffusion
est proportionnel a la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre 1/2 du parameétre
physique (comme la température), voir [51]. Les dérivées fractionnaires se substituent
aux dérivées classiques dans les équations de diffusion afin de modéliser le mouvement
des particules dans certains phénomeénes de diffusion anormale. Précisément dans le cas
ot le front de diffusion croit linéairement par rapport au temps (c.a.d. t — ct), le mou-
vement Brownien des particules peut étre décrit par I'équation de diffusion habituelle.
Cependant, dans des systémes plus complexes, le front de diffusion croit de maniére non
linéaire par rapport au temps mais grandit en termes de ¢ — ¢t® avec a > 0. Le mou-

vement des particules n'est plus Brownian mais cela peut étre décrit par un processus
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stochastique appelé Continuous Time Random Walk (CTRW) introduit par E. Montroll
et G. Weiss dans [50]. Ensuite, I'équation de diffusion habituelle n’est plus adaptée mais
de nombreuses généralisations ont été considérée. En particulier, les dérivées classiques
sont souvent remplacées par des dérivées fractionnaires en temps et /ou en espace. W.
Wyss est le premier qui a étudié I'équation de diffusion fractionnaire dans [60]. Nous
nous référons a la revue compléte [45] de R. Metzler et ]. Klafter pour plus de détails
plus sur les équations de diffusion anormale, CTRW et les équations de diffusion frac-
tionnaires. Les phénomeénes de diffusion anormale apparaissent dans beaucoup de do-
maines variés. Par exemple, nous nous référons a [69, 70] pour les applications des opé-
rateurs fractionnaires en mécanique des fluides dans des milieux poreux hétérogenes.
En outre, de nombreux systémes chaotiques présentent des phénomenes de diffusion
anormale. G. Zasalavsky les a étudié en détail et il a contribué a I'élaboration d’équations

de diffusion fractionnaires modélisant ces phénomeénes, voir [64, 65].

Les opérateurs fractionnaires, du fait de leur caractéristique non locale, sont également
utilisés pour prendre en compte les effets de mémoire. Par exemple, certains matériaux,
comme les polymeres (gomme, caoutchouc) présentent un comportement intermédiaire
entre viscosité et élasticité. Notons que la viscoélasticité est modélisée par une équation
différentielle fractionnaire d’ordre 1/2 dans [8,9]. On peut citer, par exemple [20, 53]

pour plus de détails concernant la viscoélasticité et les dérivées fractionnaires.

Par conséquent, les domaines d’applications du calcul fractionnaire deviennent de plus
en plus nombreux, par exemple en économie [17], en biologie [25, 38|, en acoustique
[29], en thermodynamique [31], en probabilité [36], etc. De maniére plus générale, les
équations différentielles fractionnaires sont méme considérées comme un modéle al-

ternatif aux équations différentielle non linéaire, voir [13].

Malgré leur omniprésence dans de nombreux domaines scientifiques, il n'y a pas tant
d’exemples ot 'utilisation des dérivées fractionnaires peut étre pleinement justifiée. Cela
vient de plusieurs difficultés liées a la signification du calcul fractionnaire lui-méme et
en particulier du fait que la signification dynamique des dérivées fractionnaires (indé-
pendamment de la définition qui est utilisée) n'est pas claire. Cependant, A. Stanislavsky
[58] a prouvé que I'introduction d’'un temps interne stochastique (un temps "lent") trans-
forme la dérivée classique (d’ordre entier) en dérivée au sens de Caputo. Par conséquent,
la transition classique/fractionnaire peut étre I'effet d’'un changement de temps. Cepen-

dant, le principal inconvénient reste de connecter ce temps avec le probléme sous-jacent.
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1.3 Outils Mathématiques et fonctions spécifiques

Dans cette section, on présente des définitions de quelques fonctions spécifiques qui

jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

La fonction Gamma Lune des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma I' (z). Cette fonction généralise la fonction factorielle n! et elle permet a n de

prendre des valeurs non entieres [54].

Définition 1.1. La fonction Gamma est définie pour z € C par 'intégrale suivante
+oo
I'(z)= / t*“le7tdt, Re(z) > 0; 1.1
0
et elle vérifie
F'(z4+1)=2I'(2). 1.2)

Larelation (1.2) est obtenue d partir de (1.1) par une intégration par parties.
Deplus, onapourn € N
F'n+1)=nl (1.3)

La fonction Gamma vérifie également la formule de réflexion suivante

s

T ()T (1-2) =

sin(mz)’ @4

Proposition1.2. Soitz € Ctel que Re (z) > 0, alorsona

1 1
:,/ t=2eldt, (1.5)
I(z) 27 Jy,

avec H a est le contour de Hankel, voir [54].

La fonction Béta Dans de nombreux cas, il est plus commode d’utiliser ce quon appelle la fonc-

tion Béta.

Définition 1.3. La fonction Béta notée B (z1, z2) est définie par

1
B (z1,22) = / 711 —7)2 Y dr, Re(z) > 0, Re (z2) > 0. (1.6)
0
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Cette fonction est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

I'(21) I (22)

B = :
(21, 22) T (o1 T 22)

(1.7)

La fonction de Mittag-Leffler La fonction exponentielle e* joue un réle trés impor-
tant dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier, la généralisation de cette
fonction est la fonction de Mittag-Leffler notée E,, (z), a > 0, introduite par Magnus
Gustaf Mittag-Leffler [47, 48, 49]; elle s’écrit

+0oo k
z
Ea (Z) = ]}ZO m, o > 0, z € C. (1.8)

On note que pour o = 1, la fonction F; est l'exponentielle usuelle
Ei(z) =exp(z), z € C.
Par la suite Agarwal [2] a généralisé cette fonction en une fonction a deux parametres, a

appelée fonction de Mittag-Leftler a deux parametres.

Définition1.4. Soientar > Qet3 € C,ona

+
[e.e] Zk

E(LB (Z) = kzo m, z € (C, (19)

pour 3 = 1, on retrouve bien la relation (1.8) avec Ey 1 (2) = Eq (2).

En vertu de la définition (1.4), on a les relations suivantes :

Théoréme1.5. [28] Ona

1
Ea,ﬂ (Z) = W + ZEa,oH—ﬁ (Z) y (1.10)
d
Eayp (2) = BEap+1(2) + a2 Eo i (2), (L.11)
dm
o [zﬁ_lEa,g (2] =22 By 5 (2%), m €N, (1.12)

D'autres informations concernant les fonctions de Mittag-Leftler peuvent étre trouvées,

par exemple, dans les livres [26, 43] et [44].
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Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leftler
joue un réle analogue a celui de la fonction exponentielle dans le cas des dérivées d’ordre

entier. Ceci se voit facilement a I'aide de la transformation de Laplace.

Transformation de Laplace La transformation de Laplace est un outil extrémement
utile pour I'analyse des problémes aux valeurs initiales linéaires (fractionnaires ou clas-
siques). En particulier, elle permet de remplacer une équation différentielle par une équa-
tion algébrique. Lavantage de la transformation de Laplace est que la plupart des opé-
rations courantes sur la fonction f (), telle que la dérivation, ou une translation sur la

variable ¢, ont une traduction plus simple par la transformée £ { f (¢)}.

Définition 1.6. Soit f : Ry — C, une fonction localement intégrable. On appelle transformée
de Laplace de f (t) la fonction définie par

F(s)=L{f(t)} = /Ooo e tf (¢) dt. (L.13)

La fonction f (t) est appelée la transformation inverse de F (s) et notée par L~1 {F (s)} .

Remarquel.7. Parmiles conditions suffisantes pour lexistence de I'intégrale (1.13) dans le demi-
plan Re (s) > o (o > 0) est que la fonction f soit a croissance exponentielle cest-d-dire qu'il

existe deux constantes to, M > O telles que
If ()| < Me°, pourtoutt > t.

End'autres termes, la fonction f (t) ne doit pas croite plus vite quune certaine fonction exponentielle

quand t tend vers I'infini.

Le théoreme suivant donne quelques propriétés de la transformation de Laplace.

Théoréme 1.8. [19] Soient f et g deux fonctions définies sur [0, o0 localement intégrables et
telles que L{ f } (resp. L {g}) existent pour Re (s) > o (resp. Re (s) > 02), alors
1. Soienta,be Reth = af + bgona

LAh(t)} =aLl{f ()} +bL{g(t)}, Re(s) > max{o1,09}.
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2.8ih (1) = /Otf(t ) g () dr, alors
LI} = L{F ()} L1g ()}, Re(s) > max{o1,00}.

t
3.8ih(t) = / f (7) dr, alors pour Re (s) > max {0,071} ona
0

LW} = L{F (1)

4. Soitn € Neth = D" f, alorsona

L{n®)} =s"L{f )= s %1 (0).
k=1

5.Soita > Oeth (t) = f (at). Alors

L{h()} = 2F(s/a).

6.S0ita € Reth (t) = e % f (t). Alors

L{h(t)} =F(s+a), Re(s+a)> o;.

7.Soitn € Neth (t) =t"f (t), alorsona

n d"

L{n ()} = (D" S L ()}

Pour «, § > 0 les fonctions de Mittag-Leftler sont liées a I'intégrale de Laplace par la

relation suivante (voir[41])

o
/ e TEq (27%) dr, |z] <1,
0

[e.e]
/ e TP By (27%) dr, |2] < 1.
0
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ATlaide du changement de variable 7 = stet 279 = —\t®avect > Oet A € C, on déduit

les résultats suivants :

a—1
L{Ex (M)} = 5 |sl > A7, Re(s) >0, 1L14)
a—f 1
r {tﬁ—lEa”B (_Ma)} =y |s| > |A|=, Re(s) > 0. (1.15)

La fonction de Wright La fonction de Wright notée par W, g (2) est nommée d’apres
le mathématicien E. Maitland Wright [61, 62] qui I'a introduite entre 1933 et 1941 et elle

est définie par
+oo k

z
= _ -1 . 1.1
W (2) kzz()k!F(ozk+5)’a> ,BeC (1.16)
Pouraa=0etff =1ona
“+oo

k
z
Woi(z) = Z T = oxXP (2).
k=0

Cette fonction est liée  la fonction de Mittag-Leffler 2 deux paramétres E, s (z). A
savoir, la transformée de Laplace de la fonction de Wright est exprimée a 'aide de la fonc-

tion de Mittag-Leffler :
L{Wap(t)}=s5"Esp (8_1) ,a>—1,8€C, Re(s)>0. 1.17)
Lecas 5 = 1 — aavec 0 < « < 1 fournit la fonction de Mainardi M, (z) qui nous

intéresse particuliérement [40, 42, 55].

Plus précisément on a

My (z) =W_qi-a(—2), z€C. (1.18)

Ce cas particulier de la fonction de Wright a été introduit par Mainardi [39] comme suit :

+oo (_Z)k
Mo (2) = kz_: KT (—ak+1-aq)

0
+o0 (_Z)k—l
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On présente quelques propriétés de cette fonction dans la proposition suivante.

Proposition1.9. [68] Poura € (0,1),—1 < r < ocoetz € C. La fonction de Mainardi M.,

vérifie les relations suivantes :

(a) My (t) > 0, > 0;

o [ Mo )it =1

F(l+r)

(C)/O t" M, (t) dt = T(+ar)

(d) /0 T M (1) et = By (—)
(e) /0 " abM, (8) et = By o (—2).

Pour la démonstration de cette proposition voir [41].

Transformation de Fourier

Définition 1.10. Pourtout f € L' (RN), on définit F (f) = f la transformée de Fourier de f

par

FLf () = f(6) = /RN €T f (1) do, @ € R, 1.19)

Si la transformée de Fourier de f est elle-méme une fonction intégrable, alors la formule d’inversion

de Fourier est donnée par

@ = {FO) = — [ di@de aeRY. a0

2m)"

Théoréme L11. (Théoréme de Plancherel). On suppose que f € L' (RY) n L? (RY). Alors
F{fy . FHfreL?(RY)et

[F LS H 2@y = H]'Ll {f}HL2(RN) = [l fll2mny - 1.21

La démonstration de ce théoréme se trouve, par exemple, dans [21], p. 183.
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Maintenant, on présente quelques propriétés de la transformation de Fourier.

Proposition 1.12. Soient f, g deux fonctions intégrables sur R™V. Alors

1. Pourci,co € R,ona

Fleif (x) + cag (2)} = anF {f ()} + c2F {g (2)} .

2. Poura € NNet Df € Lt (]RN),ona

FADf (2)} = ()" FA{f (2)}

3. Pour (f x g) (z) = flx—1t)g(t)dt,ona

RN

FA(fxg) (@)} = F{f (x)} . F{g(2)}.

1.4 Intégrales et dérivées fractionnaires

Dans cette section, on présente une généralisation des opérateurs d’intégration et de
dérivation au cas fractionnaire. Elle comporte les définitions les plus utilisées des déri-

vées fractionnaires et de certaines de ses propriétés.

1.4.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Selon I'approche de Riemann-Liouville en calcul fractionnaire la notion de l'intégrale

fractionnaire est une conséquence naturelle de la formule bien connue de Cauchy qui

réduit le calcul de la n®™¢ primitive d’une fonction f (¢) & une seule intégrale.

T8 () = /:dn /aﬁ dTg.../aTnlf(Tn)dTn

t
= )!/ (t—71)""" f(r)dr, n €N, (1.22)

10
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Grace a la fonction Gamma I' (n) = (n — 1)!, la formule de Cauchy peut s’étendre

naturellement au réel o comme suit :

Définition 1.13. Pourc > Oet f € L' ([a, b]). Lintégrale

t
I p— | / (t— ) f(r)dr, t> a, (1.23)

T (o)

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d'ordre v, et 'intégrale

b
1 ) / (r— t)a‘1 f(r)dr, t<b, (1.24)
t

Jipf (1) = (@)

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d'ordre cv.

Une propriété importante de I'opérateur d’intégration fractionnaire est la propriété

de semi-groupe qui est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.14. Soientc, 5 > Oet f € Ly ([a, b)), alors

Jalt Jf‘tf = Jg‘ljﬁf presque partout sur [a, b] . (1.25)

En effet, d’apres le théoréme de Fubini, on obtient

a 7B — : _Ta—l T TT—SB_l s)as
T3 O = srp [, -7 [ =P 0

La substitution 7 = s + y (¢ — s), nous donne

0T = o [ = 5 ),

Ou B (a, f3) est la fonction Béta.

Pour a = O et > 0, I'intégrale fractionaire Jojef peut s’écrire comme une convolu-
tion de deux fonctions ﬁt”‘l et f (t). Cela nous permet d’obtenir sa transformation

de Laplace comme suit :

c {J()’It f (t)} — s L{f (1)} (1.26)

11
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Nombreuses sont les définitions de 'opérateur de dérivation fractionnaire, malheu-
reusement toutes les définitions proposées ne sont pas toutes équivalentes. Nous pré-

sentons dans cette partie celles qui sont les plus utilisées.

1.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Apres avoir introduit la notion de I'intégrale fractionnaire, celle de la dérivée fraction-
naire d’ordre a (o« > 0) devient une nécessité naturelle. Pour motiver la définition a ve-
nir, rappelons que l'opérateur de dérivation D}* d’ordre n € N est I'inverse a gauche de
lintégrale Joj et que cet opérateur D} [19, Lemma 1.2] vérifie pour m, n € N tels que
m > n et f une fonction de C" ([a, b]) la relation

D"f=D" J;’l”j" : (1.27)

Lhypothése que n n'est pas un entier dans (1.27) a permis a Riemann et Liouville de don-

ner la généralisation suivante :

Définition1.15. Poura > Oet f € L' ([a, b]), les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

d gauche et d droite Dy, fet Dy, f dordre o, sont définies par

D3, f (t) = D™ T f (1)

alt
= o [ o m e
et
D f (t) = ((1)T)1n3m ﬁéa b(t) 129
_ Mdtm/t (r— )" f(r)dr, m=[o] +1,
respectivement, ou [«] est la partie entiére de cv.
Danslecason0 < o < lona
1 d [
Dy, f(t) = F(l—a)dt/a (t—7)"%f(r)dr, (1.30)
et . -
Dy ) = ~F—ay i |, (=0 () @3

12
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Exemple1.16. Pour0 < v < letf3 > —1lona

rpg+1)

i Yy

(t—a)’~>.
La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante C' est donnée par

a o (t_a)_a

alt I'(l-a) ¢

On voit que la dérivée d’une constante est non nulle.

Corollaire 1.17. [34] Poura > Oetm = [a| + 1 ona

m

DY f(t)=0&f()=> ¢(t—a)*7, Vei,...,cn €R. (1.32)
j=1

En particulier,si0 < a < lona
D f(t)=0& f(t)=c(t—a)* !, VceR,

Remarque 1.18. Pour(0 < o < 1, la fonction ¢ (t — a)*~* joue le méme role pour la dérivée

fractionnaire Dg\,.f quune constante dans la dérivation usuelle.

En ce qui concerne les conditions suffisantes pour l'existence des dérivées fraction-

naires, nous énongons en particulier le cas ou v € (0, 1) dans le lemme suivant :

Lemme 1.19. [30,57] Soit f € AC ([a, b)), alors D3, f et Dy, f existent presque partout sur

[a, b] pour0 < v < 1. DeplusD;Y'tf,Da‘bf €L,(a,b),1<p< é, et

L[ F@ e

D3I 0 = e e + [ G- @ar] )
b

Dﬁbf (t) = T (11_ Oé) |:(bf_(11))a _/t (T - t)ia f, (T) dT:| . (1.34)

13
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Propriétés

ePourar > Oet f € Ly ([a,b])ona

ajt oS (&) = (1),

presque partout sur [a, b)|.
ePoura > > 0etf € Li([a,b])ona

D Jaf (8 = T8 F (#),

presque partout sur [a, b].

En particulier, pour 5 = m € Neta > mona

DTG f (8) = Jg " (2) -

alt

ePourar > 0,m = [ + 1; frn—q (t) = ‘]gﬁ “f(t)et f € Ly ([a,b]) telle que
fm—a (t) € AC™ |a,b], alorson a

o pmd) (g ,
t—a)*7,
ali Daje () Z;Fa—j+1( @)

presque partout sur [a, b].

En particulier, pour0 < v < lona

g\th\tf t)=rf@1 - (t— a)a_l )

ol fi—q () = Jina (t), tandis que pour « = m € Nona

mlf

k=0

Yt —a,

a|tDa|t

e Sia > 0,m € Netles dérivées fractionnaires Datf et Do‘+mf existent, alors on a

DD, f (1) = DI F (1),

14
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mais )
wrmp ) 29 (@) (= ap
a\tD f() Da\j f(t)_z F(l—l-j—a—m) .
7=0

ePoura > Oet f (t),g(t) € C ([a, b)) telleque Dy f (t) » Dijg (t) existent et elles sont

continues, alors la formule d’intégration par parties est donnée par [57]

/ g(t) Dy, f (t) dt = /f Dyjpg (t) dt.

e La transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

est donnée par [52]

m—1
c{Dgf ) =L@y - 3 D] m-t<a<m
k=0

1.4.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouée un
role important dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire mais lors de la
modélisation des problémes physiques elle mene a des conditions initiales contenant les
valeurs limites des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville en t = a. Mal-
gré que ces problemes peuvent étre résolus mathématiquement [54], en pratique leurs
solutions sont inutiles, car il n'y a aucune interprétation physique pour de telle type de
conditions initiales. Ce conflit entre la théorie mathématique bien établie et les besoins
pratiques a conduit a 'apparition d’'une autre définition des dérivées fractionnaires qui
permet la formulation des conditions initiales pour des équations différentielles d’ordre
fractionnaire dans une forme n'impliquant que les valeurs des dérivées d’ordre entier en
t = a,tellesque y (a), v’ (a), etc. Cette définition a été proposée par M. Caputo [14] et
apres par Caputo et Mainardi [15] qui l'ont adoptée en physique pour traiter des proces-

sus de la viscoélasticité.

15
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Définition 1.20. Pour v > Oetm = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d

gauche et a droite Do, fet Dj, f d'ordre v, sont définies par

D,/ (1) = Jy D™ f (1)

alt
- 1 ! s m—a—1 ¢(m) ) dr
- L = @,
et
DS () = (1) D" ()
_ (_1)m S m—a—1 r(m) ) dr
ot | 0T ()

respectivement, ou D™ f € Ly ([a, b]).

Exemplel.21. Poura > 0,m = [a] + 1et 3 > Oona

0 sige{0,1,2,...,m—1},

L(5+1) (t—a)’*sifeNetf>m

a B _
Dap =0 =3 Ta+1-a)

oufs ¢ Netf>m — 1.

En particulier, la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle

(1.35)

(1.36)

Maintenant, on va exprimer la relation entre les deux opérateurs de dérivation Dg, et

Da

alt dans le lemme suivant :

Lemme1.22. Soientaw > 0,m = [a] + 1. Onsuppose que f est définie telle que Dg, fet Dy, f

existent, alorson a

-1

3

f® (a)

a — Do _ _J Y i k—a )
et X
L (k)
Df () = Dif ()= X iy e (0= 0"
k=0

Remarque 1.23. Sous les hypotheéses du Lemme 1.22 on a

Dg . f(t) = Dgy. f (t) St f*) (@) =0 pour k=0,1,....,m—1,

16
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et
D;,f (t) = Diyf (t) Si f*) (b)) =0 pour k=0,1,...,m — 1. (1.40)

Lopérateur de la dérivation fractionnaire de Caputo Dy, est aussi linverse a gauche

de ol Mais il west pas I'inverse a droite :

Proposition 1.24. Pour une fonction continue f sur [a,b] ona
altdaief = 1 (1.41)

Sif € AC™ ([a,b]) alors pourcv > Oona

m—1 (k)
ARIOESIORS SRR 0.4
k=0 '

Danslecason v € (0,1) et f € AC ([a, b]) on trouve

Do f @)= f(t) — f(a). (1.43)

Maintenant, on souligne le plus grand avantage de la dérivée fractionnaire de Caputo
dans la modélisation des probléemes physiques ou autres ott les conditions initiales sont
données par des mesures (position, vitesse, accélération,...) c’est a dire des quantités
réelles quon ne peut pas interpréter comme des dérivées fractionnaires. Ceci peut étre
facilement vu en utilisant la transformation de Laplace. En effet, pour la dérivée frac-

tionnaire de Caputo d’'ordre vavecm — 1 < a < mona
m—1

c{Dgf 0} =s"L{F @} = 351 (0).

k=0

1.5 Laplacien fractionnaire

Dans cette partie, on introduit la définition du Laplacien fractionnaire et on s’'inté-
resse aussi a 'inégalité de Ju qui va permettre d’établir des estimations de solutions pour

certaines équations différentielles fractionnaires.

17
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Le Laplacien fractionnaire est lié a la diffusion anormale, qui représente un grand in-
térét dans la modélisation avec des équations fractionnaires. En particulier, le Laplacien
fractionnaire a été utilisé a la place du Laplacien d’ordre entier dans de nombreuses ap-

plications et dans plusieurs modeéles fractionnaire, voir par exemple [37, Table 1].

Le Laplacien fractionnaire est un opérateur non local défini pour N > let0 < g < 2
par

(=) u (@) = F (|6 F () (9)) (@), (144

pour tout u € D <(—A)B/2> = HP (RV) ot H? (R") est I'espace de Sobolev homo-

géne d’ordre S donné par
HP (RY) = {u eS8 (-A)?uer? (RN)}, pour 3 ¢ N,

HP (RY) = {ue L (RY); (-8)"?ue L (RY)}, powr B € N,

ott S’ est 'espace de Schwartz, F et F~! sont les tronsformées de Fourier directe et in-
verse, respectivement.

Pour plus d’information concernant cet opérateur voir [12, 33].

Lemme1.25. Soit0 < 3 < 2. Alors, pour tout u,v € D ((—A)ﬁ/Q) ona

/ u(z) (=A% (2) doe = / v (z) (=) u(2) da. (1.45)
RN

RN

Pour la démonstration de ce Lemme voir [24].

Dans un domaine borné Q de R, on introduit la définition du Laplacien fractionnaire

sur € avec condition de Dirichlet sur le bord 92 noté par (—AN)’B/2.

Soit Ay, (k = 1,...,400)lesvaleurs propres du Laplacien dans L? (Q2) et ¢y, les fonctions

propres associées aux A\, c.a.d.

—Apr = Ay, sur Q,
wr = 0 sur 0€.

18
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+o0 2

Soit D ((fAN)ﬁ/Q) - {u € L2(Q) telque 3 ‘Ai” (u, m‘ < oo} .
k=1

Alors, pouru € D ((—AN)B/Q) ona

400
(—AN)"2 0 =30 (u, 01) one
k=1

Lopérateur (—Ay)” /% est auto-adjoint, ceci est di a la formule d’intégration par partie

suivante :

Lemme1.26. Pouru,v € D ((—AN)5/2> ,0< B <20na

/ w (@) (—AN)2 0 (z) do = / v (@) (AN 0 (2) da. (1.46)
Q Q

Maintenant, on présente 'inégalité de Ju pour I'opérateur du Laplacien fractionnaire.
Cette inégalité a été établie d’abord par Cérdoba et Cérdoba dans [18], puis généralisée

par Ju [32] comme suit :

Lemme 1.27. [5, T heorem3.2]
Soient0 < B < 2,z € RN etu € CF (RY). Alorsona

W (=AY (@) > (=AY (2), (1.47)

pourtoutl > 1.

Pour la démonstration de ce lemme voir [32].
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Chapitre

Sur l'existence locale et I'explosion de solutions d’'une
équation de diffusion fractionnaire spatio-temporelle

avec une non-linéarité exponentielle

ANS ce chapitre (voir [11]), on s'intéresse a 'existence locale et I'explosion d’une so-
lution unique pour une équation d’évolution comportant des dérivées fraction-
naires en temps et en espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance ex-
ponentielle. D’abord, on prouve I'existence et 'unicité de la solution locale par le principe
de contraction de Banach. Ensuite, on établit un résultat sur 'explosion de la solution en

temps fini par la méthode de la fonction test avec un choix judicieux de celle-a.

2.1 Introduction

Cette partie est consacrée a 'étude de 'équation suivante :

ot @.1)

Dg“tu+(—A)6/2u: JI(er), z e RN, t >0,
u(z,0) =ug (x), r € RV,

ouN>1,0<a<1,0< <2, D8“|t est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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EQUATION DE DIFFUSION FRACTIONNAIRE SPATIO-TEMPORELLE AVEC UNE
NON-LINEARITE EXPONENTIELLE

d'ordre c, Jol‘;“ (e*) est I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

1 — a pour e* définie par

11—«

1 t
l—a ( u —Q uls
J0|t (6 ) = I—‘()/(; (t - 8) & ( )dS, (22)
ot I est la fonction Gamma, (—A)? /% estle Laplacien fractionnaire défini par

(~8)"u(2) = 77 (16 F () (9) (). 2.3

otug € Cy (]RN ) avec Cy (]RN ) est lespace des fonctions continues sur R tendant

vers 0 a I'infini.

si D,

étudié par Ahmed et al [4] :

est remplacé par le premier opérateur différentiel %, on a le probléme suivant

oft 2.4)

ut—l—(—A)B/Qu:Jl*a(e“),a:G]RN,t>0,
u(z,0) =wug (x), r € RV,

Ils ont prouvé I'existence d’une solution locale unique et sous certaines conditions ap-
propriées sur les données initiales, ils ont montré que la solution explose en temps fini
et ils ont étudié leur profil d’explosion. Lorsque le probléme (2.4) est considéré avec une
non-linéarité de la forme J(%';a (]u|pf1 u) ,ona

ue+ (A= Jhe (yu|p*1 u) Lz eRN, >0,

(2.5)
u(x,0) =up (), r € RV,

Ce probleme a été considéré par Fino et Kirane [23]. D’abord, ils ont validé 'équation par
un résultat d’existence et d’'unicité. Ensuite, ils ont prouvé qu’il existe des solutions qui

explosent en temps fini et ils ont étudié leur profil d’explosion.
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2.2 Préliminaire

Dans cette section, nous présentons quelques préliminaires qui seront utilisés ulté-

rieurement.

On commence par donner le résultat suivant :

PourT' > Oety >> 1, si on pose

pr(t) = (1 —t/T)L,

alorsona o
iy+1) ,._ t\ '
Diror (t) = —————=T7¢ (1 — ) : 2.6)
| L(y—a+1) T).
_ T(y+1) . AN
Do (t) = —L——7 ! (1 — > , 2.7)
T I'(y+a) T),
et 1
d t\"
—@1(t) =T 1 - = . 2.8
et = < T> . 2.8)
ot Dyj. est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville & droite d’ordre o € (0, 1).

Soit T (t) = e~t=2"" Alors, comme (—A)B/2 est un opérateur auto-adjoint défini
positif dans L? (RY), on peut déduire que T (t) est un semi-groupe fortement continu
sur L? (RY) engendré par — (—A)B/2 (voir par exemple [63]).

De plus, T (t) v = Sp (t) * v, pour tout v € L* (RY) ¢ > 0, ot x représente la convo-

lution de I'espace et

1 ; 8
Sa(t) (z) = S (t,z) = / e &t g 2.9)
0@ =S5t = oty |
ol Sg satisfait les propriétés suivantes

Sg(1) € L= (RM)n L' (RY), Ss(t,z) >0, Sp (t,x)dr = 1,
]RN

pour toutz € RV et¢ > 0. En utilisant I'inégalité du Young pour la convolution (Lemme

-N -1
A.1) et la forme auto-similaire S (t,x) =t 5 Sg (1, Q:t?) , on obtient

1S5 (¢) % v, < Ct=NIDAr=1a |y (2.10)
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pour toutv € L™ (RV) ettout1 <r < ¢ < 00, t > 0;
155 (8) = vll, < [lvll, (2.11)

pour tout v € LI (RV) ettout1 < g < oo, t > 0.

Les opérateurs de Mittag-Leffler basés sur le semi-groupe analytique 7'(¢) engendré

par le Laplacien fractionnaire (—A)?/2 sont définis par
= / M, (s) T(st")ds = / M, (s) e_Sta(_A)ﬁ/zds, (2.12)
0 0
et

S (t) = asM,, (s) T (st*)ds = asM,, (s oSt =P g (2.13)
75
0 0

Maintenant, on annonce les lemmes suivants qui donnent quelques propriétés utiles

aux opérateurs { P, 5(t) }+>0 et {Sa,5(t) }e>o0-

Lemme 2.1. Lopérateur { P, 5(t) }+~0 a la propriété suivante :
1. Siug > 0,ug # 0, alors P, g(t)ug > 0.
2.Soient1 <p<qg<-+ooetl/r=1/p—1/q < B/N,alors

I'(1 - N/(br))
I'(1—aN/(pr)) [uoll Loy - (2.14)

_N
HPaﬁ(t)uOHLq(RN) < Ct pr

Preuve. 1. Découle de T'(t)ug > O et M, > 0.
2. En utilisant (2.10) et les propriétés de M,,, on obtient

<O [ Mas) (%) NE ug| oy ds
D r
— Ot B Mo (s) s~ N/ ds [luo]| Lo ggn)

— N T(1-N/(Br
=Ct 7 %HUOHLPRN)

o0

M, (s) T(st“)uods

0
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Lemme 2.2. Pour l'opérateur { S, 5(t) }+>0, on a le vésultat suivant :
1. Siug > 0,ug # 0, alors Sy g(t)up > 0.
2.Pourl <p<gq<-+oo,soitl/r=1/p—1/qsil/r <25/N,alorsona

I'(2—- N/ (Br))
T (1+a—aN/(Br)) ||u0||LP(RN)- (2.15)

_Ng
||Sa,5(t)U0||Lq(RN) < aCt B

Preuve. La preuve est similaire a celle dulemme 2.1;0n a

’/ asM, (s) T(st*)uods
0 La(RN)

<C/ asM, (s) (t%s)~ N/ (Br) ol o RN)d

=aCt™ A / M, 1 N/(BT)dSHUOHLP(RN)

N/(Br
=aCt ﬁT WMHUOHLP(RN)

Remarque 2.3. D'apreés les lemmes 2.1 et 2.2, il vésulte

1
HPa,ﬁ(t)u(]HLoo(RN) S HUOHLOO(RN) et HSa,,B(t)uouLoo(RN) S m HUOHL‘X’(RN) .
2.3 Existence locale

Cette section est consacrée a la preuve de l'existence locale et I'unicité de la solution

douce du probléme (2.1). On commence par :

Définition 2.4. (Solution douce). Soitug € Cy (RN ) etT > 0. Ondit que
u e C([0,T];Co (RY)) estune solution douce de (2.1) si pour tout t € [0,T] ona

t
w(t) = Pag (t)uo + / (t =) Sap (t—5) Ji° (eum) ds, 2.16)

0
Théoréme 2.5. (Existence Locale). On suppose queug € Co(R™N), alors il existe un temps maxi-

mal Typar > 0 etune solution douce u € C([0, Trnaz); Co(RY)) du probléme (2.1) avec lalter-

native :
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-80it Typas = +00;
-50it Tinaz < +00, etdanscecas lim || u (t) || foo(mny = +00.
t—Tmax

Sideplusug > 0,ug Z 0, alorsu(t) > 0 pourtout0 < t < Tynaz. Enoutre, siug € L™(RY),
pourtout 1 < r < oo, alorsonau € C([0, Tz ); L™ (RY)).

Preuve. PourT' > 0 arbitraire, on définit 'espace de Banach

Er ={ueC([0,7]; Co(R™)) ;s |ull; < 2|uollo} - (2.17)
ol ||{ly == II"ll o< (fo,7], L.oo (m v ))- Ensuite, pour tout u € Er, on définit lopérateur
t
U (1) = P s (t) 0 + / (=) Sapt =) I (#0) ds, 21w
0

alors ¥ (u) € C ([0, T]; Co(RY)) (voir [66, Lemma2.4)). Soit u € Er, alors par (2.14)

et (2.15), avec |||l == [||| oo (gav) on Obtient

t s
1@l < fuol+ G| [ ¢=5)"" [ 5= )] drds
0 0 o Le=([0,T))
< ol +Telh
< oy, + Te?lluollos
S 1
0wt = ey
Maintenant, si on choisit 7" assez petit tel que
Te?lllee < flugl| (2.19)
Nous concluons que || (u)||; < 2||ugl|,, donc ¥(u) € Er.
Ensuite, nous montrons que ¥ (u) est contractante. Soient u, v € Epona
t
8@ -0l < | [ =97 Saplt =9 7 () - ) ds
0 1
t s
< O / (t— s)a_l/ (s — 7)™ —e*@|  drds
0 0 o Le=([0,1])
< Te?lvolls ||y — vll;

IN
\
B
|
=
=
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grace a I'égalité suivante

e®) — ()| = AUSFIV) |y () —w (s)], 0 < A\ pp <1, A+ p =1, (2.20)

ou T est choisi assez petit tel que
oTelwollee < 1. 2.21)

Alors, W est une contraction sur E7. Ainsi, par le théoréme du point fixe de Banach, le

probléme (2.1) admet une solution douce u € Er.

Maintenant, nous prouvons l'unicité de la solution. Soient u,v € Fr deux solutions
douces dans E pour ' > 0.
En utilisant (2.15) et (2.20), pour t € [0,7] ona

™) _ Ml drds

o0

lu@®) —v @l < G /0 (- 5! /5<s—7>—“

IN

0
t
eznuooo/ lu(s) = v ()] ds.
0

Par conséquent, par 'inégalite de Gronwall (voir Lemme A.2) onau = v.
Enoutre, en utilisant le fait que la solution est unique, nous concluons a I'existence d’'une
solution unique sur un intervalle maximal [0, T},,.x) avec l'alternative décrite dans le

théoréme (voir [23)).

e Positivité de la solution. Siug > 0 etug # 0, d’apres (2.16) on a

u (t) > Paﬁ (t) ug >0, t e (O,Tmax) .

o Régularité de la solution. Soit ug € L" (]RN ) N Cy (]RN ), pour 1 < r < oo alorsen

répétant largument du point fixe dans
Br, = {ue € (0.71:Co®) N L @) [fully < 2luoll . [l < 20l

aulieude Er, ou
llo » = llull oo 0,77 L7 @YY 5

on obtient une solution douce unique v dans Er . O
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2.4 Explosion des solutions

Dans cette section, nous prouvons un résultat d’explosion de la solution du probléme
(2.1).

Définition 2.6. (Solution faible). Soitug € L2, (RN) et T > 0. On dit que u est une solution
faible du probleme (2.1) siu € LP ((0,T) ; L7S, (RYN)) et vérifie léquation suivante

loc

/ / uth|T¢ (x,1) dxdt—i—/ /]RN J3|ta e") Y (z,t) drdt

T T
= J— ﬂ/2 (0%
/O /R 1) (<A (o 1) i + /0 /R (1) D) () dad

pour toute fonction test1p € C* ([0, T]; HP (RN)) telle que 1 (z, T) = 0.

Lemme 2.7. Onconsidéreug € Cy (RN ) etsoitu € C ([0, T]; Co (]RN )) une solution douce

de (2.1), alors u est aussi une solution faible de (2.1).

Pour la démonstration de ce lemme, voir [66].

Théoréme 2.8. Soitug € Co (RY) tel queug > 0etug # 0. Alors, la solution douce du
probléme (2.1) explose en temps fini.

Preuve. Lapreuve est par contradiction. On suppose que u est une solution douce globale
de (2.1). Alors, u est une solution douce de (2.1) ot v € C ([O, T]; Co (]RN)) pour tout
T >> 1, telleque u (t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7.

Soit ¢ (x,t) = Dt‘T o(z,t) avecp € C ([0,T]; H? (RY)) telle que

o(z,t) = p1(t)ph (x), 1> 1,
ol

t Y
a0 =(1-17) 1>,

+
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et ¢ est une fonction réguliére, telle que

1 siz <1,
plr)=4¢ \(sil<x<2,
0 six > 2.

Alors, d’apres la définition 2.6 et le lemme 2.7 on a

/ (z)¢ (:cde+/ /RNegoxt)dxdt
//RN (z,t) )ﬁ/QDlT(p(xt)dxdt—/ /RN (z,t) ¢ (x, 1) dadt,

et si nous posons Qp = [0,7] x Q,Q = {z € RN, |z| < 2T7*/#}, on trouve

/uo (z) b (2) @1(0)d:1:+/ "o (z,t) dxdt
Q Qr

= [ ) (A)7 G 0) Dl () dadt — [ ue.t) b (@) o (0) .
Qp Qr

Comme ¢1(0) = 1, alors on peut écrire

/uo (z) b (z) dx+/ @ () dudt
Q Qr

— [ @@ Do (0~ [ a0 @l o),

QT QT

Maintenant, d’apres (1.47) on a

[uw@e@+ [ e (a1

< l/QTu(x,t) 5 (=AY s (2 )Dt|T e1(t) — /QT w(z,t) o (z) ) ()

gl/QTu(x,t)‘(—A)B/z 2 (z )‘D}‘T“w (t)+/ u(z,t) [ (1)]

Qr
=T+ J.

En utilisant I'inégalité de Young [27] (e = exp (1))

B
AB <ee + Bln —, pour A, B >0, € >0,
ee
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avece = Lo (x,t),A = u(z,t)et B = ‘(—A)ﬂ/2 2 (x)‘ D!~%p, (t) dans Z, on

e
7< /
Qr

41

obtient

(=8)" g3 (@)| Dl (1)

(=8 2 (2)| Dl (1)
ech (@) 1 (1

eu(m,t)

.In

1

0 o,

o (x,t).

De méme, pour 7 avece = T (2,t), A = u(z,t) et B = |¢} (t)|, on obtient

/ n 4 |30/1 (t)’ } eu(x,t) P
7< [ ol (egoé(:v)gol(t)>+4/QT o).

En utilisant (2.7) et (2.8), on trouve

< [ |8 e @] Dl
O3 | (=2)7" o ()| T2t (1 — /Ty
e (@) (1= t/T)]

1
— U(I,t) t
0 QTe o (x,1),

/ CT (1 —t/T)7 1 [ s
jS/QT’%(t)’ln<gpé(x)(l—t/T)l >+4/QT6 ¢ (z,t),

.In

et

ou

41T 1 4
3:7(7—’_ ), et 0421.
el'(v+ o) e

Alors
< [ |8 @] Dl
T

Cs|(=2)"" o ()| T2t (1 -t/ D)

l

o 2 (@)

1
- u(xvt) t
o QTe ¢ (z,1),

—1/1 _ -1
J </ \go’l (t)\ln <C4T (L—t/T), ) + 1/ e“(xat)w(x,t).
Qr 4 Qr

et

b ()
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Finalement, on en déduit que

1 u(x,t
fro@eb@ g [ e
<1 / (=A)P/2 oy (a:)‘ Dl (1)

Qr

Ca|(=2)7/% o2 ()| T2 (L= 1/T) 222

.In

b (x)
) CaT~ ' (1—t/T) "
+,, et ol ( A @) ) |

A . _t _ =z
Grdce aux changements de variables 7 = ety = =7, T >> 1, on trouve

dedt = T°F aydr,
(—00)P iy = T7 (=1 s,
Dz‘;ﬂa‘ﬁl (t) — C5Ta—l (1 . 7_)1—1—04—1 7

et

ou

Maintenant, sionpose Q; = [0, 1]x{y € R, |y| < 2}. Alors, on peutréécrire (2.22)

comme suit

1 u\xr
Jw@d@ s [ o
Q Qr

< CyT? / (=0,)"2 0 (T2y) | (1 = 7ypte
Qs

Oy ‘ (=2, o (Ta/ﬁy)‘ (1—7)" (2.23)
o (1)

an ~ curt(1-n)7t
+~T 5 / (1-7)""In .
o i i (T°/Fy)

.In

Ainsi, on a deux fonctions bornées 5 et (—Ay)ﬁ/Qcpg dans Q5 et

w2 — lpourT — +oo.
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En utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que le
coté droit de (2.23) diverge vers —oo lorsque " — +o00, tandis que le coté gauche de

(2.23) est positif. Cela conduit a une contradiction. O

2.5 Durée devie des solutions explosives

Dans cette section, nous donnons une estimation par au-dessus de la durée de vie
des solutions explosives avec certaines données initiales. Pour cela, nous considérons le

probléme suivant :

oft (2.24)

Dg e + (—A) P ue = J* (e%), 2 € RV, £ >0,
ue (x,0) = eug (), r €RY,

olte > 0,0 << 1,0 < B < 2etuyg € Cp (RY) satisfaita

up (z) > Co |z, |z| > €, N <0< g, (2.25)

pour certaines constantes positives Cy et €.

Théoréme 2.9. On suppose que (2.25) est vérifiée. Soit [0, T, ) le temps de vie de la solution u. du

probleme (2.24). Alors, il existe une constante positive C' telle que

T, < Cev, 9:025—1<0.

Preuve. Soit u, la solution douce de (2.24). Alors, en utilisant le lemme 2.7, la définition

2.6 et en prenant ¢ (z, t) comme dans le théoreme 2.8, on obtient

[—l—/ / (x,t) dadt
RN T’
/ / U (2, 1) )5/2 Dt‘T o (x,t) dacdt—/ / ue (x,t) i (x,t) dzdt,
RN 0 RN

ol
I= e/ ug () b () da.
RN

31



CHAPITRE 2. SUR LEXISTENCE LOCALE ET LEXPLOSION DE SOLUTIONS D'UNE
EQUATION DE DIFFUSION FRACTIONNAIRE SPATIO-TEMPORELLE AVEC UNE
NON-LINEARITE EXPONENTIELLE

En choisissant 7" € [0, T¢) telque T' > T > 0. En prenant en compte le changement de
variable y = ﬁ et en utilisant 'hypothése (2.25), on obtient

I=c [ u@)ehia)ds

> ¢ uo () b (z) dz
|z]>e0 (2.26)

a(N-9)

> 75 / =% ¢ () dy.

ly|>

€0
/B
o

D’autre part, d’apres (2.23), on en déduit qu’il existe une constante positive Cy telle que

aN_q
I<CeT 5 1, 2.27)
De (2.26) et (2.27), il S’ensuit que
e < C7T9,
pour une constante positive C'7, ot
ad
0=——-1<0.
g
Par conséquent, nous obtenons
T < Ceé,

pour certaines constantes positives C'. Ceci termine la démonstration du théoréeme. [

On remarque alors que si e << 1, le temps d’explosion devient grand.
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Chapitre

Sur un systeme d’évolution fractionnaire en temps et
en espace avec une non-linéarité d croissance exponen-

tielle

ANS ce chapitre (voir [6]), des solutions locales et une explosion des solutions en
D temps fini pour un systéme d’équations d’évolution fractionnaires en temps et en
espace avec une nonlinéarité non locale en temps de croissance exponentielle sont consi-
dérés. Lexistence et I'unicité de la solution douce locale sont assurées par le principe du
point fixe de Banach. Ensuite, on établit un résultat d’explosion par la méthode de la ca-
pacité non-linéaire de Pokhozhaev. Finalement, dans certaines conditions appropriées,

une estimation de la durée de vie des solutions explosives est établie.

3.1 Introduction

Dans cette partie, on consideére le probleme suivant :

Dgjyu + (=A)P/2y = J&‘;al (eV), € RN, t >0,
Do+ (=8)" 20 = Jj o (¢"), 2 € RY, ¢ >0, 3.1

u (x,0) = ug (z), v(z,0) =vg(x), € RV,
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ou N > 1,0 < ag,a9 < 1,0 < 8 < 2, Dg‘ft est la dérivée fractionnaire de Caputo
d'ordre «; et J(}';O” est 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre

1 — «; définie par

1 t
l—ai (w(t)) o jw(s)
Joje (6 ) I'(1-—a) /0 (t—s) ™ e"ds,

B/2

ouT estlafonction Gamma, (—A)”/ estle Laplacien fractionnaire et ug, vo € Co (RY),

olt Cy (RY) désigne l'espace des fonctions continues tendant vers zéro a l'infini.

Dans le cas de 'équation de la chaleur avec diffusion non locale, on a le probléme sui-
vant :
up + (=AY = Jéﬁal (e?), z € RN, t >0,
v+ (A)P o = J (e"), z e RN, £ >0, (3.2)

N

w(2,0) = up (), v(2,0) = vy (), z € RV,
qui a été étudié par Ahmad et al [3];ils ont prouvé 'existence d’'une solution locale unique
et sous certaines conditions appropriées sur les données initiales, ils ont montré que la

solution explose en temps fini; de plus, ils ont étudié leur profil d’explosion. Le probléeme

(3.2) peut étre vu comme une extension du probleme :

oft

vt (~0)2y = gl <|u|‘1*1 u) Lz eRN, >0,

u(z,0) = up (z), v(x,0) =vg (), z € RY,

u + (=AY 2y = Jime (]v|pflv),x€RN,t>0,

qui a été considéré par Fino et Kirane [22].

Lalittérature concernant I'explosion pour des systémes avec des nonlinéarités locales est

trés vaste.

3.2 Existencelocale

Dans cette section, en utilisant le théoréme du point fixe de Banach, on peut montrer

lexistence locale du probléme (3.1).
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On commence par la définition de la solution douce de (3.1).

Définition 3.1. (Solution douce). Soit ug, vg € Cy (RN ) etT > 0. Ondit que
(u,v) € C ([0,T],Co (RY)) x C ([0,T7],Co (RY)) estune solution douce de (3.1) si (u, v)

satisfait, pourt € [0, T, les équations suivantes

t
w(t) = Pay.g (t)uo + / (t =) 7" Say g (t = 5) g (e”(7)> ds, 3.3)
0

t
v (t) = Pay (1) vo+ / (t=8)" " Sapp (L= 9) Sy, (T ) ds. )
0

Théoréme 3.2. (Existence Locale). Soient ug, vg € Cy (RN ). Alors, il existe un temps maximal
Tynaz > Otelle que leprobléme (3.1) aune solution douceunique (u, v) € C([0, Tynaz), Co(RY)) x
C([0, Trnaz), Co(RN)). De plus, on a l'alternative :

-50it Tipay = +00;

- 80it Trpgz < +00 et lim (|| u(t) [[pe@ny + || v(t) [[Loo@ny) = +00. Si, en outre,
— max

ug,vg > 0,up # 0,v9 Z 0, alorsu(t),v(t) > 0pourtout) < t < Tpqas. De plus, si
ug,vg € L"(RN), pour1 < r < oo, alorsu,v € C([0, Traz); L™ (RY)).

Preuve. Pour T' > 0, on définit 'espace de Banach
Er = {(u,v) € C([0,T], Co(RY)) x C ([0,T], Co(R™)) ;[ (w, v)[[] <2 ([uolloe + lv0llo) } +
ol ||[|o = [[*l| poo(may €t [|]-|[| est]a norme de E7 définie par

(s I = Nlully + [[vlly = l[wll oo o,77, o0 @) T V]l oo 0,77, £00 (R -

Ensuite, pour tout (u,v) € Er, on introduit 'opérateur ¥ défini sur E par
v (u> ’U) = (‘111 (u7 U) , Wo (u7 U)), ou

t
¥ 0,0) = Poys o+ (0= 9 Sy 0 ) S (220) s,
0

et

t
Uy (u,v) = Pay g (t) vo + / (t = )7 Say 5 (t = 5) Iy, (6“(”)“-
0
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Lexistence d’'une solution locale sera prouvée comme un point fixe de ¥ en utilisant le
théoreme du point fixe de Banach.

oV : Fp — Ep.Soit (u,v) € Ep;en utilisant les lemmes 2.1 et 2.2, on obtient

1 (o)l = (%1 (u,0)]ly + 1% (u, )],
t s
< uollo, 4+ Ch /(t—s)o“_l/ (s—7)" ||ev™||  drds
0 0 o Le=([0,17)
t S
+ [Jvo]l o, + C2 /(—s)a2—1/ (s —7)" 2 |[e*D||  drds
0 o0 L>=([0,T])
= Jluoll, + C1 / / 9011 (s 1o ||| dsdr
°° Le=([0,T7)
+ l[vollog + Co / / 991 (5 — rya2 ||| dsdr
o Le=([0,T7)
< fuollog + lvollog + Tel"h + Tl
< Nuollog + llvnll g + 27 (ol olc),

ol Cl =T
Maintenant, pour 7 tel que 9T e2(IluollooFllvolloe) < uoll oo + V0|l oo » ¥(u,v) € Er.

e U est contractante. Soient (u, v), (u,v) € E7;On utilise le lemme 2.2, on trouve

[V (u,0) =¥, 0)[|| = [|¥1(u,v) = ¥1(u,0)]|; + [|¥2 (v, v) = Va(u, )|
t s _
< O / (t — s)o‘l_l/ (s —7)7 ||’ — D drds
0 0 00 Lo ([0,T])
t s _
+Cs / (t—s)*! / (s — 1) ||le™) — "D drds
0 o Lo ([0,17)
= / / )M 1 —7) ™ e’ _ D\ dsdr
o Le=([0,71)
+CY / / )2 (s —7)72 [T — BT dsdr
o Lee([0,17)
< T|lev® — ¢7® ‘ Qult) _ Gu(t)
1
< Teluollctlvoll) |y — 5 4 Te2(lollootlvolloo) |1y — 7,
= 1wttt || (u, ) - (@,9))|
1 -~
< 5 lliwv) = @)l
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ol on a utilisé I'égalité suivante

cw(r) _ oi(r)

= W (T)+p(T) lw(r)—w ()], 0<\p<l,\+pup=1, (3.5

et on choisi T tel que

Te2(lluollos +lvoll o) < (3.6)

l\.’)\»—\

Alors, le théoréeme du point fixe de Banach assure I'existence d’'une solution douce

(u,v) € Er duprobleme (3.1).

Maintenant, on prouve l'unicité. Soient (u, v), (u,v) € Er deux solutions douces du

probléme (3.1). En utilisant le lemme 2.2 et (3.5), on obtient

lu(t) = @ (@)l + o (t) = ()H

< Cl/ —8)M 1/ et — "N drds
0 o

+02/ ag 1/ ag 1 ‘ eu(T) - eﬂ(T) ‘ drds
0 o0

= Cl/ / (t— ) (s — 1) || — "D dsdr
9 T

+Cs / (t—s)*27 (s — )72 || — || dsdr
0 Jr e

< ot toobe) ([ (1o ()~ 70l + () - T (DL ar ).

Alors, I'unicité découle de I'inégalité de Gronwall (voir Lemme A.2). De plus, ce résultat
d’unicité implique l'existence d’'un intervalle maximal d’existence [0, Tax) avec l'alter-

native décrite dans le théoréme (voir Fino et Kirane [23]).

e Positivité de la solution. Pour ug, vg > 0 etug £ 0,v9 Z 0, de (3.3), (3.4) et le lemme 2.1

on a les estimations suivantes :
U (t) > POq,,B (t) ug > 07 te (OaTmax) s

v (t) > Pocz,,B (t) vo > 0, t e (OaTmax) .

e Régularité de la solution. Soient ug,vg € L" (RN ) ,pour 1 < r < oo, alors en répétant

Pargument du point fixe dans

Ery = {(u,v) € % x X [[[(w, 0)|I] < 2 ([luolloe + [lvolleo) » (s )]0 » < 2 ([Juollr + llvollu)}
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ol
2 =C([0,7];Co (RY)nL" (RY)),
(s ) o,r = Nwll oo (go,772r @)y + 191 oo 0,735 @YY 5

onobtient une solution douce unique (u, v) dans E,.. Alors, u, v € C ([0, Trax) ; L" (RY)).
(]

3.3 Explosion des solutions

Dans cette partie, nous voulons donner un résultat d’explosion en temps fini du sys-

teme (3.1).

Définition3.3. (Solution faible). Soientug, vo € LS, (RN ) etT > 0. Onditque (u,v) estune
solution faible du probléme (3.1)si (u,v) € LP ((0,T); Ly, (RY))xLP ((0,T); L7s. (RY))

et vérifie

/ / uoDLn (2, 1) drdt + / /R o™ (€ (1) davdt
_ / /RN 2.8) (A2 gy (z, t)da:dt+/ /RN x,t) Dby (1) dadt,

/ / vthlTl/Jz x,t) dxdt+/ / Jé‘t” ) 2 (x,t) dedt
RN RN
= / / (z,1) 5/2 o (z,t) dxdt+/ / (z,t) DtlT@Z)g (x,t) dxdt,
RN RN

pour toute les fonctions test 1, 12 € C1 ([0, T]; HP (RY)) telles que

Y1(x,T) = o(x,T) = 0.

Lemme 3.4. [23] Pourug,vo € Co (RY), T > Oetu,v € C ([0,T];Co (RY)) une solu-
tion douce de (3.1). Alors (u, v) est aussi une solution faible de (3.1).

Théoréme 3.5. Soientug, vy € Cy (RN) avecug > 0,ug Z 0,v9 > Oetvg Z 0. Alors, la

solution douce du probléme (3.1) explose en temps fini.

Preuve. La preuve est par contradiction. On suppose que (u, v) est une solution douce
globale du probleme (3.1). Alors u, v € C ([0, ; Co (RY)) pour tout T >> 1;de plus,
u(t),v(t) > 0pourtoutt € [0,7].
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Soit ; (x,t) = Dl‘T ¢ (z,t),i=1,2,avecp € C' ([0,T]; H? (RY)) telle que

o(a,t) = p1(t)ph (x), 1> 1,

ou

t Y
a0 =(1-7) 1>,

+

||

w2 () =P <T9/5> , 0 =min{ay, s},

® est une fonction réguliére, telle que

1 siz <1,
P(r)=< \(sil <z <2
0 siz> 2.

Alors, d’apreés la définition 3.3 et le lemme 3.4 on a

/ 0 (x) $de+// ¢ (x,t) dedt
RN

T
/ / (2,t) (—A)P/? Dl| oo (z,t) dedt — / / u(z,t) igp
RN 0o JRN dt

et

/ 0 () dex+// ¢ (x,t) dzdt
RN

/ / (z,1) )5/2Dtl|}o‘2gp x,t) dedt — / / (x,t)
RN RN

Sinous posons QO = [0, 7] x Q,Q = {z € RV, || < QTQ/B}, on obtient

/ ug () @ () ©1(0)dz + / e’y (x,t) dxdt
Q Qp

= [ a8 (0) Dl () dadt — [ ulant) (o)

Qr
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et

/vo (z) b (2) gol(O)dw—l—/ o (z,t) dedt
Q Qr

— [ o) (-8 @) Dlger (O dudt — [ v(ait) i (a) o (8 dat
Qp Qp

En utilisant ¢; (0) = 1, on trouve

/ﬂuo (z) b (z) d:x—i-/QT e’ (x,t) daedt
= [ et (=8 e (0) Dl (0 dade = [ () o 0) 4 (0 o

Qrp

et

/ vo () b () da + / o (x,t) dzxdt
Q Qr
= /Q v (x,t) (—A)ﬂ/2 5 (x )D1|T 1 (t) dedt — / v (x,t) g0l2 (x) ] (t) dadt.

Qr

Maintenant, en utilisant (1.47), comme u > 0,v > 0, on obtient

/Quo (z) @ () dz + /QT e'p (x,t) dadt

< 1wl teE (A) e ) Dl er (O dedt — [ u(at) b ) 4 (1) dade
Qr Q

T

< Z/QTU(:E,t)‘(—A)ﬁm 92 (x )‘DllT Yo (t )dazdt+/QTu(x,t)|<p’1 (t)|d1:dt
= L1+,

avec un sens clairde 7, J1, et

/vo (z) b (z) dx—f—/ ey (x,t) dzdt

Q Qp

< 1 vl (-8 e @) Dl (0 dod: — [ w(at) (o) ¢4 (0) duds
Qp Q

T

< l/ v (x,t) )(—A)’B/2 w2 (z )‘ Dtl‘To‘2 1 (t) dxdt +/ v (x,t) o] (t)] dadt
QT QT
= I+ s,
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avec un sens clair de 7, J». En utilisant I'inégalité de Young [27]
A B
AB <ee” 4+ Bln—, pour A, B >0, ¢ >0,
ee

avec

5:%g0(:c,t),A: —‘ NP2 )‘DI‘T Y1 (t) dans 7y,
et

szigo(a:,t),A: —’ ’3/2 )‘Dl‘T 21 (t) dans Zy,
on obtient

4l}(—A)6/2s0 ()| Dy or (8)
eh (x) o1 (1)

IlS/
Qp

il u(@,t)
g e,

(~8)" 3 (2)| DI 1 () n

et

_ANB/2 1—as
(—A)°72 py () Dt1|Ta2<Pl (t)In A(=8)"ea (2)| Dyr™en (1)

I2§/
Qp

1
t oy e’ @ (2,1) .

eh (x) o1 (1)

1
De méme, pour J; avece = 17 (z,t),A=w(z,t) (w=upour J; et w = v pour J2)

et B = |¢) (t)|, on obtient

/ 4’()0/ (t)‘ 1 u(x,t)
S= /QT o1 ()] 1n (wé (95 @1 (t)> " 4/9T€ "),

/ n 4 |()0, (t)‘ 1 ev(x,t) T
@sAJ%wM(WM5%@Q+4AT o (2.1).

et
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En utilisant (2.7) et (2.8), on trouve

o2, | piem Cs (=812 o )] T (1= gy
T, < / (=87 g3 (@) Dy 01 ()1 l
Qr @5 (z)
1 u(z,t)
+47l o e cp(x,t),
T
et
5, | pi=os Ca|(=2)" g (@) o (1 =ty
I, < / ‘(—A) o2 ()| D71 (t)In l
Qr P2 (.’L’)
1 v(w,t)
+E 0 € ’ QO(SU,t),
T
ol

_ AT+ AT+

= —FFF e = .
5T el (v+aq) YT er (v + ag)

De méme, pour J;, 7 = 1,2, on obtient

. CsT~' (1—t/T);" 1 (o)
jlg/QT{‘pl(t)lln< (pé(x) >+4/§2T6 @(mvt)a

et

/ CsT(L=t/T)Z'\ |1 [ e
jQS/QT|(p1(t)|ln< A @) >+4/QT€ o (x,t),

ou

Finalement, on en déduit que

/Q uo (z) ¢h (z) + /QT e’ (x,1)
<t [ |8 g2 @) Dlpen 0
Qp
1 (03 (=2)7" g (@) T (1 - t/T)i“)

h (x)

/ 5T} (1- t/T)J_rl 1 u(z,t)
o ( A®) ) o f e
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et
w0 (z) b () + / @005 (2, 1)

Q Qr
<t [ =82 @) Dien (0
Qr
C1 |(=A)"2 g (@) T2t (1 - /) 6.8)
.In 7
@y ()

/ CsTH(1=t/T)F'\ 1 [ o
+/QT|<pl(t)}ln< A >+2/QT€ o (z,t).

Maintenant, en combinant (3.7) et (3.8) et en utilisant ug, vg > 0, on trouve

froweb@+ g [ e
<t [0 e @) Dl (0

| <T03 (-2)2 4 ()| 71 (1 - t/T)i”)
X 1n

b ()
/ CsT—! (1 B t/T)_l
+/QT | (t)!m( ° o) + ) (3.9)
+é /QT (—=0)72 ¢y (w)’ Dy 1 (1)

(04 (=82 3 (@) 72271 (1 - t/T>i21>
X In

@h ()

1 . CsTt(1—t/T);!
+2/S2T}<p1(t)\1n< 5 <p(’2(:v)/ )+>,
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et
3
vo (@) o () + / @0 (2, 1)
Qr

0 4
<l A ‘(—A)B/2 ©2 (JU)‘ D, (¢)
B e L A e
@h ()
CsT1(1—¢/T)7!
+/QT |1 (t)!1n< d so(é (x)/ )+ > (3.10)
+é /QT (=A)P2 oy (x)‘Dtl‘;al(Pl (1)

Cs ‘(—A)W2 ©2 (90)‘ Tt (1—¢/T)P!

X In

@h (x)
1 / ) CsT~' (1—¢/T);"
+= 1 (t)|1n .
2 Joy 1 0 b (x)
. . . . t T
Dans cette étape, on introduit le changement de variables 7 = T ety = Tai/B’

T >> 1;il s’ensuit que

aiN
dedt = T 7 Tdydr,
(—A) P 0y = T (=A,)P2 s,
L'(y+1)

Dl—Oéi t — Tozi—l 1 _ ’Y+Oéi—1
t|T 801( ) T (7 + ai) ( T)—i- ’

et
[t ()| =T -7

On pose Q2 = [0,1] x {y € RN, |y| < 2}. Alors, on peut réécrie (3.9) et (3.10) comme
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suit
Jmo@eh+§ [ e
<Gt [ |8, g (T [ 1 =y
ch—ﬂ(—Ay)B/ ? 2 (Tm/ﬁy)\ (1-n3
A7)

aN L (G (1 —1) !
+yT 8 / 1-7)7
0, ( )+ S012 (Tal/ﬁy) (3.11)

+C7T% / ‘(—Ay)ﬁm 02 <T02/5y>) (1 _ T):Y’_Jraz*l
Qo
CyT™! ‘(_Ay)ﬁﬂ - (Tocz/ﬁy)‘ (172!
b (T2/Py)

agN CsT~1(1 -7}
+’YT%/ (1-7)7"In > l =7y ,
2 Qo ') (TaQ/By)

x In

x In

et

3 ulxr
[ @@+ [ ey
T
ag N o—
<CT /Q (=0,)7 gy (217 )| (1 = e
C4T17(_Ay),3/2 09 (Tozz/,b’y)’ (1 _ 7_)31_2—1

h (To2/By)

N _ C5T_1 (1-— 7')_7_1
T @ / (1—7)7""In
0 * o, (T2/Py) (3.12)
a1 N
+09T1T / (_Ay)B/Q 02 (Tm/ﬁy)’ (1— 7_)14-&1—1

Q2
SN -
h (T /Py)

o N CsT1(1—7);"
+7T%/ (1—7)7" [ =2 17, ,
2 Qo SOlQ (Tal/ﬂy)

x In

x In

ou
Ir'(y+1)
[(y+a1)

Ir'(y+1)

06 :209 - m

et Cg :2C7:

En utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que les
membres droits de (3.11) et (3.12) divergent vers —oo lorsque 7" — +o0, tandis que les

membres gauches sont positifs; une contradiction. O
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3.4 Durée de vie des solutions explosives

Dans cette section, nous donnons une estimation par au-dessus de la durée maximale

des solutions explosives avec quelques données initiales spécifiques.

On considére le probléeme :

Do lue + (—A)B/2 ue = J. o (e%), z € RN, ¢t >0,

oft olt
Dgﬁve + (—A)5/2 Ve = J(%';OLQ (6“5) , T € RN, t> O, (3.13)

e (2,0) = eug (), ve (,0) = evg (7)), © € RV,
olte > 0,0 < ag,ap < 1,0 < B < 2avec ug, vy € Cp (RY) satisfaisant

_ 6 _ 6
ug () > mo x| 1, vy (z) >nglx| 22, |z| > e, max{a,as} N < < S,
(3.14)

pour certaines constantes positives myg, ng et €.

Théoréme 3.6. On suppose que (3.14) est vérifiée. Soit [0, T ) est le temps maximal d’existence de

la solution (u., ve) du probléme (3.13). Alors, il existe une constante C' > 0 telle que

1 0
TE§05”, UZB—1<O.

Preuve. Soit (ue, v.) la solution douce de (3.13). Alors, en utilisant la définition 3.3 avec

1 (x,t) et g (2, t) comme dans le théoréme 3.5, on obtient

T
Il+/ / e’ (x,t) dxdt
T0 RY T d
:/ / Ue (:c,t)(—A)ﬁ/QDz'}algo(x,t) dwdt—/ / ue (z,t) — (z,t) dadt,
0 RN 0 RN dt
et

T
I, + / / e (z,t) dxdt
T0 RY T d
= / / Ve (2, 1) (—A)P/? Dl}'}a?gp (x,t) dedt — / / ve (2,t) —p (x,t) dzdt,
0 RN 0 RN dt
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ou
I, = e/ ug () cplz (x) dx,
RN

et
I, = e/ vo () @b () da.
RN

En choisissant T € [0,7¢),T" > Tp > 0 et en introduisant le changement de variables
Y = 7a7p dans I;,i = 1,2 eten utilisant ’hypothese (3.14), on obtient

Ilze/RNuo(a:)apé(a;)da:

> € ug () b (x) dx
zef w@dE -

ajN-=4§ _ &
> emoT ? / ly|” 1 (T‘“/ﬁy) dy,

ly|>eoT, *1/°

et
h=c[ w@)ehd
RN
Ze/ vo () Y (z) da
2l >0 ()2 (@) (3.16)
agN—§ )
> engT P / ly|” 22 o <T°‘2/6y> dy.
lyl>eoT, 27
Alors
=9 N aoN
I +1s > eCioT <T B +T B ), (3.17)

pour une constante C7g > 0.
D’autre part, d’apres (3.11) et (3.12), on en déduit 'existence d’'une constante C; > Otelle

que

a1 N ag N
L+ < Cllel <T}" +T%> . (3.18)

De (3.17) et (3.18), on obtient
0
€§012Tn7 77:7_1<O>
B
pour une constante C'1o > 0. Par conséquent, on obtient
1
T < Cen,

pour une constante C' > 0. Ceci termine la démonstration du théoréme. O
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Conclusion

ANS cette these, nous avons abordé la théorie des équations différentielles fraction-
D naires avec des non-linéarités a croissance de type exponentiel.

Nous avons commencé par introduire les notions fondamentales du calcul fractionnaire.
Nous avons utilisé 'approche de Caputo pour la dérivation par rapport a la variable tem-
porelle et le Laplacien fractionnaire comme opérateur de dérivation agissant sur la va-
riable spatiale. Nous avons répondu a des questions concernant l'existence locale et la
non-existence globale de solutions positives pour certains types des problémes d’évolu-
tions fractionnaires.

Au terme de cette thése, nous estimons que les résultats présentés contribueront au dé-
veloppement de 'étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nou-

veaux horizons a la recherche scientifique sur cette thématique émergente.



Annexe

Résultats utiles

Dans cette annexe, on introduit quelques lemmes et théorémes qui sont utilisés dans

cette thése.

Lemme A.1. (Inégalité de Young pour la convolution)
Soient1 < p, q,r < ootelsque 1+% = %—i—%. Onsupposeque f € LP (RY)etg € L" (RY),
alorsona

1+ glly, < 171, gl

Lemme A.2. (Lemme de Gronwall, voir [16, Lemma 4.2.1])
Soit T > 0,A € L' (0,T),A > 0etCy,Cy > 0.Pourp € L' (0,T), ¢ > 0tel que
Ap € L1 (0,T)et

@ (t) §C1+Cg/ot)\(s)<p(s)ds, te(0,7)

alors, on a .
¢ (t) < Crexp <C’2/ )\(s)ds) , t€(0,7).
0

Théoréme A.3. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue [67] )
Soient E un ensemble mesurable et { f., },, une suite de fonctions mesurables telles que

lir}rl fn (x) = f () pour presque tout x € E etpourtoutn € N, |f, (z)| < g (x) presque
n—-+00

partout dans E, ot g est une fonction intégrable sur E. Alors

nng/Efn(x)dx:/Ef(m)dm.
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Théoréme A.4. (Théoréme du point fixe de Banach [34])
Soient (E, d) un espace métrique complet, 0 < w < letT : E — E une application telle que
pourtoutu,v € E,ona

d(Tu,Tv) < wd (u,v). (A.D

Alors lopérateur T admet un unique point fixew* € E. De plus, siT* (k € N) est la suite d'opé-
rateur définie par
T ' =TetTF =TT (ke N\ {1}),

alors, pour tout uy € F la suite {Tkuo }zozl converge vers le point fixe u*. On note que l'applica-

tionT : E — E vérifiant (A.1) est dite application contractante.

Maintenant, on présente le théoréme de Fubini qui nous permet d’échanger 'ordre

d’'intégration dans les intégrales répétées.

Théoréme A.5. ([57], Theorem 1.1)
Soient 2 = [a,b], Q2 = [¢,d], —00 < a < b< 400, —00 <c<d< +ooetf(z,y)est

une fonction mesurable définie sur Q1 x Qa. Si au moins une des intégrales

[z [s@wan [ay [ raude [ [ fay)dedy
(oN Qo Qo 1951

Ql>< QQ

est absolument convergente, alors elles coincident.

Le cas particulier suivant du théoréme de Fubini est valable, a savoir

/abdx/jf(x,y)dyz/abdy/ybf(a:,y)dx, (A.2)

en supposant que 'une de ces intégrales est absolument convergente. Cette derniére re-

lation s’appelle "La formule de Dirichlet".
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Annexe

Expression de solution douce

Cette annexe est consacrée a I'explication de la méthode d’obtention de I'expression de

la solution douce dans la Définition 2.4.

On considére le probléme suivant :

{ D, u (x,1) = Au(2,t) + f (t,u(2,1), 2 € RN, £ >0, -

u(x,0) = ug (z), r € RV,

Y (0%
ou Do\t

infinitésimal d’'un semi-groupe fortement continu {7" (t)},,, avec f est une fonction

est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre v, 0 < o < 1, A estle générateur

donnée.

Lemme B.1. Si

=ug () + —— t — ) Au (2, s s,u(x,s))ds .
w@t) = @)+ g [ =9 Aule) + f (sus)]ds @2

est vérifié, alorson a
t
u(z,t) = P, (t)uo (x) + / (t— s)afl Sa (t—3) f(s,u(x,s))ds, (B.3)
0

ou
Pu(t) = / T ML (0)T (01°) df, S, (1) = /  aOM,, (0)T (61°) db.
0 0



ANNEXE B. EXPRESSION DE SOLUTION DOUCE

Preuve. Soit A > 0. En appliquant la transformation de Laplace

v(\) = /000 e M (x,5)ds et w(N) = /OOO e f (s,u(z,s))ds,

al'équation (B.2), on obtient

v(\) = %uo () + A—laAv (A) + %w M)
_ a1 ()\O‘I _ A)*l uo (1;) + (XlI — A)il w ()\) (B.4)

=)ot / e AT () ug () ds + / e T (s)w (M) ds,
0 0

a condition que les intégrales de (B.4) existent. On pose

Yo (6) = gy Ma (1/67),

dont sa transformation de Laplace est donnée par

/ e MYy (0)do = e, 0<a< 1. (B.5)
0

En utilisant (B.5), on obtient
Aol / e AT (s)ug (x)ds = [ a (M) e AT (1) ug (x) dt
0

" 1d a
= [ ——— || @ dt
e U \
/0 Adt[ } (t*) uo ()

- / i / e O0gy, (6) T (1) o (v) ot
0

0

_ /OOO A [ OOO Yo (0)T (;Z) wo (z) d@} dt,

(B.6)
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= / / at® te DT (1) e 5 f (s, u (, s)) dsdt
/ athe (0) e~ N (1) e 5427 f (5, u (2, 5)) dOdsdt
0

A e
_ /0 § /0 atby (0 _”T< - 5)) dodsdt
0

:/OOO OO/OOO e t+S)T<ta> - ' 5)) dodsdt
:/Ome—xt [a/ot [ (9)T< t;as) )(t —(;a)a lf(s,u(m,s))deds] dt.
(B.7)

D'apres (B.6) et (B.7), on a

- o[ wior ()i
—i—a// Ve (6 < a) )(t_éi)a_lf(s,u(:r,s))des] dt.
Maintenant, on conclut a Paide e la transformation de Laplace
wet) = [T @7 (5w
—I—a// ¢a9T< aa)a>(t_;)a_lf(s,u(:v,s))dﬁds

= / M, (0) T (£%0) uo (x) db

— s, —5)“ s,u(x,s s

+a/0/0 0t~ )" Mo (6) T (¢~ )" 0) f (5,u (v, 5)) dbd
t

= P, (t)ug(z)+ /0 (t— )1 8o (t—s) f(s,u(z,s))ds.
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