
République Algérienne Démocratique et Populaire 

Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 

Université Larbi Tebessi –TEBESSA- 

Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la Vie 

Département de mathématique et informatique 

 

 

 

Thèse 
 

Présentée en vue de l’obtention du diplôme de Doctorat LMD 

En : MATHEMATIQUES 

Option : MATHEMATIQUES APPLIQUÉES 

 

Par : TOUALBIA Sarra  

 

Intitulée : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Devant le jury : 

 
BOUMAZA Nouri  MCA Université de Tébessa Président 

ZARAI Abderrahmane  Professeur Université de Tébessa Rapporteur 

MESLOUB Fatiha MCA Université de Tébessa Co-Rapporteur 

AKROUT  Kamel  MCA Université de Tébessa Examinateur 

SAOUDI Khaled MCA Université de Khenchela Examinateur 

ZITOUNI Saleh MCA Université de  Souk Ahras Examinateur 
 

   Date de soutenance : 26/10/2020 

Décroissances et explosion des solutions de 
certains systèmes d’évolution non linéaire  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

:تعالى الق  

(11 .)المجادلة.  { ُ الهذِينَ آمَنوُا مِنكُمْ وَالهذِ    { ينَ أوُتوُا الْعِلْمَ درََجَات  يَرْفعَِ اللَّه

(18.)ال عمران. { ُ أنَههُ لاَ  طِ لائَكَِةُ وَأوُْلوُاْ الْعِلْمِ قآَئمَِا باِلْقِسْ إلِـَهَ إلِاه هُوَ وَالْمَ شَهِدَ اللَّه } 

صدق الله العظيم.   

:    وقال رسول الله صلى الله عليه وسلم 

ُ بِهِ طَ  رِيقاً إلِىَ الْجَنهةِ ،  وَ إنِه مَنْ سَلكََ طَرِيقاً يَطْلبُُ فيِهِ عِلْماً سَلكََ اللَّه } 

الْمَلَائكَِةَ لتَضََعُ أجَْنِحَتهََا لِطَالِبِ الْعِلْمِ رِضًا بِهِ ، وَ إنِههُ يَسْتغَْفِرُ لِطَالِبِ الْعِلْمِ مَنْ 

فيِ السهمَاءِ وَ مَنْ فيِ الْْرَْضِ حَتهى الْحُوتِ فيِ الْبحَْرِ ، وَ فضَْلُ الْعاَلِمِ عَلىَ الْعاَبدِِ 

رِ النُّجُومِ ليَْلَةَ الْبدَْر، وَ إنِه الْعلُمََاءَ وَرَثةَُ الْْنَْبيِاَءِ ، إنِه كَفَضْلِ الْقمََرِ عَلىَ سَائِ 

ثوُا الْعِلْمَ ، فمََنْ أخََذَ مِنْهُ  ثوُا دِيناَراً وَ لَا دِرْهَماً وَ لكَِنْ وَره  الْْنَْبيِاَءَ لمَْ يوَُرهِ

أخََذ  بحَِظ وَافِر}.  

 صدق رسول الله.
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Résumé : 

       L’objet de nos travaux porte essentiellement sur la détermination des conditions 

suffisantes pouvant mener la solution à tendre vers zéro lorsque t  tend vers l’infini ou 

à exploser en temps fini pour certains problèmes d’évolutions en présence d’un terme 

source de type polynomiale et logarithmique.  

       Il s’est avéré que cette source empêche l’existence globale (en temps) de la 

solution du problème; c’est-à-dire que la solution (ou plus précisément l’énergie du 

problème) tend vers l’infini pour la norme de l’espace considéré quand t s’approche 

d’une valeur finie T  appelée temps d’explosion. Pour cette raison on appelle le terme 

source terme d’explosion.  

      Les termes de dissipations sont par contre des termes qui ont tendance à stabiliser 

la solution du problème. Il est facile de voir qu’en absence de termes sources, si la 

solution existe localement alors on peut toujours la prolonger en une solution globale.  

Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une question centrale dans 

de nombreux travaux et elle l’est toujours. Il est important de savoir quel terme 

l’emporte sur l’autre. 

         L’outil principal utilisé repose sur la méthode de Georgiev et Todorova. 

 

   Mots clés : Décroissance exponentielle, Décroissance polynomiale, explosion, 

Lyapunov. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Abstract : 
     The purpose of our works focuses on the determination of sufficient conditions that 

can lead the solution to approach to zero when t goes to infinity or blow-up in finite 

time for some evolution problems in presence of a source term of polynomial type and 

logarithmic type.  

     It appears that  this source prevents the global existence (in time) of the solution of 

the problem is to say that the solution (or more precisely the energy of the problem) 

tends to infinity for norm of the space when t approached to à finite time T.  

     The damping term stabilize the solution of the problem.  It is easy to see that in the 

absence of source terms, if the solution exists locally then we can always extend it into 

a global solution. This interaction between source term and damping term has been 

purpose in many studies and it’s still.  It is important to know what term outweighs the 

other. 

    The main tool used is based on the method of Georgiev and Todorova. 

 

   Keywords: Exponential decay, Polynomial decay, explosion, Lyapunov.                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ــخــــــص: ــــــــمـــلــ  
   

ؤول  ـت  ها أنـلـظي ـ ـن فـكـمـة يـي ـاف ـروط كـد شـديـح ـو ت ـهة ـروحـذه الأطــي هـ ـف  نال عماأن ـرض مـالغ        

ض  ـعـي لب ـهـنتـت مـي وقـلول ف ـل الحـح ـضم ـة أو ت ـهايـا لا ن ـم ىـإل ن  ـزمـؤول الـا ي ـندم ـر عـف ـالص ىـإللول ـالح 

 الاـم ىـإلؤول ـلول ت ـالح إننى  ـمعـلول ب ـد الح ـديـب ـلى ت ـل عـعمـة تـي ـارج ـوة خـق ود ـي وج ـف ةـوريـطـلت ال  ـائـمسال

 ار. ـفج  ـن الانـى زمـم ـس ـذي يـي وال ـهـنت ـن مـن زمـن مـزمـرب ال ـقتـدما يـة عن ـهايـن

                                                  اب ـي ـي غـرى أن ف ـل أن ن ـهـن السـمـف ,ةـالـلول المس ـي حـرار ف ـتق  ـق الاسـحقـي ت ـتــي الـد ه ـخامـوى الت ـق       

 لي.ـل ك ـح ىـإل ده   ـمديـما ت ـا دائـنن ـكـم ـا يـلي ـمح ا ودـوج ـل مـذا الحـان هـة، إذا كـيـارج ـوى الخ ـق ـال

 التيات  ـدراس ـن الـد م ـدي  ـي العـف  يزـركـمسؤال  كان  د ـخامـوى الت ـة وقـي ـارج ـوى الخـن القـي ـل بـفاعـالت  إن      

 .وقـفـت ـت  القوى التي  عرفـهم أن نـن المـوم  .الآنإلى   زالـلا ت

   .فارووودـوت فـييـورجـج ةـق ـريـط لىـان عـرهـي الب ـف دمةـتخ ـمس ـال ة ـسيـرئي ـال الأداة  د ـمـعتـت         

 

.         الحدود ، الانفجار ، ليابونوف التناقص الأسي ، التناقص متعدد :  الكلمات المفتاحية
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Introduction
Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude de trois problèmes d’évolution non li-

néaire. Les problèmes d’évolution non linéaire, sont généralement rencontrés en génie chimique,

la transmission de chaleur, la physique des plasmas, thermo-élasticité. Voir à ce sujet les travaux

[4 ;12 ;13 ; 49 ; 42 ; 55].

Dans la théorie des équations d’évolution non-linéaire, une solution est qualifiée d’être globale

si elle est définie pour tout temps positif. Au contraire, si une solution existe seulement sur un

intervalle de temps [0; T ) borné, elle est dite locale. Dans ce dernier cas et quand le temps maximal

d’existence est relié à une alternative d’explosion, on dit aussi que la solution explose en temps

fini. Cependant, pour donner un sens à la notion d’explosion en temps fini, il faut bien préciser

l’espace dans lequel on travaille et avec quelle norme on va prouver la solution.

On s’intéressera au comportement asymptotique des solutions où la structure est soumise à

une force extérieure (source de type polynomiale et logarithmique), plus précisément la source

agit sur tout le domaine. Il s’est avéré que cette source empêche l’existence globale (en temps) de

la solution des problèmes c’est-à-dire que l’énergie la tend vers l’infini pour la norme de l’espace

considéré quand t s’approche d’une valeur finie T appelée temps d’explosion. Pour cette raison on

appelle le terme source "terme d’explosion". Les dissipations utilisées dans ses problèmes sont par

contre des termes qui ont tendance à stabiliser la solution du problème. Il est facile de voir qu’en

absence de termes sources, si la solution existe localement alors, on peut toujours la prolonger en

une solution globale.

Cette interaction entre terme source et terme dissipatif a été une question centrale dans de

nombreux travaux et elle l’est toujours. Il est important de savoir quel terme l’emporte sur l’autre.

Beaucoup d’études ont porté sur l’explosion de la solution pour les problèmes d’ondes semili-

néaires avec un terme source de type polynomial, voir [30,31,32,33]. V. Georgiev et G. Todorova

[24] ont montré la non existence de la solution globale pour les conditions initiales négatives. Plus

tard, le même résultat a été établi par plusieurs auteurs pour les équations d’évolution générales

[30,31,32,45]. En particulier, Levine et Serrin [31,32] ont prouvé le résultat de non existence

globale pour un problème hyperbolique abstrait assez général.

Pour montrer l’explosion de la solution en temps fini, nous avons utilisé un argument qui

est inspiré de la méthode de Georgiev et Todorova [24 ]. Cette méthode a été développée pour

l’équation des ondes avec une dissipation non linéaire et une source polynomiale. Elle consiste à

prendre une certaine puissance de l’énergie (avec signe négatif), la perturber par un terme qu’on

peut contrôler par les termes déjà existant dans l’énergie classique et faire en sorte que cette

fonctionnelle énergie perturbée (ou modifiée) satisfait une inéquation différentielle. L’explosion
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en temps fini découle alors de la résolution de cette inéquation différentielle.

Nous déterminerons le comportement asymptotique de la solution à l’aide de la méthode

énergétique, elle consiste donc de garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de

façon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation, pour le but d’atténuer les vibrations

par rétro-action (feedback). Plus précisément, le problème de la stabilisation auquel on s’intéresse

revient à déterminer le comportement asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) et étudier sa

limite pour t!1: Il existe plusieurs degrés de stabilité comme

-La stabilisation forte quand E(t) !
t!1

0:

-La décroissance de l’énergie rapide de type polynomial

E(t) � C

t�
;

- La décroissance plus rapide de type exponentielle

E(t) � Ce��t;

où C et � sont des constantes positives.

Nos contributions se trouvent dans les chapitres 2, 3 et 4, et cette thèse comprend quatre chapitres

est organisé comme suit

Le premier chapitre intitulé "Rappels et préliminaires"

Dans ce chapitre, nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans les chapitres ulté-

rieurs.

Le deuxiéme chapitre intitulé "Etude d’une équation d’évolution pour une classe de p-laplacien

avec non-linéarité logarithmique".

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un modèle simple d’équation non linéaire parabolique

avec une source logarithmique dans un domaine borné sous la condition de Neumann au bord.

On constate un résultat d’existence locale et globale de solutions, ensuite on a étudié le non

existence et l’explosion en temps fini des solutions du problème suivant8>><>>:
ut � div

�
jrujp�2ru

�
= jujp�2 u log juj �

H


jujp�2 u log juj dx; x 2 
; t > 0;

@u(x;t)
@�

= 0; x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0; x 2 
:

(1)

Où 
 un domaine borné dans Rn(n � 1) avec une frontière régulière @
; p 2 (2;+1),
H


u0dx =

1
j
j
H


u0dx = 0 avec u0 6= 0:

Le problème (1) était étudié par plusieurs autres auteurs sous une forme plus générale8>><>>:
ut ��u = f (u)�

H


f (u) dx; x 2 
; t > 0;

@u(x;t)
@�

= 0; x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0; x 2 
:

(2)
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Où 
 un domaine borné dans Rn(n � 1) avec j
j désignant sa mesure de Lebesgue, et la fonction

f(u) est généralement considérée comme une puissance de u.

Les solutions non négatives du probléme (2) avec f(u) = jujp sont étudiées dans la référence

[56], puis [8] dans le cas où f(u) = u jujp et
R


udx > 0 ,ansi que [20, 12] ont etudiés un

résultat d’existence non globale est discuté par l’ utilisation de l’argument de la convexité et sous

la condition énergétique suivant

E(u0) =

Z



�
1

2
jru0j2 �

1

p+ 1
ju0jp+1

�
dx � �C;

avec
R


udx = 0

De plus, [ 4,18] ont étudié l’explosion de la solution critique de l’équation non locale de

p-Laplacien suivant 8>><>>:
ut � div( jrujp�2ru) = uq �

H


uqdx; x 2 
; t > 0;

@u(x;t)
@�

= 0; x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0; x 2 
:

(3)

Où 
 un domaine borné dans Rn(n � 1) avec une frontière régulière @
:

Dans ces cas, quelques travaux ont été consacrés à l’existence globale et à le non-existence de

l’équation parabolique non locale avec la non-linéarité logarithmique. Au temps que c’est remar-

quable que l’équation parabolique non locale avec une non-linéarité logarithmique n’admet pas

la méthode du principe du maximum et la méthode du comparaison. En raison de cette difficulté

principale, certaines méthodes les plus efficaces, telles que la méthode des solutions supérieures

et inférieures, ne sont plus valables ici. Inspiré des idées de [25-48], les résultats préliminaires de

la stratégie globale de l’existence et l’explosion de solutions faibles sont données par la méthode

des puits potentiels, la méthode classique de Galerkin et l’inégalité logarithmique de Sobolev.

Nous discutons d’une part des propriétés de non-extinction et du comportement asymptotique

des solutions globales. D’autre part, pour traiter le terme logarithmique non linéaire, nous avons

besoin de l’inégalité logarithmique de Sobolev, on revenant au références [17, 36].

Le troisiéme chapitre intitulé "Stabilité exponentielle et l’explosion d’équation des ondes de

type Kelvin voigt avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d’acous-

tique".

La viscoélasticité caractérise sous un comportement élastique et dissipatif des matériaux en

petites déformations. Celle-ci peut être considérée à différentes échelles. En mécanique des struc-

tures, c’est le niveau macroscopique qui est retenu. Cependant, quelques éléments d’une approche

à une échelle inférieure (ici moléculaire) permettent de comprendre le phénomène physique de
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dissipation dans ces matériaux, ce qui permet de déterminer ou d’expliquer l’influence de certains

facteurs à prendre en compte.

Le but de ce chapitre est d’étudier la stabilité exponentielle et l’explosion de la solution de

probléme suivant

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jutjm utt =
�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:ru0dx

�
�u+ 2��ut +

R


jujp�2 udx in 
;

u = 0 in �0 � R+;�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:ru0dx

�
@u
@v
+ 2�@ut

@v
= yt in �1 � R+;

ut + p(x)yt + q(x)y = 0 in �1 � R+;
u(0) = v0; ut(0) = u1 in 
;

y(0) = y0 in �0

(4)

Où 
 un domaine borné dans Rn(n � 1) avec une frontière régulière � = @
 est composée de

deux parties �0 et �1 telques �0 [ �1 = �:Tous les paramètres a; b,� > 0; p et q sont des fonctions

satisfaisantes

p(x) > 0; q(x) > 0 pour tous x 2 �1: (5)

Les études analytiques dans le domaine de la stabilisation de systèmes à paramètres distribués

présente actuellement un intérêt en ce qui concerne l’application au contrôle des vibrations de

divers éléments structurels. Le phénomène a été observé pour la première fois par Hunton, comme

l’a rapporté Harrison en [28]. Le modèle non linéaire comme (4) pour les vibrations transversales

a été dérivé à l’origine par Kirchhof. Beale et Rosencrans ont introduit des conditions aux limites

d’acoustiques de la forme générale(
@u
@�
= y

0 on �1 � R+;
u

0
+m(x)y

00
+ p(x)y

0
+ q(x)y = 0 on �1 � R+:

Récemment, de nombreux auteurs ont traité les équations d’onde avec des conditions aux limites

acoustiques ([14], [22], [31], [45]). Dans [30], les auteurs ont étudié les équations d’ondes non

linéaires 8>>>><>>>>:
u
00 �M

�R


juj2 dx

�
�u+

��u0��� u0 = 0 in 
� R+;
u = 0; on �0 � R+;
@u
@�
= y

0 on �1 � R+;
u

0
+m(x)y

00
+ p(x)y

0
+ q(x)y = 0 on �1 � R+:

Ils ont prouvé l’existence de solutions, mais n’ont pas donné la décroissance des solutions. En

ce qui concerne la décroissance des solutions pour les solutions aux problèmes de conditions

aux limites d’acoustiques, mais il n’existe pas beaucoup de littérature ([21], [44], [45]). Frota et

vi



Larkin [21] ont établi des estimations de la solvabilité et de la décroissance globales pour une

équation linéaire d’onde avec des conditions aux limites suivantes(
@u
@�
= h(x)y

0 on �1 � R+;
u

0
+ p(x)y

0
+ q(x)y = 0 on �1 � R+:

Le quatriéme chapitre intitulé "Explosion de la solution d’équation de membrane élastique

avec un retard".

Les problémes d’évolutions avec retard surviennent dans certains modèles dont l’état à un

instant donné, est un phénomène qui dépend de son passé. Les applications de ces types de pro-

blèmes peut rencontrer dans plusieurs domaines , notamment en économie, physique, médecine,

biologie, écologie . . . etc. En effet, dans certains phénomènes, on s’est aperçu que la connaissance

de la solution en un point ne suffit pas pour décrire l’évolution sur un interval de temps donné.

Beaucoup de phénomènes rencontrés en physique, biologie, chimie, étude des réseaux de neu-

rones, circulation routière...etc. ont trouvé dans la théorie des équations à retard un bon moyen

de modélisation, (un moyen plus réaliste que dans le cas des équations différentielles ordinaires).

On appelle équation à retard toute équation dans laquelle la valeur de la dérivée à un instant

de la solution dépend aussi des valeurs prises avant cet instant. L’initialement idée des équations

différentielles à retard a été introduite par V. Volterra [56], il a étudié le modèle prédateur-proie,

et dans la deuxième moitié du dernier siècle, la théorie des équations à retard a connu un grand

développement, notamment on trouve Bellman et Cooke [7].

En ce chapitre on s’intéresse à l’étude du probléme suivant8>>>>>>><>>>>>>>:

utt �
�
a+ b kruk2 + � (ru(x; t);rut(x; t))

�
�u(x; t) +

R t
0
g(t� s)�u(x; s)ds

+�0ut(x; t) + �1ut(x; t� �) = juj
p�2 u; x 2 
; t > 0;

u(x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0(x); ut (x; 0) = u1(x); x 2 
; t > 0;
ut (x; t� �) = f0(x; t); x 2 
; t > 0; t 2 (0; �);

(6)

où 
 est un domaine borné de Rn(n � 2) avec une frontière régulière @
; a; b; �; �0; �1 sont

des constantes positives et g(t) > 0; � > 0 représente le temps retard, u0; u1; f0 sont des fonc-

tions appartenant à des espaces appropriés. les termes d’amortissement structural viscoélastique�
a+ b kruk2 + � (ru(x; t);rut(x; t))

�
sont désignés par a; b; � est la rigidité non linéaire de la

membrane.

L’équation une du probléme (6) est liée à l’équation du panneau de flutter avec le contrôle

de la durée et de la temporisation en mémoire. Les matériaux viscoélastiques présentent un

amortissement naturel, ce qui est dû à la propriété particulière de ces matériaux de conserver
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la mémoire de leur passé. Surtout cette équation se pose dans une expérience en soufflerie

à des vitesses supersoniques voir [60]. Le modèle avec amortissement de Balakrishnan-Taylor

[(� 6= 0) etg = 0; �0 = 0; �1 = 0] a été initialement proposé par Balakrishnan et Taylor [3] et Bass

and Zes [5]. Kirane et Said-Houari [29] ont considéré l’ équation viscoélastique d’onde de la

forme

utt(x; t)��u(x; t) +
Z t

0

g(t� s)�u(x; s)ds+ �0ut(x; t) + �1ut(x; t� �) = 0;

pour x 2 
; t > 0; avec les conditions initiales et limites de Dirichlet. Ils ont établi des résultats

généraux de désintégration d’énergie à la condition que �1 � �0:
T.A.Apalara ; S.A. Messaoudi et M.I. Mustafa, [2],ont considéré la thermo-élasticité de type II avec

un amortissement viscoélastique est à retard8>><>>:
utt(x; t)� ��u(x; t)� (�+ �)r (div u(x; t)) + �r�(x; t)
+
R t
0
g(t� s)�u(x; s)ds+ �0ut(x; t) + �1ut(x; t� �) = 0;

�(x; t)� ���(x; t)� ���t(x; t) + � div utt(x; t) = 0;
(7)

pour x 2 
; t > 0; avec les conditions initiales et limites de Dirichlet, Ils ont d’étudié la dégrada-

tion d’énergie en thermo-élasticité de type III avec un amortissement viscoélastique en retard. Wu

[57] a récemment d’étudier l’équation viscoélastique non linéaire avec un amortissement linéaire

est en retard de la forme

juj� utt(x; t)��u(x; t)��utt(x; t) +
Z t

0

g(t� s)�u(x; s)ds+ �0ut(x; t) + �1ut(x; t� �) = 0;

pour x 2 
; t; � > 0; avec les conditions initiales et limites de Dirichlet, Il a prouvé le compor-

tement asymptotique pour une équation viscoélastique d’onde avec un retard pour �1 � �0: Mi,

J.L., Jong, Y.P et Han Kang, Y.,[59] ont étudié la stabilité asymptotique du problème.
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle de quelques définitions, quelques espaces fonctionnels de base

(espace de Banach, espace de Hilbert....), et quelques théorèmes et formules fondamentaux, ainsi

que la notion de l’existence locale et globale.

L’objectif de ce chapitre est l’utilisation des résultats préliminaires dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Notations et notions générales

Dans cette section nous avons défini quelque différents symboles, et certains opérateurs utilisés

dans notre travail.

Le gradient d’une fonction u est définie par

gradu = ru = ( @u
@x1

;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn
); alors jruj2 =

nX
i=1

(
@u

@xi
)2: [11] (1.1)

La divergence d’une fonction est également définie par

div u = r � u = @u

@x1
+
@u

@x2
+ :::+

@u

@xn
=

nX
i=1

@u

@xi
: [11] (1.2)

Le laplacien de u

�u =
@2u

@x21
+
@2u

@x22
+ :::+

@2u

@x2n
=

nX
i=1

@2u

@x2i
: [11] (1.3)

@u

@�
désigne la dérivée normale de u extérieure à @
, c’est-à-dire : @u

@�
=ru �!� , où �!� est le vecteur

unitaire de la normale extérieure à �: [11]
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Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Ck(
); 0 � k � 1 désigne l’espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre

inférieur ou égal à k existent et sont continues dans 
: [11]

Ck0 (
); 0 � k � 1 désigne le sous-espace vectoriel des fonctions de Ck(
); à support compact

dans 
: [42]

L’espace C10 (
) que nous noterons également D(
); s’appelle l’espace des fonctions tests sur 
.

[42]

L(E;F ) désigne l’espace des opérateurs linéaires et continue (ou bornés) de E dans F muni de

la norme

1.2 Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 Espace normé

Définition 1.1 [1] Soit E un espace vectoriel sur le corps |; avec | = R ou | = C: Une norme sur E

est une application k:k de E dans [0;+1[ vérifiant

1) kxk = 0() u = 0;

2) 8x; y 2 E; on a kx+ yk � kxk+ kyk ;
3) 8� 2 |;8x 2 E; on a k�xk = j�j kuk :

Remarque 1.1 (E; k:kE) est un espace normé.

Définition 1.2 [38] (Equivalence des normes)

Soit E un espace vectoriel normé, les deux normes k:k1 et k:k2 sont équivalentes

() 9� > 0;9 � > 0; 8x 2 E; � k: k1 � k:k2 � �k :k1 :

Définition 1.3 [16] (Suite de Cauchy)

Soit (E; k:k) un espace normé, et (un)n2N� une suite d’éléments de E; on dit que la suite (un)n2N� est

une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N"; 8n;m � N" ) kun � umk < ":

1.2.2 Espace complet

Définition 1.4 [1] Un espace métrique E est complet, si toute suite de Cauchy (un)n2N� de l’espace

E a une limite dans E:

1.2. Quelques espaces fonctionnels 2



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

1.2.3 Espace de Banach

Soit (E; k:k) un espace normé,

Définition 1.5 [38] On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Définition 1.6 E 0 est l’espace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues

f : E ! R;

et appelé l’espace dual de E:

Proposition 1.1 [7] L’espace E muni de la norme k:kE définit

kfkE = sup fjf(u)j : kuk � 1g ;

est aussi un espace de Banach.

Définition 1.7 Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach tels qu’il existe une application

linéaire injective de E dans F , cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on note E ,! F ou E � F:
On dit que cette inclusion est

1) Continue : S’il existe une constante C > 0; telle que kukF � C kukE : On note

E ,!continue F:

2) Compact : Si pour toute suite bornée dans E (pour la norme de E), on peut extraire une sous-suite

qui converge dans F (pour la norme de F ), et on nete E ,!compact F:

3) Dense : Si pour tout u 2 E il existe une suite (un)n2N� � E; telle que lim
n!1

un = u (la convergence

étant pour la norme de F ).

La topologie faible et forte

Définition 1.8 [38] Soit E un espace de Banach, et (un)n2N une suite dans E, alors un converge

fortement vers u dans E si et seulement si

8" > 0;9N > 0; 8n � N k un � ukE � ":

Définition 1.9 [38] Soit E un espace de Banach et (un)n2N une suite dans E, alors un converge

faiblement vers u dans E si et seulement si

8f 2 Lc(E;R); f(un)! f(u):

8f 2 Lc(E;R);8" > 0;9N" > 0; 8n � N" j f(un)� f(u)j � ":

1.2. Quelques espaces fonctionnels 3



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Proposition 1.2 [38] Si E est de dimension fini, alors

La convergence forte =) la convergence faible,

mais la réciproque et fausse.

1.2.4 Espace de Hilbert

Définition 1.10 [11] Soit E un espace vectoriel, on appelle produit scalaire définit par hu; vi, est une

forme bilinéaire E � E dans R; symétrique, définie positive (i.e hu; ui � 0 8u 2 E et hu; ui > 0 si

u 6= 0):

Définition 1.11 [38] E est un espace de Hilbert si c’est un espace de Banach pour la norme associée

kukE = hu; ui
1=2 (i.e) kuk2E = hu; ui :

Définition 1.12 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’un produit sca-

laire.

Définition 1.13 [11] On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

Définition 1.14 [11] (Base Hilbertienne)

Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i : On appelle base Hilbertienne (dénombrable)

de E une famille dénombrable fengn�1 d’éléments de E telle que

(i) jenj = 1 8n; (en; em) = 0 8m;n; m 6= n:
(ii) L’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E:

Définition 1.15 [11] ( Espace séparable )

On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous ensemble D � E dénombrable et dense.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dénombrable

dense dans R ).

Théorème 1.1 [11] Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

Proposition 1.3 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire h:; :i, soit (en)n�1 une base

Hilbertienne de E; il existe une suite unique (un)n�1 définie par un = (u; en) ;

telle que la somme partielle
pX
n=1

unen converge vers u quand p tends vers l’infini.

1.2. Quelques espaces fonctionnels 4



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

De plus, on a

kuk2 = hu; ui =
X
n�1

j(u; en)j2 :

alors, on écrit

u =
X
n�1

(u; en) en:

1.2.5 L’espace Lp(
)

Définition 1.16 [11] Soit p 2 R avec 1 � p <1, on pose

Lp(
) =

8<:u : 
! R; u est mesurable et
Z



ju(x)jp dx < +1

9=; :
On note

kukp =

0@Z



ju(x)jp dx

1A1=p

:

On vérifiera ultérieurement que k:kLp est une norme.

Définition 1.17 [11] Si p =1; on a

L1(
) =

(
u : 
! R; u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que

ju(x)j � C p.p sur 
:

)
:

On note

kukL1(
) = inf fC; ju(x)j � C p.p sur 
g :

Définition 1.18 [42] Soient 
 un ouvert de Rn et 1 � p � 1: On définit l’espace Lploc (
) par

l’ensemble des f : 
 ! R tels que f 2 Lp(
0
); pour tout 
0 et dont la fermeture est compacte dans

Rn:

Proposition 1.4 [49] Lp muni de sa norme k:kLp est un espace de Banach, pour tout 1 � p � 1.

Théorème 1.2 [42] Lp est réflexif si et seulement si 1 < p <1.

Théorème 1.3 [42] Lp est séparable pour 1 � p <1.

Proposition 1.5 [49] L1 est un espace de Banach non séparable.

1.2. Quelques espaces fonctionnels 5



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Lemme 1.1 [7] Si � (
) <1; 1 � p � q � 1; alors Lq (
) ,! Lp (
) ; et

kukLp(
) � � (
)
1=p�1=q kukLq(
) :

Théorème 1.4 [11]Soient (un) une suite de Lp et u 2 Lp; tels kun � ukLp(
) ! 0:

Alors il existe une sous suite extraite (unk) telleque

unk(x)! u(x) p:p:sur
:

Remarque 1.2 Supposons que (1 � p � 1) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent à la convergence faible.

Théorème 1.5 [42] Soit 
 un ouvert borné de Rn

1) Si un *� u dans L1 (
) ; alors un * u dans Lp (
) ; 8p � 1:
2) Si un * u dans Lp (
) ; alors kunkLp(
) * kukLp(
) dans R; pour tout 1 � p � 1:
3) Si 1 � p <1 et si un * u dans Lp (
) ; alors 9K > 0 tel que kunkLp(
) � K et

kukLp(
) � lim
n�!1

inf kunkLp(
) :

Le résultat est aussi vrai si p =1 et un *� u dans L1 (
) :

4) Si 1 < p <1 et si 9K > 0 tel que kunkLp � K; alors il existe une sous-suite uni et u 2 Lp (
) tels

que uni �! u 2 Lp (
) :
Le résultat est aussi vrai si p =1 et on a alors un *� u dans L1 (
) :

5) Si 1 � p � 1 et un * u dans Lp (
), alors il existe une sous-suite uni telle que uni * u p.p et

junij � h p.p avec h 2 Lp (
) :

Lemme 1.2 [35] Soit 
 un ouvert borné deRn�R, um et u des fonctions de Lp (
) ; 1 < p <1; telles

que

kumkLp(
) � C ; um ! u p.p dans 
:

Alors um ! u dans Lp (
) faiblement.

1.2.6 L’espace de Lebesgue

Définition 1.19 Soient E un espace de Banach, 1 � p � 1 et [0; T ] un intervalle de R: On appelle

espace de Lebegue à valeurs dans E et on note Lp((0; T ) ; E) l’espace des fonctions u :]0; T [! E;

mesurable qui vérifient

i) Si 1 � p <1; kukLp((0;T );E) =

0@ TZ
0

ju(x)jp dx

1A1=p

<1;

ii) Si p = 1; kuk
L1((0;T );E)

= ess sup
x2]0;T [

ju(x)j <1:

1.2. Quelques espaces fonctionnels 6



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Lemme 1.3 [35] Soient u 2 Lp((0; T ) ; E) et
@u

@t
2 Lp((0; T ) ; E); (1 � p � 1) alors la fonction u

est continue de [0; T ] dans E (i,e) u 2 C1 ((0; T ) ; E) :
1) Pour 1 � p � 1; Lp((0; T ) ; E) est un espace de Banach et en particulier L2((0; T ) ; E) est un

espace de Hilbert, lorsque E est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 � p � 1 et si E réflexif, alors Lp(0; T; E) est aussi réflexif.

3) Pour 1 � p � 1 et si E séparable, alors Lp((0; T ) ; E) est aussi séparable.

Proposition 1.6 [13] L’espace Lp((0; T ) ; E) qui associé à la norme k:kLp((0;T );X) ; est un espace de

Banach.

Proposition 1.7 [23] Soient E et F deux espaces de Banach, E � F avec injection continue alors

Lp((0; T ) ; E) � Lp((0; T ) ; F );

avec injection continue.

1.2.7 Espace de Sobolev

Dérivée faible

Définition 1.20 [42] Soient 
 un ouvert de Rn et u 2 L1loc (
). On dit que la fonction v 2 L1loc (
)
s’il existe fi 2 L1loc (
) est la dérivée partielle faible de u par rapport à xi siZ




v(x)'(x)dx = �
Z



u(x)
@'

@xi
(x)dx; 8' 2 C10 (
):

Par abus de notation, on écrit v = @u
@xi

ou u = uxi :

Espace W 1;p(
)

Définition 1.21 [11] Soient 
 un ouvert quelconque de Rn et p 2 R; 1 � p � +1 , l’espace W 1;p(
)

est défini par

W 1;p(
) =

8<:u 2 Lp(
);9f 2 Lp(
) tel que
Z



u(x)'
0
(x)dx = �

Z



f(x)'(x)dx:

9=; :
On pose

H1(
) = W 1;2(
):

1.2. Quelques espaces fonctionnels 7



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Espace Wm;p(
)

Définition 1.22 [11] Soient 
 un ouvert de Rn, m � 2 et p 2 R; 1 � p � +1, l’espace Wm;p(
) est

défini par

Wm;p(
) =

(
u 2 Lp(
);

;8�; avec j�j � m 9f� 2 Lp(
) tel queR


uD�'dx = (�1)j�j

R


f�'dx; 8' 2 C10 (
)

)
:

Où � 2 Nn; j�j =
NX
i=1

�I et D�' = @�1+�2+::+�N

@
�1
x1
@
�2
x2
::@

�N
xN

':

L’espace Wm;p(
) muni de la norme

kukWm;p(
) = kukLp(
) +
X

0<j�j�m

k D�ukLp(
) :

Définition 1.23 [11] Si p = 2; on note parWm;2(
) =Hm etWm;2
0 (
) =Hm

0 (
)muni par la norme

kukHm(
) =

0@X
j�j�m

�
k@�ukL2(
)

�21A1=2

;

tel que Hm (
) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

hu; viHm(
) =
X
j�j�m

hD�u;D�viL2 =
X
j�j�m

Z



@�u@�vdx; pour tout u; v 2 Hm(
):

Proposition 1.8 [46]

1) Les espaces Wm;p(
) sont des espaces de Banach.

2) Si m � m0; Hm(
) ,! Hm0
(
); avec injection continue.

3) Si m = 0 on a W 0;p(
) = Lp(
):

1.3 Les opérateurs

Soient H et H 0 deux espaces de Hilbert sur C:

Définition 1.24 [23] Toute application linéaire et continu T : H ! H 0 s’appel un opérateur.

Définition 1.25 (Op�erateurs born�es [23])

Soit A : X ! Y un opérateur, A est dit borné s’il existe une constante C > 0 telle que

kAuk � C kuk ; 8u 2 X:

1.3. Les opérateurs 8



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Définition 1.26 (Op�erateurs sym�etrique [19])

L’opérateur A : H ! H est dit symétrique si 8u; v 2 D(A) � H;

(Au; v) = (v; Au) :

Définition 1.27 (Opérateurs adjoint [10])

Soit A : D(A) � E ! F un opérateur non-borné à domaine dense. Il existe un unique opérateur

A� : D(A�) � F 0 ! E 0 appelé adjoint de A qui vérifie

8u 2 D(A); 8v 2 D(A�); (v; Au)F 0;F = (A�v; u)E0;E ;

où

D(A�) = fv 2 F 0; 9c � 0; j(v; Au)j < c jujE 8u 2 D(A)g :

Remarque 1.3 [11] A autoadjoint si

A� = A:

Ce qui sous-entend D (A) = D (A�) :

Définition 1.28 (Opérateur monotone [11])

Soit A : D (A) � H ! H un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est monotone (certains

auteurs disent que A est accrétif ou que �A est dissipatif) si

(Av; v) � 0; 8v 2 D (A) :

A est maximale monotone si de plus R (I + A) = H i.e.

8f 2 H; 9u 2 D (A) tel que u+ Au = f:

1.4 Quelques inégalités et formules fondamentaux

Corollaire 1.1 ([39] Formule de Green )

Soit 
 un ouvert bornée de classe C1. Alors pour toutes fonctions u 2 C2
�


�

et v 2 C1
�


�

on aZ



�u (x) v (x) dx =

Z
�

@u

@�
(x) v (x) d��

Z



ru (x) :rv (x) dx; (1.4)

où @u
@�
= ru (x) :� (x) (dérivée normale de u).

1.4. Quelques inégalités et formules fondamentaux 9



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Lemme 1.4 ([11] In�egalit�e de H�older )

Soient u 2 Lp (
) et v 2 Lp0 (
) avec 1
p
+ 1

p0 = 1 et 1 � p <1, 1 < p0 � 1. AlorsZ



juvj dx � kukLp(
) kvkLp0 (
) :

Corollaire 1.2 ([11] In�egalit�e de Poincar�e)

On suppose que 
 est un ouvert borné. Alors il existe une constante C (dépondant de 
 et p) telle que

kukLp � C krukLp ; 8u 2 W
1;p
0 (
) et 1 � p <1:

Lemme 1.5 ([37] In�egalit�e de Young)

Soient u; v � 0; et pour tous � > 0; on a

uv � �p

p
up +

��q

q
vq; où

1

p
+
1

q
= 1:

Lemme 1.6 ([16] In�egalit�e de Young avec ")

Soient u � 0; v � 0 et p; q deux nombres positifs tels que 1
p
+ 1

q
= 1: Pour tout " > 0, on a

uv � "up + c (") vq:

Théorème 1.6 ([16] In�egalit�e de Cauchy � Shwartz)
Soit hu; vi un produit scalaire sur l’espace vecoriel réel V muni de la norme kvk2 = hv; vi ; alors

hu; vi2 � kuk
L2(
)

kvk
L2(
)

;

pour touts vecteurs u et v 2 V; l’égalité ayant lieu si u et v sont linéairement dépendants.

1.5 Notion de l’existence locale et globale

1.5.1 Existence locale, globale et explosion

L’étude d’existence locale et d’unicité des solutions du problème des équations aux dérivées par-

tielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaire abstraites

(voir A. Pazy [43]).

Soit (X; k:k) un espace de Banach et soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire, f : X ! X:

Étant donné, u0 2 X:
Considérons le problème. (

du
dt
� Au = f; t > 0;

u(0) = u0:
(1.5)

1.5. Notion de l�existence locale et globale 10



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Définition 1.29 [4] On dit qu’une fonction u de la variable réelle t � 0 à valeurs dans X est une

solution locale du problème (1.5), s’il existe u définie sur un intervalle maximal [0; T �) qui pour

t < T � est l’unique solution de (1.5) dans C1 ([0; T �) ; X) :

En particulier, l’une des deux éventualités suivantes a lieu.

i) T � =1:
ii) T � <1 et lim

t!T �
kuk =1:

Remarque 1.4 [27] - Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

- Si (ii) est satisfaite, on dit que u est une solution explose en temps fin

1.5.2 Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 1.30 [49] On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée à un système d’évolution formé

de m équations, toute fonction

L : R+ ! R+;

tel que
d

dt
(L (u1 (t; :) ; :::um (t; :))) � 0; (1.6)

pour tout t > 0 et toute solution (u1 (t; :) ; :::um (t; :)) de système.

1.5. Notion de l�existence locale et globale 11



Chapitre 2

Etude d’une équation d’évolution pour une

classe de p-laplacien avec non-linéarité

logarithmique

On va considérer le problème de Neumann avec une source logarithmique de l’équation

parabolique suivante8>><>>:
ut � div

�
jrujp�2ru

�
= jujp�2 u log juj �

H


jujp�2 u log juj dx x 2 
; t > 0;

@u(x;t)
@�

= 0 x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0 x 2 
; t > 0;

(2.1)

Où 
 un domaine borné dans Rn avec une frontière régulière @
; p 2 (2;+1),
H


u0dx =

1
j
j
R


udx = 0 avec u0 6= 0.

Ce type de problème à jouer un grand rôle en plusieurs domaines, et les termes non-linéaires

logarithmiques a également reçu un grand intérêt par les physiciens et les mathématiciens.

La non-linéarité logarithmique a été introduit en l’équation des ondes non relative qui exprime

des particules sans spin ou de filage que se déplaçe dans un champ électromagnétique externe.

De plus, ce type de non-linéarité est également rencontré dans de nombreuses branches de la

physique comme la cosmologie, la physique nucléaire, optique et Géophysique.

En ce chapitre, nous établissons un résultat d’existence locale et globale des solutions, puits

nous étudions la décroissance polynomiale, le non-existence de solutions et l’explosion en +1 de

problème (2.1).

Ce travail là est le mien, c’est un article publié dans un respectable journal international de

classe A en 2020, voir [51] :
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Chapitre 2. Etude d�une équation d�évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

Remarque 2.1 (voir la définition 03 [15])

La fonction f(u) = jujp�2 u log juj dx est une fonction convexe alorsZ



�I



f(u)dxut

�
dx = 0:

2.1 Préliminaire

Dans cette section, nous présentons des lemmes bien connus qui seront nécessaires plus tard.

Premièrement, nous utilisons la notation X0 pour désigner l’espace W 1;p
0 (
)n f0g :

Lemme 2.1 (Inégalité logarithmique de sobolev [14])

Soient p > 1; � > 0; et u 2 W 1;p (Rn)� f0g : Alors

p
R
Rn ju(x)j

p log
�

ju(x)j
ku(x)kLp(Rn)

�
dx+ n

p
log
�
p�e
nLp

� R
Rn ju(x)j

p dx

� �
R
Rn jru(x)j

p dx;
(2.2)

où

Lp =
p

n

�
p� 1
e

�p�1
��

p
2

24 �
�
n
2
+ 1
�

�
�
np�1

p
+ 1
�
35

p
n

: (2.3)

Lemme 2.2 [14] : Soit % > 0 . On a l’inégalité suivante

log s � e�1

%
s%; pour tous s 2 [1;+1] : (2.4)

Lemme 2.3 [14] . (a) Pour toute fonction u 2 W 1;p
0 (
), on a l’inégalité

kukq � Bq;p krukp ; (2.5)

pour tous q 2 [1;1) si n � p; et 1 � q � np
n�p , si n > p: Bq;p est la meilleure constante sur 
:

(b) Soit 2 � p < q < p�. Pour toute u 2 W 1;p
0 (
); on a

kukq � C kruk
�
p kuk

1��
2 ; (2.6)

Où C est une constante positive et

� =

�
1

p
� 1
q

��
1

n
� 1
p
+
1

2

��1
: (2.7)

Remarque 2.2 [14] : D’après le Lemme 2.2, nous avons

sp log s � e�1

%
sp+%; pour tous % > 0 et s 2 [1;+1) : (2.8)
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Chapitre 2. Etude d�une équation d�évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

Lemme 2.4 [14] : Supposons que � > 0; � > 0; � > 0; et h(t) est une fonction non négative absolu-

ment continue telle que, h0(t) + �h�(t) � �; Puis pour 0 < t <1, on a

h(t) � min
(
h(0);

�
�

�

� 1
�

)
: (2.9)

Lemme 2.5 [14] :Soit f : R+ ! R+ est une fonction non croissante,! > 0; et � est une constante

non négative telle que Z +1

t

f 1+�(s)ds � 1

!
f�(0)f(t): 8t � 0: (2.10)

alors

(a) f(t) � f(0)e1�!t; pour tous t � 0; si � = 0;

(b) f(t) � f(0)
�
1+�
1+!�t

� 1
� ; pour tous t � 0; si � > 0:

Définition 2.1 (Explosion à +1 [36])

Soit u(x; t) est une solution faible de probléme (2.1). On dit que u(x; t) explose à +1 si le temps

d’existence maximal T = +1 et

lim
t!+1

ku(:; t)k2 = +1: (2.11)

Définition 2.2 ( Explose en temps fini [36])

Soit u(x; t) une solution faible de (2.1). On dit que u(x; t) explose en temps fini si le temps d’exis-

tence maximal T est fini et

lim
t!T�

ku(:; t)k2 = +1: (2.12)

2.2 Le puits de potentiel

On commence par examiner les fonctionnelles I et J sont définies par

J(u) =
1

p
kru(x; t)kpp �

1

p

Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx+ 1

p2
ku(x; t)kpp : (2.13)

I(u) = kru(x; t)kpp �
Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx: (2.14)

Les fonctionnelles I et J sont continus. De plus, on a

J(u) =
1

p
I(u) +

1

p2
ku(x; t)kpp : (2.15)

Lemme 2.6 [51] :J(u) est uniformément bornée par J(u0) et

d

dt
J(u) = �kut(x; t)k22 : (2.16)

2.2. Le puits de potentiel 14



Chapitre 2. Etude d�une équation d�évolution pour une classe de p-laplacien avec non-linéarité
logarithmique

Preuve. En multipliant l’équation (2,1) par ut, en intégrant sur 
, puis en utilisant la formule de

Green, on obtient

kut(x; t)k22 +
Z



jru(x; t)jp�2rurutdx =
Z



ju(x; t)jp�2 uut log ju(x; t)j dx; (2.17)

on utilise

jrujp�1rurut =
1

p

d

dt
jrujp ; (2.18)

et

jujp�2 uut log juj =
1

p

d

dt

�
jujp log juj � 1

p
jujp
�
; (2.19)

on remplace (2.18) et (2.19) en (2.17), on obtient

d

dt

�
1

p
kru(x; t)kpp �

1

p

Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx+ 1

p2
ku(x; t)kpp

�
= �kut(x; t)k22 :

soit u 2 X0 , pour � > 0; nous considérons la fonction j : �! J(�u), définie par

j(�) := J(�u) =
�p

p
kru(x; t)kpp�

�p

p

Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx� �
p

p
log � ku(x; t)kpp+

�p

p2
ku(x; t)kpp :

(2.20)

Le lemme suivant montre que j(�) admet un point critique positif unique �� = ��(u):

Lemme 2.7 [51] :Soit u 2 X0: Alors

(1) lim j(�)
�!0+

= 0 et lim j(�)
�!+1

= �1;

(2) il y a un unique �� = ��(u) > 0 tel que j 0(��) = 0;

(3) j(�) est croissante sur (0; ��) ; décroissante sur (��;+1) et atteint le maximum à ��;

(4) I(�u) > 0 Pour 0 < � < ��; I(�u) < 0 pour �� < � < +1 et I(��u) = 0:

Preuve. Pour u 2 X0; il est clair que (1) est valable pour kukp 6= 0:
Maintenant, on dérive j par apport à �, on obtient

d

d�
j(�) = �p�1

Z



[jru(x; t)jp � ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx� ju(x; t)jp log �] dx; (2.21)

si
d

d�
j(��) = 0;

alors

�
�p�1

Z



[jru(x; t)jp � ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx� ju(x; t)jp log ��] dx = 0;

cela implique

2.2. Le puits de potentiel 15
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logarithmique

�� = exp

R


[jru(x; t)jp dx� ju(x; t)jp log ju(x; t)j] dxR



ju(x; t)jp dx ; (2.22)

alors, on vu que j(�) est croissante sur (0; ��) ; et décroissante sur (��;+1) :
La dernière propriété, on a

I(�
�
) = �

�
�
�
�p�1

Z



(jrujp � jujp log juj dx� jujp log ��) dx
�

= �
�
j(��)

= 0:

Ensuite, nous notons

R =

�
p2e

nLp

� n
p2

; (2.23)

où Lp est définie par (2.3) dans le Lemme 2.1.

Lemme 2.8 [51] :(1) Si I(u) > 0; alors 0 < ku(x; t)kp < R,

(2) si I(u) < 0; alors ku(x; t)kp > R;
(3) si I(u) = 0; alors ku(x; t)kp � R.

Preuve. Par la définition de I(u); on a

I(u) � kru(x; t)kpp �
Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx

=

 
�

p
kru(x; t)kpp �

Z



jujp log
 
ju(x; t)j
ku(x; t)kp

!
dx

!

+

�
1� �

p

�
kru(x; t)kpp �

Z



ju(x; t)jp log ku(x; t)kp dx; (2.24)

on pose � = p, et on applique l’inégalité logarithmique de sobolev (Lemme 2.1), on obtient

I(u) �
�
n

p2
log

p2e

nLp
� log ku(x; t)kp

�
ku(x; t)kpp ; (2.25)

par (2.25) si I(u) > 0; alors

log ku(x; t)kp < log
�
p2e

nLp

� n
p2

;

ce signifie que

ku(x; t)kp <
�
p2e

nLp

� n
p2

= R;

2.2. Le puits de potentiel 16
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si I(u) < 0; par (2.25) on obtient

ku(x; t)kp >
�
p2e

nLp

� n
p2

= R:

La propriété (3) est la même manière que la preuve de la propriété (2).

Lemme 2.9 [51] :On introduit les ensembles suivants

N = fu 2 X0; I(u) = 0g :

W+ = fu 2 X0; J(u) < d; I(u) > 0g ; ;

où d est définie par

d = inf
u2N

J(u):

2.3 Existence locale, globale et décroissance polynomiale

Dans cette section, on étudie l’existence locale et globale de solutions faibles, ensuite on va prou-

ver la décroissance polynomiale de solutions.

2.3.1 Existence locale

Théorème 2.1 [51] :(Existence locale)

Soit u0 2 X0; alors il existe une constante positive T0 telle que le problème (2.1) admet une solution

faible locale u(x; t) dans 
� (0;T0). En outre, u(x; t) satisfait l’inégalité suivanteZ t

0

kus(s)k22 ds+ J(u(t)) � J(u0); 8t 2 [0; T ) : (2.26)

Preuve. Pour montre notre résultat, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, alors dans l’espace

W 1;p
0 (
), alors on prend une base fwjg1j=1 puis, on définit l’espace dimensionnel fini comme suite

Vm = span fw1; w2; :::wmg : (2.27)

Soit u0m un élément de Vm tel que

u0m =
mX
j=1

�mj!j ! u0 fortement dans W 1;p
0 (
): (2.28)

Commem! +1; on trouve l’approximation de solution um(x; t) du problème (2.1) sous la forme

um(x; t) =

mX
j=1

�mj(t)!j(x): (2.29)

2.3. Existence locale, globale et décroissance polynomiale 17
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Où les coefficients �mj(1 � j � m) satisfont le système d’ équations différentielles ordinaires

suivantes Z



umt(x; t)!j(x)dx+

Z



�
jrum(x; t)jp�2rum(x; t)

�
r!j(x)dx

=

Z



jum(x; t)jp�2 um(x; t) log jum(x; t)j!j(x)dx: (2.30)

Où j 2 f1; 2::;mg ; avec la condition initiale

�mj(0) = amj; j 2 f1; 2::;mg : (2.31)

Ensuite, on a besoin d’estimations du solutions approchés um, alors en multipliant (2.30) par �mj,

on obtient Z



�mj(t)umt(x; t)!i(x)dx+

Z



�mj(t)
�
jrum(x; t)jp�2rum(x; t)

�
r!j(x)dx

=

Z



�mj(t) jum(x; t)jp�2 um(x; t) log jum(x; t)j!j(x)dx; (2.32)

en prend la somme pour j = 1; 2::;m , on obtientZ



umt(x; t)
mX
j=1

�mj(t)!j(x)dx+

Z



�
jrum(x; t)jp�2rum(x; t)

� mX
j=1

�mj(t)r!j(x)dx

=

Z



jum(x; t)jp�2 um(x; t) log jum(x; t)j
mX
j=1

�mj(t)!j(x)dx; (2.33)

cela implique que

1

2

d

dt
kum(t)k22 + krum(x; t)k

p
p =

Z



jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx; (2.34)

par l’utilisation de la remarque 2.2, on aZ



jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx =

Z

1

jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx+
Z

2

jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx

�
Z

2

jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx

� e�1

%
kum(x; t)kp+%p+% ; (2.35)

où % est choisi suffisamment petite telle que p + % < p�; % > 1;
1 = fx 2 
 : jum(x; t)j � 1g ; et


2 = fx 2 
 : jum(x; t)j > 1g :
En utilisant le lemme 2.3, on obtientZ




jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx �
e�1

%
krum(x; t)k�(p+%)p kum(x; t)k(1��)(p+%)2 ; (2.36)

2.3. Existence locale, globale et décroissance polynomiale 18
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on applique l’inégalité de YoungZ



jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx � "
�
��

�
krum(x; t)k�(p+%)�p +

���

�
kum(x; t)k(1��)(p+%)�2

�
; (2.37)

Où 1
�
+ 1

�
= 1 et � > 0; " = e�1

%

alors, dans (2.37) on choisit que � = 1; � = p
�(p+%)

, � = p
p��(p+%) ; � (p+ %) < p; on obtientZ




jum(x; t)jp log jum(x; t)j dx � C1 krum(x; t)kpp + C2
�
kum(x; t)k22

�
; (2.38)

où C1 =
�(p+%)
p
"; C2 =

p��(p+%)
p

" ,  = p(1��)(p+%)
2[p��(p+%)] et � définit par (2.7) dans le lemme 2.3.

Combinant (2.34), (2.38), on obtient

1

2

d

dt
kum(t)k22 � C2

�
kum(x; t)k22

�
; (2.39)

en utilisant l’inégalité de Gronwall-Bellman- Bihari (voir [7]), il existe une constante T0 > 0; telle

que pour tous t 2 [0; T0] ; on obtient

kum(x; t)k22 � CT0 ; 8t 2 [0; T0] : (2.40)

Maintenant, on multiplie les deux côtés de (2.30) par �0mi(t) puis, nous prenons la somme j =

1; 2::;m, on obtientZ



umt(x; t)
mX
j=1

�
0

mj(t)wj(x)dx+

Z



jrum(x; t)jp�2ru(x; t)
mX
j=1

�
0

mj(t)rwj(x)dx

=

Z



jum(x; t)jp�2 um(x; t) log jum(x; t)j
mX
j=1

�
0

jm(t)wj(x)dx; (2.41)

de (2.29), on a Z



jumt(x; t)j2 dx+
Z



jrum(x; t)jp�2rum(x; t)rumt(x; t)dx

=

Z



jum(x; t)jp�2 um(x; t)umt(x; t) log jum(x; t)j dx; (2.42)

cela implique

kumt(x; t)k22 +
d

dt

�
1

p
krum(x; t)kpp +

1

p2
kum(x; t)kpp �

1

p

Z



jumjp (x; t) log jum(x; t)j dx
�
= 0;

et par (2.13), on a

kumt(x; t)k22 +
d

dt
J(um(x; t)) = 0; (2.43)
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en intégrant (2.42) par rapport à t sur [0; t], on obtient l’égalité suivanteZ t

0

kums(s)k22 ds+ J(um(t)) = J(um(0)); 0 � t � Tm; (2.44)

d’après (2.28) qu’il existe une constante positive C telle que

J(um(0)) � �; pour tous m; (2.45)

par La définition de J(um(t)) et les inégalités (2.38) et (2.40), on a

J(um(t)) �
1� C1
p

krum(t)kpp �
1

p
(CT0)

 ;

de (2.43), on a Z t

0

kums(s)k22 ds �
C1 � 1
p

krum(t)kpp +
1

p
(CT0)

 ; (2.46)

de (2.40) et (2.45), on déduit

kum(t)kL1(0;T0;W 1;p
0 ) � C

0
; (2.47)

et

kumtkL2(0;T0;L2(
)) � C
00
; (2.48)

En combinant les estimations a priori (2.46) et (2.47), on vu qu’il existe une fonction u et une

sous-séquence de fumg1m=1 , telle que

um ! u faiblement� dans L1(0; T0;W
1;p
0 (
)): (2.49)

umt ! ut faiblement dans L2(0; T0; L2(
)): (2.50)

jrumjp�2rum ! � faiblement dans L1(0; T0;W
�1;q
0 (
)): (2.51)

Depuis (2.48) et (2.49), on déduit

um ! u fortement dans C([0; T0] ;Lr(
)); 8r 2 [2; p�) : (2.52)

Clairement, cela implique

jum(t)jp log jum(t)j ! ju(t)jp log ju(t)j ; 8(x; t) 2 
� (0; T0) : (2.53)

Par contre, par un calcule direct, on aZ



j�m(x; t)j
p dx =

Z

1

j�m(x; t)j
p dx+

Z

2

j�m(x; t)j
p dx

� k1 j
j+ k2
Z



jum(t)jp dx

� k1 j
j+ k2Bp kum(t)kqp � CT0 ; (2.54)
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où q 2 [p; p�] ; �m(x; t) = jum(t)j
p�1 log jum(t)j ; 
1 = fx 2 
 : jum(x; t)j � 1g ;


2 = fx 2 
 : jum(x; t)j > 1g ;etBp est la meilleure constante de l’injection de SobolevW 1;p
0 (
) ,!

L2(
);(voir le lemme 2.2) k1,k2 deux constante positives.

Par conséquent, selon le Lemme de Lion [24, Lemme 1.3, p. 12], il résulte de (2.51) et (2.53) que

jum(t)jp log jum(t)j ! ju(t)jp log ju(t)j Faiblement� dans L1(0; T0L2(
)): (2.55)

On passe la limite en (2.29) et (2.30) comme m ! +1; par (2.48)-(2.50) et (2.54), on peux

montrer que u satisfait la condition initiale u(0) = u0 etZ



ut(t)!dx+

Z



{(t)r!dx =
Z



ju(t)jp log ju(t)j!dx; (2.56)

pour tout ! 2 W 1;p
0 (
) et pour presque tous t 2 [0; T0]. Enfin, par la théorie des opérateurs

monotones

{(t) = jrujp�2ru;

cela implique que la fonction u est une solution exacte du problème (2.1).

Maintenant, on montre que la solution u satisfait l’inégalité énergétique (2.26). Pour cela, soit �

la fonction non-négative qui appartient à C ([0; T ]) :

Ensuite, (2.42) découleZ T0

0

�(t)dt

Z t

0

kums(s)k22 ds+
Z T0

0

J(um(t))�(t)dt =

Z T0

0

J(um(0))�(t)dt; (2.57)

la côté droit de (2.56) converge vers
R T0
0
J(u(0))�(t)dt comme m!1:

Par conséquent Z T0

0

J(u(t))�(t)dt � lim
m!+1

inf

Z T0

0

J(um(t))�(t)dt:

Par conséquent, on obtientZ T0

0

�(t)dt

Z t

0

kums(s)k22 ds+
Z T0

0

J(um(t))�(t)dt �
Z T0

0

J(u0)�(t)dt:

Puisque � est arbitraire, on obtient l’inégalité énergétique suivanteZ t

0

kus(s)k22 ds+ J(u(t)) � J(u0); 8t 2 [0; T ] :
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2.3.2 Existence globale

Théorème 2.2 [51] :Soit u0 2 W+; 0 < J(u0) < M alors, le problème (2.1) admet une solution

globale faible u(x; t); telle que

u(t) 2 W+; pour 0 � t <1;

et satisfait l’estimation énergétique suivanteZ t

0

kus(s)k22 ds+ J(u(t)) � J(u0); 8t 2 [t; T0) : (2.58)

Preuve. Il suffit de montrer que krukpp et kukpp sont bornés indépendants de t:

Soit la série fwjg1j=1 , fu0mg1m=1 ; et fumg1m=1 ; ceux les mêmes que énoncés dans la preuve du

théorème 2.1.

en multipliant les deux côtés de (2.30) par �0mi(t) puis, on fait la somme, on obtient

kumt(t)k22 +
d

dt
J(um(t)) = 0; (2.59)

en intégrant (2.58) par rapport à t sur [0; t]; on obtient l’égalité suivanteZ t

0

kums(s)k22 ds+ J(um(t)) = J(um(0)); 0 � t � Tm; (2.60)

où Tm est le temps d’existence maximal de la solution umt(x; t):

Il résulte de (2.28), (2.31), (2.59) et de la continuité de J

J(um(0))! J(u0); o�u m! +1; (2.61)

avec J(u0) < d et Z t

0

kums(s)k22 ds+ J(um(t)) < d; 0 � t � Tm; (2.62)

pour m suffisamment grand. On va montrer que

um(t) 2 W+; 8t � 0; (2.63)

pour m suffisamment grand. En effet, supposons que (2.62) ne pas vrai, soit t� le plus petit temps

pour lequel um(t�) =2 W+: Ensuite, par la continuité de um(t�) 2 @W+, on a

J(um(t�)) = d; (2.64)

ou

I(um(t�)) = 0; (2.65)
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d’aute part, il est clair que (2.64) ne pourrait pas apparaître avec (2.62) donc, si (2.64) soit vrai.

Alors, par la définition de d, on a

J(um(t�)) � inf
u2N

J(u) = d; (2.66)

qui contredit avec (2.62). Par conséquent, on posséde (2.63).

d’autre part , puisque um(t) 2 W+; et

J(um(t)) =
1

p
I(um(t)) +

1

p2
kum(t)kpp ; 8t 2 [0; Tm) ;

de (2.62), on déduit que

kum(t)kpp < p2d; (2.67)

et Z t

0

kums(s)k22 ds < d; (2.68)

pour m suffisamment grand et t 2 [0; Tm). En outre, par l’inégalité logarithmique de sobolev, on a

krum(t)kpp = pJ(um(t)) +

Z



jumjp (t) log jum(t)j dx�
1

p
kum(t)kpp

� pJ(um(0)) +

Z



jumjp (t)
 
log jum(t)j dx
kum(t)kp

+ log kum(t)kp

!
dx

� pJ(um(0)) +
�

p
krum(t)kpp �

n

p2
log

�
p�e

nLp

�
kum(t)kpp

+ kum(t)kpp log kum(t)kp ; (2.69)

cela implique�
p� �
p

�
krum(t)kpp � pJ(um(0)) + kum(t)k

p
p log kum(t)kp �

n

p2
log

�
p�e

nLp

�
kum(t)kpp (2.70)

En prenant � < p; on déduit que

krum(t)kpp � Cd; 8t 2 [0; Tm) : (2.71)

2.3.3 Décroissance polynomiale

Théorème 2.3 [51] :Soient I(u) > 0; 0 < J(u0) < M; alors la solution u(x; t) du problème (2.1) est

décroit polynomiale donnée par

kuk2 � ku0k2
�

p

2 (1 + � (p� 2) t)

� 1
p�2

; t � 0; (2.72)

où � = 1
p
log �

J(u0)
et � =

�
p2

nLp

� n
p2

p2
:
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Preuve. On définit

M(t) =
1

2
kuk22 ; (2.73)

on dérive M par apport à t; on obtient

M
0
(t) =

Z



utudx =

Z



�
jujp�2 u log juj �

I
jujp�2 u log juj dx

�
udx+ krukppZ




jujp log juj dx+ krukpp ;

= �I(u); (2.74)

on utilise l’effait que I(u) > 0; et l’inégalité énergétique (2.13), on obtient

kukpp � p2J(u) � p2J(u0): (2.75)

En utilisant l’inégalité de Sobolev logarithmique qui présente dans le lemme 2.1, on met � = p;

on a

I(u) �
�
n

p2
log

�
p2e

nLp

�
� log kukp

�
kukpp

�
 
log

�
p2

nLp

� n
p2

� p log p2J(u0)
!
kukpp

=
1

p

264log
�
p2

nLp

�n
p

p2J(u0)

375 kukpp
� lp2;p

264log
�
p2

nLp

� n
p2

p2J(u0)

375 kukp2
� � kukp2 ; (2.76)

où � = lp2;p log
R

J(u0)
;et lp2;p est une constante d’injection Lp(
) ,! L2(
); p > 2:

D’aprés (2.73), on a

Z T

t

I(u(s))ds = �
Z T

t

Z



us(s)u(s)dxds

= �1
2
ku(T )k22 +

1

2
ku(t)k22

� 1

2
ku(t)k22 : (2.77)
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Par conséquent, (2.75) et (2.76), on résulteZ T

t

ku(t)kp2 ds �
1

2�
ku(t)k22 ; 8t 2 [0; T ) : (2.78)

Soit T ! +1, on applique le lemme 2.5, tels que f(t) = ku(t)k22 ; � =
p�2
2
; f�(0) = 1; ! = 2�

on obtient l’estimation décroissance polynomiale suivante

kuk2 � C
�

p

2 (1 + � (p� 2) t)

� 1
p�2

; t � 0: (2.79)

où C est une constante positive:

2.4 Explosion de la solutions faibles

2.4.1 Explosion à +1

Lemme 2.10 [51] :Soit H(u) = E1 � J(u); J(u0) < E1, alors H(u) est satisfait l’estimation suivante

0 < H(u0) � H(u): (2.80)

Preuve. Il est évident que H(u) est non croissante en t, par (2.13), et J(u0) < E1 que

H(u) � H(u0) = E1 � J(u0) > 0:

Théorème 2.4 Supposons que J(u0) < 0; alors la solution u(x; t) du problème (2.1) est une explo-

sion à +1. De plus, si ku0k2 �
�
�pJ(u0)
l2;p

� 1

p
; alors, on a l’estimation suivante

kuk22 � ku0k
2
2 ; (2.81)

qui est indépendant de t.

Preuve. Par la définition de J(u), M(t) satisfait

M
0
(t) =

Z



ut(x; t)u(x; t)dx

= �kru(x; t)kpp +
Z



�
ju(x; t)jp�2 log ju(x; t)j �

I
ju(x; t)jp�2 log ju(x; t)j dx

�
u2(x; t)dx

= �kru(x; t)kpp +
Z



ju(x; t)jp log ju(x; t)j dx

= �pJ(u) + 1
p
ku(x; t)kpp

� �pJ(u); (2.82)
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on utilise la formule (2.26) qui présente dans le théorème 2.1, et la condition J(u0) < 0; on a

� pJ(u) � p
Z t

0

kus(s)k22 ds; (2.83)

de (2.81) et (2.82), on obtient

M
0
(t) � p

Z t

0

kus(s)k22 ds: (2.84)

Par la définition de la solution faible, on sais que u 2 W 1;p(
), pour tous t0 > 0,

on déduit que Z t0

0

kusk22 ds > 0; (2.85)

par ailleurs, il existe t0 > 0 tel que
R t0
0
kusk22 ds = 0; donc ut = 0 pour tous u(x; t) 2 
� (0; t0) :

Ensuite, on résulte que

� jrujp + jujp log juj = 0;

pour tous t 2 (0; t0), puis de (2.13) on obtient

J(u) =
1

p2

Z



jujp dx:

En combinant avec J(u) � J(u0) � 0, on obtient k ukp = 0, pour tous t 2 [0; t0], qui contredit avec

la définition de u.

On Fixe t0 > 0 et soit � =
R t
0
k uk22 ds.

Integrant (2.83) sur (t0; t), on obtient

M(t) �M(t0) + p
Z t

t0

Z t

0

k u(s)k22 dsd� �M(t0) + p
Z t

t0

�d� � � (t� t0) : (2.86)

On a

H
0
(t) = �J 0(u)

= k ut(t)k22 ;

où H(t) définit dans le lemme 2.9

Par conséquent

lim
t!1

H
0
(t) = lim

t!1
M(t) =1; (2.87)

D’autre part, on a

M
0
(t) = �pJ(u) + 1

p
kukpp

� �pJ(u0) +
1

p
kukpp ; (2.88)
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on a

M
0
(t) + l2;pM

p
2 (t) � 1

p
kukpp � pJ(u0) + l2;pM

p
2 (t)

� �pJ(u0); (2.89)

On utilise le lemme 2.4, J(u0) < 0, et ku0k22 �
�
�pJ(u0)
l2;p

� 2

p
, on obtient

M(t) � min

8<:ku0k22 ;
�
�pJ(u0)
l2;p

� 2

p

9=;
� ku0k22 ;

on result que

kuk22 � ku0k
2
2 :

2.4.2 Explose en temps fini

Lemme 2.11 [14] :Soit � est une fonction différentiable positive, satisfait les conditions suivantes

�(t) > 0; et �
0
(t) > 0;

pour certain t 2 [0; T ) ; et l’inégalité

�(t)�
00
(t)� �(�0(t))2 � 0; 8t 2

�
t; T
�
; (2.90)

où � > 1:

Ensuite, nous avons

�(t) �
�

1

�1��(t)� �(t� t)

�
; t 2

�
t; T �

�
:

avec � est une constante positive, et

T � = t+
�(t)

(�� 1)�0(t)
:

cela implique

lim
t!T �

�(t) =1:

Théorème 2.5 [51] :supposons que 0 < J(u0) < M et I(u) < 0, alors la solution u(x; t) de probléme

(2.1) est Explose en temps fini T �, définit par

T � = t+

R t
0
ku(s)k22 ds

(p�2
2
)
u(t)2

2

; s 2
�
t; T �

�
:
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Preuve. On définit la fonctionnelle suivante

�(t) =

Z t

0

ku(s)k22 ds: (2.91)

Alors, on a

�
0
(t) = ku(t)k22 ; (2.92)

et

�
00
(t) = 2

Z



utudx

= �2 kru(t)kpp + 2
Z



jujp log juj dx

= �2pJ(u) + 2
p
ku(t)kpp ; (2.93)

on utilise l’inégalité (2.26) qui représente dans le théorème 2. 1, on trouve

� 2pJ(u) � �2pJ(u0) + 2p
Z t

0

kus(s)k22 ds; (2.94)

par l’utilisation de lemme 2.8 dans le cas de I(u) < 0;

ce implique que

ku(t)kpp � R; (2.95)

par (2.93) et (2.94), on a

�
00
(t) � �2pJ(u0) + 2p

Z t

0

kus(s)k22 ds+
2

p
ku(t)kpp

= 2p

�
1

p2
ku(t)kpp � J(u0)

�
+ 2p

Z t

0

kus(s)k22 ds

� 2p (M � J(u0)) + 2p
Z t

0

kus(s)k22 ds; (2.96)

où M = R
p2
:

D’autre part, on a

�
0
(t) = �

0
(0) +

Z t

0

�
00
(s)ds � 2p (M � J(u0)) t � 0, t 2 [0; t] ; (2.97)

aussi, on a

1

4

�
�
0
(t)
�2

�
�Z t

0

Z



us(s)u(s)dxds

�2
�

Z t

0

ku(s)k22 ds
Z t

0

kus(s)k22 ds; (2.98)
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maintenant, en multipliant (2.95) par �(t); on a

�
00
(t)�(t) � 2p (M � J(u0)) �(t) + 2p

Z t

0

kus(s)k22 ds�(t)

= 2p (M � J(u0)) �(t) + 2p
Z t

0

kus(s)k22 ds
Z t

0

ku(s)k22 ds; (2.99)

en utilisant (2.97) en (2.98), on obtient

�
00
(t)�(t) � 2p (M � J(u0)) �(t) +

p

2

�
�
0
(t)
�2
; for all t 2 [0; T ]: (2.100)

alors

�
00
(t)�(t)� p

2

�
�
0
(t)
�2
� 2p (M � J(u0)) �(t); for all t 2 [0; T ]: (2.101)

On vertu du lemme 2.10, où � = p
2
> 1;et �(t) = �(t); on obtient

il existe T� > 0; tel que

lim
t!T��

�(t) = +1;

ce qui implique

lim
t!T��

Z t

0

ku(s)k22 ds = +1;

par conséquent, on conclut

lim
t!T��

ku(t)k22 = +1:
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle et l’explosion

d’équation des ondes de type Kelvin voigt

avec une dissipation de Balakrishnan-Taylor

et conditions aux limites d’acoustique

L’objectif de ce chapitre est d’étudier le problème avec conditions aux limites d’acoustique sui-

vantes

8>>>>>>><>>>>>>>:

jutjm utt �
�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:rutdx

�
�u� 2��ut = 0 in 
:

u = 0 in �0 � R+;�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:rutdx

�
@u
@v
+ 2�@ut

@v
= yt in �1 � R+;

ut + p(x)yt + q(x)y = 0 in �1 � R+;
u(0) = v0; ut(0) = u1 in 
:

(3.1)

Où 
 un domaine borné dans Rn(n � 1) avec une frontière régulière � = @
 a composé de

deux parties �0 et �1 tel que �0 [�1 = �:Tous les paramètres a; b, � > 0, et p, q sont des fonctions

satisfaites

p(x) > 0; q(x) > 0 pour tous x 2 �1: (3.2)

Physiquement, les équations intégro-différentielles du problème (3.1) ont étudié les vibrations

de structures d’espace flexibles amorties dans un domaine délimité dans Rn: Le terme non linéaire

jutjm utt; m > 0; il est exprimé des matériaux dont la densité dépend de la vitesse ut; Le terme

2��ut est l’amortissement interne des matériaux de la structure de type Kelvin-Voigt ou appelé
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dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d�acoustique

aussi un matériel Voigt, est un matériau viscoélastique contient les deux propriétés d’élasticité et

de viscosité.

Ce chapitre a composé de deux partie, la première partie est étudiée la stabilité exponentielle

et la deuxième est étudiée l’explosion en temps fini sous quelques hypothèses.

Ce mon travail aussi, c’est un article publié dans un respectable journal international de classe B

en 2020, voir [50] :

3.1 Préliminaires

Dans cette section, on présente quelques notations et quelques lemmes que on a besoin pour

montrer notre résultat.

On définit le sous-espace V de l’espace classique de Sobolev H1(
), par

V =
�
u 2 H1 (
) : u = 0; on �0

	
;

on suppose que

m satisfait 1 < m <
n

n� 2 ; si n � 3; (3.3)

puis

V ,! Lm+2(
):

Lemme 3.1 [26] :Il existe une constante positive K telle que

kukm+2 � K kruk2 : (3.4)

Lemme 3.2 [26] :Pour les fonctions p et q, nous supposons que p; q 2 C (�1), p(x) > 0 et q(x) > 0;

pour tous x 2 �1: Cette hypothèse implique qu’il existe des constantes positives pi; qi (i = 0; 1); telles

que

p0 � p(x) � p1; q0 � q(x) � q1; pour tous x 2 �1: (3.5)

Théorème 3.1 [26] :Pour les données initiales (u0; u1; y0) 2 (V \H2(
))�V �L2 (�1) ; il existe une

fonction unique (u; y), est une solution du problème (3.1) de classe

u 2 L1 (0; T ;V �H2(
)) ; ut 2 L1 (0; T ;V )
utt 2 L1 (0; T ;�L2(
)) ; y; yt 2 L1 (0;1;L2 (�1)) :

(3.6)
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3.2 Stabilité exponentielle

Dans cette section nous allons démontrer la décroissance exponentielle de solutions du problème

(3.1)-(3.6).

Nous définissons l’énergie du problème (3.1) par

E(t) =
1

m+ 2
kut(x; t)km+2m+2 +

1

2

�
a2 +

b

2
kru(x; t)k22

�
kru(x; t)k22 +

1

2

Z
�1

q(x)(y(t))2d�: (3.7)

Lemme 3.3 [26] :E(t) est uniformément bornée par E(0) et

dE(t)

dt
= ��

�
1

2

d

dt
kru(x; t)k22

�2
� 2� krut(x; t)k22 �

Z
�1

p(x) (yt(t))
2 d� � 0; t > 0 (3.8)

Preuve. En multipliant l’équation (3.1)1 par ut et en intégrant sur 
; on obtientZ



jutjm ututtdx =
Z



�
a2 + b

Z



jruj2 dx+ �
Z



ru:rutdx
�
�uutdx+ 2�

Z



�ututdx: (3.9)

On remarque que Z



jutjm ututtdx =
1

m+ 2

d

dt
kutkm+2m+2 ;

puis, on applique la formule de Green, on obtient

d

dt

�
1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

a2

2

d

dt
kruk22 +

b

4
kruk42 �

1

p
kukpp +

1

2

Z
�1

q(x)y2d�

�
= ��

4

�
d

dt
kruk22

�2
� 2� krutk22 �

Z
�1

ytutd�:

Par conséquent, on utilise les conditions aux limites (3.1)3 et (3.1)4, il est facile que voir

d

dt

�
1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

a2

2

d

dt
kruk2 + b

4
kruk4 + 1

2

Z
�1

q(x)y2d�

�
= ��

4

�
d

dt
kruk22

�2
� 2� krutk22 �

Z
�1

p(x) (yt)
2 d�:

Cela implique

E(t) � E(0); t > 0:

Lemme 3.4 [26] :Pour chaque solution u(x; t) du système (3.1), le temps dérivé de la fonction définit

par

	(t) =
1

m+ 1

Z



jutjm utudx+ �
Z



jruj2 dx+ �
4

�Z



jruj2 dx
�2
+
1

2

Z
�1

p(x)y2d� +

Z
�1

uyd�;

(3.10)
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satisfait

	
0
(t) � 1

m+ 1
kutkm+2m+2 � 2

Z
�1

uytd��
Z
�1

q(x)y2d�� a2 kruk22 � b kruk
4
2 +

�

4

�
1

2

d

dt
kruk22

�2
:

(3.11)

Preuve. Dérivant (3.10) par rapport à t, on obtient

	
0
(t) =

Z



jutjm uttudx+
1

m+ 1
kutkm+2m+2 + 2�

Z



rurutdx+
�

2

�
kruk22

d

dt
kruk22

�
+

Z
�1

uytd� +

Z
�1

utyd� +

Z
�1

p(x)ytyd�; (3.12)

on remplace
R


jutjm uttudx par l’équation (3.1)1 puis, on applique la formule de Green et les

conditions aux limites (3.1)3 et (3.1)4, on trouveZ



jutjm uttudx = �
�
a2 + b kruk22

�
kruk22 �

�

2

�
kruk22

d

dt
kruk22

�
� 2�

Z



rurutdx

+

Z
�1

��
a2 + b kruk22 + �

Z



rurutdx
�
@u

@�
+ 2�

@ut
@�

�
ud�

= �
�
a2 + b kruk22

�
kruk22 �

�

2

�
kruk22

d

dt
kruk22

�
+

Z
�1

uytd�� 2�
Z



rurutdx: (3.13)

On remplace (3.13) en (3.12), on obtient

	
0
(t) =

1

m+ 1
kutkm+2m+2 �

�
a2 + b kruk22

�
kruk22 + 2

Z
�1

utyd� +

Z
�1

(ut + p(x)yt) y

=
1

m+ 1
kutkm+2m+2 �

�
a2 + b kruk22

�
kruk22 + 2

Z
�1

utyd��
Z
�1

q(x)y2d�

� 1

m+ 1
kutkm+2m+2 �

�
a2 + b kruk22

�
kruk22 + 2

Z
�1

utyd�

�
Z
�1

q(x)y2d� +
�

4

�
1

2

d

dt
kruk22

�2
:

Maintenant, on définit la fonctionnelle suivante

V (t) = E(t) + "	(t): (3.14)

Proposition 3.1 [26] :Il existe deux constantes positives M1;M2; telles que

(1� "M1)E(t) � V (t) � (1 + "M2)E(t); 8t � 0; (3.15)
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où

0 < " <
1

M1

:

Preuve. On a

E(t)� " j	(t)j � V (t) � E(t) + " j	(t)j : (3.16)

On estime le premier terme de 	(t)���� 1

m+ 1

Z



jutjm utudx
���� � 1

m+ 1

Z



jutjm+1 juj dx; (3.17)

on utilise l’inégalité de Hölder, on obtient

���� 1

m+ 1

Z



jutjm utudx
���� � 1

m+ 1

�Z



jutj(m+1)� dx
� 1

�
�Z




juj� dx
� 1

�

;

On choisit � = m+2
m+1

; on obtient � = m+ 2; on trouve���� 1

m+ 1

Z



jutjm utudx
���� � 1

m+ 1

�Z



jutjm+2 dx
�m+1

m+2

:

�Z



jujm+2 dx
� 1

m+2

; (3.18)

on applique aussi l’inégalité de Yong, on obtient

1

m+ 1

�Z



jutjm+2 dx
�m+1

m+2

:

�Z



jujm+2 dx
� 1

m+2

� ��

� (m+ 1)

�Z



jutjm+2 dx
�m+1

m+2
�

+
���

� (m+ 1)

�Z



jujm+2 dx
� 1

m+2
�

;

pour � ets une constatne positive et 1
�
+ 1

�
= 1

On choisit � = 1 et � = m+2
m+1

; on obtient � = m+ 2; alors

1

m+ 1

�Z



jutjm+1 dx
�m+1

m+2

:

�Z



jujm+2 dx
� 1

m+2

� 1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

1

(m+ 1) (m+ 2)
kukm+2m+2

� 1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

Km+2

(m+ 1) (m+ 2)
krukm+2m+2 :

(3.19)

On utilise la définition énergétique (3.7), on obtient

1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

1

(m+ 1) (m+ 2)
kukm+2m+2 �

"
1 +

Km+2

(m+ 1) (m+ 2)

�
2E(0)

a2

�m
2 2

a2

#
E(t); (3.20)
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on remplace les dernières inégalités en (3.18), on conclut que���� 1

m+ 1

Z



jutjm utudx
���� �

"
1 +

Km+2

(m+ 1) (m+ 2)

�
2E(0)

a2

�m
2 2

a2

#
E(t): (3.21)

Ensuite, on a les estimations suivantes

0 � �
Z



jruj2 dx � 2�

a2
E(t); (3.22)

et ����Z
�1

uyd�

���� �
Z
�1

1

2q(x)
juj2 d� + 1

2

Z
�1

q(x)y2d�

� k

2q0
kruk22 +

1

2

Z
�1

q(x)y2d�

�
�
k

2q0
+ 1

�
E(t); (3.23)

et

1

2

Z
�1

p(x)y2d� � p1
2q0

Z
�1

q(x)y2d�

� p1
2q0
E(t); (3.24)

aussi
�

4

�Z



jruj2 dx
�2
� �

b
E(t): (3.25)

Par les inégalités (3.21)-(3.25), on déduit que

(1� "M1)E(t) � V (t) � (1 + "M2)E(t); 8t � 0;

telles que

M1 = 2 +
Km+2

(m+ 1) (m+ 2)

�
2E(0)

a2

�m
2 2

a2
+

k

a2q0
;

et

M2 = 2 +
Km+2

(m+ 1) (m+ 2)

�
2E(0)

a2

�m
2 2

a2
+

k

a2q0
+
p1
q0
+
�

b
+
2�

a2
;

où

0 < " <
1

M1

:
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Théorème 3.2 [26] :Soit u(x; t) la solution régulière du système (3.1) avec des valeurs initiales

(u0; u1; y0) 2 (V \H2(
)) � V � L2 (�1) alors, l’énergie E(t) du système définit par (3.1) est sa-

tisfaite

E(t) < Me��tE(0); pour t 2 (0;1) ; (3.26)

pour certaines constantes réelles M > 1 et � > 0:

Preuve. Dérivant V (t) par apport à t, puis on utilise les formules (3.8) et (3.11), on obtient

Vt(t) � "

m+ 1
kutkm+2m+2 � "

�
a2 + b kruk22

�
kruk22 � 2"

Z
�1

uytd�� "
Z
�1

q(x)y2d�

��
�
1� "

4

��1
2

d

dt
kruk22

�2
� 2� krutk22 �

Z
�1

p(x) (yt)
2 d�; (3.27)

on a ����2" Z
�1

uytd�

���� �
Z
�1

p(x)y2t d� + "
2

Z
�1

1

p(x)
u2d�

�
Z
�1

p(x)y2t d� +
"2

p0
k

Z
�1

jruj2 d�

�
Z
�1

p(x)y2t d� +
"2

p0a2
kE(t); (3.28)

Ensuite, de (3.7), on a

�a2 kruk22 = �2E(t) +
2

m+ 2
kutkm+2m+2 +

b

2
kruk42 +

Z
�1

q(x)y2d�; (3.29)

on remplace (3.28) et (3.29) dans (3.27), on obtient

Vt(t) � " (3m+ 4)

(m+ 1) (m+ 2)
kutkm+2m+2 � 2� krutk

2
2 �

b

2
kruk42

�2"
�
1� k"

p0a2

�
E(t)� �

�
1� "

4

��1
2

d

dt
kruk22

�2
: (3.30)

Par la définition énergétique (3.7), on a

kutkm+2m+2 � (m+ 2)E(0);

on choisit

0 < "0 �
2�(m+ 1) krutk22
(3m+ 4)E(0)

; (3.31)

et

� 2� krutk22 + "0
(3m+ 4)

(m+ 1) (m+ 2)
kutkm+2m+2 < 0; (3.32)
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ensuite, par (3.31) et (3.32), on peut choisir " assez petite constante satisfait

0 < " < min

�
4;
a2p0

k
; "0

�
: (3.33)

De (3.30) et (3.33), on obtient

Vt(t) < �2"
�
1� k"

p0a2

�
E(t); 8t > 0; (3.34)

on suppose que

0 < " < min

�
4;
1

M
;
a2p0

k
; "0

�
; (3.35)

par la proposition 3.1 et (3.34), on déduit

Vt(t) < �V (t); 8t > 0; (3.36)

où

� =
2"
�
a2p0 � "k

�
a2p0 (1 + "M2)

; 8t 2 R+: (3.37)

Il est facile de voir que la relation (3,36) implique

V (t) < V (0)e��t; (3.38)

on résulte que

E(t) �Me��tE(0); (3.39)

où

M =
1 + "M2

1� "M1

> 1: (3.40)

3.3 Phénomène d’explosion en temps fini

Dans cette section on considére la propriété d’explosion de la solution du problème (3.1), pour

obtenir notre résultat, on ajoute le terme source jujp�2 u; alors le problème s’écrit comme suit

8>>>>>>><>>>>>>>:

jutjm utt =
�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:rutdx

�
�u+ 2��ut + jujp�2 u in 
:

u = 0 in �0 � R+;�
a2 + b

R


jruj2 dx+ �

R


ru:rutdx

�
@u
@v
+ 2�@ut

@v
= yt in �1 � R+;

ut + p(x)yt + q(x)y = 0 in �1 � R+;
u(0) = v0; ut(0) = u1 in 
;

(3.41)
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Notre technique de preuve est basée sur une méthode directe utilisée par plusieurs auteurs

comme Salim A.Messaoudi, en 2001, 2003(on revenant au références [8; 9]) avec quelques modi-

fications nécessaires dues à la nature du problème traité ici.

Nous définissons l’énergie du problème (3.41) par

E(t) =
1

m+ 2
kut(x; t)km+2m+2 +

1

2

�
a2 +

b

2
kru(x; t)k22

�
kru(x; t)k22+

1

2

Z
�1

q(x)(y(t))2d��1
p
ku(x; t)kpp :

(3.42)

Théorème 3.3 [50] :Supposons que m > 1; p > � (m+ 1) ; et

E0 =
1

m+ 2
ku1km+2m+2 +

1

2

�
a2 +

b

2
kru0k22

�
kru0k22 �

1

p
ku0kpp +

1

2

Z
�1

q(x)(y(0))2d� < 0: (3.43)

alors la solution du problème (3.41) est explose en temps fini T �, estimé par

T � � 2(1� �)

(2�� 1)  [L(0)]
2��1
2(1��)

: (3.44)

Remarque 3.1 on définit

� = 3 +
kq1
a2
:

Lemme 3.5 [37] :Il existe une constante positive C > 1, telle que

kuksp � C
�
kruk22 + kuk

p
p

�
: (3.45)

Pour toute 2 � s � p et u 2 H1(
):

Preuve. Si kukp � 1 alors, kuksp � kuk
2
p � C kruk

2
2 par le théorème de Sobolev.

Si kukp > 1 alors, kuksp � kuk
p
p : Donc (3.45) est verifiée.

On définit la fonctionnelle suivante

H(t) = �E(t): (3.46)

alors

H
0
(t) =

�

4

�
d

dt
kruk22

�2
+ 2� krutk22 +

Z
�1

p(x) (yt)
2 d� � 0: (3.47)

Par conséquent, on a

0 < H(0) � H(t) � 1

p
kukpp ;

de (3.42) et (3.46),en conséquent le corollaire suivant
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Corollaire 3.1 [50] :Soient les hypothèses du lemme 3.5 sont satisfaites, alors

kuksp � C
�
� 1

m+ 2
kutkm+2m+2 � kruk

4 �
Z
�1

p(x) (yt)
2 d��H(t) + kukpp

�
: (3.48)

pour tous t 2 (0; T ); pour tous u (:; t) 2 H1(
) et 2 � s � p.

Ensuite, par (3.42) et (3.46). On définit

L(t) = H2(1��)(t) + "

Z



jutjm utudx: (3.49)

Pour une petite constante positive " à choisir plus tard et

1

2
< � <

m (p� 1) + 3p� 2
2p (m+ 2)

; (3.50)

Preuve. (Théorème 3.3)

on dérive (3.49), on obtient

L
0
(t) = 2(1� �)H(1�2�)(t)H

0
(t) + "

Z



jutjm+2 dx+ "(m+ 1)
Z



jutjm uttudx: (3.51)

On utilise l’équation (3.41)1, on a

"(m+ 1)

Z



jutjm uttudx = �"(m+ 1)b kruk42 � "(m+ 1)� 2�"(m+ 1)
Z



rurutdx

�"(m+ 1)a2 kruk22 � "(m+ 1)
�

2

�
d

dt
kruk22

�
kruk22

+"(m+ 1)

Z



jujp dx+ "(m+ 1)
Z
�1

uytdx: (3.52)

Ensuite, on utilise l’équation (3.41)4, on trouve

"(m+ 1)

Z
�1

uytd� = �"(m+ 1)
Z
�1

1

p(x)
utud�� "(m+ 1)

Z
�1

q(x)

p(x)
yud�: (3.53)

On remplace (3.52) et (3.53) on (3.51), on obtient

L
0
(t) = 2(1� �)H(1�2�)(t)H

0
(t) + " kutkm+2m+2 + "(m+ 1) kuk

p
p

�"(m+ 1)a2 kruk22 � "(m+ 1)
�

2

�
d

dt
kruk22

�
kruk22

�"(m+ 1)
Z
�1

1

p(x)
utud�� "(m+ 1)

Z
�1

q(x)

p(x)
yud�

�2�"(m+ 1)
Z



rurutdx� "(m+ 1)b kruk42 : (3.54)

Il est clair que

"(m+ 1) kukpp = "(m� 1) kuk
p
p + 2" kuk

p
p ;

3.3. Phénomène d�explosion en temps �ni 39



Chapitre 3. Stabilité exponentielle et l�explosion d�équation des ondes de type Kelvin voigt avec une
dissipation de Balakrishnan-Taylor et conditions aux limites d�acoustique

d’aprés (3.46), on a

2" kukpp = 2"pH(t) +
2"p

m+ 2
kutkm+2m+2 + "pa

2 kruk22 + "
pb

2
kruk42

+"p

Z
�1

q(x)y2d�;

alors

"(m+ 1) kukpp = " (m� 1) kukpp + 2"pH(t) +
2"p

m+ 2
kutkm+2m+2 + "pa

2 kruk22

+"
pb

2
kruk42 + "p

Z
�1

q(x)y2d�: (3.55)

On remplace (3.55) en (3.54), on obtient

L
0
(t) = 2(1� �)H(1�2�)(t)H

0
(t) + "

�
1 +

2p

m+ 2

�
kutkm+2m+2 + " (m� 1) kuk

p
p + 2"pH(t)

+"a2 [p� (m+ 1)] kruk22 + "b
hp
2
� (m+ 1)

i
kruk42 + "p

Z
�1

q(x)y2dx

�"(m+ 1)�
2

�
d

dt
kruk22

�
kruk22 � 2�"(m+ 1)

Z



rurutdx

�"(m+ 1)
Z
�1

1

p(x)
utud�� "(m+ 1)

Z
�1

q(x)

p(x)
yud�: (3.56)

On utilise l’inégalité de Yong avec ", puis les formules (3.5) et (3.4), on a

� "(m+ 1)
Z
�1

1

p(x)
utud� � �"(m+ 1)

"1k

2p0
krutk22 � "(m+ 1)

k

2"1p0
kruk22 : (3.57)

� "(m+ 1)
Z
�1

q(x)

p(x)
uyd� � �"(m+ 1)q1"2

2p0
k kruk22 � "(m+ 1)

1

2p0"2

Z
�1

q(x)y2dx: (3.58)

� 2" (m+ 1)�
Z



rurutdx � �" (m+ 1)�"3 kruk22 � " (m+ 1)�
1

"3
krutk22 : (3.59)

� " (m+ 1) �
2

�
d

dt
kruk22

�
kruk22 = �" (m+ 1)

�

4

�
d

dt
kruk22

�2
: (3.60)

Ensuite, à partir de (3.47), on a

H
0
(t) � �

4

�
d

dt
kruk22

�2
+ 2� krutk22 ; (3.61)

et

H(t) � H(0); (3.62)
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on remplace les dernières inégalités (3.58)-(3.63) dans (3.57), on obtient

L
0
(t) � �

4

�
2 (1� �)H1�2�(0)� " (m+ 1)

�� d
dt
kruk22

�2
+ " (m� 1) kukpp

+�

�
2 (1� �)H1�2�(0)� " (m+ 1)

�
"1k

2p0�
+
1

"3

��
krutk22 + 2"pH(t)

+" (m+ 1)

�
a2
�

p

(m+ 1)
� 1
�
� k

2p0

�
1

"1
+ q1"2 +

2p0

k
�"3

��
kruk22

"b
�p
2
�m� 1

�
kruk42 + "

�
p� m+ 1

2p0"2

�Z
�1

q(x)y2d� + " kutkm+2m+2 :

(3.63)

On a,

L(0) = H2(1��)(0) + "

Z



u0u1 > 0; (3.64)

maintenant, on pause

a1 = 2 (1� �)H1�2�(0)� " (m+ 1) ;

a2 = 2 (1� �)H1�2�(0)� " (m+ 1)
�
"1k

2�p0
+
1

"3

�
;

a3 = a2
�

p

m+ 1
� 1
�
� k

2p0

�
1

"1
+ q1"2 +

2p0

k
�"3

�
;

a4 =
p

2
� (m+ 1) ;

a5 = p� (m+ 1) :

On choisit aussi "1 = k
a2p0

; "2 =
p0
2kq1

; "3 =
a2

4�
; et

" <
2 (1� �)H1�2�(0)

(m+ 1)
min

 
1;

2� (p0a)
2

k
2
+ 2 (2p0a)

2

!
;

alors, les termes (ai = 1::5) sont des termes positifs.

Enfin, on obtient

L
0
(t) � C

"�
d

dt
kruk2

�2
+ kruk42 + krutk

2
2 + kruk

2
2 + kutk

m+2
m+2 +H(t) + kuk

p
p

#
: (3.65)

On conclut que,

L(t) � L(0) > 0; fr all t � 0: (3.66)

Maintenant, en estimant
��R


jutjm utudx

�� 1
2(1��)

;
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on a ����Z



jutjm utudx
����

1
2(1��)

�
����Z



jutjm+1 udx
���� 1
2(1��)

; (3.67)

on utilise l’inégalité de Hölder, on obtient����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

�
"�Z




jutj(m+1)p dx
� 1

p
�Z




jujq dx
� 1

q

# 1
2(1��)

telle que 1
p
+ 1

q
= 1;on choisit p = m+2

m+1
alors, q = m+ 2; on obtient

����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

�
"�Z




jutj(m+2) dx
�m+1

m+2
�Z




jujm+2 dx
� 1

m+2

# 1
2(1��)

; (3.68)

et par l’inégalité de Yong����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

� ��

�

�Z



jutj(m+2) dx
�m+1

m+2
: �
2(1��)

+
���

�

�Z



jujm+2 dx
� 1

m+2
: �
2(1��)

;

telles que 1
�
+ 1

�
= 1; et � = 1; on choisit � = 2(m+2)(1��)

m+1
alors � = (2m+4)(1��)

m(1�2�)�(4��3) ; donc

����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

� C1

"�Z



jutj(m+2) dx
�
+

�Z



jujm+2 dx
�( 1

m(1�2�)�(4��3))
#
; (3.69)

où

C1 = max

�
m+ 1

2(m+ 2)(1� �) ;
m (1� 2�)� (4�� 3)
2(m+ 2)(1� �)

�
;

on applique aussi l’inégalité de Hölder sur le deuxiéme terme du côté droit de (3.69), on obtient�Z



jujm+2 dx
�( 1

m(1�2�)�(4��3))
�
�Z




1�dx

� 1
�
�Z




juj(m+2)� dx
�( 1

m(1�2�)�(4��3))
1
�

(3.70)

on choisit � = p
m+2

et � = p
p�(m+2) ; alors�Z




jujm+2 dx
�( 1

m(1�2�)�(4��3))
� C2

�
kuk(

m+2
[m(1�2�)�(4��3)])
p

�
; (3.71)

on remplace (3.71) dans (3.69), on obteint����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

� C3
�
kutkm+2m+2 + kuk

( m+2
[m(1�2�)�(4��3)])
p

�
: (3.72)

Pour m > 1, p � �(m+ 1) et � définit par (3.51) puis, on pose

2 � s = m+ 2

[m (1� 2�)� (4�� 3)] � p;
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par conséquent, le lemme 3.5 donne

����Z



jutjm+1 udx
����

1
2(1��)

� C2
h
kutkm+2m+2 + kuk

p
p

i
: (3.73)

On conclut que

L

1
2(1��)

(t) =

�
H

2(1��)
(t) + "

Z



uutdx

� 1
2(1��)

� �
�
H(t) + kutkm+2m+2 + kuk

p
p

�
; pour tous t � 0: (3.74)

Donc, combinant (3.65) et (3.74), on obtient

L
0
(t) � L

1
2(1��)

(t) pour tous t � 0; (3.75)

ce signifie que

L
0
(t)L

1
2(��1)

(t) � ; (3.76)

on a

L
0
(t)L

1
2(��1)

(t) =
2(�� 1)
2�� 1

d

dt

 
L

2��1
2(��1)

(t)

!
; (3.77)

on remplace (3.77) en (3.76), on trouve

d

dt

 
L

2��1
2(��1)

(t)

!
� 2�� 1
2 (�� 1); (3.78)

telle que  est une constante positive.

Par une simple intégration de (3.78) sur (0; t), on résulte que

L

2��1
2(1��)

(t) � 1

2��1
2(��1)t+ L

2��1
2(��1)

(0)

: (3.79)
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Chapitre 4

Explosion de la solution d’équation de la

membrane élastique avec un retard

Un retard utilisé pour séparer l’occurrence entre deux événements, en particulier dans un dis-

positif mécanique ou électronique des retards, ce type de problèmes sont appliqués dans plusieurs

domaines car, dans la plupart des cas, les phénomènes physiques, chimiques, biologiques, ther-

miques et économiques ne dépendent pas naturellement et uniquement de l’état présent, mais

aussi sur certaines occurrences passées.

Le but de ce chapitre est d’étudier l’explosion de la solution de l’équation viscoélastique non

linéaire avec un retard de la forme8>>>>>>><>>>>>>>:

utt �
�
a+ b kruk22 + � (ru(x; t);rut(x; t))

�
�u(x; t) +

R t
0
g(t� s)�u(x; s)ds

+�0ut(x; t) + �1ut(x; t� �) = juj
p�2 u; x 2 
; t > 0;

u(x; t) = 0; x 2 @
; t > 0;
u (x; 0) = u0(x); ut (x; 0) = u1(x); x 2 
; t > 0;
ut (x; t� �) = f0(x; t); x 2 
; t > 0; t 2 (0; �):

(4.1)

Où 
 est un domaine borné de Rn(n � 2) avec une frontière régulière @
; a; b; �; �0; �1
sont des constantes positives et g(t) est une fonction positive qui représente le noyau du terme

mémoire satisfait la condition donnée dans H1. � > 0 représente un temps retardé, u0; u1; f0
sont des fonctions appartenant à des espaces appropriés. L’équation de (4.1)1 est liée à l’équation

du panneau de flutter avec un terme mémoire et le contrôle du temps retard. Les matériaux

viscoélastiques présentent un amortissement naturel, à cause de la propriété particulière de ces

matériaux qui gardent la mémoire de leur histoire passée. Surtout cette équation se pose dans

une expérience en soufflerie à des vitesses supersoniques.

Mon travail est un article fini et envoyé à un espectable jornale:
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4.1 Préliminaire

(H1) g : [0;1)! (0;1) est une fonction non croissante de classe C1, telle que

a�
Z 1

0

g(s)ds := l > 0; (4.2)

et Z 1

0

g(s)ds <
1

1 + 1

(p(1��)2+2�(1��))(p�2)
; où 0 < � < 1: (4.3)

(H2) Il existe une fonction différentiable positive non croissante �(t); telle que

g
0
(t) � ��(t)g(t); 8 t � 0; (4.4)

et Z 1

0

�(t)dt =1:

(H3) Soit � est une constante positive telle que

��1 < � < � (2�0 � �1) si �1 < �0
� = �0 si �1 = �0:

(4.5)

Lemme 4.1 [57] :Pour toute fonction g 2 C1 (R) et u 2 H1
0 (0; T ;L

2(
)) ; on aZ



rut(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx =
1

2

�
g
0 � ru

�
(t)� 1

2

d

dt
(g � ru) (t)� 1

2
g(t)

Z



jru(t)j2 dx

+
1

2

d

dt

�Z t

0

g(t)ds

Z



jru(s)j2 dx
�
; (4.6)

où

(g � u) (t) :=
Z t

0

g(t� s)
Z



ju(t)� u(s)j2 dxds;

.

Lemme 4.2 [57] :Pour u 2 L2 (o; T ;H1
0 (
)) ; on aZ




�Z t

0

g(t� s) (u(t)� u(s)) ds
�2
dx � (a� l)C2� (g � u) (t); (4.7)

où C� est la constante de Poincaré et l est donné par (4.2).

Lemme 4.3 [57] :Soit p � 2; alors il existe une constante positive cs; telle que

kukp � cs kruk2 ; pour u 2 H1
0 (
) :

Lemme 4.4 [57] :Supposons que p � 2, alors il existe une constante positive C, telle que

kuksp � C
�
kruk22 + kuk

p
p

�
; (4.8)

pour toute u 2 H1
0 (
) et 2 � s � p:
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4.1.1 Problème équivalent

Nous introduisons la nouvelle variable dépendante suivante

z (x; �; t) = ut (x; t� ��) ; x 2 
; � 2 (0; 1) t > 0: (4.9)

Par conséquent, on a

�zt (x; �; t) + z� (x; �; t) = 0; in 
� (0; 1)� (0;1) : (4.10)

Alors, le problème (4.1) est équivalent à8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

utt �
�
a+ b kruk22 + � (ru(x; t);rut(x; t))

�
�u(x; t) +

R t
0
g(t� s)�u(x; s)ds

+�0ut(x; t) + �1z(x; 1; t) = juj
p�2 u; x 2 
; t > 0;

�zt (x; �; t) + z� (x; �; t) = 0, x 2 
; t > 0; � 2 (0; 1):
z(x; 0; t) = ut(x; t); x 2 
; t > 0;
u(x; t) = 0; x 2 @
; t � 0;
u (x; 0) = u0(x); ut (x; 0) = u1(x); x 2 
;
z (x; �; 0) = f0(x; t�); x 2 
; t > 0; � 2 (0; 1):

(4.11)

Soit � une constante positive telle que

��1 < � < � (2�0 � �1) : (4.12)

Théorème 4.1 [57] :On suppose que �0 � �1: Soient u0 2 H1
0 (
) ; u1 2 L2 (
) ; f0 2 L2 (
� (0; 1))

et T > 0; il existe une solution faible unique du problème (4.11) sur l’intervalle (0; T ) telle que

u 2 C ([0; T ] ;H1
0 (
)) \ C1 ([0; T ] ;L2 (
)) :

ut 2 L2 (0; T ;H1
0 (
)) \ L2 ((0; T )� 
) :

4.2 Explosion en temps fini

Dans cette section, nous étudions l’explosion en temps fini de la solution du probléme (4.11),

avec la condition de positivité énergétique initiale.

Premièrement, nous définissons la fonctionnelle énergétique du problème (4.11) comme suit

E(t) =
1

2
kutk22 +

1

2

�
b

2
kruk22 +

�
a�

Z t

0

g(s)ds

��
kruk22 +

�

2

Z



Z 1

0

z2 (x; �; t) d�dx

+
1

2
(g � u) (t)� 1

p
kukpp : (4.13)

Où � est une constante positive satisfaite (4.12) avec � = 1.
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Lemme 4.5 E(t) est une fonction non croissante et

E
0
(t) � ��

�
kutk22 +

Z



z2 (x; 1; t) dx

�
; pour t � 0; (4.14)

où � est une constante positive.

Preuve. En multipliant l’équation (4:11)1 par ut puis, en intégrant sur 
, ensuit on utilise la

formule de Green et la formule (4.6), on obtient

1

2

d

dt

�
kutk22 +

�
a�

Z t

0

g(t� s)ds
�
kruk22 +

b

2
kruk42 + (g � ru)

�
+
1

p

d

dt
kukpp

= ��
4

�
d

dt
kruk22

�2
� g(t)

2
kruk22 +

1

2

�
g
0 � ru

�
� �0 kutk

2
2 � �1

Z



z (x; 1; t)utdx;

(4.15)

aussi , en multipliant l’équation (4:11)2 par �
�
z puis, en intégrant sur (0; 1)� 
 , on trouve

�

2

d

dt

Z



Z 1

0

z2 (x; �; t) d�dx = � �

2�

Z



z2 (x; 1; t) dx+
�

2�

Z



z2 (x; 0; t) dx; (4.16)

en sommant les deux formules (4.15) et (4.16), on résulte

E
0
(t) = ��

4

�
d

dt
kruk22

�2
� g(t)

2
kruk22 +

1

2

�
g
0 � ru

�
� �0 kutk

2
2 � �1

Z



z (x; 1; t)utdx

� �

2�

Z



z2 (x; 1; t) dx+
�

2�

Z



z2 (x; 0; t) dx; (4.17)

alors, on permet d’écrire

E
0
(t) � �

�
�0 �

�

2�

�
kutk22 �

�

2�

Z



z2 (x; 1; t) dx� �1
Z



z (x; 1; t)utdx; (4.18)

on a

� �1
Z



z (x; 1; t)utdx �
�1
2

Z



z2 (x; 1; t) dx+
�1
2
kutk22 dx; (4.19)

on remplace (4.19) en (4.18), on obtient

E
0
(t) � �

�
�0 �

�

2�
� �1
2

�
kutk22 �

�
�

2�
� �1
2

�Z



z2 (x; 1; t) dx;

� ��1
�
kutk22 +

Z



z2 (x; 1; t) dx

�
; pour tous t � 0; (4.20)

où �1 = min
�
�0 � �

2�
� �1

2
; �
2�
� �1

2

	
> 0:
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Ensuit, d’après (4.13) et le Lemme 4.3, on a

E(t) � 1

2
l kruk22 +

1

2
(g � ru)� 1

p
kukpp

� 1

2
l kruk22 +

1

2
(g � ru)� B

p
1

p

�
l
1
2 kruk2

�p
� F

�q
l kruk22 + (g � ru)

�
; (4.21)

où B1 = Cps

l
p
2
; et

F (x) =
1

2
x2 � B

p
1

p
xp; x > 0: (4.22)

Remarque 4.1 on peut vérifier que la fonctionelle F est croissante sur (0; �1) ; decroissante sur

(�1;1) ; et F admet un maximum �1 = B
� p
p�2

1 avec la valeur maximale E1 = F (�1) = p�2
2p
�21:

Preuve. On dérive (4.22) par apport à t, on obtient

F
0
(x) = x�Bp1xp�1; (4.23)

soit �1 une constante positive, telle que

F
0
(�1) = 0;

de (4.23), on a

�1 = B
� p
p�2

1 ;

cela implique

F (�1) =
1

2
�21 �

Bp1
p
�p1; �1 > 0

=
1

2
B
� 2p
p�2

1 � B
p
1

p

�
B
� p2

p�2
1

�
=

1

2
B
� 2p
p�2

1 � 1
p
B
� 2p
p�2

1

=
p� 2
2p

B
� 2p
p�2

1

=
p� 2
2p

�21:

Alors, la fonctionelle F est croissante sur (0; �1) ; et decroissante sur (�1;1) :

Lemme 4.6 [58] :On suppose que p � 2; l kruk22 > �
2
1 , et (H1)-(H3) sont vérifiés avec E(0) < E1

alors, il existe �2 > �1 telle que, pour tous t 2 [0; T ),

l kruk22 + (g � ru) (t) � �
2
2: (4.24)
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et

kukpp �
Bp1
p
�p2: (4.25)

Preuve. On considère que E(t) est non croissante, alors

E(t) � E(0) < E1;

pour tous t > 0. De la propriété de F , Il existe �
0

2 < �1 < �2 tellle que F (�
0

2) = F (�2) = E(0):

Puis, comme F (0) = 0; l kru0k22 > �21 et la continuité de F (
q
l kruk22 + (g � ru) (t)); on déduit

que

l kruk22 + (g � ru) (t) � �
2
2; 8t 2 [0; T ) :

De plus, d’après la définition de E(t) par (4.13), (4.24), et la définition de F , on a

kukpp �
1

2

�
l kruk22 + (g � ru) (t)

�
� E(0) � 1

2
�22 � F (�2) =

Bp1
p
�p2:

Par conséquent, on compléte la preuve.

Théorème 4.2 Soient (H1) et (H2) sont satisfaites. On suppose que p > 4; et u0; u1 2 H1
0 (
)

avec l kruk22 > �21 , E(0) < �E1: Alors, la solution u du problème (4.11) est explose en temps fini

T �estimée par

T � � (1� �)

�� [L(0)]
�

��1
:

Où � est une constante positive.

Preuve. Par la contradiction, on suppose que la solution du problème (4.11) est globale alors, il

existe K1 > 0 telle que

kutk22 + kruk
4
2 + kruk

2
2 + kuk

p
p � K1: 8t � 0: (4.26)

On définit

H(t) = E2 � E(t); (4.27)

où E2 2 (E(0); �E1) :
Par le Lemme 4.5, et (4.25), on a

H(t) � H(0) = E2 � E(0) > 0; (4.28)
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et par E1 = p�1
2p
�21; et 0 < � < 1, on obtient

H(t) � E2 �
1

2

�
l kruk22 + (g � ru)

�
+
1

p
kukpp

� �E1 �
1

2
�22 +

1

p
kukpp

� E1 �
1

2
�21 +

1

p
kukpp

� � 1
2p
�21 +

1

p
kukpp

� 1

p
kukpp : (4.29)

Aussi, on définit la fonctionnelle suivante

L(t) = H1��(t) + "

Z



utudx+
"

2
�0

Z



u2dx+ "
�

4

�Z



jruj2 dx
�2
: (4.30)

Où 0 < " < 1 à déterminer plus tard et

0 < � < min

�
p� 2
2p

;
1

2

�
: (4.31)

On dérive (4.30), on obtient

L
0
(t) = (1� �)H��(t)H

0
(t) + " kutk22 + "

Z



uttudx

+"�0

Z



utudx+ "
�

2

�
d

dt
kruk2

��
kruk2

�
; (4.32)

on utilise (4.11)1, et la formule de Green, on trouve

"

Z



uttudx = �"a kruk22 � "b kruk
4
2 + " kuk

p
p � �1"

Z



z(x; 1; t)udx� "�0
Z



utudx

+"

Z



ru(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx� �
2
"

�
d

dt
kruk22

��
kruk22

�
; (4.33)

on remplace (4.33) en (4.32), on obtient

L
0
(t) = (1� �)H��(t)H

0
(t) + " kutk22 � "a kruk

2
2 � "b kruk

4
2 + " kuk

p
p

��1"
Z



z(x; 1; t)udx+ "

Z



ru(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx: (4.34)

On utilise l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Young, pour �1; � > 0;

� �1"
Z



z(x; 1; t)udx � ��1�1" kuk
2
2 �

�1
4�1

Z



z2(x; 1; t)dx; (4.35)
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et

"

Z



ru(t)
Z t

0

g(t�s)ru(s)dsdx = " kruk22
Z t

0

g(s)ds+"

Z



ru(t)
Z t

0

g(t�s) jru(s)�ru(t)j dsdx;
(4.36)

on voit que

"

Z



ru(t)
Z t

0

g(t� s) jru(s)�ru(t)j dsdx � � "

4�
kruk22

Z t

0

g(s)ds� �" (g � ru) (t); (4.37)

de (4.36) et (4.37)

"

Z



ru(t)
Z t

0

g(t� s)ru(s)dsdx � ��" (g � ru) (t) + "
�
1� 1

4�

�Z t

0

g(s)ds kruk22 : (4.38)

On remplace (4.35) et (4.38) en (4.34), on obtient

L
0
(t) � (1� �)H��(t)H

0
(t) + " kutk22 + "

�
�a�

�
1

4�
� 1
�Z t

0

g(s)ds

�
kruk22 � "b kruk

4
2

+" kukpp � �" (g � ru) (t)� �1�1" kuk
2
2 �

�1
4�1
"

Z



z2(x; 1; t)dx; (4.39)

on choisit �1 =
�1
4�1k

H�(t) telle que k est une grande constante positive à déterminer plus tard,

on obtient

� �1�1" kuk
2
2 = �"

�21
4�1k

H�(t) kuk22 ; (4.40)

et

� �1
4�1
"

Z



z2(x; 1; t)dx = �"�1kH��(t)

Z



z2(x; 1; t)dx; (4.41)

maintenant, par (4.14)et (4.27) on a

�
Z



z2(x; 1; t)dx � � 1

�1
H

0
(t); (4.42)

où �1 définit on (4.20)

Par conséquent, (4.41) et (4.42) découle

� "�1kH��(t)

Z



z2(x; 1; t)udx � �"kH��(t)H
0
(t): (4.43)

On remplace (4.40) et (4.43) on (4.39), on voit que

L
0
(t) � (1� �� "k)H��(t)H

0
(t) + "

�
�a�

�
1

4�
� 1
�Z t

0

g(s)ds

�
kruk22

�b" kruk42 � "� (g � ru)� "
�21
4�1k

H�(t) kuk22 + " kuk
p
p ; (4.44)
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on ajoute le terme "p(H(t)� E2 + E(t)); puis on utilise la définition de E(t), on obtient

L
0
(t) � (1� �� "k)H��(t)H

0
(t) + "

�
p+ 2

2

�
kutk22 + "b

�p
4
� 1
�
kruk42 + "pH(t)

+"

�
(p� 2)
2

a�
�
(p� 2)
2

+
1

4�

�Z t

0

g(s)ds

�
kruk22 + "

�p
2
� �
�
(g � ru)

� �21
4k�1

"H�(t) kuk22 + "
�1p

2

Z



Z 1

0

z2(x; �; t)d�dx� "pE2: (4.45)

Maintenant, on prend � qui satisfaite

a� l
2 (1� �) l (p� 2) < � <

p (1� �)
2

+ �; (4.46)

ce qui est possible grâce à (4.3),

par (4.46), on a�
(p� 2)
2

a�
�
(p� 2)
2

+
1

4�

�Z t

0

g(s)ds

�
kruk22 � �

(p� 2)
2

l kruk22 ; (4.47)

et �p
2
� �
�
(g � ru) � � (p� 2)

2
(g � ru) ; (4.48)

ensuite, par (4.47) et (4.48), puis on utilise le fait que l kruk22 + (g � ru) (t) � �
2
2; on obtient�

(p� 2)
2

a�
�
(p� 2)
2

+
1

4�

�Z t

0

g(s)ds

�
kruk22 +

�p
2
� �
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(g � ru)� pE2

� �
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2

�
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�
� pE2

= �
(p� 2)
2

�22 � �21
�22

�
l kruk22 + (g � ru)

�
+ �

(p� 2)
2

�21
�22

�
l kruk22 + (g � ru)

�
� pE2

� C1
�
l kruk22 + (g � ru)

�
+ C2:

(4.49)

où C1 = �
(p�2)
2

�22��21
�22

; C2 = �
(p�2)
2
�21 � pE2: en plus, de E2 < �E1 et E1 =

(p�2)
2
�21;

on observe que � �
2
2��21
�22

> 0; et C2 = �
(p�2)
2
�21 � pE2 > �

�
(p�2)
2
�21 � pE1

�
= 0

Donc, (4.45) devient

L
0
(t) � (1� �� "k)H 0

(t)H��(t) + "C1
�
l kruk22 + (g � ru)

�
� �21
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�
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kutk22 + "b
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4
� 1
�
kruk42 + "pH(t) + "

�1p

2
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Z 1

0

z2(x; �; t)d�dx:

(4.50)
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On utilise (4.29), on trouve

H�(t) �
�
1

p

��
kuk�pp ;

c’est signifie que

H�(t) kuk22 �
�
1

p

��
j
j

p�2
p kuk2+�pp ; (4.51)

par le lemme 4.4, pour 2 + �p � p et (4.51), on obtient

H�(t) kuk22 � Cs
��
1

p

��
j
j

p�2
p kukpp +

�
1

p

��
j
j

p�2
p kruk22

�
; (4.52)

par la décomposition de pH(t)

pH(t) = (2a1 + (p� 2a1))H(t); (4.53)

où

a1 < min

�
p� 4
2
; C1

�
;

ensuit, on utilise la définition de 2a1H(t); puis on remplace (4.52) et (4.53) en (4.50), on obtient

L
0
(t) � [(1� �)� "k]H 0

(t)H��(t) + "
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2
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�
kutk22
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4
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�p
2
� a1

�Z



Z 1

0
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+"

�
2a1
p
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�21
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�
1
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��
j
j

p�2
2

�
kukpp :

(4.54)

On choisit la constante k, telle que

(C1 � a1) l � cs
�
1

p

��
j
j

p�2
2

�21
4k�1

> 0; (4.55)

et
2a1
p
� cs

�21
4�1k

�
1

p

��
j
j

p�2
2 > 0; (4.56)

par (4.55) et (4.56), on obtient

k >
cs
4�1

p�� j
j
p�2
2 max

�
�21

l (C1 � a1)
;
p

2a1

�
; (4.57)
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et " très petite que

" <
(1� �)
k

; (4.58)

et

L(0) = H1��(0) + "

Z



u1u0dx+
"

2
�0

Z



u20dx+ �" kru0k
4
2 > 0: (4.59)

Ainsi que, de (4.54),(4.57) et (4.58) il existe � > 0, telle que

L
0
(t) � �

�
H(t) + kruk22 + (g � ru) + kruk

4
2 +
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Z 1

0

z2(x; �; t)d�dx+ kukpp + kutk
2
2

�
(4.60)

alors, (4.60) implique

L(t) � L(0) > 0 for t � 0:

L’estimation suivante est ����Z



utudx

���� � kuk2 kutk2
� C kukp kutk2 ; (4.61)

cela implique ����Z



utudx

���� 1
1��

� C kuk
1

1��
p kutk

1
1��
2 : (4.62)

Encore on applique l’inégalité de Young, on obtient����Z



utudx

���� 1
1��

� C3
�
kuk

�
1��
p + kutk

�
1��
2

�
; (4.63)

pour 1
�
+ 1

�
= 1; et C3 = C 1�2�

2(1��) , on choisit � = 2 (1� �) ; on obtient � = 2(1��)
1�2�

alors ����Z



utudx

���� 1
1��

� C3
h
kuksp + kutk

2
2

i
; (4.64)

par (4.31), on a 2 � s = 2
1�2� � p; on utilise le Lemme 4.4, on obtient����Z




utudx

���� 1
1��

� C3
h
kukpp + kutk

2
2 + kruk

2
2

i
: (4.65)

Par conséquent, de (4.65), on a

L(t)
1

1�� =

�
H1��(t) + "
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utudx+
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2
�0
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4
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� 1
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2
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4
1��
2

�
; (4.66)
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pour t � 0 et C4 > 0,

par (4.26) et (4.28) , on a

kruk
4

1��
2 � K

1
1��
1 � K

1
1��
H(t)

H(0)
; et kuk

2
1��
2 � K

1
1��
H(t)

H(0)
: (4.67)

De (4.67), on obtient

L(t)
1

1�� � C5
�
H(t) + kukpp + kutk

2
2

�
; t � 0: (4.68)

avec C5 > 0. En combinant (4.60) avec (4.69), on conclut que

L
0
(t) � �L(t)

1
1�� ; t � 0: o�u � > 0; (4.69)

ce implique
�� 1
�

�
L

�
1�� (t)

�0
� �;

alors �
L

�
1�� (t)

�0
� ; o�u  = �

�� 1� (4.70)

Par une simple intégration de (4.70) sur (0; t), on déduit que

L
�

��1 (t) � 1

L
�

1�� (0)� � t�
1��

: (4.71)

Puisque L(0) > 0, L(t) est explose en temps fini, la preuve est terminée.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié la stabilité de la solution par la méthode énergétique et

l’explosion de la solution par une méthode directe qui se base sur les fonctionnelles de Lyapunove

de certains systèmes d’évolution non-linéaire.

Tout d’abord, nous avons donné un résultat simple d’existence locale et globale d’une équation

parabolique avec amortissement et terme source logarithmique, en utilisant certaines hypothèses

pour les données initiales. Puis nous avons étudié la stabilité et l’explosion de la solution.

Ensuite, nous avons étudié une équation des ondes avec des conditions aux limites d’acoustique.

Nous avons obtenu le résultat de la stabilité et l’explosion en temps fini.

Enfin, nous avons étudié l’explosion en temps fini d’un problème avec un retard.

Dans la littérature, nous avons observé que les équations classiques comportent des termes non

linéaires d’amortissement et de perturbation du premier ordre qui ont été largement étudiées.

Alors en perspective, il serait intéressant d’étudier la stabilité et l’explosion de la solution du

système de la forme

utt � div
�
jrujm(x)�2ru

�
+ �ut jutjm(x)�2 = jujp(x)�2 u log u:
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