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0.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

0.1 Introduction Générale

D�après les historiens, le calcul numérique remonte au moins au troisième millénaire avant
notre ère. Il est à l�origine favorisé par le besoin d�e¤ectuer des mesures dans di¤érents domaines
de la vie courante, notamment en agriculture, commerce, architecture, géographie et naviga-
tion ainsi qu�en astronomie. Il semble que les Babyloniens (qui peuplaient l�actuelle Syrie/Iraq)
sont parmi les premiers à réaliser des calculs algébriques et géométriques alliant complexité
et haute précision. Surtout, ils donnent une importance et un sens au placement relatif des
chi¤res constituant un nombre, c�est-à-dire à introduire la notion de base de dénombrement, en
l�occurrence, la base sexagésimale que nous avons �ni par adopter dans certains domaines. Ils se
distinguent ainsi d�autres civilisations, même bien plus récentes, qui développent des méthodes
plus lourdes, en introduisant une pléthore de symboles. Il y a environ 3500 ans, les populations
de la vallée de l�Indus (régions de l�Inde et du Pakistan) introduisent les notions de zéro et
emploient les nombres négatifs. Il adapte également le système de comptage Babylonien au
système décimal qui est le nôtre aujourd�hui. Ces premiers outils de calcul sont largement dé-
veloppés par la suite par les Grecs, puis transmis en Europe par l�intermédiaire des civilisations
musulmanes peuplant le bassin méditerranéen.
Le calcul numérique tel que nous le concevons pratiquement aujourd�hui connaît son premier

véritable essor à partir du XVIIème siècle avec les progrès fulgurants des Mathématiques et
de la Physique, plus ou moins liés aux observations et aux calculs astronomiques. Plusieurs
machines de calcul sont en e¤et construites, comme la nPascaline" inventée par B. Pascal en
1643. Babbage en 1834 mais qui fonctionnait mal, ou encore le tabulateur de H. Hollerith
spécialement conçu pour recenser la population américaine, vers 1890. Il s�agit bien-entendu de
machines mécaniques imposantes et d�utilisation assez limitée. Le manque de moyens de calcul
performants limite en fait l�expansion et la validation de certaines théories du début du XXème
siècle. Ce fut le cas en particulier de la théorie de la Relativité Générale due à A. Einstein.
La Seconde Guerre Mondiale et les progrès technologiques qu�elle engendre va permettre au

calcul numérique d�amorcer un second envol. Les anglais mettent au point le premier ordinateur
en 1939, Colossus, dont la mission est de décrypter les messages codes envoyées par l�émetteur
ENIGMA de l�Allemagne nazie. Cette machine introduit les concepts révolutionnaires émis
par A. Turing dans les années 1936 concernant l�automatisation des calculs. Les calculateurs
sont désormais entièrement électroniques. Autre machine qui fait date dans l�histoire, le ENIAC
(nElectronic Numerical Integrator And Computer) construit en 1946. Malheureusement, ce type
de machine ne dispose pas de mémoire interne et doit être en permanence reprogrammée.
A la �n des années 1940, un certain J. von Neumann repense l�architecture des ordina-

teurs et introduit, entre autres, les mémoires permettant de sauvegarder les programmes, et les
concepts de hardware (matériel) et de software (logiciel). La première machine de calcul incluant
les concepts de von Neumann (et ceux de Turing) est ainsi produite par la �rme américaine
IBM; elle s�appelle MARK I et pèse 5 tonnes. Les premières applications concernent tous les
domaines sciatiques et techniques. Le FORTRAN I, un langage de programmation destine aux
scienti�ques, est conçu dès 1954. . . mais il lui manque un vrai compilateur.
Vers la �n des années 1960, l�apparition progressive des transistors et de leur assemblage

massif sur des surfaces de plus en plus réduites augmente considérablement les performances
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des machines et permet des simulations numériques de réalisme croissant. Cet e¤ort de minia-
turisation est d�ailleurs imposé par la course à la conquête de l�espace. Apparaissent ainsi en
1970 les fameux microprocesseurs mis au point par les �rmes Intel et Motorola qui équipent
la majeure partie des sondes spatiales de l�époque. Le calcul numérique devient rapidement
une science à part entière. Les années 70 marquent aussi le tournant pour les langages de pro-
grammation : certains sont dé�nitivement produits à des �ns scienti�ques, alors que d�autres
seront pensés pour la gestion, comme le Cobol. Au début des années 1980, l�ordinateur le plus
puissant du monde s�appelle CRAY I. Sa forme est spécialement choisie pour optimiser la rapi-
dité des calculs. C�est aussi le début de l�informatique familiale avec la mise sur le marché des
PERSONAL COMPUTERS D�IBM
En une quinzaine d�années, la rapidité des calculateurs a été multipliée par plus de 10000.

La vitesse d�exécution des opérations élémentaires se compte maintenant en dizaines de millions
de millions d�opérations à la seconde (ou dizaines de Téra-�ops, à comparer à la centaine de
méga -�ops du CRAY I). Les capacités de stockage ont gagné 7 ordres de grandeur au moins.
Aujourd�hui, toutes ces performances doublent tous les ans. Pour le monde scienti�que, celui de
la Recherche Fondamentale et de l�Industrie, les calculateurs et le développement de techniques
de programmation spéci�ques (comme la programmation parallèle) sont devenus des outils
incontournables à la connaissance et ouvrent de nouveaux horizons pour la modélisation et la
compréhension des phénomènes complexes et la mise au point de nouvelles technologies.
On regroupe sous le terme générique de "méthodes numériques", toutes les techniques de

calcul qui permettent de résoudre de manière exacte ou, le plus souvent, de manière appro-
chée un problème donné. Le concept de calcul est assez vaste et doit être pris au sens large.
Il peut s�agir de déterminer l�inconnue d�une équation, de calculer la valeur d�une fonction en
un point ou sur un intervalle, d�intégrer une fonction, d�inverser une matrice, etc. Bien que la
mise en équation d�un problème et sa résolution passent naturellement par les Mathématiques,
les problématiques sous-jacentes concernent des disciplines aussi variées que la Physique, l�As-
trophysique, la Biologie, la Médecine, l�Economie, etc. Il existe ainsi une grande variété de
problèmes possibles avec pour chacun d�eux, des méthodes très spéci�ques. De fait, le nombre
total de méthodes numériques dont nous disposons à l�heure actuelle est vraisemblablement
gigantesque.
Une méthode numérique met en �uvre une certaine procédure, une suite d�opérations, géné-

ralement en tries grand nombre, que l�on transcrira ensuite dans un langage de programmation.
Bien qu�une méthode numérique puisse s�e¤ectuer mentalement (du moins avec un crayon et un
papier) comme inverser une matrice 2x2, résoudre tan x� 1 = 0, ou calculer

p
2, elle nécessite

dans la majorité des cas un ordinateur qui a l�avantage de la rapidité (mais pas de la précision).
Il convient à ce niveau de bien di¤érencier la partie méthode numérique, souvent indépendante
du calculateur et du langage, et la partie programmation qui met en �uvre d�une part l�algo-
rithme et d�autre part une suite d�instructions écrites dans un langage de programmation. Bien
sûr, une méthode numérique pourra dépendre de l�architecture d�un ordinateur et du langage
utilisé. Toutefois, l�un des soucis majeurs de l�utilisateur et du programmeur est d�assurer à
son programme une certaine portabilité, c�est-à-dire de pouvoir l�exécuter sur des machines
di¤érentes sans avoir besoin d�adaptations (trop) spéci�ques.
Les méthodes numériques sont indispensables à la réalisation de programmes de calculs ou
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0.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

codes de calcul. En particulier, pour les astrophysiciens qui ne béné�cient pas d�un laboratoire
permettant de valider leurs théories à partir d�expériences renouvelables à loisir et contrôlables,
ces outils sont le seul moyen de simuler ou de modéliser les phénomènes que nous observons,
de les interpréter et de les comprendre. Rappelons que les méthodes numériques sont en e¤et
présentent dans toutes les disciplines de l�Astrophysique moderne : la cosmologie, l�instrumen-
tation, le traitement de données, la planétologie, la physique solaire, la physique des galaxies,
la physique extragalactique, etc. S�il est vrai qu�il existe une très grande diversité de méthodes
numériques avec lesquelles ont peut, en pratique, quasiment tout faire, certains problèmes (par
exemple en traitement du signal, en mécanique céleste ou en mécanique des �uides) ont nécessité
la mise au point de méthodes très spéci�ques.
L�objet de l�analyse numérique est de concevoir et d�étudier des méthodes de résolution de

certains problèmes mathématiques, en général issus de la modélisation de problèmes �réels", et
dont on cherche à calculer la solution à l�aide d�un ordinateur.
Le cours est structuré en quatre grands chapitres :
�Résolution des systèmes linéaires
�Calcul des valeurs et vecteurs propres
�Systèmes non linéaires
�Equations di¤érentielles.
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Chapitre 1

Résolution des systèmes linéaires

On note MN(R) l�ensemble des matrices carrées d�ordre N . Soit A 2 MN(R) une matrice
inversible, et b 2 Rn, on a comme objectif de résoudre le système linéaire Ax = b, c�est à dire
de trouver x solution de : �

x 2 RN
Ax = b

(P)

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur x 2 RN solution de (P). Nous allons
étudier dans les deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vecteur x : la première
partie de ce chapitre sera consacrée aux méthodes �directes" et la deuxième aux méthodes �ité-
ratives". Nous aborderons ensuite en troisième partie les méthodes de résolution de problèmes
aux valeurs propres.
Un des points essentiels dans l�e¢ cacité des méthodes envisagées concerne la taille des

systèmes à résoudre. Entre 1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté
de façon drastique. La taille des systèmes qu�on peut résoudre sur ordinateur a donc également
augmenté.
Le développement des méthodes de résolution de systèmes linéaires est liée à l�évolution des

machines informatiques. Un grand nombre de recherches sont d�ailleurs en cours pour pro�ter
au mieux de l�architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour
pro�ter des architectures parallèles, par exemple).
Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systèmes

linéaires : les méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de
leur étude, nous commençons par quelques rappels d�algèbre linéaire.

1.1 Quelques rappels d�algèbre linéaire

1.1.1 Norme induite

Dé�nition 1.1.1 (Norme matricielle, norme induite) On note MN(R) l�espace vectoriel
(sur R) des matrices carrées d�ordre N .
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1.1. QUELQUES RAPPELS D�ALGÈBRE LINÉAIRE

1. On appelle norme matricielle sur MN(R) une norme k:ksur MN(R) t.q.

kABk � kAk kBk ;8A;B 2MN(R)

2. On considère MN(R) muni d�une norme k:k. On appelle norme matricielle induite (ou
norme induite) surMN(R) par la norme k:k, encore notée k:k, la norme surMN(R) dé�nie par :

kAk = sup fkAxk ; x 2 Rn; kxk = 1g ;8A 2MN(R)

Proposition 1 Soit MN(R) muni d�une norme induite k:k. Alors pour toute matrice A 2
MN(R), on a :
1. kAxk � kAk kxk ; 8x 2 Rn;
2. kAk = max fkAxk ; kxk = 1; x 2 Rng ;
3. kAk = max

n
kAxk
kxk ; x 2 R

nn f0g
o

4. k:k est une norme matricielle.

Proposition 2 Soit A = (ai; j)
i; j2f1;:::;Ng

2MN(R)
1. On munit Rn de la norme k:k1 et MN(R) de la norme induite correspondante, notée

aussi k:k1. Alors

kAk1 = max
i2f1;:::;Ng

NP
j=1

jai; jj

2. On munit Rn de la norme k:k1 et MN(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
k:k1. Alors

kAk1 = max
j2f1;:::;Ng

NP
i=1

jai; jj

3. On munit Rn de la norme k:k2 et MN(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
k:k2. Alors

kAk2 =
�
�
�
AtA

�� 1
2

1.1.2 Rayon spectral

Dé�nition 1.1.2 (Valeurs propres et rayon spectral) Soit A 2 MN(R) une matrice in-
versible. On appelle valeur propre de A tout � 2 C tel qu�il existe x 2 CN ,x 6= 0 tel que
Ax = �x. L�élément x est appelé vecteur propre de A associé à �. On appelle rayon spectral de
A la quantité �(A) = max f�; � 2 C, � valeur propre de Ag.

Lemme 1.1.1 (Convergence et rayon spectral) On munitMN(R) d�une norme, notée k:k.
Soit A 2MN(R).
Alors :
1. �(A) < 1 si et seulement si Ak ! 0 quand k !1.
2. �(A) < 1) lim supk!1

Ak 1
k � 1.

3. lim infk!1
Ak 1

k < 1.
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CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

4. �(A) = limk!1
Ak 1

k :
5. On suppose de plus que k:k une norme matricielle (induite ou non). Alors

�(A) � kAk :

Remarque 1.1.1 (Convergence des suites) Une conséquence immédiate du lemme est que
si x(0) est donné et x(k) dé�ni par x(k+1) = Ax(k), alors la suite

�
x(k)
�
k2N converge vers 0 si et

seulement si �(A) < 1.

Proposition 3 (Rayon spectral et norme induite) Soient A 2 MN(R) et " > 0. Il existe
une norme sur Rn (qui dépend de A et ") telle que la norme induite sur MN(R), notée k:kA; "
véri�e kAkA; " � �(A) + ".

Lemme 1.1.2 (Triangularisation d�une matrice) Soit A 2 MN(R) une matrice carrée
quelconque, alors il existe une base (f1; :::; fN) de C et une famille de complexes (�i; j)

i=1;:::;N;j=1;:::;N;j<i

telles que Afi = �i;ifi +
P
j<i

�i;jfj De plus �i;j est valeur propre de A pour tout i 2 f1; :::; Ng.

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théorème qui nous sera utile dans l�étude du conditionnement,

ainsi que plus tard dans l�étude des méthodes itératives.

Théorème 1.1.1 (Matrices de la forme Id+ A) 1. Soit une norme matricielle induite, Id
la matrice identité de MN(R) et A 2MN(R) telle que kAk < 1.
Alors la matrice Id+ A est inversible et(Id+ A)�1 � 1

1� kAk :

2. Si une matrice de la forme Id + A 2 MN(R) est singulière, alors kAk � 1 pour toute
norme matricielle k:k :

1.1.3 Matrices diagonalisables

Dé�nition 1.1.3 (Matrice diagonalisable) Soit A une matrice réelle carrée d�ordre n. On
dit que A est diagonalisable dans R si il existe une base (�1; :::;�n) et des réels �1; :::; �n (pas
forcément distincts) tels que A�i = ��i pour i = 1; :::; n. Les réels �1; :::; �n sont les valeurs
propres de A, et les vecteurs �1; :::;�n sont les vecteurs propres associés.

Lemme 1.1.3 Soit A une matrice réelle carrée d�ordre n, diagonalisable dans R. Alors

A = Pdiag (�1; :::; �n)P
�1;

où P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux aux vecteurs �1; :::;�n.
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1.2. MÉTHODES DIRECTES

Lemme 1.1.4 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension �nie : dimE = n; n 2 N�; muni
d�un produit scalaire i.e. d�une application

E � E ! R;
(x; y) ! < x; y >E

qui véri�e :
8x 2 E;< x; x >E� 0 et < x; x >E= 0, x = 0;

8(x; y) 2 E2; < x; y >E=< y; x >E;
8y 2 E; l�application de E dans R; dé�nie par x!< x; y >E est linéaire:

Ce produit scalaire induit une norme sur E, kxk = p< x; x >E:
Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.à.d. que

< T (x); y >E=< x; T (y) >E, 8(x; y) 2 E2. Alors il existe une base orthonormée (f1:::fn) de E
(c.à.d. telle que (fi; fj)E = �i;j) et (�1; :::; �n) 2 Rn tels que T (fi) = �ifi pour tout i 2 f1:::ng.
Conséquence immédiate : Dans le cas où E = Rn, le produit scalaire canonique de

x = (x1; :::; xN)
t et y = (y1; :::; yN)t est dé�ni par < x; y >E= x�y =

PN
i=1 xiyi Si A 2 MN(R)

est une matrice symétrique, alors l�application T dé�nie de E dans E par : T (x) = Ax est
linéaire, et : < T (x); y >= Ax�y = x�Aty = x�Ay =< x; T (y) >. Donc T est linéaire symétrique.
Par le lemme précédent, il existe (f1; :::; fN) et (�1; :::; �N) 2 RN tels que Tfi = Afi = �ifi
8i 2 f1; :::; Ng et fi.fj = �i;j; 8(i; j) 2 f1; :::; Ng2.
Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (e1; :::; eN) base ca-

nonique dans (f1; :::; fN) dont la première colonne de P est constituée des coordonnées de fi
dans (e1; :::; eN). On a : Pei = fi. On a alors P�1APei = P�1Afi = P�1(�ifi) = �iei =
diag (�1; :::; �N) ei, où diag (�1; :::; �N) désigne la matrice diagonale de coe¢ cients diagonaux
�1; :::; �N On a donc :

P�1AP =

�
�i 0
0 �N

�
= D:

De plus P est orthogonale, i.e. P�1 = P t. En e¤et,

P tPei�ej = Pei�Pej =< fi; fj >= �i;j8i; j 2 f1:::Ng;
et donc (P tPei � ei)�ej = 0 8j 2 f1:::Ng 8i 2 f1; :::Ng. On en déduit P tPei = ei pour tout

i = 1; :::N ,
i.e. P tP = PP t = Id.

1.2 Méthodes directes

On appelle méthode directe de résolution de (P) une méthode qui donne exactement x (A
et b étant connus) solution de (P) après un nombre �ni d�opérations élémentaires (+;�;�; =).
Parmi les méthodes de résolution du système (P) on citera :
- Méthode de Gauss(méthode du pivot)
- Méthode de Gauss-Jordan
- La méthode L:U
- Méthode de Cholesky

7



CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

1.2.1 Méthode de Gauss

Soit Ax = b où A est une matrice (n� n) ; non singulière (det (A) 6= 0, A non singulière).
Principe :
? Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure .

on construit
�
A
... b
�
et :�

A
... b
�
� transformation �!

�
A0
... b0
�
une matrice triangulaire supérieure .ie :

0BBB@
a11 a12 � � � a1n b1
a21 a22 � � � a2n b2
...

...
. . .

...
...

an1 an2 � � � ann bn

1CCCA �!
0BBB@
a
0
11 a

0
12 � � � a

0
1n b

0
1

0 a
0
22 � � � a

0
2n b

0
2

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � a

0
nn b

0
n

1CCCA
�
A
... b
�
�!

�
A0
... b0
�

? Puis, on résout le système A
0
x = b

0
(dont la solution est exactement la solution du système

Ax = b )
ETAPES : On pose A = A(1) et b = b(1):
1ere étape :

? Si a(1)11 6= 0; on fait les a¤ectations suivantes
� La ligne L1 est maintenue ie : L(2)1  � L

(1)
1

� pour i = 2; n ; L
(2)
i  � L

(2)
i �

a
(1)
i1

a
(1)
11

� L(1)1
On obtient alors :0BBB@

a
(1)
11 a

(1)
12 � � � a

(1)
1n b

(1)
1

a
(1)
21 a

(1)
22 � � � a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

...
a
(1)
n1 a

(1)
n2 � � � a

(1)
nn b

(1)
n

1CCCA �!
0BBB@
a
(2)
11 a

(2)
12 � � � a

(2)
1n b

(2)
1

0 a
(2)
22 � � � a

(2)
2n b

(2)
2

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � a

(2)
nn b

(2)
n

1CCCA
�
A(1)

... b(1)
�
�!

�
A(2)

... b(2)
�

où : 8<: a
(2)
1j = a

(1)
1j j = 1; n

a
(2)
ij = a

(1)
ij �

a
(1)
i1

a
(1)
11

� a(1)1j , i = 2; n ; j = 1; n

et 8<: b
(2)
1 = b

(1)
1

b
(2)
1 = b

(1)
i �

a
(1)
i1

a
(1)
11

� b(1)1 , i = 2; n

8



1.2. MÉTHODES DIRECTES

? Si a(1)11 = 0; on cherche une ligne L
(1)
p avec 2 � p � n telle que a(1)p1 6= 0: Puis on permute

les lignes L(1)1 et L
(1)
p pour obtenir

Ax = b () A(1)x = b(1) () P (1)A(1)x = P (1)b(1)

où P (1) est la matrice de permutation des lignes L(1)1 et L
(1)
p :P (1) est elle meme la matrice

identité dans laquelle on permute la premiére ligne et la P eme ligne.

Dans ce cas au lieu de la matrice A(1) on considére la matrice :
�
A
(1)

= P (1)A(1) dont on
notera encore les éléments par a(1)ij et on lui applique des transformations analogues à celles

correspondantes au cas a(1)11 6= 0 ,étudié plus haut.
keme étape :

? a
(k)
kk = 0 : On permute les lignes est une ligne d�indice p avec k + 1 � p � n; telle que :

a
(k)
pk 6= 0: Et dela

A(k)x = b(k) () P (k)A(k)x = P (k)b(k)

où P k est la matrice de permutation des lignes L(k)k et L(k)p : P k est la matrice identité où on
permute la keme et la P eme ligne.

On considére alors :
�
A
(k)

= P (k)A(k) et
�
b
(k)

= P (k)A(k): Aprés transformation on obtient
A(k+1) et b(k+1) avec :8<: a

(k+1)
ij = a

(k)
ij , i = 1; k; j = 1; n

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij �

a
(k)
ik

a
(k)
kk

� a(k)kj ; i = k + 1; n ; j = 1; n

et 8<: b
(k+1)
i = b

(k)
i i = 1; k

b
(k+1)
i = b

(k)
i �

a
(k)
ik

a
(k)
kk

� b(k)k ; i = k + 1; n

et ceci en faisant les a¤ectations suivantes :8>>>>>>><>>>>>>>:

L
(k+1)
1 �! L

(k)
1

L
(k+1)
2 �! L

(k)
2

...
L
(k+1)
k �! L

(k)
k

L
(k+1)
i �! L

(k)
i �

a
(k)
ik

a
(k)
kk

� L(k)k ; ,i = k + 1; n

Résolution de A0x = b0 :
On pose

�
A0
... b0
�
=

�
A(n)

... b(n)
�
=

0BBBB@
a
(n)
11 a

(n)
11 � � � a

(n)
11 b

(n)
1

0 a
(n)
11 � � � a

(n)
11 b

(n)
2

...
...

. . .
...

...

0
... � � � a

(n)
11 b

(n)
n

1CCCCA
9



CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

Et delà
Ax = b () A(1)x = b(1)

() A(2)x = b(2)

...
() A(n)x = b(n)

() A0x = b0

d�où (Résolution par remontée)8>>>><>>>>:
x1 =

1

a
0
11

� (b01 � a
0
1;2x2 � � � � � a

0
1;nxn)

...
xn�1 =

1

a
0
n�1;n�1

� (b0n�1 � a
0
n�1;2xn)

xn =
1

a0n;n
� b0n

( On détermine xn , puis xn�1 ; etc. jusqu�à obtention de x1:)

Remarque 1.2.1 1. La méthode de Gauss nécessite 2
3
n3 opérations pour un systéme d�ordre

n:

2. Elle permet de calculer det (A) puisque det (A) = (�1)j
n

�
k=1
a
(k)
kk où j est le nombre de

permulations.

Exemples 1 Soit à résoudre le systéme :

(1)

8<:
2x1 + 3x2 � x3 = 5
4x2 + 4x2 � 3x3 = 3
�2x1 + 3x2 � x3 = 1

Le systéme (1) s�écrit encore : Ax = b avec

A =

0@ 2 3 �1
4 4 �3
�2 3 �1

1A ; b =

0@ 5
3
1

1A et x =

0@ x1
x2
x3

1A
1ere étape :

? a
(1)
11 = 2 6= 0 0@ 2 3 �1 5

4 4 �3 3
�2 3 �1 1

1A �!
0@ 2 3 �1 5
0 �2 �1 �7
0 6 �2 6

1A
�
A(1)

...b(1)
�
�!

�
A(2)

...b(2)
�

10



1.2. MÉTHODES DIRECTES

2eme étape :

? a
(2)
22 = �2 6= 0 0@ 2 3 �1 5

0 �2 �1 �7
0 6 �2 6

1A �!
0@ 1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

1A
�
A(2)

...b(2)
�
�!

�
A(3)

...b(3)
�

Résolution de A0x = b0 :

Posons
�
A0
... b0
�
: On a alors :

A0x = b0 ()

0@ 2 3 �1
0 �2 �1
0 0 �5

1A 0@ x1
x2
x3

1A =

0@ 5
�7
�15

1A

()

8<:
2x1 + 3x2 � x3 = 5
� 2x2 + x3 = �7

� 5x3 = 12
()

8<:
x1 = 1
x2 = 2
x3 = 3

1.2.2 Méthode de Gauss-Jordan

Soit le systéme linéaire Ax = b où A est une matrice (n� n) ; réguliére.
Principe :
? Transformation de la matrice A en matrice identité

ie :
�
A
... b
�
_ transformation �!

�
I
... b0
�
où I est la matrice identité.

? D�où : Ax = b () Ix = b0 () x = b0

ETAPES : On pose A = A(1) et b = b(1):
1ere étape :

? Si a(1)11 6= 0; on fait les a¤ectations suivantes
� L(2)1  � 1

a
(1)
11

� L(1)1
� L(2)i  � L

(2)
i � a

(1)
i1 � L

(2)
i ; i = 2; n

On a alors :0BBB@
a
(1)
11 a

(1)
12 � � � a

(1)
1n b

(1)
1

a
(1)
21 a

(1)
22 � � � a

(1)
2n b

(1)
2

...
...

. . .
...

...
a
(1)
n1 a

(1)
n2 � � � a

(1)
nn b

(1)
n

1CCCA �!
0BBB@
1 a

(2)
12 � � � a

(2)
1n b

(2)
1

0 a
(2)
22 � � � a

(2)
2n b

(2)
2

...
...

. . .
...

...
0 a

(2)
n2 � � � a

(2)
nn b

(2)
n

1CCCA
�
A(1)

...b(1)
�
�!

�
A(2)

...b(2)
�

11



CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

avec : 8>><>>:
a
(2)
1j =

a
(1)
1j

a
(1)
11

; j = 1; n

a
(2)
ij = a

(1)
ij � a

(1)
i1 � a

(2)
1j ; i = 2; n ; j = 2; n

a
(2)
ij = 0 , i = 2; n ; j = 1

et 8<: b
(2)
1 =

b
(1)
1

a
(1)
11

b
(2)
i = b

(1)
i � a

(1)
i1 � b

(2)
i ; i = 2; n

1ere étape :

? Si a(2)22 6= 0; on fait les a¤ectations suivantes
� L(3)2  � 1

a
(2)
22

� L(2)2
� L(3)i  � L

(2)
i � a

(2)
i2 � L

(3)
2 ; i = 1; n avec i 6= 2

d�où : 0BBB@
1 a

(2)
12 � � � a

(2)
1n b

(2)
1

0 a
(2)
22 � � � a

(2)
2n b

(2)
2

...
... � � � ...

...
0 a

(2)
n2 � � � a

(2)
nn b

(2)
n

1CCCA �!
0BBB@
1 0 a

(3)
13 � � � a

(3)
1n a

(3)
1

0 1 a
(3)
23 � � � a

(3)
2n a

(3)
2

...
...
...

. . .
...

...
0 0 a

(3)
n3 � � � a

(3)
nn a

(3)
n

1CCCA
�
A(2)

...b(2)
�
�!

�
A(3)

...b(3)
�

avec : 8>><>>:
a
(2)
1j =

a
(1)
1j

a
(1)
11

; j = 1; n

a
(2)
ij = a

(1)
ij � a

(1)
i1 � a

(2)
1j ; i = 2; n ; j = 2; n

a
(2)
ij = 0; i = 2; n ; j = 1

et 8<: b
(2)
1 =

b
(1)
1

a
(1)
11

b
(3)
i = b

(2)
i � a

(�e)
i2 � b

(")
2 ; i = 1; n; i 6= 0

keme étape :

? a
(k)
kk 6= 0 :

� L(1)k  � 1

a
(k)
kk

� L(k)k
� L(k+1)i  � L(k)i � a

(k)
ik � L

(k+1)
k ; i = 1; n avec i 6= k

12



1.2. MÉTHODES DIRECTES

On obtient :0BBBBBBBBBBB@

1 � � � 0 a
(k)
1k � � � a

(k)
1n b

(k)
1

0 � � � 0 a
(k)
2k � � � a

(k)
2n b

(k)
2

...
...

0 � � � 1 a
(k)
k�1;k � � � a

(k)
k�1;n b

(k)
k�1

0 � � � 0 a
(k)
kk � � � a

(k)
1k b

(k)
k

...
...

0 � � � 0 a
(k)
nk � � � a

(k)
nn b

(k)
n

1CCCCCCCCCCCA
�!

0BBBBBBBBBBB@

1 � � � 0 a
(k+1)
1;k+1 � � � a

(k+1)
1n b

(k+1)
1

0 � � � 0 a
(k+1)
2;k+1 � � � a

(k+1)
2n b

(k+1)
2

...
...

0 � � � 1 a
(k+1)
k;k+1 � � � a

(k+1)
k;n b

(k+1)
k

0 � � � 0 a
(k+1)
k+1;k+1 � � � a

(k+1)
k+1;n b

(k+1)
k+1

...
...

0 � � � 0 a
(k+1)
n;k+1 � � � a

(k+1)
nn b

(k+1)
n

1CCCCCCCCCCCA
�
A(k)

... b(k)
�
�!

�
A(k+1)

... b(k+1)
�

avec8<: a
(k+1)
kj =

a
(k)
kj

a
(k)
kk

; j = k; n

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij � a

(k)
ik � a

(k+1)
kj ; i = 1; n; i 6= k; j = k + 1; n

et 8<: b
(k+1)
k =

b
(k)
k

a
(k)
kk

b
(k+1)
i = b

(k)
i � a

(k)
ik � b

(k+1)
k ; i = 1; n ; i 6= k

Remarque 1.2.2 1. La méthode de Gauss-Jordan nécessite n3 opérations élémentaires (moins
rapide que celle de Gauss et que celle de Cholesky que l�on verra par la suite).
2. Elle est conseillée pour inverser une matrice, car elle évite la �remontée�(ie :la résolution

par retour arrière) qu�on rencontre dans la méthode de Gauss.

Exemples 3 Soit à résoudre le systéme :

(1)

8<:
2x1 + 3x2 � x3 = 5
4x1 + 4x2 � 3x3 = 3
� 2x1 + 3x2 � x3 = 1

Le systéme (1) s�écrit encore :Ax = b avec

A =

0@ 2 3 �1
4 4 �3
�2 3 �1

1A ; b =

0@ 5
3
1

1A et x =

0@ x1
x2
x3

1A
1ere étape :

? a
(1)
11 = 2 6= 0 0@ 2 3 �1 5

4 4 �3 3
�2 3 �1 1

1A �!
0@ 1 3�2 �1�2 5�2
0 �2 �1 �7
0 6 �2 6

1A
13



CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

�
A(1)

...b(1)
�
�! A(2)

...b(2)

2eme étape :

? a
(2)
22 = �2 6= 00@ 1 3�2 �1�2 5�2

0 �2 �1 �7
0 6 �2 6

1A �!
0@ 1 0 �5�4 �11�4
0 1 1�2 7�2
0 0 �5 �15

1A
�
A(2)

...b(2)
�
�!

�
A(3)

...b(3)
�

3eme étape :

? a
(3)
33 = �5 6= 0 0@ 1 0 �5�4 �11�4

0 1 1�2 7�2
0 0 �5 �15

1A �!
0@ 1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

1A
�
A(3)

...b(3)
�
�!

�
A(4)

...b(4)
�

Solution de A0x = b0 :
Posons b0 = b(4):On a alors : x = b0 = (1:2:3) :

1.2.3 Stratégie du choix du pivot

Exemples 4 Sachant que la solution exacte du systéme ci-aprés est
(x1; x2) = (1�3; 2�3) ; retrouvons la par la méthode de Gauss. Le systéme est�

0:0003x1 + 3x2 = 2:0001
x1 + x2 = 1

? Posons

A =

�
0:0003 3
1 1

�
et b =

�
2:0001
1

�
Nous avons : a11 = 0:0003 6= 0; d�où :�

0:0003 3 2:0001
1 1 1

�
�!

�
0:0003 3 2:0001
0 �9999 �6666

�
�
A
... b
�
�!

�
A0
... b0
�

14



1.2. MÉTHODES DIRECTES

et delà :
x2 =

6666
9999

= 2222
3333

=?

x1 =
1

0:0003
(2:0001� 3x2) =?

Question 1 : E¤ectuer les calculs avec quatre(04) c.s
Réponse 1 : x2 = 0:6667 et x1 = �0:3333
Question 2 : même question avec cinq (05) c.s
Réponse 2 : x2 = 0:66667 et x1 = 0:3
Question 3 : avec trois (03) c.s
Réponse 3 : x2 = 0:667 et x1 = �3

Remarque 1.2.3 1. Les chi¤res de la valeur x2 restent stables. Par contre ceux de x1 mûtent
à chaque nouvelle précision.
2. Les solutions auxquelles on aboutit sont, à des échelles di¤érents, éloignées de la solution

exacte.

Commentaire 1 Cette perte dans la précision est due au pivot a11 = 0:0003 qui est très
petit.
Cas général
Soit le système 8>>><>>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1
a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

. . .
annxn = bn

avec a11 ' 0 et a11 6= 0:
On suppose que les solutions x1; x2; : : : ; xn soient connues.Posons :

x1 = x
�
1 �4x1

x2 = x
�
2 �4x2 où x�1; x

�
2; : : : ; x

�
n sont des valeurs

... approchées de x1; x2; : : : ; xn
xn = x

�
n �4xn

Déterminons 4x1 =?
Nous avons :

x1 =
1
a11
(b1 � a12x2 � � � � � a1nxn)

= 1
a11
(b1 � a12x�2 � � � � � a1nx�n � a124x2 � � � � � a1n4xn)

= 1
a11
b1 � a12x�2 � � � � � a1nx�n)� a12

a11
4x2 � � � � � a1n

a11
4xn

= x�1 � a12
a11
4x2 � � � � � a1n

a11
4xn

et delà : 4x1 = �a12
a11
4x2 � � � � � a1n

a11
4xn:Mais puisque a11 ' 0 alors a12a11 � 0:

De même pour les autres a1j
a11
; j = 3; n: Et donc l�erreur 4x1 sera importante.
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CHAPITRE 1. RÉSOLUTION DES SYSTÈMES LINÉAIRES

Stratégie du pivot partiel

Supposons que l�on soit à la keme étape de la méthode Gauss :

�
A(k)

...b(k)
�
�!

0BBBBBBBB@

a
(k)
11 a

(k)
12 � � � a

(k)
1k � � � a

(k)
1n b

(k)
1

0 a
(k)
22 � � � a

(k)
2k � � � a

(k)
2n b

(k)
2

...
...

0 � � � 0 a
(k)
kk � � � a

(k)
kn b

(k)
k

...
...

...
0 � � � 0 a

(k)
nk � � � a

(k)
nn b

(k)
n

1CCCCCCCCA
1 � k � n

Parmi les coe¢ cients a(k)kk ; a
(k)
k+1;k; : : : ; a

(k)
nk ; on choisit celui dont le module est le plus grand�

ie : max
i=k;n

����a(k)ik ����� : Le pivot sera ce coe¢ cient, et on permute alors la kemeligne et la ligne du
pivot ainsi obtenu.

1.2.4 Stratégie du pivot total

A la keme étape le pivot est choisit parmi les coe¢ cients a(k)ij ; i = k; n j = k; n;tel que son

module soit le plus grand
�
ie : max

i=k;n j=k;n

����a(k)ij ����� :
Attention ! : Achaque permutation de colonnes les inconnues changent de places .
Exemples 7 Soit le systéme 8<:

x1 + 3x2 + 3x3 = �2
2 x1 + 2x2 + 5x3 = 7
3x1 + 2x2 + 6x3 = 12

Posons : �
A
... b
�
=

0@ 1 3 3 �2
2 2 5 7
3 2 6 12

1A
k = 1 : max

����a(1)ij ��� ; i = 1; 2; 3 j = 1; 2; 3� = 6: La ligne du pivot total sera alors L3: En
permutant les lignes 1 et 3 on obtient :0@ 1 3 3 �2

2 2 5 7
3 2 6 12

1A
La colonne du pivot total est Col3; et on permute les colonnes 1 et 3 :0@ 6 2 3 12

5 2 2 7
3 3 1 �2

1A �!

0@ 6 2 3 12
0 1�3 �1�2 �3
0 2 �1�2 �8

1A
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k = 2 : max
����a(2)ij ��� ; i = 2; 3 j = 2; 3� = 2 La ligne du pivot total est alor L3: Et donc on

permute les lignes 2 et 3 :0@ 6 2 3 12

0 2 �1�2 �8
0 1�3 �1�2 �2

1A �!

0@ 6 2 3 12
0 2 �1�2 �8
0 0 �5�12 �5�3

1A
Delà, du fait de la permutation des colonnes 1 et 3. On obtient le systéme équivalent suivant :8<:

6x3 + 2x2 + 3x1 = 1
2x2 � 1

2
x1 = �8

� 5
12
x1 = �5

3

()

8<:
x1 = 1
x2 = �3
x3 = 4

1.2.5 La méthode L:U

Soit le systéme linéaire Ax = b (1)

Principe : Décomposition de la matrice A de façon à la mettre sous la forme : A = L:U où
L est une matrice triangulaire unitaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure.
Résolution : Le systéme (1) devient :

Ax = b () L Ux|{z}
y

= b ()
�
Ly = b
Ux = y

Donc la résolution du systéme Ax = b revient à la résolutions des deux systémes Ly = b
et Ux = y; et la résolution de ces derniers est immédiate, puisque les matrices L et U sont
triangulaires.
Méthode :
Par la méthode de Gauss on obtient

�
A(k)

...b(k)
�
=

�
A(k)

...b(k)
�
=

0BBBBBB@
a
(n)
11 a

(n)
12 a

(n)
13 � � � a

(n)
1n b

(n)
1

0 a
(n)
22 a

(n)
23 � � � a

(n)
1n b

(n)
2

0 0 a
(n)
33 � � � a

(n)
1n b

(n)
3

...
. . .

...
0 � � � � � � � � � a

(n)
nn b

(n)
n

1CCCCCCA

=

0BBBBBB@
a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 � � � a

(1)
1n b

(1)
1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 � � � a

(2)
1n b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 � � � a

(3)
1n b

(3)
3

...
. . .

...
0 � � � � � � � � � a

(n)
nn b

(n)
n

1CCCCCCA
avec : Ax = b () A0x = b0

On pose alors U = A0
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ie : U =

0BBBBBB@
a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 � � � a

(1)
1n b

(1)
1

0 a
(2)
22 a

(2)
23 � � � a

(2)
1n b

(2)
2

0 0 a
(3)
33 � � � a

(3)
1n b

(3)
3

...
. . .

...
0 � � � � � � � � � a

(n)
nn b

(n)
n

1CCCCCCA
et on montre que : A = L:U où

L =

0BBBBB@
1 0 � � � 0
l21 1 � � � 0
l31 l32 1 � � � 0
...

. . .
...

ln1 ln2 � � � � � � ln;n�1 1

1CCCCCA avec lik =
a
(k)
ik

a
(n)
kk

Véri�cation : Pour n = 4
On a :

U =

0BBB@
a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 a

(1)
14

0 a
(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24

0 0 a
(3)
33 a

(3)
34

0 0 0 a
(4)
44

1CCCA ;L =

0BB@
1 0 0 0
l21 1 0 0
l31 l32 1 0
l41 l42 l43 1

1CCA lik =
a
(k)
ik

a
(n)
kk

d�où
l21 =

a
(1)
21

a
(1)
11

= a21
a11

l31 =
a
(1)
31

a
(1)
11

= a31
a11

l41 =
a
(1)
41

a
(1)
11

= a41
a11

l32 =
a
(2)
32

a
(2)
22

l42 =
a
(2)
42

a
(2)
22

l43 =
a
(3)
43

a
(3)
33

Ainsi

L =

0BBBBB@
1 0 0 0
a21
a11

1 0 0

a31
a11

a
(2)
32

a
(2)
22

1 0

a41
a11

a
(2)
42

a
(2)
22

a
(3)
43

a
(3)
33

1

1CCCCCA

L:U =

0BBBBB@
1 0 0 0
a21
a11

1 0 0

a31
a11

a
(2)
32

a
(2)
22

1 0

a41
a11

a
(2)
42

a
(2)
22

a
(3)
43

a
(3)
33

1

1CCCCCA
0BBB@
a11 a12 a13 a14
0 a

(2)
22 a

(2)
23 a

(2)
24

0 0 a
(3)
33 a

(3)
34

0 0 0 a
(4)
44

1CCCA

=

0BBBBB@
a11 a12 a13 a14
a21 a21

a21
a11
+ a

(2)
22 a21

a13
a11
+ a

(2)
23 a21

a14
a11
+ a

(2)
24

a31 a31
a21
a11
+ a

(2)
32 a31

a13
a11
+ a

(2)
32

a
(2)
23

a
(2)
22

+ a
(3)
33 a31

a14
a11
+ a

(2)
32

a
(2)
24

a
(2)
22

+ a
(3)
34

a41 a41
a12
a11
+ a

(2)
42 a41

a13
a11
+ a

(2)
42

a
(2)
23

a
(2)
22

+ a
(3)
43 a41

a14
a11
+ a

(2)
42

a
(2)
24

a
(2)
22

+ a
(3)
43

a
(3)
34

a
(3)
33

+ a
(4)
44

1CCCCCA
18



1.2. MÉTHODES DIRECTES

=

0BB@
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

1CCA = A car a(k+1)ij = a
(k)
ij + a

(k)
ik

a
(k)
kj

a
(k)
kk

1.2.6 Méthode de Cholesky

Soit A une matrice carrée d�ordre n; A = (aij) i; j = 1; n

Dé�nition 1.2.1 �Soit A 2Mn (R) est dite symétrique si elle coincide avec sa transposée ie :
A = AT ou encore : aij = aji , i; j = 1; n

Théorème 1.2.1 (Sylvester) Soit A 2 Mn (R) une matrice symétrique. Alors A est dé�nie
positive si et seulement si

8x 2 Rn; x 6= 0; hAx; xi = xT :Ax � 0:

Théorème 1.2.2 A est dé�nie positive si et seulement si tous ses mineurs :

41 = a11;42 =

���� a11 a12
a21 a22

���� ; 42 =

������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������ ; : : : ; 4n = det (A)

sont strictement positifs.

Théorème 1.2.3 (Cholesky) Soit A une matrice carrée d�ordre n, non singulière et symé-
trique. Pour qu�il existe une matrice triangulaire inférieure L, de meme dimension que A, telle
que : A = LLT ; il faut et il su¢ t que A soit dé�nie positive .

Remarque 1.2.4 � L n�est pas unique
� La décomposition devient unique si l�on �xe à l�avance les élèments diagonaux lii avec

lii � 0:

Algorithme de décomposition
A�n d�obtenir les élèments lij de la matrice L on multiplie les matrices L et LT , puis on iden-

ti�e les coe¢ cients respectifs dans l�égalité : A = L LT pour obtenir les équations

l211 = a11
l2i1 + l

2
i2 + l

2
i3 + � � �+ l2i;i�1 + l2ii = aii

li1lji + li2lj2 + li3lj3 ++lijljj = aij , i � j
lij = 0 i � j
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D�où, on a successivement (en choissant systématiquement le signe +) :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

l11 =
p
a11

lij =

vuutaii � i�1X
k=1

l2ik , i = 2; n

lij =
1
ljj

 
aij �

j�1X
k=1

lik ljk

!
; i � j

lij = 0 i;� j

Résolution du Ax = b
Résoudre le systéme Ax = b revient alors à résoudre :

L LTx|{z}
y

= b ()
�

Ly = b
LTx = y

d�où l�on déduit : 8>>><>>>:
y1 =

b1
l11

yi =
1
lii

 
bi �

i�1X
k=1

lik yk

!
; i = 2; n

et 8>>><>>>:
xn =

yn
lnn

xi =
1
lii

 
yi �

nX
k=i+1

lki xk

!
; i = 1; n� 1

Remarque 1.2.5 � La méthode de Cholesky nécessite n3

3
opirations élèmentaires (meilleur que

celle de Gauss).
� La méthode de Cholesky permet le calcul du déterminant de A:
En e¤et : A = L LT =) det (A) = det

�
LLT

�
= det (L) det

�
LT
�

= (det (L))2 =

 
nY
i=1

lii

!2

1.3 Conditionnement

Dans ce paragraphe, nous allons dé�nir la notion de conditionnement d�une matrice, qui
peut servir à établir une majoration des erreurs d�arrondi dues aux erreurs sur les données.
Malheureusement, nous verrons également que cette majoration n�est pas forcément très utile
dans des cas pratiques, et nous nous e¤orcerons d�y remédier. la notion de conditionnement est
également utilisée dans l�étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.
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1.3.1 Le problème des erreurs d�arrondis

Soient A 2 Mn (R) inversible et b 2 Rn ; supposons que les données A et b ne soient
connues qu�à une erreur près. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons
par exemple le problème de la conduction thermique dans une tige métallique de longueur 1,
modélisée par l�intervalle [0; 1]. Supposons que la température u de la tige soit imposée aux
extrémités, u(0) = u0 et u(1) = u1. On suppose que la température dans la tige satisfait à
l�équation de conduction de la chaleur, qui s�écrit (k(x)u0(x))0 = 0, où k est la conductivité
thermique. Cette équation di¤érentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par
di¤érences �nies, et donne lieu à un système linéaire de matrice A. Si la conductivité k n�est
connue qu�avec une certaine précision, alors la matrice A sera également connue à une erreur
près, notée (A. On aimerait que l�erreur commise sur les données du modèle (ici la conductivité
thermique k) n�ait pas une conséquence catastrophique sur le calcul de la solution du modèle
(ici la température u). Si par exemple 1% d�erreur sur k entraîne 100% d�erreur sur u, le modèle
ne sera pas d�une utilité redoutable. . .
L�objectif est donc d�estimer les erreurs commises sur x solution de (P) à partir des erreurs

commises sur b et A. Notons (�b 2 Rn l�erreur commise sur b et �A l�erreur commise sur A. On
cherche alors à évaluer �x est solution (si elle existe) du système :�

x+ �x 2 Rn
(A+ �A) (x+ �x) = b+ �b

(1.1)

On va montrer que si �A "n�est pas trop grand", alors la matrice A + �A est inversible, et
qu�on peut estimer �x enfonction de �A et �A.

1.3.2 Conditionnement et majoration de l�erreur d�arrondi

Dé�nition 1.3.1 (Conditionnement) Soit Rn muni d�une norme k.k et Mn (R) muni de la
norme induite. Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. On appelle conditionnement de A par
rapport à la norme k.k le nombre réel positif cond(A) dé�ni par :

cond(A) = kAk
A�1

Proposition 4 (Propriétés générales du conditionnement) Soit Rn muni d�une norme
k.k et Mn (R) muni de la norme induite.
1. Soit A 2Mn (R) une matrice inversible, alors cond(A) � 1.
2. Soit A 2Mn (R) et � 2 R�, alors cond(�A) = cond(A).
3. Soient A et B 2Mn (R) des matrices inversibles, alors cond(AB) = cond(A)cond(B).

Proposition 5 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2) Soit Rn muni d�une
norme k.k2 et Mn (R) muni de la norme induite. Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. On
note cond2(A) le conditionnement associé à la norme induite par la norme euclidienne sur Rn.
1. Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. On note �n[resp: �1] la plus grande [resp.

petite] valeur propre de AtA (noter que AtA est une matrice symétrique dé�nie positive). Alors
cond2(A) =

p
�n=�1.
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2. Si de plus A une matrice symétrique dé�nie positive, alors cond2(A) = �n
�1
, où �n [resp.

�1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.
3. Si A et B sont deuxmatrices symétriques dé�nies positives, alors cond2(A+B) � max(cond2(A); cond2(B)).
4. Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. Alors cond2(A) = 1 si et seulement si A = �Q

où � 2 R� et Q est une matrice orthogonale (c�est-à-dire Qt = Q�1).
5. Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. On suppose que A = QR où Q est une matrice

orthogonale. Alors cond2(A) = cond2(R).
6. Soient A;B 2Mn (R) deux matrices symétriques dé�nies positives. Montrer que cond2(A+

B) � maxfcond2(A); cond2(B)g.

Théorème 1.3.1 Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible, et b 2 Rn, b 6= 0. On munit Rn
d�une norme k.k, et Mn (R) de la norme induite. Soient �A 2 Mn (R) et �b 2 Rn. On suppose
que k�Ak < 1

kA�1k . Alors la matrice (A+ �A) est inversible et si x est solution de (P) et x+ �x
est solution de (1.1), alors

k�xk
kxk �

cond(A)

1� kA�1k k�Ak

�
�b
b
+
�A
A

�
(1.2)

1.4 Méthodes itératives

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent sont très e¢ -
caces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d�arrondi près) du système linéaire consi-
déré. Elles ont l�inconvénient de nécessiter une assez grande place mémoire car elles nécessitent
le stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice est pleine, c.à.d. si la plupart
des coe¢ cients de la matrice sont non nuls et qu�elle est trop grosse pour la mémoire vive de
l�ordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu�à gérer habilement le �swapping" c�est�à�dire
l�échange de données entre mémoire disque et mémoire vive pour pouvoir résoudre le système.
Cependant, si le système a été obtenu à partir de la discrétisation d�équations aux dérivés

partielles, il est en général �creux", c.à.d. qu�un grand nombre des coe¢ cients de la matrice du
système sont nuls ; de plus la matrice a souvent une structure �bande", i.e. les éléments non
nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.

1.4.1 Dé�nition et propriétés

Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible et b 2 Rn , on cherche toujours ici à résoudre le
système linéaire (P) c�est�à�dire à trouver x 2 Rn tel que Ax = b.

Dé�nition 1.4.1 On appelle méthode itérative de résolution du système linéaire (P) une mé-
thode qui construit une suite (x(k))k2N (où �l�itéré" x(k) est calculé à partir des itérés x(0):::x(k�1))
censée converger vers x solution de (P)).

Dé�nition 1.4.2 On dit qu�une méthode itérative est convergente si pour tout choix initial x(0)

2 Rn, on a :
x(k) ! x quand n! +1
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Puisqu�il s�agit de résoudre un sytème linéaire, il est naturel d�essayer de construire la suite des
itérés sous la forme x(k+1) = Bx(k) + c, où B 2 Mn (R) et c 2 Rn seront choisis de manière
à ce que la méthode itérative ainsi dé�nie soit convergente.On appellera ce type de méthode
Méthode I, et on verra par la suite un choix plus restrictif qu�on appellera Méthode II.

Dé�nition 1.4.3 (Méthode I) On appelle méthode itérative de type I pour la résolution du
système linéaire (P) une méthode itérative où la suite des itérés (x(k))k2N est donnée par :�

Initialisation x(0) 2 Rn
Itération n x(k+1) = Bx(k) + c

où B 2Mn (R) et c 2 Rn.

Remarque 1.4.1 (Condition nécessaire de convergence) Une condition nécessaire pour
que la méthode I converge est que c = (Id � B)A�1b. En e¤et, supposons que la méthode
converge. En passant à la limite lorsque n tend vers l�in�ni sur l�itération n de l�algorithme, on
obtient x = Bx+ c et comme x = A�1b, ceci entraîne c = (Id�B)A�1b.

Remarque 1.4.2 (Intérêt pratique) La �méthode I� est assez peu intéressante en pra-
tique, car il faut calculer A�1b, sauf si (Id � B)A�1 = �Id, avec � 2 R. On obtient dans ce
cas :

B = ��A+ Id
et c = �b

c�est�à�dire
xn+1 = xn + �(b� Axn):

Le terme b�Axn est appelé résidu et la méthode s�appelle dans ce cas la méthode d�extrapolation
de Richardson.

Théorème 1.4.1 (Convergence de la méthode de type I) Soit A 2 Mn (R) inversible,
b 2 Rn. On considère la méthode I avec B 2Mn (R) et

c = (Id�B)A�1b: (1.3)

Alors la méthode I converge si et seulement si le rayon spectral �(B) de la matrice B véri�e
�(B) < 1.

Dé�nition 1.4.4 (Méthode II) Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible, b 2 Rn. Soient ~M
et ~N 2Mn (R) des matrices telles que A = ~M � ~N et ~M est inversible (et facile à inverser).
On appelle méthode de type II pour la résolution du système linéaire (P) une méthode

itérative où la suite des itérés (x(k))k2N est donnée par :�
Initialisation x(0) 2 Rn

Itération n ~Mx(k+1) = ~Nx(k) + b
(1.4)
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Remarque 1.4.3 Si ~Mx(k+1) = ~Nx(k) + b pour tout k 2 N et x(k)! y quand n! +1 alors
~My = ~Ny + b, c.à.d. ( ~M � ~N)y = b et donc Ay = b. En conclusion, si la méthode de type II
converge, alors elle converge bien vers la solution du système linéaire.

Théorème 1.4.2 (Convergence de la méthode II) Soit A 2 Mn (R) une matrice inver-
sible, b 2 Rn. Soient ~M et ~N 2Mn (R) des matrices telles que A = ~M � ~N et ~M est inversible.
Alors :
1. La méthode dé�nie par (1.2) converge si et seulement si �

�
~M�1 ~N

�
< 1.

2. La méthode itérative dé�nie par (1.2) converge si et seulement si il existe une norme

induite notée k:k telle que
 ~M�1 ~N

 < 1.
Théorème 1.4.3 (Condition su¢ sante de convergence, méthode II) Soit A 2 Mn (R)
une matrice symétrique dé�nie positive, et soient ~M et ~N 2 Mn (R) telles que A = ~M � ~N et
~M est inversible. Si la matrice ~M t+ ~N est symétrique dé�nie positive alors �

�
~M�1 ~N

�
< 1, et

donc la méthode II converge

1.4.2 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR

Décomposition par blocs de A :
Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systèmes linéaires à résoudre ont une

structure �par blocs", et on se sert de cette structure lors de la résolution par une méthode
itérative.

Dé�nition 1.4.5 Soit A 2 Mn (R) une matrice inversible. Une décomposition par blocs de A
est dé�nie par un entier S � N , des entiers (ni)i=1;:::;S tels que

PS
i=1 ni = N , et S

2 matrices
Ai;j 2Mni;nj (R) (ensemble des matrices rectangulaires à ni lignes et nj colonnes, telles que les
matrices Ai;j soient inversibles pour i = 1; :::; S et

A =

26666666664

A1;1 A1;2 � � � � � � A1;S

A2;1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . AS�1;S
AS;1 � � � � � � AS;S�1 AS;S

37777777775
(1.5)

Remarque 1.4.4 1. Si S = N et ni = 1 8i 2 f1; :::; Sg, chaque bloc est constitué d�un seul
coe¢ cient.
2. Si A est symétrique dé�nie positive, la condition Ai;j inversible dans la dé�nition 1.3.5

est inutile car Ai;j est nécessairement symétrique dé�nie positive donc inversible. Prenons par
exemple i = 1 ; soit y 2 Rn1, y 6= 0 et x = (y; 0:::; 0)t 2 Rn. Alors A1;1y � y = Ax � x > 0 donc
A1;1 est symétrique dé�nie positive.
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3. Si A est une matrice triangulaire par blocs, c.à.d. de la forme (1.3) avec Ai;j = 0 si j > i,
alors

det(A) =
SQ
i=1

det(Ai;i):

Par contre si A est décomposée en 2� 2 blocs carrés (i.e. tels que ni = mj;8(i; j) 2 f1; 2g),
on a en général : det(A) 6= det(A1;1) det(A2;2)� det(A1;2) det(A2;1).

Méthode de Jacobi
On peut remarquer que le choix le plus simple pour le système ~Mx = d soit facile à résoudre

(on rappelle que c�est un objectif de la mise sous forme méthode de type II) est de prendre
pour ~M une matrice diagonale. La méthode de Jacobi consiste à prendre pour ~M la matrice
diagonale D formée par les blocs diagonaux de A :

D =

26666666664

A1;1 0 � � � � � � 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 � � � � � � 0 AS;S

37777777775
Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.
On a alors ~N = E + F , où E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et

supérieurs de la matrice A :

E =

26666666664

0 0 � � � � � � 0

�A1;1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . 0
�AS;1 � � � � � � �AS;S�1 0

37777777775
et

F =

26666666664

0 �A1;2 � � � � � � �A1;S
0

. . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . �AS�1;S

0 � � � � � � 0 0

37777777775
:

On a bien A = ~M � ~N et avec D;E et F dé�nies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi
s�écrit : �

x(0) 2 Rn
Dx(k+1) = (E + F )x(k) + b

(1.6)
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Lorsqu�on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I, on a B = D�1(E + F ) ; on
notera J cette matrice.
En introduisant la décomposition par blocs de x, solution recherchée de (P), c.à.d. : x =

[x1; :::; xS] , où xi 2 Rni, on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :(
x(0) 2 Rn

Ai;ix
(k+1)
i = �

P
j<i

Ai;jx
(k)
j �

P
j>i

Ai;jx
(k)
j + bi i = 1; :::; S (1.7)

Si S = N et ni = 1 8i 2 f1; :::; Sg, chaque bloc est constitué d�un seul coe¢ cient, et on
obtient la méthode de Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s�écrit donc :(

x(0) 2 Rn
ai;ix

(k+1)
i = �

P
j<i

ai;jx
(k)
j �

P
j>i

ai;jx
(k)
j + bi i = 1; :::; n (1.8)

Méthode de Gauss-Seidel
L�idée de la méthode de Gauss-Seidel est d�utiliser le calcul des composantes de l�itéré

(k + 1) dès qu�il est e¤ectué. Par exemple, pour calculer la deuxième composante x(k+1)2 du
vecteur x(k+1) , on pourrait employer la �nouvelle" valeur x(k+1)1 qu�on vient de calculer plutôt
que la valeur x(k)1 comme dans (1.5) ; de même, dans le calcul de x(k+1)3 , on pourrait employer
les �nouvelles" valeurs x(k+1)1 et x(k+1)2 plutôt que les valeurs x(k)1 et x(k)2 .
Cette idée nous suggère de remplacer dans (1.5) x(k)j par x(k+1)j si j < i. On obtient donc

l�algorithme suivant :(
x(0) 2 Rn

Ai;ix
(k+1)
i = �

P
j<i

Ai;jx
(k+1)
j �

P
i<j

Ai;jx
(k)
j + bi i = 1; :::; S (1.9)

Notons que l�algorithme de Gauss�Seidel par points (cas ou S = N et ni = 1) s�écrit donc :(
x(0) 2 Rn

ai;ix
(k+1)
i = �

P
j<i

ai;jx
(k)
j �

P
j>i

ai;jx
(k)
j + bi i = 1; :::; n (1.10)

La méthode de Gauss�Seidel s�écrit donc sous forme de méthode II avec M = D � E et
N = F : �

x(0) 2 Rn
(D � E)x(k+1) = Fx(k) + b (1.11)

Lorsqu�on écrit la méthode de Gauss�Seidel comme une méthode I, on a B = (D�E)�1F ;
on notera L1 cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.
Méthodes SOR et SSOR
L�idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d�utiliser

la méthode de Gauss-Seidel pour calculer un itéré intermédiaire ~x(k+1) qu�on �relaxe" ensuite
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pour améliorer la vitesse de convergence de la méthode. On se donne 0 < ! < 2, et on modi�e
l�algorithme de Gauss�Seidel de la manière suivante :8>><>>:

x(0) 2 Rn
Ai;i~x

(k+1)
i = �

P
j<i

Ai;jx
(k+1)
j �

P
i<j

Ai;jx
(k)
j + bi

x
(k+1)
i = !~x

(k+1)
i + (1� !)x(k)i i = 1; :::; S:

(1.12)

(Pour ! = 1 on retrouve la méthode de Gauss�Seidel.)
L�algorithme ci-dessus peut aussi s�écrire (en multipliant par Ai;i la ligne 3 de l�algorithme

(1.10)) : 8><>:
x(0) 2 Rn

Ai;ix
(k+1)
i = !

"
�
P
j<i

Ai;jx
(k+1)
j �

P
i<j

Ai;jx
(k)
j + bi

#
+ (1� !)Ai;ix(k)i

(1.13)

On obtient donc

(D � !E)x(k+1) = !Fx(k) + !b+ (1� !)Dx(k):

L�algorithme SOR s�écrit donc comme une méthode II avec

~M =
D

!
� E et ~N = F +

�
1� !
!

�
D:

Il est facile de véri�er que A = ~M � ~N .
L�algorithme SOR s�écrit aussi comme une méthode I avec

B =

�
D

!
� E

��1
(F +

�
1� !
!

�
D):

On notera L! cette matrice.
En �symétrisant" le procédé de la méthode SOR, c.à.d. en e¤ectuant les calculs SOR sur

les blocs dans l�ordre 1 à N puis dans l�ordre N à 1, on obtient la méthode de sur-relaxation
symétrisée (SSOR = Symmetric Successive Over Relaxation) qui s�écrit dans le formalisme de
la méthode I avec

B =

�
D

!
� F

��1
(E +

1� !
!

D)| {z }
calcul dans l0ordre S:::1

�
D

!
� E

��1
(F +

1� !
!

D)| {z } :
calcul dans l0ordre 1:::S

Etude théorique de convergence
On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :
1. Les méthodes sont�elles convergentes ?
2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence ?
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3. Peut-on estimer le coe¢ cient de relaxation ! optimal dans la méthode SOR, c.à.d. celui
qui donnera la plus grande vitesse de convergence ?
On va maintenant donner des réponses, partielles dans certains cas, faute de mieux, à ces

questions.
Convergence On rappelle qu�une méthode itérative de type I, i.e. écrite sous la forme

x(n+1) = Bx(n) + C converge si et seulement si �(B)n1.

Théorème 1.4.4 (Sur la convergence de la méthode SOR) Soit A 2 Mn (R) qui admet
une décomposition par blocs dé�nie dans la dé�nition 1.3 ; soient D la matrice constituée par
les blocs diagonaux, �E (resp. �F ) la matrice constituée par les blocs triangulaires inférieurs
(resp. supérieurs) ; on a donc : A = D � E � F . Soit L! la matrice d�itération de la méthode
SOR (et de la méthode de Gauss�Seidel pour ! = 1) dé�nie par :

L! =
�
D

!
� E

��1
(F +

1� !
!

D); ! 6= 0:

Alors :
1. Si � (L!) < 1 alors 0 < ! < 2.
2. Si on suppose de plus que A symétrique dé�nie positive, alors :

� (L!) < 1 si et seulement si 0 < ! < 2:

En particulier , si A est une matrice symétrique dé�nie positive, la méthode de Gauss�Seidel
converge.

Remarque 1.4.5 On a vu (théorème 1.35) que si A est une matrice symétrique dé�nie positive,
la méthode de Gauss�Seidel converge. Par contre, même dans le cas où A est symétrique dé�nie
positive, il existe des cas où la méthode de Jacobi ne converge pas.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théorème
précédent n�est que partiel, puisqu�il ne concerne que les matrices symétriques dé�nies positives
et que les méthodes Gauss-Seidel et SOR. On a aussi un résultat de convergence de la méthode
de Jacobi pour les matrices à diagonale dominante stricte, et un résultat de comparaison des
méthodes pour les matrices tridiagonales par blocs, voir le théorème 1.3.5 donné ci-après. Dans
la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. . .
Estimation du coe¢ cient de relaxation optimal de SOR
La question est ici d�estimer le coe¢ cient de relaxation, optimal dans la méthode SOR,

c.à.d. le coe¢ cient, !0 2 ]0; 2[ (condition nécessaire pour que la méthode SOR converge, voir
théorème 1.3.4) tel que � (L!0) < � (L!) 8! 2 ]0; 2[.
D�après le paragraphe précédent ce !0 donnera lameilleure convergence possible pour SOR.

On sait le faire dans le cas assez restrictif des matrices tridiagonales par blocs.

Théorème 1.4.5 (Coe¢ cient optimal, matrice tridiagonale) On considère une matrice
A 2 Mn (R) qui admet une décomposition par blocs dé�nie dans la dé�nition 1.3 ; on suppose
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que la matrice A est tridiagonale par blocs, c.à.d. Ai;j = 0 si ji � jj > 1 ; soient L1 et J les
matrices d�itération respectives des méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi, alors :
1. � (L1) < (� (J))2 : la méthode de Gauss�Seidel converge (ou diverge) donc plus vite que

celle de Jacobi.
2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d�itération J de la méthode

de Jacobi sont réelles. alors le paramètre de relaxation optimal, c.à.d. le paramètre !0 tel que
� (L!0) = min f� (L!) ; ! 2 ]0; 2[g, s�exprime en fonction du rayon spectral � (J) de la matrice
J par la formule :

!0 =
2

1 +
q
1� � (J)2

> 1;

et on a : � (L!0) = !0 � 1:
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Travaux dirigés 1

Exercice01 :
Soit le syst̀emelinéairesuivant:

ê+þ=ì
,- . �]ñVú%ý��åñ â ü&ñ û õ ��åñVúMü&ñ â ü&ñ û õ ��(ñVú%ý"�]ñ â üJ�åñ û õ �

a) Résoudrecesyst̀emeparla méthodedeGauss.
b) Factoriserla matrice § du syst̀emeen produit �ß où � estunematricetri-
angulaireinférieure(avec des 1 sur la diagonaleprincipale) et ß triangulaire
suṕerieure,puisrésoudrecesyst̀eme.

Exercice02 :

Soit le syst̀emelinéaire§ Ö»õ Ü où : § õ ôõ þ ï ý·�ï þ �� ý·� ï
ö÷

, Ö»õ ôõ ñVúñ âñ û
ö÷

, et

Ü õ ôõ ��ý£þ
ö÷
ÿ Factoriserla matrice§ enproduit ��ß puisrésoudrele syst̀eme.

Soit une matrice symétrique dé�nie positive.

1. On suppose ici que A est tridiagonale. Estimer le nombre d'opérations de la fact

orisation LL t dans ce cas.

2. Même question si A est une matrice bande (c'est-à-dire p diagonales non nulles).

3. En déduire une estimation du nombre d'opérations nécessa ires pour la discrétisation de l'équation �

f ion

A ∈ Mn(IR)

−u′′ = pour la discrétisation de l'équatMême question .−∆u = f

Soit a ∈ IR et

A =





1 a a
a 1 a
a a 1





Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si −1/2 < a < 1

converge si et seulement si −1/2 < a < 1/2.

et que la méthode de Jacobi

Exercice 03

Exercice 04

TRAVAUX DIRIGÉS 1
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Exercice 05

1. Soit A =

(

2 1
1 0

)

.

Calculer la décompositionLDLt de A. Existe-t-il une décompositionLLt de A ?

2. Montrer que toute matrice deMN (IR) symétrique définie positive admet une décompositionLDLt.

3. Ecrire l’algorithme de décompositionLDLt. La matriceA =

(

0 1
1 0

)

admet-elle une décompositionLDLt ?

Exercice 06

Soit N ≥ 1. Soit A = (ai,j)i,j=1,...,N ∈ MN (IR) une matrice symétrique. On note D la partie diagonale de A,
−E la partie triangulaire inférieure de A et −F la partie triangulaire supérieure de A, c’est-à-dire :

D = (di,j)i,j=1,...,N , di,j = 0 si i %= j, di,i = ai,i,
E = (ei,j)i,j=1,...,N , ei,j = 0 si i ≤ j, ei,j = −ai,j si i > j,
F = (fi,j)i,j=1,...,N , fi,j = 0 si i ≥ j, fi,j = −ai,j si i < j.

Noter que A = D − E − F . Soit b ∈ IRN . On cherche à calculer x ∈ IRN t.q. Ax = b. On suppose que D est
définie positive (noter queA n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici à la méthode de Jacobi (par points),

Initialisation. x(0) ∈ IRN

Itérations. Pour n ∈ IN,Dx(n+1) = (E + F )x(n) + b.

On pose J = D−1(E + F ).

1. Montrer, en donnant un exemple avecN = 2, que J peut ne pas être symétrique.
2. Montrer que J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe une base de IRN , notée {f1, . . . ,

fN}, et il existe {µ1, . . . , µN} ⊂ IR t.q. Jfi = µifi pour tout i ∈ {1, . . . , N} et t.q. Dfi · fj = δi,j pour
tout i, j ∈ {1, . . . , N}.
En ordonnant les valeurs propres de J , on a donc µ1 ≤ . . . ≤ µN , on conserve cette notation dans la suite.

3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que µ1 ≤ 0 et µN ≥ 0.

On suppose maintenant queA et 2D − A sont symétriques définies positives et on pose x = A−1b.
4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-à-dire x(n) → x quand n → ∞). [Utiliser un
théorème du cours.]
On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
ω > 0, on considère la méthode suivante :
Initialisation. x(0) ∈ IRN

Itérations. Pour n ∈ IN, Dx̃(n+1) = (E + F )x(n) + b, x(n+1) = ωx̃(n+1) + (1 − ω)x(n).

5. Calculer les matrices Mω (inversible) et Nω telles que Mωx(n+1) = Nωx(n) + b pour tout n ∈ IN, en
fonction de ω,D et A. On note, dans la suite Jω = (Mω)−1Nω.
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6. On suppose dans cette question que (2/ω)D − A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-à-dire que x(n) → x quand n → ∞.)

7. Montrer que (2/ω)D − A est symétrique définie positive si et seulement si ω < 2/(1 − µ1).
8. Calculer les valeurs propres de Jω en fonction de celles de J . En déduire, en fonction des µi, la valeur
“optimale" de ω, c’est-à-dire la valeur de ω minimisant le rayon spectral de Jω.

Soit A = (ai;j)i;j2f1;:::;Ng 2Mn (R).
1. On munit Rn de la norme k :k 1etM n(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
k:k1.Montrer que kAk1 = maxi2f1;:::;Ng

PN
j=1 jai;jj :

2. On munit Rn de la norme k:k1 etM n(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
k:k1. Montrer que kAk1 = maxj2f1;:::;Ng

PN
i=1 jai;jj :

3. On munit Rn de la norme k:k2 etMn (R) de la norme induite correspondante, notée aussi
k:k2. Montrer que kAk2 = (� (AtA))

1
2 :

Soient A 2Mn (R) et k:k une norme matricielle.
1. Montrer que si � (A) < 1, les matrices Id� A et Id+ A sont inversibles.
2. Montrer que la série de terme général Ak converge (vers (Id � A)�1) si et seulement si
� (A) < 1.

Exercice 07

Exercice 08

Résoudre le système par la méthode de Gauss

(1)

8>><>>:
2x1 + x2 + x4 = 2

�4x1 � 2x2 + 3x3 � 7x4 = �9
4x1 + x2 � 2x3 + 8x4 = 2
� 3x2 � 12x3 � x4 = 2

Exercice 09

TRAVAUX DIRIGÉS 1
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Exercice01 ,- . �]ñVú%ý"�åñ â ü&ñ û õ ��åñVúMü&ñ â ü&ñ û õ ��(ñVú%ýu�]ñ â üJ�~ñ û õ �
Cesyst̀emes’écrit sousla forme § Ö õ Ü , où

§ õ ôõ � ý�� þ� þ þ� ý·� �
ö÷

et Ü õ ôõ ���
ö÷

Posons§ m ú n õ § , on calcule§ m�â n õ ó m ú n § m ú n , où

ó m ú n õ ôøøõ þ ï ï
ý â û þ ïý 7 û ï þ

ö ùù÷ ç
d’où : § mÊâ n õ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ý úû âû

ö;ùù÷
on calcule§ m û n õ ó m�â n § mÊâ n , oùó mÊâ n õ ôõ þ ï ïï þ ïï ú� þ

ö÷
ÿ

Donc, § m û n õ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ï 2 �
ö;ùù÷ ÿ

La matrice§ m û n estainsitriangulairesuṕerieure,c’estla matrice ß recherch́ee.
D’autrepart,ona § m û n õ ó mÊâ n § m�â n õ ó m�â n ó m ú n § m ú n , on endéduitdoncque§ m ú n õ ê ó m ú n ì 
 ú ê ó mÊâ n ì 
 ú� �
	 �� § m û n��
	�� ÿ

Suggestions et Corrigés

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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Ainsi, § õ §6m ú n õ �ß , avec� õ ôõ þ ï ïâû þ ï7 û ï þ
ö÷ ôõ þ ï ïï þ ïï ý ú� þ

ö÷ õ ôõ þ ï ïâ û þ ï7 û ý ú� þ
ö÷
ÿ

Onaainsifactoriśe § sousla forme:§ õ ôõ þ ï ïâ û þ ï7 û ý ú� þ
ö÷ ôõ � ý�� þï �û úûï ï 2 �

ö÷
ÿ

Pŕesantationdela méthoded’identification
Résoudre§ Ö õ Ü revient à résoudre�ß Ö	õ Ü . Onposealors ú õ ß Ö , la

résolutiondusyst̀emeinitial revient à résoudresuccessivementlesdeuxsyst̀emes
triangulaires: � ��ú õ Üß Ö õ ú
��ú õ Ü ��¢ ôøøõ þ ï ï

â û þ ï7 û ý ú� þ
ö;ùù÷ ôøøõ ��ú� â� û

ö;ùù÷ õ ôøøõ ���
ö;ùù÷ ¢ ú õ ôøøõ �ú �ûú2�

ö;ùù÷ ÿ
Finalement,on résout:

ß Ö	õ ú ��¢ ôøøõ � ý�� þï �û úûï ï û �
ö;ùù÷ ôøøõ ñVúñ âñ û

ö;ùù÷ õ ôøøõ �ú �ûú2�
ö;ùù÷ ¢ Ö	õ ôøøõ þ��

ö;ùù÷ ÿ
Exercice02

Soit le syst̀emelinéaire§ Ö»õ Ü où :§ õ ôõ þ ï ý·�ï þ �� ý·� ï
ö÷

et Ü õ ôõ ��ý¤þ
ö÷
ÿ

Factorisonsla matrice§ enproduit ��ß .
Posons§ m ú n õ § , oncalcule§ m�â n õ ó m ú n § m ú n , oùó m ú n õ ôõ þ ï ïý�ï þ ïýª� ï þ

ö÷
ç
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d’où : § mÊâ n õ ôõ þ ï ý·�ï þ �ï ý·� þ��
ö÷

on calcule§ m û n õ ó m�â n § mÊâ n , oùó mÊâ n õ ôõ þ ï ïï þ ïï � þ
ö÷
ÿ

Donc, § m û n õ ôõ þ ï ý��ï þ �ï ï þ�3
ö÷
ÿ

La matrice§�m û n estainsitriangulairesuṕerieure,c’estla matriceß recherch́ee.
D’autrepart,ona § m û n õ ó mÊâ n § m�â n õ ó m�â nPó m ú n § m ú n . On endéduitdonc§ m ú n õ ê ó m ú n ì 
 ú ê ó mÊâ n ì 
 ú� �
	 �� § m û n��
	�� ÿ

Ainsi, § õ § m ú n õ �ß , avec� õ ôõ þ ï ïï þ ï� ï þ
ö÷ ôõ þ ï ïï þ ïï ý·� þ

ö÷ õ ôõ þ ï ïï þ ï� ý·� þ
ö÷
ÿ§ sefactorisedoncsousla forme:§ õ ôõ þ ï ïï þ ï� ý�� þ

ö÷ ôõ þ ï ý��ï þ �ï ï þ�3
ö÷
ÿ

Résolvonsle syst̀eme § Ö õ Ü . Celarevient à résoudre�ß Ö õ Ü , c’est à
dire à résoudresuccessivementlessyst̀emes��ú õ Ü puis ß Ö õ ú .

��ú õ Ü �Ã¢ ôõ þ ï ïï þ ï� ý·� þ
ö÷ ôõ ��ú� â� û

ö÷ õ ôõ ��ý£þ
ö÷ ¢ ú õ ôõ ���

ö÷
ÿ

Finalement,on résout:ß Ö õ ú �Ã¢ ôõ þ ï ý·�ï þ �ï ï þ�3
ö÷ ôõ ñVúñ âñ û

ö÷ õ ôõ ���
ö÷ ¢ Ö	õ ôõ �ú ûû úû

ö÷
ÿ

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le cours. Comme A est symétrique,
le nombre p de diagonales de la matrice A est forcément impair si A ; notons q = p−1

2 le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également q sous-diagonales non nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend l’algorithme de construction de la matrice L vu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonne n+ 1, avec 1 ≤ n < n− 1, on a le nombre d’opérations suivant :

— Calcul de ℓn+1,n+1 = (an+1,n+1 −
n∑

k=1

ℓn+1,kℓn+1,k)
1/2 > 0 :

une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.

— Calcul de ℓn+2,n+1 =

(
an+2,n+1 −

n∑

k=1

ℓn+2,kℓn+1,k

)
1

ℓn+1,n+1
:

une division seulement car ℓn+2,k = 0.
On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la colonne n+1, avec 1 ≤ n < n− 1, est
de 4.
Or le nombre d’opérations pour la première et dernière colonnes est inférieur à 4 (2 opérations pour la première
colonne, une seule pour la dernière). Le nombreZ1(n) d’opérations élémentaires pour la décompositionLLt deA
peut donc être estimé par : 4(n− 2) ≤ Z1(n) ≤ 4n, ce qui donne que Z1(n) est de l’ordre de 4n (le calcul exact
du nombre d’opérations, inutile ici car on demande une estimation, est 4n− 3.)

2. Cas d’une matrice à p diagonales.
On cherche une estimation du nombre d’opérations Zp(n) pour une matrice à p diagonales non nulles (ou q sous-
diagonales non nulles) en fonction de n.

Exercice 03

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

ℓn+1,n+1 = (an+1,n+1 −
n∑

k=1

ℓn+1,kℓn+1,k)
1/2 > 0,

et ℓi,n+1 =

(
ai,n+1 −

n∑

k=1

ℓi,kℓn+1,k

)
1

ℓn+1,n+1
,

est toujours inférieur à 2q + 1, car la somme
∑n

k=1 fait intervenir au plus q termes non nuls.
De plus, pour chaque colonne n+1, il y a au plus q+1 coefficients ℓi,n+1 non nuls, donc au plus q+1 coefficients
à calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonne peut être majoré par (2q + 1)(q + 1).
On peut donc majorer le nombre d’opérations zq pour les q premières colonnes et les q dernières par 2q(2q +
1)(q+1), qui est indépendant de n (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de n, et donc le nombre
zq est O(1) par rapport à n.)
Calculons maintenant le nombre d’opérations xn nécessaires une colonne n = q + 1 à n − q − 1. Dans (1.50) et
(1.51), les termes non nuls de la somme sont pour k = i − q, . . . , n, et donc on a (n − i + q + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc
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– Si a = 0, alors A = Id, donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.
– Si a %= 0, posons aµ = (1 − λ), et calculons le polynôme caractéristique de la matrice A en fonction de la
variable µ.

P (µ) = det

∣
∣
∣
∣
∣
∣

aµ a a
a aµ a
a a aµ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a3det

∣
∣
∣
∣
∣
∣

µ 1 1
1 µ 1
1 1 µ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a3(µ3 − 3µ + 2).

On a donc P (µ) = a3(µ − 1)2(µ + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont donc obtenues pour µ = 1 et
µ = 2, c’est–à–dire : λ1 = 1 − a et λ2 = 1 + 2a.
La matrice A est définie positive si λ1 > 0 et λ2 > 0, c’est–à–dire si − 1

2 < a < 1.
La méthode de Jacobi s’écrit :

X(n+1) = D−1(D − A)X(n),

avecD = Id dans le cas présent ; donc la méthode converge si et seulement si ρ(D − A) < 1.
Les valeurs propres de D − A sont de la forme ν = 1 − λ où λ est valeur propre de A. Les valeurs propres de
D−A sont donc ν1 == −a (valeur propre double) et ν2 = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge
si et seulement si −1 < −a < 1 et −1 < 2a < 1, i.e. 1

2 < a < 1
2 .

La méthode de Jacobi ne converge donc que sur l’intervalle ] − 1
2 , 1

2 [ qui est strictement inclus dans l’intervalle
] − 1

2 , 1[ des valeurs de a pour lesquelles la matrice A est s.d.p..

Exercice 04

1. On pose L =
( 1 0
γ 1

)

et D =
( α 0

0 β

)

.

Par identification, on obtient α = 2, β = − 1
2 et γ = 1

2 .

Si maintenant on essaye d’écrireA = LLt avec L =
( a 0

b c

)

, on obtient c2 = − 1
2 ce qui est impossible dans IR.

En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décomposition LLt, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit x = (x1, x2)t ∈ IR2,, alors Ax · x = 2x1(x1 + x2), et en prenant x = (1,−2)t, on a
Ax · x < 0.

2. 2. Reprenons en l’adaptant la démonstration du théorème 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Dans le cas N = 1, on a A = (a1,1). On peut donc définir L = ()1,1) où )1,1 = 1,D = (a1,1), d1,1 %= 0, et
on a bien A = LDLt.

2. On suppose que, pour 1 ≤ p ≤ N , la décomposition A = LDLt s’obtient pour A ∈ Mp(IR) symétrique
définie positive ou négative, avec di,i %= 0 pour 1 ≤ i ≤ N et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pour A ∈ MN+1(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit doncA ∈ MN+1(IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrire A sous la forme :

A =







B a

at α







Exercice 05
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oùB ∈ MN (IR) est symétrique définie positive ou négative (calculerAx ·x avec x = (y, 0)t, avec y ∈ IRN

pour le vérifier), a ∈ IRN et α ∈ IR.
Par hypothèse de récurrence, il existe une matriceM ∈ MN(IR) M = (mi,j)N

i,j=1 et une matrice diagonale
D̃ = diag(d1,1, d2,2, . . . , dN,N) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :
(a) mi,j = 0 si j > i

(b) mi,i = 1

(c) B = MD̃M t.
On va chercher L etD sous la forme :

L =







M 0

bt 1







, D =







D̃ 0

0 λ







,

avec b ∈ IRN , λ ∈ IR tels que LDLt = A. Pour déterminer b et λ, calculons LDLt avec L etD de la forme
(1.8.75) et identifions avec A :

LDLt =







M 0

bt 1













D̃ 0

0 λ













M t b

0 1







=







MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b + λ







On cherche b ∈ IRN et λ ∈ IR tels que LDLt = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

MD̃b = a et btD̃b + λ = α.

La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) =
∏N

i=1 1 = 1). Par hypothèse
de récurrence, la matrice D̃ est aussi inversible. La première égalité ci-dessus donne : b = D̃−1M−1a. On
calcule alors λ = α− btM−1a. Remarquons qu’on a forcément λ %= 0, car si λ = 0,

A = LDLt =







MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b







qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (x, y) ∈ IRN × IR solution de






MD̃M t MD̃b

btD̃M t btD̃b













x

y







=







0

0







,

on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (−M−tby, y)t, y ∈ IR, sont solutions. Le
noyau de la matrice n’est donc pas réduit à {0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dN+1,N+1 %= 0 ce qui termine la récurrence.
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3. On reprend l’algorithme de décomposition LLt :
Soit A ∈ MN (IR) symétrique définie positive ou négative ; on vient de montrer qu’il existe une matrice L ∈
MN (IR) triangulaire inférieure telle que )i,j = 0 si j > i, )i,i = 1, et une matrice D ∈ MN (IR) diagonale
inversible, telles que et A = LDLt. On a donc :

ai,j =
N
∑

k=1

)i,kdk,k)j,k, ∀ (i, j) ∈ {1, . . . , N}2.

1. Calculons la 1ère colonne de L ; pour j = 1, on a :

a1,1 = d1,1 donc d1,1 = a1,1,

a2,1 = )2,1d1,1 donc )2,1 =
a2,1

d1,1
,

ai,1 = )i,1)1,1 donc )i,1 =
ai,1

)1,1
∀i ∈ {2, . . . , N}.

2. On suppose avoir calculé les n premières colonnes de L. On calcule la colonne (n+1) en prenant j = n+1

Pour i = n + 1, an+1,n+1 =
n
∑

k=1

)2n+1,kdk,k + dn+1,n+1 donc

dn+1,n+1 = an+1,n+1 −
n
∑

k=1

)2n+1,kdk,k.

On procède de la même manière pour i = n + 2, . . . , N ; on a :

ai,n+1 =
n+1
∑

k=1

)i,kdk,k)n+1,k =
n
∑

k=1

)i,kdk,k)n+1,k + )i,n+1dn+1,n+1)n+1,n+1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dk,k sont tous non nuls, on peut écrire :

)i,n+1 =

(

ai,n+1 −
n
∑

k=1

)i,kdk,k)n+1,k

)

1

dn+1,n+1
.

dans
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1. J = D−1(E + F ) peut ne pas être symétrique, même si A est symétrique :

En effet, prenonsA =

(

2 1
1 1

)

.

Alors
J = D−1(E + F ) =

(
1
2 0
0 1

)(

0 1
1 0

)

=

(

0 1
2

1 0

)

%=
(

0 1
1
2 0

)

.

donc J n’est pas symétrique.
2. On applique l’exercice précédent pour l’application linéaire T de matrice D, qui est, par hypothèse, définie
positive (et évidemment symétrique puisque diagonale) et S = E + F , symétrique car A est symétrique.
Il existe donc (f1 . . . fN ) base de E et (µ1 . . . µN ) ∈ IRN tels que

Jfi = D−1(E + F )fi = µifi, ∀i = 1, . . . , N, et (Dfi, fj) = δij .

3. Par définition de J , tous les éléments diagonaux de J sont nuls et donc sa trace également. Or TrJ =
N
∑

i=1

µi.

Si µi > 0 ∀i = 1, . . . , N , alors TrJ > 0, donc ∃i0; µi ≤ 0 et comme µ1 ≤ µi0 , on a µ1 ≤ 0. Un
raisonnement similaire montre que µN ≥ 0.

4. La méthode de Jacobi converge si et seulement si ρ(J) < 1 (théorème 1.27 page 28). Or, par la question
précédente, ρ(A) = max(−µ1, µN ). Supposons que µ1 ≤ −1, alors µ1 = −α, avec α ≥ 1. On a alors
D−1(E+F )f1 = −αf1 ou encore (E+F )f1 = −αDf1, ce qui s’écrit aussi (D+E+F )f1 = D(1−α)f1

c’est–à–dire (2D−A)f1 = βDf1 avec β ≤ 0. On en déduit que ((2D−A)f1, f1) = β ≤ 0, ce qui contredit
le fait que 2D − A est définie positive. En conséquence, on a bien µ1 ≥ −1.
Supposons maintenant que µN = α ≥ 1. On a alors D−1(E + F )f1 = −αfN , soit encore (E + F )fN =
−αDfN . On en déduit que AfN = (D − E − F )fN = D(1 − α)fN = DβfN avec β ≤ 0. On a
alors(AfN , fN ) ≤ 0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

5. Par définition, on a :Dx̃(n+1)s = (E +F )x(n) + b et x(n+1) = ωx̃(n+1) +(1−ω)x(n). On a donc x(n+1) =
ω[D−1(E+F )x(n)+D−1b]+(1−ω)x(n) c’est–à–direx(n+1) = [Id−ω(Id−D−1(E+F ))]x(n)+ωD−1b,,
soit encore 1

ωDx(n+1) = [ 1
ω D− (D− (E + F ))]x(n) + b. On en déduit queMωx(n+1) = Nωx(n) + b avec

Mω = 1
ω D et Nω = 1

ωD − A.

6. La matrice d’itération est donc maintenant Jω = M−1
ω Nω qui est symétrique pour le produit scalaire

(·, ·)Mω donc en reprenant le raisonnement de la question 2, il existe une base (f̃1, . . . , f̃N ) ∈ (IRN )N

et (µ̃1, . . . µ̃N ) ⊂ IRN tels que

Jω f̃i = Mω
−1Nωf̃i = ωD−1

(
1

ω
D − A

)

f̃i = µ̃if̃i, ∀i = 1, . . . , N,

et
1

Df̃i · f̃ = δ , ∀i, = 1, . . . , N, ∀j,= 1, . . . , N.

Supposons µ̃1 ≤ −1, alors µ̃1 = −α, avec α ≥ 1 et ωD−1( 1
ω D − A)f̃1 = −αf̃1, ou encore 1

ω D − Af̃1 =

−α 1

ω
Df̃1. On a donc 2

ω D − Af̃1 = (1 − α)
1

ω
Df̃1, ce qui entraîne (

2

ω
D − A)f̃1 · f̃1 ≤ 0. Ceci contredit

l’hypothèse
2

D − A définie positive.

Exercice 06

40



De même, si µ̃N ≥ 1, alors µ̃N = α avec α ≥ 1. On a alors

(
1

ω
D − A)f̃N = α

1

ω
Df̃N ,

et doncAf̃N = (1−α) 1
ω Df̃N ce qui entraîne en particulier queAf̃N · f̃N ≤ 0 ; or ceci contredit l’hypothèse

A définie positive.
7. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que

(
2

ω
D − A

)

x · x > 0, ∀x %= 0,

ce qui est équivalent à
(

2

ω
D − A

)

fi · fi > 0, ∀i = 1, . . . , N,

où les (fi)i=1,N sont les vecteurs propres de D−1(E + F ). En effet, la famille (fi)i=1,...,N est une base de
IRN , et (

2

ω
D − A

)

fi =

(
2

ω
D − D + (E + F )

)

fi

=

(
2

ω
− 1

)

Dfi + µiDfi

=

(
2

ω
− 1 + µi

)

Dfi.

On a donc en particulier
(

2
ωD − A

)

fi · fj = 0 is i %= j, ce qui prouve que (1.8.86) est équivalent à (1.8.87).
De (1.8.87), on déduit, grâce au fait que (Dfi, fi) = 1,

((
2

ω
D − A

)

fi, fi

)

=

(
2

ω
− 1 + µi

)

.

On veut donc que 2
ω − 1 + µ1 > 0 car µ1 = inf µi, c’est–à–dire : − 2

ω < µ1 − 1, ce qui est équivalent à :

ω <
2

1 − µ1
.

8. La matrice d’itération Jω s’écrit :

Jω =
1

D
−1 1

D − A = ωIω, avec Iω = D−1(
1

D − A).

Soit λ une valeur propre de Iω associée à un vecteur propre u ; alors :

D−1

(
1

ω
D − A

)

u = λu, i.e.
(

1

ω
D − A

)

u = λDu.

On en déduit que

(D − A)u +

(
1

ω
− 1

)

Du = λDu, soit encore

D−1(E + F )u =

(

1 − 1

ω
+ λ

)

u.

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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Or fi est vecteur prore deD−1(E + F ) associée à la valeur propre µi (question 2). On a donc :

D−1(E + F )fi = µifi =

(

1 − 1

ω
+ λ

)

fi,

ce qui est vrai si µi = 1 − 1
ω + λ, c’est–à–dire λ = µi − 1 − 1

ω . Donc µ(ω)
i = ω

(

µi − 1 − 1

ω

)

est valeur

propre de Jω associée au vecteur propre fi.
On cherche maintenant à minimiser le rayon spectral

ρ(Jω) = sup
i

|ω(µi − 1 − 1

ω
)|

On a
ω(µ1 − 1 − 1

ω
) ≤ ω(µi − 1 − 1

ω
) ≤ ω(µN − 1 − 1

ω
),

et
−ω(µN − 1 − 1

ω
) ≤ −ω(µ1 − 1 − 1

ω
) ≤ −ω(µi − 1 − 1

ω
),

donc
ρ(Jω) = max

(

|ω(µN − 1 − 1

ω
)|, |− ω(µ1 − 1 − 1

ω
|)
)

dont le minimum est atteint (voir Figure 1.8) pour

ω(1 − µ1) − 1 = 1 − ω(1 − µN ) c’est–à–dire ω =
2

2 − µ1 − µN
.

1. Pour montrer l�égalité, prendre x tel que xj = sign(ai0;j) où i0 est tel que
P

j=1;:::;N jai0;jj �P
j=1;:::;N jai;jj ; 8i = 1; :::; N , et sign(s) désigne le signe de s.

2. Pour montrer l�égalité, prendre x tel que xj0 = 1 et xj = 0 si j 6= j0, où j0 est tel queP
j=1;:::;N jai;j0j =

P
i=1;:::;N jai;jj :

3. Utiliser le fait que AtA est une matrice symétrique positive pour montrer l�inégalité, et

pour l�égalité, prendre pour x le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de A.

1. Montrer que si � (A) < 1, alors 0 n�est pas valeur propre de Id+ A et Id� A.
2. Utiliser le résultat de Rayon spectral.

Exercice 07
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Exercice 09

Le système (1) s�écrit encore : Ax = b avec

A =

0BB@
2 1 0 4
�4 �2 3 �7
4 1 �2 8
0 �3 �12 �1

1CCA ; b =

0BB@
2
�9
2
2

1CCA et x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA
1ere étape :

? Le pivot a(1)11 = 2 6= 00BB@
2 1 0 4 2
�4 �2 3 �7 �9
4 1 �2 8 2
0 �3 �12 �1 2

1CCA �!

0BB@
2 1 0 4 2

0 0 3 1 �5
0 �1 �2 0 �2
0 �3 �12 �1 2

1CCA
�
A(1)

...b(1)
�
�!

�
A(2)

...b(2)
�

2eme étape :

Dans
�
A(2)

...b(2)
�
on constate que le pivot a(2)22 = 0. D�où on fait une permutation des lignes

2 et 3 (par exemple) : Ce qui revient à considerer
�
�
A
(2)...

�
b
(2)
�
avec :

8<:
�
A
(2)

= P (2)A(2)

�
b
(2)

= P (2)b(2)
o�u P (2) =

0BB 1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

1CC
On a alors : Le pivot a(2)22 6= 0 �

a
(2)
22 =

�
a
(2)

22 = �1
�

et 0BB@
2 1 0 4 2

0 �1 �2 0 �2
0 0 3 1 �5
0 �3 �12 �1 2

1CCA �!

0BB@
2 1 0 4 2
0 �1 �2 0 �2
0 0 3 1 �5
0 0 �6 �1 8

1CCA
�
�
A
(2)...

�
b
(2)
�
�!

�
A(3)

... b(3)
�

3eme étape :

? Le pivot a(3)33 = 3 6= 0

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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0BB@
2 1 0 4 2

0 �1 �2 0 �2
0 0 3 1 �5
0 �3 �12 �1 2

1CCA �!

0BB@
2 1 0 4 2
0 �1 �2 0 �2
0 0 3 1 �5
0 0 �6 �1 8

1CCA
�
A(3)

... b(3)
�
�!

�
A(4)

... b(4)
�

Résolution de A0x = b0 :

Posons
�
A0
... b0
�
=

�
A(4)

... b(4)
�
: On a alors

A0x = b0 ()

0BB@
2 1 0 4
0 �1 �2 0
0 0 3 1
0 0 0 1

1CCA
0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA =

0BB@
2
�2
�5
�2

1CCA

()

8>><>>:
2x1 + x2 � 0x3 + 4x4 = 2

� x2 � 2x3 + 0x4 = �2
3x3 + x4 = �5

x4 = �2

()

8>><>>:
x1 = 3
x2 = 4
x3 = �1
x4 = �2
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Chapitre 2

Calcul des valeurs et vecteurs propres

Les valeurs propres d�une matrice sont un outil précieux pour l�ingénieur. Comme application
principale, on notera le calcul des oscillations propres d�un système qu�il soit mécanique ou
électrique. Les valeurs propres peuvent également donner l�information contenue dans un grand
ensemble de données, telles les directions principales d�un nuage de points, ou l�information
contenue dans un grand graphe. Et la liste ne s�arrête évidemment pas là. Rappelons tout
d�abord la dé�nition mathématique d�une valeur propre et de son vecteur propre associé.

Dé�nition 2.0.1 Soit A 2 Rn�n une matrice réelle. La valeur � 2 C est une valeur propre de
A s�il existe v 2 Cn v 6= 0 (appelé vecteur propre associé �) tel que Av = �v.

La question du calcul des valeurs propres d�une matrice est fondamentale. Il est cependant
peu pratique de devoir calculer les racines du polynôme caractéristique d�une matrice det(A��I)
a�n d�en connaître les valeurs propres.
Dans cette section, nous allons montrer comment on peut obtenir très rapidement quelques

valeurs propres et leurs vecteurs propres associés en appliquant une méthode itérative, connue
sous le nom de méthode de la puissance. La question du calcul de toutes les valeurs propres
d�une matrice, bien qu�importante, déborde du cadre de ce cours.

2.1 Méthode de la puissance

Soit une matrice réelle A 2 Rn�n. Dans cette section, nous supposons que les valeurs propres
de A sont telles que
j�1j > j�2j � j�3j � ::: � j�nj
et que chaque valeur propre �i a un vecteur propre associé v(i):La méthode de la puissance

est une méthode itérative qui sert a trouver une approximation de �1. Notons l�importance de
la condition de stricte inégalité j�1j > j�2j.
Nous supposons d�abord que les vecteurs propres de A forment une base linéaire de Cn.

Nous partons d�un vecteur complexe arbitraire w(0) 2 Cn.
Celui-ci peut s�écrire comme une combinaison linéaire des di¤érents vecteurs propres de A.

On a donc
w(0) = �1v

(1) + �2v
(2) + :::+ �nv

(n) (01)
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avec �i 2 C pour tout i : Supposons encore que �1 6= 0 : Nous procédons à présent aux
di¤érentes itérations de la m ethode de la puissance. On calcule successivement
w(1) = Aw(0)

w(2) = Aw(1) = A2w(0)

...
w(k) = Aw(k�1) = Akw(0):
Si on reprend (1), on peut egalement écrire
w(k) = Akw(0)

= Ak(�1v
(1) + :::+ �nv

(n))
= �1�

k
1v
(1) + :::+ �n�

k
nv
(n)

en utilisant la propriété des vecteurs propres. Finalement, la dernière expression se rééecrit

w(k) = �k1

�
�1v

(1) + �2(
�2
�1
)kv(2) + :::+ �n(

�n
�1
)kv(n)

�
Comme j�1j > j�jj pour tout j 6= 1, tous les termes (�j�1 )

k tendent vers 0 quand k tend vers
l�in�ni. A l�in�ni, la quantité w(k) tend donc vers la
direction du vecteur propre dominant de A. En général évidemment, soit si j�1j > 1, la

quantité tend vers l�in�ni, soit si j�1j < 1, la quantité tend vers 0, et il sera di¢ cile de localiser
la vraie direction. Dans la pratique, on procède donc à la normalisation des vecteurs après
chaque étape :

z(k) =
w(k)

kw(k)k ; w
(k+1) = Az(k):

Le processus converge alors vers le vecteur propre dominant. On peut obtenir la valeur
propre dominante en calculant à chaque étape

�k = z
(k)Tw(k+1)

qui converge vers �1. En e¤et, on a

�k =
z(k)

T
Az(k)

z(k)T z(k)

qui converge vers �1 si zk converge vers v(1). Remarquons que le processus que nous venons
de décrire converge vers le vecteur propre avec une vitesse dépendant du ratio j�2j = j�1j. Plus
ce quotient est petit, plus la convergence est rapide. Le processus ne convergera donc pas vite
pour des matrices pour lesquelles les deux valeurs propres dominantes sont proches. Une façon
d�accélérer le processus est de travailler avec une matrice B = A�mI. En e¤et toutes les valeurs
propres de B sont exactement �i�m : Si on connaît une approximation des valeurs propres, il
peut être possible d�améliorer le ratio j�2 �mj = j�1 �mj. En règle générale, on n�a évidemment
pas accès aux valeurs propres et il est donc di¢ cile de trouver le m optimal. Remarquons qu�on
peut aussi se servir de cette astuce pour calculer une autre valeur propre. En e¤et, si on applique
la méthode de la puissance à B := A �mI, celle-ci va converger vers la valeur propre la plus
éloignée de m.
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Exemple
Soit la matrice A :

A =

0@ 1 2 0
2 1 0
0 0 �1

1A
On se donne le vecteur : V1 =

0@ 1
0
0

1A
à partir duquel on construit la suite de vecteurs AV1; A2V1; :::, reportée dans le tableau

ci-dessous.
� 1 5 13=5 41=13 121=41 365=121 ::::::

v
1
0
0

1
2
0

1
4
5

0

1
14
13

0

1
40
41

0

1
122
121

0

1
364
365

0
::::::

Les composantes des vecteurs de ce tableau ont été divisées par la première composante.

Il est clair que la suite des vecteurs tend vers le vecteur : u1 =

0@ 1
1
0

1A
et que la suite des valeurs de � converge vers la valeur �1 = 3:
La matrice A considérée étant symétrique, le vecteur propre de sa transposée, correspondant

à la valeur propre �1 sera :

v1 = u1 =

0@ 1
1
0

1A
Construisons à présent la matrice A1 qui est telle que :

A1 = A� �1
u1

tv1
tv1u1

=

0@ �1=2 1=2 0
1=2 �1=2 0
0 0 �1

1A

On se donne à nouveau un vecteur V1 : V1 =

0@ 1
0
0

1A
et on procède de la même manière qu�avec la matrice A

� �1
2

5 13=5 41=13

v
1
0
0

1
�1
0

1
�1
0

1
�1
0

::::::

On voit que cette suite de vecteurs converge vers le vecteur propre : u2 =

0@ 1
1
0

1A
et que la valeur propre qui lui correspond est �2 = �1:
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On recommence le processus en dé�nissant une matrice A2 à partir de A1; u1 et v2 = u2 :

A2 = A1 � �1 u2
tv2

tv2u2
=

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A
Il est clair que la valeur propre de cette matrice est �3 = �1 et que le vecteur propre est :

u3 =

0@ 0
0
1

1A
2.2 Calcul de la valeur propre de plus petit module

Il est également possible de calculer la valeur propre de plus petit module ( à condition
qu�elle soit non nulle) avec la méthode de la puissance. En e¤et,
si A est inversible, on peut voir que si � est une valeur propre de A, alors on a

Ax = �x, x = A�1 (�x), A�1x =
1

�
x

Dès lors, si est une valeur propre de A, 1
�
est une valeur propre de A�1. On en déduit aussi

que si � est la valeur propre de plus petit module de A, 1
�
sera la valeur propre de plus grand

module deA�1. On peut donc appliquer la méthode de la puissance de manière totalement
similaire avec A�1 et ecrire

z(k) =
w(k)

kw(k)k ; w
(k+1) = A�1z(k):

Remarquons que dans la dernière expression, il n�est pas nécessaire d�é¤ectuer la coûteuse
opération de l�inversion de la matrice A. On peut tout à fait se contenter d�une factorisation
LU de la matrice et résoudre le système Aw(k+1) = z(k) a chaque itération. Finalement, on
peut remarquer que l�on peut se servir de la méthode inverse de la puissance, associée à un
changement de matrice B = A�mI pour trouver la valeur propre qui est la plus proche d�un
scalaire m.

2.3 Calcul d�autres valeurs propres

Supposons que l�on ait trouvé la valeur propre dominante �1 de A. On souhaite à présent
calculer la deuxième valeur propre de plus grand module, à savoir �2.
La méthode que nous décrirons en premier lieu ne convient que pour une matrice A symé-

trique. Si �1 et v1 sont respectivement la valeur propre et le vecteur propre déj-à calculés, on
forme la matrice

A = A� �1v1v1
T

(02)

Comme la matrice A est symétrique, A1 l�est aussi. On calcule que A1v1 = 0 et que A1vj =
�jv

j pour tout vecteur propre vj associé à une valeur propre �j ; j = 2; 3; :::; n: Par conséquent,
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A1 a tous les vecteurs propres de A et toutes ses valeurs propres excepté �1 qui est remplacée
par zéro.
Lorsque �2 et v2 ont été calculés a partir de A1, le processus peut être répété en formant

A2 = A1 � �2v2v2
T
, et ainsi de suite pour la détermination des valeurs propres et vecteurs

propres restant.
Une autre méthode de dé�ation consiste à trouver une matrice nonsingulière P telle que

Pv1 = e1 où e1 est le vecteur canonique e1 = (1; 0:::0)T .
On obtient alors de Av1 = �1v1 que

PAP�1Pv1 = �1Pv
1

(PAP�1)e1 = �1e1:

La dernière égalité signi�e que la matrice PAP�1, qui a les mêmes valeurs propres que A,
doit être de la forme

PAP�1 =

0@ �1 bT

0 A1
0

1A
et la matrice d�ordre (n�1) occupant le coin inférieur droit de PAP�1 possède donc bien les

propriétés recherchées. Comme pour l�autre méthode de dé�ation, on peut répéter le processus
en calculant A2 a partir de A1 une fois �2 et v2 calculés.

2.4 Algorithme QR

La méthode que nous allons étudier maintenant s�est révélée dans la pratique comme l�une
des plus e¢ caces pour la recherche de toutes les valeurs propres d�une matrice symétrique ou
non-symétrique.
L�algorithme QR consiste a construire une suite de matrices A = A1; A2; A3; ::: au moyen

des relations

Ak = QkRk; Ak+1 = RkQk; ::: (03)

Où les matrices Qk sont orthogonales et les matrices Rk sont triangulaires supérieures.
Rappelons ce théorème d�algèbre concernant la décomposition
QR découlant du principe d�orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Théorème 2.4.1 Toute matrice A 2 Rn�n carrée non singulière peut être ecrite sous la forme
A = QR où R désigne une matrice non singulière triangulaire supérieure et où Q désigne une
matrice unitaire, c�est- à-dire QQT = QTQ = I:

On peut montrer que la matrice Ak tend vers une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.
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Théorème 2.4.2 (Convergence de l�algorithme QR) Si les valeurs propres �i, i = 1; 2; :::;n
de A satisfont les conditions

j�1j > j�2j > j�3j > ::: > j�nj (04)

alors la matrice Ak dé�nie en (4) tend vers une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments diagonaux sont les valeurs propres de A, rangées dans l�ordre des modules décroissants.

Preuve. Puisque les valeurs propres de A sont toutes di¤érentes (et réelles), il existe une
matrice non-singulière (et réelle) X, telle que :

A = XDX�1 (05)

où
D := diag(�1; �2; :::; �n)

Dé�nissons les matrices Q; R; L et U par les relations

X = QR X�1 = LU: (06)

Les matrices R et U sont triangulaires supérieures, la matrice L est triangulaire inférieure
avec tous ses éléments diagonaux égaux à 1 et la matrice Q est orthogonale. La matrice R est
non-singulière puisque X l�est également. La décomposition QR existe toujours, tandis que la
décomposition LU existe seulement si tous les mineurs principaux de X�1 sont non nuls.
Analysons maintenant en détail une étape de l�algorithme QR. On a

Ak+1 = RkQk = Q
T
kAkQk (07)

A partir de cette dernière relation on déduit

Ak+1 = P
T
k APk (08)

où
Pk := Q1Q2:::Qk (09)

Si l�on pose alors
Uk := RkRk�1:::R1 (10)

on calcule
PkUk = Q1Q2:::Qk�1 (QkRk)Rk�1:::R2R1

= Pk�1AkUk�1

= APk�1Uk�1 (11)

où la dernière égalité est obtenue grâce à (08). On obtient alors par récurrence de (11)

PkUk = A
k (12)
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Cette dernière relation montre que Pk et Uk sont les facteurs de la d écomposition QR de
la matrice Ak.
Si on reprend a présent (06), on a successivement d�après (08), (05) et (06)

Ak+1 = P
T
k APk

= P Tk XDX
�1Pk

= P Tk QRDR
�1QTPk (13)

La matrice R etant triangulaire supérieure, la matrice R�1 l�est aussi et a pour éléments
diagonaux les inverses des éléments diagonaux de R. Le produit RDR�1 est donc une matrice
triangulaire supérieure dont la diagonale est égale à D. Il su¢ t donc pour établir le théorème
de montrer que Pk ! Q:
Pour établir ce dernier fait, considérons la matrice Ak qui, étant donné (05) et (06) peut

s�écrire sous les formes

Ak = XDkX�1 = QRDkLU = QR
�
DkLD�k�DkU (14)

On constate que la matriceDkLD�k est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments
diagonaux sont égaux à 1, tandis que l�élément (i; j) est égal à lij(�i=�j)k lorsque i > j; et nous
pouvons donc écrire

DkLD�k = I + Ek où lim
k!1

Ek = 0

L�équation (14) donne alors

Ak = QR (I + Ek)D
kU

= Q
�
I +REkR

�1�RDkU

= Q (I + Fk)RD
kU

où
lim
k!1

Fk = 0

On peut alors e¤ectuer la décomposition QR de la matrice (I + Fk), soit

(I + Fk) =
~

Qk
~

Rk

où
~

Qk et
~

Rk tendent vers I puisque Fk tend vers zéro. On a donc �nalement

Ak =

�
Q
~

Qk

��
~

RkRD
kU

�
(15)

Le premier des facteurs de (15) est orthogonal et le second est triangulaire supérieur : on a
donc bien obtenu une décomposition QR de Ak. Mais cette décomposition est unique puisque

Ak est non-singulière. Comparant alors (15) et (12) on a Pk = Q
~

Qk et donc Pk ! Q puisque
~

Qk ! I.
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2.5 Méthode de Jacobi

Soit une matrice carrée symétrique A d�ordre n dont on cherche à déterminer les valeurs
propres. La méthode consiste en des transformations successives du type T�1AT qui amènent
la matrice A sous la forme diagonale. Comme les transformations de ce type ne modi�ent pas
les valeurs propres, ces dernières se trouvent, en �n de calcul, sur la diagonale de la matrice
transformée. De plus, il est possible de calculer aussi les valeurs propres Vi , i = 1; :::; n de A
en multipliant les valeurs propres �i de la matrice �nale, qui ne sont autres que les colonnes de
la matrice identité, par le produit T1T2:::Tk des matrices de transformations successives, soit :

Vi = T1T2:::Tk�i i = 1; :::; n

Dans la méthode de Jacobi, la matrice T est du type :
(p)ieme (q)ieme

colonne colonne
# #

T =

0BBBBBBBB@

1:::::::::::0 0::::::0::::::0::::::0
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

0::::::::: cos' 0::::::0 sin'::::::0
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

:::::::::::: sin' 0:::::0 � cos'::::0
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

0::::::::::::::0 0:::::::::::::::::::::1

1CCCCCCCCA
 � (p)ieme ligne
 � (q)ieme ligne
qui est égale à la matrice unité du même ordre que la matrice A, à l�exeption des éléments

tpp; tqq; tpq et tqp. p et q sont tels que l�élément apq soit le plus grand élément extra-diagonal et
où ' est tel que :

tan (2') =
2apq

app � aqq
Exemple
Soit la matrice A :

A =

0@ 1 2 0
2 1 0
0 0 �1

1A
Le plus grand élément extra-diagonal de la matrice A étant l�élément a12, l�angle ' sera tel

que :

tan (2') =
2a12

a11 � a22
Comme a11 = a22; ' = �

4
, la matrice transformation T12 s�écrit alors :

T12 =

0@ p2=2 p
2=2 0p

2=2 �
p
2=2 0

0 0 1

1A
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d�où

A1 = T12AT12 =

0@ 3 0 0
0 �1 0
0 0 �1

1A
qui est diagonale. Les valeurs propres de A1; et par conséquent de A sont donc : x1 = 3 et

x2 = x3 = �1:
Quant aux vecteurs propres, puisque le calcul s�est opéré en une seule étape, ils sont donnés

directement par les colonnes de la matrice T . On a donc :

V1 = T12

0@ 1
0
0

1A u

0@ 1
0
0

1A ; V2 = T12
0@ 0
1
0

1A u

0@ 1
�1
0

1A ; V3 = T12

0@ 0
0
1

1A u

0@ 0
0
1

1A
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Travaux dirigés 2

Exercice 01

1. Soit A ∈ MN(IR) une matrice symétrique. Soit λN ∈ IR valeur propre de A t.q. |λN | = ρ(A) et soit
x(0) ∈ IRN . On suppose que −λN n’est pas une valeur propre de A et que x(0) n’est pas orthogonal à
Ker(A − λNId). On définit la suite (x(n))n∈IN par x(n+1) = Ax(n) pour n ∈ IN. Montrer que

(a) x(n)

(λN )n → x, quand n → ∞, avec x %= 0 et Ax = λNx.

(b) ‖x(n+1)‖
‖x(n)‖ → ρ(A) quand n → ∞.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance".
2. Soit A ∈ MN(IR) une matrice inversible et b ∈ IRN . Pour calculer x t.q. Ax = b, on considère la méthode
itérative appelée “méthode I" en cours, et on suppose B symétrique. Montrer que, sauf cas particuliers à
préciser,

(a) ‖x(n+1)−x‖
‖x(n)−x‖ → ρ(B) quand n → ∞ (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence).

(b) ‖x(n+1)−x(n)‖
‖x(n)−x(n−1)‖ → ρ(B) quand n → ∞ (ceci permet d’estimer ρ(B) au cours des itérations).

Exercice 02

SoitA =

[
cos θ sin θ
sin θ 0

]

1. Calculer les valeurs propres de la matrice A.
2. Effectuer la dÈcompositionQR de la matrice A.
3. Calculer A1 = RQ et Ã1 = RQ− bId où b est le terme a122 de la matrice A1
4. Effectuer la dÈcomposition QR de A1 et Ã1, et calculer les matrices A2 = R1Q1 et Ã2 = R̃1Q̃1.

Exercice 03

1. Soit A ∈ Mn(IR) une matrice symétrique. Soit λn ∈ IR valeur propre de A t.q. |λn| = ρ(A) et soit
x(0) ∈ IRn. On suppose que −λn n’est pas une valeur propre de A et que x(0) n’est pas orthogonal à
Ker(A− λnId), ce qui revient à dire que . lorsqu’on écrit le vecteur propre x(0) dans la base des vecteurs
propres, la composante sur le vecteur propre associé à λn est non nulle. On définit la suite (x(k))n∈IN par
x(k+1) = Ax(k) pour n ∈ IN. Montrer que

(a) x(k)

(λn)n
→ x, quand k →∞, avec x 6= 0 et Ax = λnx.

(b) ‖x
(k+1)‖
‖x(k)‖ → ρ(A) quand n→∞.

Cette méthode de calcul de la plus grande valeur propre s’appelle “méthode de la puissance".

TRAVAUX DIRIGÉS 2
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2. Soit A ∈ Mn(IR) une matrice inversible et b ∈ IRn. Pour calculer x t.q.Ax = b, on considère un méthode
itérative : on se donne un choix initial x(0), et on construit la suite x(k) telle que x(k+1) = Bx(k) + c
avec c = (Id − B)A−1b, et on suppose B symétrique. On rappelle que si ρ(B) < 1, la suite tend vers x.
Montrer que, sauf cas particuliers à préciser,

(a) ‖x
(k+1)−x‖
‖x(k)−x‖ → ρ(B) quand k → ∞ (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence de la

méthode itérative).

(b) ‖x
(k+1)−x(k)‖
‖x(k−x(k−1)‖ → ρ(B) quand k →∞ (ceci permet d’estimer ρ(B) au cours des itérations).

Exercice 04

Soient u et v deux vecteurs de IRn. On rappelle que la projection orthogonale proju (v) du vecteur v sur la droite
vectorielle engendrée par u peut s’écrire de la manière suivante :

proju (v) =
v · u
u · uu,

où u · v désigne le produit scalaire des vecteurs u et v. On note ‖ · ‖ la norme euclidienne sur IRn.

1. Soient (a1, . . . , an) une base de IRn. On rappelle qu’à partir de cette base, on peut obtenir une base orthogonale
(v1, . . . , vn) et une base orthonormale (q1, . . . , qn) par le procédé de Gram-Schmidt qui s’écrit :

v1 = a1, q1 =
a1
‖a1‖

v2 = a2 − projv1 (a2), q2 =
v2
‖v2‖

v3 = a3 − projv1 (a3)− projv2 (a3), q3 =
v3
‖v3‖

v4 = a4 − projv1 (a4)− projv2 (a4)− projv3 (a4), q4 =
v4
‖v4‖

...
...

vk = ak −
k−1∑

j=1

projvj (ak), qk =
vk
‖vk‖

On a donc

vk = ak −
k−1∑

j=1

ak · vj
vj · vj

vj , qk =
vk
‖vk‖

.

1. Montrer par récurrence que la famille (v1, . . . , vn) est une base orthogonale de IRn.

2. SoientA la matrice carrée d’ordre n dont les colonnes sont les vecteurs aj et Q la matrice carrée d’ordreN dont
les colonnes sont les vecteurs qj définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.132), ce qu’on note :

A =
[
a1 a2 . . . an

]
, Q =

[
q1 q2 . . . qn

]
.
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Montrer que

ak = ‖vk‖qk +
k−1∑

j=1

ak · vj
‖vj‖

qj .

En déduire queA = QR, oùR est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

3. Montrer que pour toute matrice A ∈ Mn(IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale Q (c.à. d.
telle queQQt = Id) et une matrice triangulaire supérieureR à coefficients diagonaux positifs telles queA = QR.

4. Donner la décompositionQR de A =

[
1 4
1 0

]
.

5. On considère maintenant l’algorithme suivant (où l’on stocke la matriceQ orthogonale cherchée dans la matrice
A de départ (qui est donc écrasée)

Algorithme 1.63 (Gram-Schmidt modifié).

Pour k = 1, . . . , n,

Calcul de la norme de ak

rkk := (
∑n

i=1 a
2
ik)

1
2

Normalisation
Pour ℓ = 1, . . . , n

aℓk := aℓk/rkk
Fin pour ℓ

Pour j = k + 1, . . . , n

Produit scalaire correspondant à qk · aj
rkj :=

∑n
i=1 aikaij

On soustrait la projection de ak sur qj sur tous les vecteurs de A après k.
Pour i = k + 1, . . . , n,
aij := aij − aikrkj

Fin pour i
Fin pour j

Montrer que la matrice A résultant de cet algorithme est identique à la matriceQ donnée par la méthode de Gram-
Schmidt, et que la matrice R est celle de Gram-Schmidt. (Cet algorithme est celui qui est effectivement implanté,
car il est plus stable que le calcul par le procédé de Gram-Schmidt original. )
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1. Comme A est une matrice symétrique,A est diagonalisable dans IR. Soit (f1, . . . , fN) ∈ (IRN )N une base
orthonormée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres (λ1, . . . ,λN ) ∈ IRN . On décompose
x(0) sur (fi)i=1,...,N : x(0) =

∑N
i=1 αifi. On a donc Ax(0) =

∑N
i=1 λiαifi et Anx(0) =

∑N
i=1 λ

n
i αifi.

On en déduit :
x(n)

λn
N

=
N
∑

i=1

(
λi

λN

)n

αifi.

Comme−λN n’est pas valeur propre,

lim
n→+∞

(
λi

λN
)n = 0 si λi %= λN .

Soient λ1, . . . ,λp les valeurs propres différentes de λN , et λp+1, . . . ,λN = λN . On a donc
limn→+∞

x(n)

λn
N

=
∑N

i=p+1 αifi = x, avec Ax = λNx.

De plus, x %= 0 : en effet, x(0) /∈ (Ker(A − λNId))⊥ = V ect{f1, . . . , fp}, et donc il existe i ∈ {p +
1, . . . , N} tel que αi %= 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

‖x(n+1)‖ =
N
∑

i=1

λn+1
i αi et ‖x(n)‖ =

N
∑

i=1

λn
i αi

car (f1, . . . , fN ) est une base orthonormée. On a donc

‖x(n+1)‖
‖x(n)‖

= λn
N

‖x(n+1)

λn+1
N

‖

‖x(n)

λN
‖

→ λN
‖x‖
‖x‖ = λN lorsque n → +∞.

2. a) La méthode I s’écrit à partir de x(0) connu : x(n+1) = Bx(n) + c pour n ≥ 1, avec c = (I − B)A−1b.
On a donc

x(n+1) − x = Bx(n) + (Id − B)x − x
= B(x(n) − x).

Si y(n) = x(n) − x, on a donc y(n+1) = By(n), et d’après la question 1a) si y(0) %⊥ Ker(B − µNId)
où µN est la plus grande valeur propre de B, (avec |µN | = ρ(B)et − µN non valeur propre), alors

‖y(n+1)‖
‖y(n)‖

−→ ρ(B) lorsque n → +∞,

c’est–à–dire
‖x(n+1) − x‖
‖x(n) − x‖

−→ ρ(B) lorsque n → +∞.

Exercice 01

Suggestions et Corrigés

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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Exercice 03

1. Comme A est une matrice symétrique, A est diagonalisable dans IR. Soit (f1, . . . , fn) ∈ (IRn)n une base
orthonormée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres (λ1, . . . , λn) ∈ IRn. On décompose
x(0) sur (fi)i=1,...,n : x(0) =

∑n
i=1 αifi. On a donc Ax(0) =

∑n
i=1 λiαifi et Anx(0) =

∑n
i=1 λ

n
i αifi.

On en déduit :
x(n)

λnn
=

n∑

i=1

(
λi
λn

)n

αifi.

Comme −λn n’est pas valeur propre,

lim
n→+∞

(
λi
λn

)n = 0 si λi 6= λn.

Soient λ1, . . . , λp les valeurs propres différentes de λn, et λp+1, . . . , λn = λn. On a donc

limn→+∞
x(n)

λn
n

=
∑n

i=p+1 αifi = x, avec Ax = λnx.

De plus, x 6= 0 : en effet, x(0) /∈ (Ker(A − λnId))⊥ = V ect{f1, . . . , fp}, et donc il existe i ∈ {p +
1, . . . , n} tel que αi 6= 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

‖x(n+1)‖ =
n∑

i=1

λn+1
i αi et ‖x(n)‖ =

n∑

i=1

λni αi

car (f1, . . . , fn) est une base orthonormée. On a donc

‖x(n+1)‖
‖x(n)‖ = λnn

‖x
(n+1)

λn+1
n

‖

‖x
(n)

λn
‖
→ λn

‖x‖
‖x‖ = λn lorsque n→ +∞.

2. a) La méthode I s’écrit à partir de x(0) connu : x(n+1) = Bx(n) + c pour n ≥ 1, avec c = (I −B)A−1b.
On a donc

x(n+1) − x = Bx(n) + (Id−B)x − x
= B(x(n) − x).

Si y(n) = x(n) − x, on a donc y(n+1) = By(n), et d’après la question 1a) si y(0) 6⊥ Ker(B− µnId) où
µn est la plus grande valeur propre de B, (avec |µn| = ρ(B)et− µn non valeur propre), alors

‖y(n+1)‖
‖y(n)‖ −→ ρ(B) lorsque n→ +∞,

c’est–à–dire
‖x(n+1) − x‖
‖x(n) − x‖ −→ ρ(B) lorsque n→ +∞.
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b) On applique maintenant 1a) à y(n) = x(n+1) − x(n) avec

y(0) = x(1) − x(0) où x(1) = Ax(0).

On demande que x(1) − x(0) /∈ Ker(B − µnId)
⊥ comme en a), et on a bien y(n+1) = By(n), donc

‖y(n+1)‖
‖y(n)‖ −→ ρ(B) lorsque n→ +∞.

1. Par définition de la projection orthogonale, on a v1 · v2 = a1 · (a2 − proja1
(a2)) = 0.

Supposons la récurrence vraie au rangN−1 et montrons que vn est orthogonal à tous les vi pour i = 1, . . . , N−1.
Par définition, vn = an −

∑n−1
j=1

ak·vj
vj ·vj vj , et donc

vn · vi = an · vi −
n−1∑

j=1

an · vj
vj · vj

vj · vi = an · vi −
an · vi
vi · vi

par hypothèse de récurrence. On en déduit que vn · vi = 0 et donc que la famille (v1, . . . vn) est une base orthogo-
nale.

2. De la relation (1.132), on déduit que :

ak = vk +

k−1∑

j=1

wk · vj
vj · vj

vj , qk =
vk
‖vk‖

,

et comme vj = ‖vj‖aj , on a bien :

ak = ‖vk‖qk +
k−1∑

j=1

ak · vj
‖vj‖

qj .

La k-ième colonne de A est donc une combinaison linéaire de la k-ème colonne de Q affectée du poids ‖vk‖ et
des k − 1 premières affectées des poids ak·vj

‖lvj‖ . Ceci s’écrit sous forme matricielle A = QR où R est une matrice

carrée dont les coefficients sont Rk,k = ‖vk‖, Rj,k =
ak·vj
‖vj‖ si j < k, et Rj,k = 0 si j > k. La matrice R est donc

bien triangulaire supérieure et à coefficients diagonaux positifs.

3. Si A est inversible, par le procédé de Gram-Schmidt (1.132) on construit la matriceQ =
[
q1 q2 . . . qn

]
,

et par la question 1.b, on sait construire une matrice R triangulaire supérieure à coefficients diagonaux positifs
A = QR.

4. On a a1 =

[
1
1

]
et donc q1 = 1

2

[√
2√
2

]

Puis a2 =

[
4
0

]
et donc v2 = a2−a2·v1

v1·v1 v1 =

[
4
0

]
− 4

2

[
1
1

]
=

[
2
−2

]
.Donc q2 = 1

2

[ √
2

−
√
2

]
, etQ = 1

2

[√
2
√
2√

2 −
√
2

]
.

Enfin, R =

[‖v1‖ a2·v1
‖v1‖

0 ‖v1‖

]
=

[√
2 2

√
2

0 2
√
2

]
, et Q = 1

2

[√
2
√
2√

2 −
√
2

]
.

Exercice 04
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Chapitre 3

Résolution d�équations et systèmes non
linéaires

3.1 Racines de l�équation f (x) = 0

Dé�nition 3.1.1 Soit f une fonction de R dans R dont le domaine de dé�nition est une partie
Df de R . On dit que � 2 Df est une racine de l�équation

f(x) = 0 (1)

, si
f(�) = 0 (2)

Résoudre l�équation (1) c�est trouver tous les nombres réels � tels que (2) soit véri�ée.
En d�autres termes, on cherche à déterminer l�ensemble
Z (f) = fx 2 Df=f(x) = 0g, appelé les de f . Z (f) est donc l�ensemble des racinees de f(x) = 0:
Il n�est pas toujours possible de résoudre complétement ce probléme pour toutes formes de fonc-
tions f . Z (f) peut en e¤et, avoir un grand nombre de structures possibles.

Exemples 2.1
1- Soit f(x) = ax2+bx+c; a; b; c 2 R, avec Df = R: Alors ker f contient au plus deux éléments
et peut aussi être vide.
2- Soit f(x) = sin(x) et Df = R+; alors les racines de l�équation f(x) = 0 sont en nombres
in�ni dénombrable et Z (f) = fx 2 R+=x = k�; k = 0; 1; 2; 3; :::g
3- Pour f dé�nie par

f(x) =

�
sin( 1

x
) si x > 0

0 si x � 0
Les racines de l�équation f(x) = 0 sont dans ce cas la demi droite négative R� et les éléments
de la suite S =

�
1
k�
; k = 1; 2; 3; :::

	
:

Ainsi Z (f) = R� [
�
x 2 R = x = 1

k�
; k = 1; 2; 3; :::

	
On peut remarquer qu�il existe (au moins) une racine dans S (di¤érente de 0) aussi prés que
l�on veut de 0: On dit que 0 est un point d�accumulation de la suite S:
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3.2. SÉPARATION DES RACINES

Dé�nition 3.1.2 On dit qu�une racine � d�une équation f(x) = 0 est séparable si on peut
trouver un intervalle [a; b] tel que � soit la seule racine de cette équation dans [a; b] ; ou encore
si Z (f) \ [a; b] = f�g
La racine � est alors dite séparée ( on dit aussi racine isolée).

Remarque 3.1.1 Dans les deux cas 1 et 2 de l�exemple 2:1 ci-dessus, toutes les racines sont
séparables. Par contre dans le cas 3, les seules racines séparables sont les éléments de S. Les
éléments de S qui sont les plus prés de 0 sont les plus di¢ cile à séparer. La longueur de
l�intervalle [a; b] de la dé�nition 2:2 devient en e¤et, de plus en plus petite au fur et à mesure
que l�on s�approche de 0 dans S.

3.2 Séparation des racines

Il n�y a pas de méthode générale pour séparer les racines d�une équation f(x) = 0.
Pratiquement, en dehors de l�étude théorique directe de f si f est donnée analytiquement, on
utilise deux types de méthodes : une méthode graphique et une méthode de balayage.

3.2.1 Méthode graphique

Soit on trace (expérimentalement ou par étude des variations de f) le graphe de la fonction f
et on cherche son intersection avec l�axe Ox: Soit on décompose f en deux fonctions f1 et f2
simples à étudier, telles que : f = f1 � f2; et on cherche les points d�intersection des graphes
de f1 et f2, dont les abscisses sont exactement les racines de l�équation f(x) = 0

Remarque 3.2.1 On choisit souvent f1 et f2 de façon à ce que leur courbes soient des courbes
connues.

Exemples 2.2
1- Soit à résoudre graphiquement l�équation : x2 � a = 0; où a > 0; �xé. (D = R)
Les variations et la courbe représentative de la fonction f(x) = x2 � a sont données par le
tableau et le graphe suivants :
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CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

Bien que dans cet exemple les solutions soient évidement connues (x = +
p
a): on voit que

l�intersection du graphe de la fonction f(x) = x2 � a avec l�axe Ox permet de localiser les
racines de l�équation f(x) = 0:
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3.2. SÉPARATION DES RACINES

2- Soit l�équation (�) x log x = 1; x > 0 (D = R�+)
Cette équation s�écrit encore sous la forme : log x = 1

x
; En posant f1(x) = log x: f2(x) = 1

x
et

f(x) = f1(x) � f2(x) = log x� 1
x
; l�équation (�) devient équivalente à f(x) = f1(x) � f2(x) = 0:

Les variations des fonctions f1 et f2 sont données par les courbes ci-dessous :
L�abscisse du point d�intersection des deux courbes permet de localiser la solution de (�) et

fournit même une (première) approximation de celle-ci (et ceci en utilisant, par exemple, du
papier millimètré ou encore en graduant les deux axes).

3.2.2 Méthode de balayage

On considère une suite croissante �nie fxig ; (i = 0; 1; :::; n) de valeurs de x réparties sur l�inter-
vale [a; b] contenu dans le domaine de dé�nition D de f . Si f est continue et si f(xi)f(xi+1) < 0
alors il existe entre xi et xi+1 au moins une racine de f(x) = 0 (c�est le théorème classique des
valeurs intermédiaires).
La méthode consiste donc à déterminer parmi les quantités f(xi)f(xi+1); (i = 0; 1; :::; n) celles
qui sont négatives.
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Remarque 2.3
1- La méthode de balayage ne permet de conclure qu�à l�existence d�(au moins) une racine dans
un intervalle [xi; xi+1] :
� Si une racine � est double (f(�) = f 0(�) = 0 et f"(�) 6= 0); cette méthode ne permet pas de
la séparer.



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

2- L�intervalle de départ [a; b] doit être su¢ samment grand a�n de contenir les racines éven-
tuelles de l�équation f(x) = 0; mais sauf dans des cas particulier, on ne peut pas estimer
correctement sa longueur.

3.3 Approximation des racines : Méthodes itérative

Dé�nition 3.3.1 On appelle méthode itérative un procédé de calcul de la forme :

xk+1 = F (xk); k = 0; 1; 2; ::: (a)

dans lequel on part d�une valeur (approchée) x0 pour calculer x1; puis à l�aide de x1 on calcule
x2, etc...
La formule (a) est dite formule de récurrence.
Le procédé est dit convergent si la suite (xk) est convergente.

Parmi les méthode numérique en général et les méthode itératives en particulier, les plus
puissantes permettant la résolution approchée des équations de la forme f(x) = 0 �gure la
méthode suivante :
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� De même, si deux racines sont trés voisines, on risque de ne pas les séparer dans le processus
ci-dessus comme le montre la �gure suivante :



3.3. APPROXIMATION DES RACINES : MÉTHODES ITÉRATIVE

3.3.1 Méthode de Newton-Raphson

Notons par x� une racine (exacte) recharchée et par x0 une valeur approchée de x�.
On suppose que f est de classe C1 au voisinage de x�. Le développement de Taylor d�ordre
deux de f nous donne :

f(x�) = f(x0) + f
0(x0)(x

� � x0) +
f"(�)

2
(x� � x0)2 où � 2 (x�; x0)

et comme f(x�) = 0, on supposant f(x0) 6= 0; on aurra :

x� = x0 �
f(x0)

f 0(x0)
� f"(�)

2f 0(x0)
(x� � x0)2 (b)

et en négligeant le reste R2 = � f"(�)
2f 0(x0)

(x� � x0)2; la quantité x0 � f(x0)
f 0(x0)

dans (b) qu�on notera
x1, constitue alors une valeur approchée améliorée de x�.
En itérant le procédé on trouve la formule de récurrence :

xk+1 = xk �
f(xk)

f 0(xk)
k = 0; 1; 2; :::

qu�on appelle : Formule de récurrence de Newton-Raphson.

Géométriquement :

tg(�) = f(xk)
4xk = f

0(xk) où 4xk = xk � xk+1

et donc 4xk = f(xk)
f 0(xk)

= xk � xk+1 ) xk+1 = xk � f(xk)
f 0(xk)

Commentaire 2.1 Une méthode itérative ne présente de l�intérêt que si elle est convergente
(vers les valeurs recherchées), et c�est dans ce sens que l�on étudiera la convergence de la méthode
de Newton-Raphson de manière plus approfondie plus bas.
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CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

Exemple 2.3 (Calcul itérative de la valeur inverse)
Soit a > 0 donné. On désire calculer son inverse 1

a
:

On peut ramener le problème à la résolution de l�équation f(x) = 1
x
� a = 0: Selon la formule

de Newton-Raphson, nous avons :

xk+1 = xk �
f(xk)

f 0(xk)
= 2xk � a x2k

Remarquons que dans cette formule de récurrence on ne fait pas de division.
Pour a = 7 et on partant de x0 = 0:2; le calcul donne :
x1 = 0:12; x2 = 0:1392; x3 = 0:14276352; x4 = 0:142857081; ::: et cette suite converge vers
1
7
= 0:142857142:::

Exemple 2.4 (Comparaison de di¤érentes formules de récurrence)
Soit à résoudre l�équation x = e

1
x=exp( 1

x
) (1)

L�équation (1) peut être transformée de di¤érentes manières a�n de se mettre sous la forme
f(x) = 0:
i) x = exp( 1

x
), x� exp( 1

x
) = f(x) = 0

La formule de Newton-Raphson donne :

xk+1 = xk � x2k
xk � exp( 1xk )
x2k � exp( 1xk )

(i)

ii) Posons y = 1
x
:

L�équation (1) devient alors 1
y
� exp(y), 1� y � exp(y) = f(y) = 0 et la formule de Newton-

Raphson donne encore :

yk+1 = yk +
exp(�yk)� yk

1 + yk
(ii)

iii) x = exp( 1
x
), log(x) = 1

x
, 1� x log(x) = f(x) = 0 et la formule de Newton-Raphson

donne en�n :

xk+1 = xk +
1� xk log(xk)
1 + log(xk)

(iii)

Nous disposons ainsi de trois formules récurrentes di¤érentes pour le même problème, et on
constate que les formules (ii) et (iii) sont mieux adaptées au calcul que la formule (i)

En étudiant les variations de f , par exemple f(x) = x � exp( 1
x
); on constate qu�il n�existe

qu�une seule racine x� de (1); et qu�elle se trouve au voisinage de x0 = 1:8 .
Et delà :
Pour le (ii) : En partant de y0 = 0:6 ' 1

1:8
; nous obtenons :

y1 = 0:568007; y2 = 0:567144; y3 = 0:567143; etc::: et x� ' 1
y3
' 1:763223

Pour le (iii) : En partant de x0 = 1:8 :
x1 = 1:763461; x2 = 1:763223; x3 = 1:763223; etc::: et x� ' 1:763223 = x3
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3.3. APPROXIMATION DES RACINES : MÉTHODES ITÉRATIVE

Critère d�arrêt dans la méthode de Newton-Raphson

Soit x� une racine isolée de l�équation f(x) = 0; x0 une approximation de x� et (xk) la suite des
approximations obtenue a l�aide de la formule de récurence de Newton-Raphson. On suppose
que f est de classe C1 au voisinage de x�.
Le développement de Taylor a l�ordre 1 donne, pour k 2 N :

f(xk) = f(x
�) + f 0(�)(xk � x�); � 2 (xk; x�)

donc xk � x� = f(xk)
f 0(�) ; où

f(xk)
f 0(xk)

2 (xk; x�)

D�autre part : xk+1 = xk � f(xk)
f 0(xk)

=) xk+1 � xk = � f(xk)
f 0(xk)

et on fait l�approximation f 0(�) ' f 0(xk) pour obtenir en�n : jxk � x�j ' jxk+1 � xkj :
Ainsi, si on veut calculer une approximation de x� avec n décimales exactes, il su¢ t d�aller
dans les itérations jusqu�a ce que k véri�e :

jxk+1 � xkj � 0:5 10�n.

3.3.2 Méthode de Newton-Raphson pour deux inconnues

Soit à résoudre le systéme d�équations non linéaires :�
F (x; y) = 0
G(x; y) = 0

où F et G sont des fonctions données des variables indépendantes x et y:
Soit (x0;y0) une valeur approchée déune solution exacte (x�; y�):

Posons : �
x� = x0 + "0
y� = y0 + �0

où "0 et �0 sont les erreurs absolues de x0 et y0:

En faisant un développement de Taylor à l�ordre 1 des deux fonctions F et G au point (x0; y0),
on obtient :

0 = F (x�; y�) = F (x0 + "0; y0 + �0) = F (x0; y0) +
@F

@x
(x0; y0):"0 +

@F

@x
(x0; y0):�0 +R0

où R0 = reste = termes d�ordres supérieurs à 1 en "0 et �0:
et

0 = G(x�; y�) = G(x0 + "0; y0 + �0) = G(x0; y0) +
@G

@x
(x0; y0):"0 +

@G

@x
(x0; y0)�0 +R1

67



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

où R1 = reste = termes d�ordres superieurs à 1 en "0 et �0.
Ou bien sous forme matricielle :�

0
0

�
=

�
F
G

�
(x0;y0)

+

� @F
@x

@F
@y

@G
@x

@G
@y

�
(x0;y0)

:

�
"0
�0

�
+

�
R0
R1

�

On suppose l�existence de
� @F

@x
@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
, et donc :

�
"0
�0

�
=

�
x�

y�

�
�
�
x0
y0

�
= �

� @F
@x

@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
(x0;y0)

:

�
F
G

�
(x0;y0)

+
termes dordre supér-
ieurs à 1en "0 et �0:

delà :�
x�

y�

�
=

�
x0
y0

�
�
� @F

@x
@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
(x0;y0)

:

�
F
G

�
(x0;y0)

+
termes dordre supérieurs à

1 en "0 et �0:

Et en négligeante le reste qui est formé des termes d�ordres supérieurs à 1, la quantité :�
x0
y0

�
�
� @F

@x
@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
(x0;y0)

:

�
F
G

�
(x0;y0)

devient une approximation (x1; y1) de la valeur exacte (x�; y�).
Ainsi : �

x1
y1

�
=

�
x0
y0

�
�
� @F

@x
@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
(x0;y0)

:

�
F
G

�
(x0;y0)

et en itérant le procédé, on trouve la formule de récurrence de Newton-Raphson pour
deux inconnues :�

xk+1
yk+1

�
=

�
x0
y0

�
�
� @F

@x
@F
@y

@G
@x

@G
@y

��1
(xk;yk)

:

�
F
G

�
(xk;yk)

; k = 0; 1; 2; :::

Exemples 2.5 Soit à résoudre l�équation : x = 2 sinx (a)
1éme méthode : On pose f (x) = x � 2 sinx; et en utilisant la méthode récurrente de Newton-
Raphson pour une seule variable, a�n de résoudre l�équations f(x) = 2 sin x = 0, on aura :

xk+1 = xk �
f(xk)

f 0(xk)
= xk �

xk � 2 sin xk
1� 2 cos xk

; k = 0; 1; 2; :::
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2éme méthode : On décompose (a) en un système de deux équations�
y = x
y = 2 sinx

()
�
F (x; y) = y � x = 0
G(x; y) = y � 2 sin x = 0

et la formule de récurrence de Newton-Raphson pour deux inconnues devient :�
xk+1
yk+1

�
=

�
xk
yk

�
�
�

�1 1
�2 sin xk 1

��1
:

�
yk � xk

yk � 2 sinxk

�
; k = 0; 1; 2; :::

3.3.3 La méthode de Newton-Raphson et les polynôme

On suppose que f est un polynôme Pn de dégré n à coe¢ cients réels, n�ayant que des racines
distinctes :

f(x) = Pn(x) = a0x
n + a1x

n�1 + :::+ an�1x+ an; a0 6= 0
Question : Estimer les racines réelles de l�équation non linéaire Pn(x) = 0.

Dé�nition 3.3.2 On appelle suite de sturm la suite dé�nie par :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

S0(x) = Pn(x)
S1(x) = P

0
n(x)

S2(x) = �Reste(S0(x)=S1(x))
...

Si(x) = �Reste(Si�2(x)=Si�1(x))
...

Sn(x) = �Reste(Sn�2(x)=Sn�1(x))

Théorème 3.3.1 (Théorème de Sturm : Nombres de racines réelles)
Le nombre de solutions réelles (qui sont supposées simples) de l�équation Pn(x) = 0 est égale à
N(a)�N(b) ou N(�) est le nombre de changement de signe de la suite fSi(�)g : Les réelles a
et b étant les extrémités de l�intervalle contenant les racines.

Théorème 3.3.2 (Localisation) Les racines réelles de l�équation Pn(x) = 0 sont contenues

dans l�intervalle ]�T; T [ avec T = 1 + 1

ja0j

�
max
i=1;n

jaij
�
.

Propriété 2.1 Si la suite Si est d�ordre p ie : Sp+1(x) = 0; (p < n);
alors : les racines multiples de Pn(x) sont les racines simples de Sp(x).

Remarque 3.3.1 La divergence, dans le cas des polynômes, de la méthode de Newton-Raphson
est due à deus raisons :
1- Soit au mauvais choix de x0.
2- Soit qu�on n�a pas de racines réelles.
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Exemples 2.6 Résoudre par la méthode de Newton-Raphson, l�équation :

x3 � 3x2 + x� 3 = 0

� Localisation des solutions :
T = 1 +

1

ja0j

�
max
i=1;n

jaij
�
= 4: Et donc les solution de l�équation considérée, si elles existent, se

trouvent contenues dans l�intervalle ] �4; 4[ :
� Nombre de racines :
Conciderons pour celà la suite de Sturm associée au polynôme P3(x) = x3 � 3x2 + x� 3:8>>>><>>>>:

S0(x) = P3(x) = x
3 � 3x2 + x� 3

S1(x) = P
0
3(x) = 3x

2 � 6x+ 1
S2(x) = �Reste(S0(x)=S1(x)) = �Reste(x3 � 3x2 + x� 3=3x2 � 6x+ 1)

= x+ 2 (à un facteur multiplicatife canstant prés)
S3(x) = �Reste(S1(x)=S2(x)) = �Reste(3x2 � 6x+ 1=x+ 2) = �25

Nous avons alors :
S0(x) S1(x) S2(x) S3(x) N(�)
� + � � 2
+ + + � 1

Le nombre de racines réelles de l�équation concidérée est donc 2� 1 = 1:
� Résoudre par la méthode de Newton-Raphson :
Pour cela précisons encore plus l�intervalle contenant la racine cherchée x�:
Nous avons P3(0) = �3 et P3(4) � 0; alors x� 2 [0 ; 4] : Prenons par exemple x0 = 0: Nous
avons alors :

x1 = x0 �
P3(x0)

P 03(x0)
= 3, et x2 = x1 �

P3(x1)

P 03(x1)
= x1: De même xk = 3 = x1:

Ainsi, nous obtenons une suite stationnaire qui donne dans ce cas, non pas une racine approchée
mais carrément la racine exacte égale à 3.

3.3.4 Méthode de point �xe

Dé�nition 3.3.3 Soit f : R ! R une application continue. On dit que x� 2 R est un point
�xe de f si f(x�) = x�.

Commentaire 2.2 La résolution d�un problème à l�aide d�une formule de récurrence xk+1 =
f(xk); k 2 N peut etre considérée comme détemination d�un point �xe de la fonction f:

En e¤et : Soit (xk) la suite défnie par xk+1 = f(xk), On suppose qu�elle converge vers une
valeur qu�on notera x�. Par passage à limite dans l�expression xk+1 = f(xk), on obtient :

lim
k!1

xk+1 = lim
k!1

f(xk) () lim
k!1

xk+1 = f( lim
k!1

xk) (par continuité de f)
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() x� = f(x�) (car lim
k!1

xk = x
�)

et donc x�est un point �xe de f:

Théorème 3.3.3 (Théorème du point �xe) Supposons que f est dé�nie sur l�intervalle [a ,b]
et satisfait aux conditions suivantes :
i) f ([a ,b]) � [a,b] ie : 8 x 2 [a,b], a � f(x) � b
ii) f est contractante ie :9L 2 R; 0 � L < 1 tel que

8x; y 2 [a,b] : jf(x)� f(y)j � L jx� yj

Alors : f admet un point �xe unique x� 2 [a,b] : De plus, pour tout point x0 2 [a,b] ; la suite
(xk) dé�nie par xk+1 = f(xk) converge vers x�:

Commentaire 2.3 La condition ii) entraine(xk) :
1. La continuité de f dans [a,b]
2. En divisant l�inégalité par jx� yj et en passant à la limite quand y
tend vers x, on obtient :

��f 0(x)�� � L < 1; et ceci en supposant que f
est dérivable au point x:

Démonstration du théorème du point �xe

Existence du point �xe : Soient x0 un point initial dans [a,b] et (xk) la suite associée à f .
Pour montrer que la suite (xk) converge, on va montrer qu�elle est de Cauchy.
Le point �xe sera alors la limite de (xk):
Soit k 2 N; alors
jxk+1 � xkj = jf(xk)� f(xk�1)j � L jxk � xk�1j :
et par récurrence, on démontre que :

jxk+1 � xkj � L jxk � xk�1j � � � � � Lk jx1 � x0j

et pour n > k; en écrivant :

xn � xk = (xn � xn�1) + (xn�1 � xn�2) + � � �+ (xk+1 � xk);

nous aurons :
jxn � xkj � jxn � xn�1j+ jxn�1 � xn�2j+ � � �+ jxk+1 � xkj

� (Ln�1 + Ln�2 + � � �+ Lk) jx1 � x0j

� Lk 1� L
n�k

1� L jx1 � x0j
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� Lk

1� L jx1 � x0j

et delà on déduit que (xk) est une suite de Cauchy, donc elle converge vers x� 2 [a,b] :
Montrons que x� est un point �xe.
En e¤et : l�égalité xk+1 = f(xk) et la continuité de f entrainent que
x� = f(x�):
Unicité de point �xe : Supposons qu�il existe un autre point �xe y� avec
y� 6= x�.
Alors :

0 < jy� � x�j = jf(y�)� f(x�)j � L jy� � x�j < jy� � x�j car L � 1

ce qui est absurde x� est donc unique.

Interpprétation géométrique du théorème du point �xe
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Critére d�arrêt n�1

Soit f : [a; b] ! R satisfaisant aux hypothèses du théorème du point �xe, et soit (xk) la
suite des approximations dé�nie par xk+1 = f(xk); k = 0; 1; 2; :::
Pour k; n 2 N, n > k :

jxk � xnj = jf(xk�1)� f(xn�1)j � L jxk�1 � xn�1j

et par récurrence :

jxk � xnj � L jxk�1 � xn�1j � L2 jxk�2 � xn�2j � � � � � Lk jx0 � xn�kj � Lk jb� aj

En passant à la limite sur n, on obtient : jxk � x�j � Lk(b� a).
Ainsi, si on désire calculer une approximation xk de x� avec n décimales exactes, il su¢ t d�arrêter
les itérations à k véri�ant :

k �
log(0;5 10

�n

b�a )

logL

Critére d�arrêt n�2

Soit k 2 N :
jxk+1 � x�j = jf(xk)� f(x�)j � L jxk � x�j � L jxk � xk+1j+L jxk+1 � x�j � L jxk � xk+1j+
L jxk+1 � x�j
) jxk+1 � x�j (1� L) � L jxk � xk+1j
) jxk+1 � x�j � L

1�L jxk � xk+1j
et donc pour avoir n décimales exactes, on arrête les itérations lorsque :

jxk � xk+1j �
1� L
L

0:5 10�n

Remarque 3.3.2 Généralement L est assez petit pour que 2L < 1, et delà L < 1�L, et donc
1 < (1� L)=L. Conséquence : au lieu du critère d�arrête ci dessus on impose la condition

jxk � xk+1j � 0:5 10�n:

Exemple 2.7 (Résolution itérative de l�équation quadratique)
Soit à résoudre, à l�aide de la méthode du point �xe, l�équation

(a) '(x) = x2 � 100x+ 1 = 0

On remarquera que (a) admet deux racines réelles x�1 et x
�
2, l�une au voisinage de 10

�2 et l�autre
au voisinage de 102.
Pour x�1 : En tenant compte du fait que x

�
1 ' 10�2, l�équation (a) peut se mettre sous la forme :

73



CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

x = f(x) = 1
100
(x2 + 1) et la formule de récurrence est donnée par :

xk+1 = f(xk) =
1
100
(x2k+1). Comme f

0(x) = 2
100
x = 0:02x est petit, prenons l�intervalle [10�2; 1]

comme voisinage de x�1.
Nous avons, en e¤et :

'(10�2) = 10�4 > 0
'(1) = �98 < 0

�
) x�1 2 [10�2; 1]:

et on véri�e aisement que :
i)- f([10�2; 1]) = [f(10�2); f(1)] � [10�2; 1]
ii)- Pour L = 0:02, f est contractante
Ainsi : 8x0 2 [10�2; 1], la suite (xk) converge vers x�1 2 [10�2; 1].
Prenons par exemple, x0 = 1. On calcule :
x1 = 0:02 ; x2 = 0:010004 ; x3 = 0:0100010008 ; x4 = 0:0100010020017 donc : x�1 ' 0:010001002002
(11 c.s.e)

Pour x�2 : En tenant compte du fait que x
�
2 ' 102, l�équation (a) peut se méttre sous la forme :

x2 = 100x� 1, puis en divisant par x en trouve la formule de récurrence :
xk+1 = 100� 1

xk
= f(xk), où f(x) = 100� 1

x
. Comme f 0(x) = 1

x2
est petit pour x assez grand,

prenons l�intervalle [10; 102] comme voisinage de x�2.
Nous avons, en e¤et :

'(10) = �990 < 0
'(102) = 1 > 0

�
) x�2 2 [10; 102]:

et on véri�e que :
i)- f([10; 102]) = [f(10); f(102)] � [10; 102]
ii)- Pour L = 0:01, f est contractante
Ainsi : 8x0 2 [10; 102], la suite (xk) converge vers x�2 2 [10; 102].
Prenons par exemple, x0 = 10. On calcule : (avec 5 décimales exactes)
x1 = 99:9 ; x2 = 99:989990 ; x3 = 99:989990 ; x4 = 99:989999
donc : x�2 ' 99:99000� 10�5

3.3.5 Accélération de la convergence

Lemme 3.3.1 On suppose que f 0 existe. Plus f 0(x�) est petite, plus la convergence est rapide.

Preuve.
On pose E
k = xk � x�, et un développement de Taylor de f nous donne :

xk+1 = f(xk) = f(x
� + Ek) = f(x

�) + Ekf
0(x�) +

E2k
2!
f 00(x�) + � � �

En négligeant les termes d�ordre supérieur à 1 en Ek, il vient :
xk+1 � f(x�) = xk+1 � x� ' f 0(x�):Ek )= Ek+1 = xk+1 � x� ' f 0(x�):Ek
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Comme (Ek) est une suite convergente vers zéro (0), on voit que plus f 0(x�) est petit, plus la
convergence est rapide.

Accélération

Soit � 6= �1. posons G(x) = �x+ f(x)

1 + �
.

Comme f(x) = x , G(x) = x : alors, x� est un point �xe de f si et suelement si il l�est pour
G.

On a G0(x) =
�+ f 0(x)

1 + �
; donc G0(x�) =

�+ f 0(x�)

1 + �
. Il su¢ t alors de prendre � voisin de �f 0(x�)

pourvu que f 0(x�) soit petit. Et donc d�aprés le lemme 2.1, la convergence sera plus rapide que
celle donnée par f(x) = x.

Algorithme d�accélération

1. Calculer x0, x1,:::, xn par la méthode lente :�
x0 2 [a; b]
xk+1 = f(xk), k = 0,1,...,n� 1

où n est choisi selon chaque cas
2. On pose � = �f 0(xn)
3. On calcule les approximations suivantes par

xk+1 = G(xk), k = n,n+ 1,... où G(x) =
�x+ f(x)

1 + �

Exemple 2.8 Soit à résoudre l�équation

(1) x = e�x:

L�équation (1) admet un point �xe dans R.
On véri�e même qu�il est dans
l�intervalle [0:5,0:6].

1- Posons x0 = 0:5. On a alors, x1 = f(x0) = e�0:5 = 0:6065306 ' 0:61 et x2 = f(x1) = e�0:61 =
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0:5433508 ' 0:54
On constate que les di¤érences jx0 � x1j et jx1 � x2j (etc..) sont assez importantes, alors on
arrête là la méthode est lente et :
2- n = 2 : �f 0(x2) = e�0:54 = 0:5827482 ' 0:58 = �
3- Puis, on pose : G(x) = 0:58x+e�x

1:58
et si on veut calculer x� avec sept(07) décimales exactes, on

applique, par exemple, le critére d�arrêt n�1, pour l�algorithme :8<:
�
x0 = 0:54 2 [0:5; 0:6]
�
xk+1 = G(

�
xk) =

0:58
�
xk + e

�
�xk

1:58

alors k védi�e k �
log(

0:5 10�7

0:6� 0:5)

log 0:02
' 3:7 où 0:02 � max

[0:5;0:6]
jG0(x)j et donc, on prend k = 4.

Ainsi :

�
x1 = G(

�
x0) = 0:56705684

�
x2 = G(

�
x1) = 0:56714259

�
x3 = G(

�
x2) = 0:56714328

�
x4 = G(

�
x3) = 0:56714329

d�où x� = 0:5671433� 0:5 10�7
Question : Déterminer le nombre d�itérations correspondant au cas de la méthode lente (Ré-
ponse : k = 30).

3.3.6 Convergence de la méthode de newton-Raphson

Reprenons la formule de Newton-Raphson :

xk+1 = xk �
f(xk)

f 0(xk)
; k = 0; 1; 2; :::

On a donc : xk+1 = g(xk), où g(x) = xk �
f(xk)

f 0(xk)
.

Et comme g0(x) = 1� (f
0(x))2 � f(x)f 00(x)

(f 0(x))2
=
f(x)f 00(x)

(f 0(x))2
; alors pour

x = x�, x� étant une racine séparée de l�équation f(x) = 0, on a g0(x) = 0 (puisque f(x�) = 0)
et delà jg0(x)j < 1 au "voisinage" de x�. Conséquence : les conditions i) et ii) du théorème du
point �xe sont alors réalisées, et par suite, on a convergence de la suite (xk) vers x�.
Et c�est dans ce but qu�on choisit comme voisinage de x� un intervalle [a; b] telle que :
1. x� 2 [a; b]
2. f est de classe C2 sur [a; b]
3. f 0 6= 0 sur [a; b]

Et on ver�era ci-après qu�avec une condition supplémentaire sur l�intervalle [a; b], la suite (xk)
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converge vers x�, 8x0 2 [a; b].

Commentaire 2.4

� f étant de classe C2 sur [a; b], f 00 est continue sur [a; b] et donc bornée
sur [a; b] par une constante M > 0 de manière à ce qu�on ait : 8x 2 [a; b],
jf 00(x)j �M

� f 0 ne s�annulant pas sur [a; b], il existe m > 0 tel que : 8 x 2 [a; b],
jf 0(x)j � m

Sous les hypothèses 1), 2) et 3), faisons un developpement de taylor de f à l�ordre 1 au voisinage
de xk. On obtien :

f(x) = f(xk) + f
0(xk)(x� xk) +

1

2
f 00(�k)(x� xk)2, où �k 2 (x; xk)

comme f(x) = 0 pour x = x�, il s�ensuit :

0 = f(xk) + f
0(xk)(x

� � xk) +
1

2
f 00(�k)(x

� � xk)2, où �k 2 (x; xk)

en divisant par f 0(xk) 6= 0 et on translatant, on aura :

� f(xk)
f 0(xk)

= x� � xk +
f 00(�k)(x

� � xk)2
2f 0(xk)

or : xk+1 = xk �
f(xk)

f 0(xk)
) � f(xk)

f 0(xk)
= xk+1 � xk

D�où, après simpli�cation : xk+1 � x� =
f 00(�k)(x

� � xk)2
2f 0(xk)

et comme jf 00(x)j �M et jf 0(x)j � m > 0; on aboutit alors à :

jxk+1 � x�j �
M jx� � xkj2

2m
(�)

On constate que l�erreur absolue de la (k+1)eme approximation est proportionnelle au carré
de l�erreur absolue de la keme approximation. On dit que la méthode de Newton-Raphson est
une méthode itérative du deuxième ordre.

Posons C =
M

2m
. L�inégalité (*) entraîne par induction :

jxk+1 � x�j � C jxk � x�j2 � C3 jxk�1 � x�j4 � ::: � C2
k+1�1 jx0 � x�j2

k+1

ou encore jxk � x�j � C2
k�1 jx0 � x�j2

k

comme : jx0 � x�j � jb� aj = b� a, alors jxk � x�j � C2
k�1(b� a)2k

ou encore :
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jxk � x�j �
[C(b� a)]2k

C
, k = 0; 1; 2; :::

Il y a donc convergence vers x� si C(b� a) = M

2m
(b� a) < 1, et c�est pour cette raison que

l�on choisit [a; b] de longueur b� a < 2m

M
.

Conclusion :
Si en plus des conditions 1), 2) et 3), on choisit [a; b] tel que b � a < 2m

M
, alors : 8 x0 2 [a; b],

l�algorithme de Newton-Raphson converge ( vers x� ).

Remarque 3.3.3 (choix de l�approximation initiale x0) Le point x0 est généralement choisi
de manière à ce que f(x0)f 00(x0) > 0 (en particulier x0 = a ou x0 = b si cette condition est
satisfaite).

3.3.7 Méthode de la sécante

Dans certaines circonstances (si f provient d�un calcul expérimental par exemple), on ne peut
calculer f 0. L�idée est alors de remplacer f 0 par le taux d�accroissement de f sur un petit
intervalle.
Supposons que x0 et x1 soient deux valeurs approchées de la racine x� de l�équation

f(x) = 0 avec x0 < x� < x1.

Le taux d�accroissement de f sur [x0; x1] est :

� 1 =
f(x1)� f(x0)
x1 � x0

et l�équation de la sécante (en x0 et x1 ) est :
y = � 1(x� x1) + f(x1) (1)

On obtient une nouvelle approximation x2 de x� en calculant l�abscisse du point d�intersection
de la sécante avec l�axe Ox :

x2 = x1 �
f(x1)

� 1
(obtenu en posant y = 0 dans(1))
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et, on itère ce procédé pour obtenir :

� k =
f(xk)� f(xk�1)
xk � xk�1

et xk+1 = xk �
f(xk)

� k

L�algorithme correspondant est : Algorithme de la sécante :8<: x0 , x1 donnés

xk+1 = xk �
f(xk)

f(xk)� f(xk�1)
(xk � xk�1) , k 2 N�

Critère d�arrêt
C�est le même que celui correspondant à la méthode de Newton-Raphson.

3.3.8 Méthode de dichotomie

L�idée : Construction d�une suite d�intervalles de plus en plus petits contenant une racine isolée
de l�équation f(x) = 0.
L�outil utilisé : Théorème des valeurs intermédiaires.

Théorème 3.3.4 (Théorème des valeurs intermédiaires) Soit f : [a; b] ! R continue,
avec f(a)f(b) < 0. Alors : il existe au moins x� 2 ]a; b[ tel que : f(x�) = 0

Remarque 3.3.4 Si de plus f est injective, alors x� est unique.

Algorithme
Supposons que a et b soient tels que : x� 2 [a; b], avec f(a)f(b) < 0. On pose a = a0. b = b0 et
[a; b] = [a0; b0] = I0.
On divise l�intervalle I0 = [a0; b0] en deux, et on construit l�intervalle
I1 = [a1; b1] comme suit :

Pour x0 =
a0 + b0
2

(milieu du segment [a0; b0]) on fait le test suivant :

Si f(a0)f(x0) < 0 alors [a0; x0] = [a1; b1] = I1
sinon [x0; b0] = [a1; b1] = I1

On itère le procédé pour obtenir une suite d�intervalles emboités :
Ik = [ak; bk], k = 1; 2; 3; :::

comme suit :

On pose : xk =
ak + bk
2

Si f(ak)f(xk) < 0 alors [ak; bk] = [ak+1; bk+1] = Ik+1
sinon [xk; bk] = [ak+1; bk+1] = Ik+1.

Et on prend comme approximation de x� la valeur xk.

Critère d�arrêt

Soit k 2 N. Nous avons :
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CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D�ÉQUATIONS ET SYSTÈMES NON LINÉAIRES

bk+1 � ak+1 =
bk � ak
2

=
bk�1 � ak�1

22
= ::: =

b0 � a0
2k+1

et si x� est la racine de l�équation f(x) = 0, nous aurons :

jx� � xkj � bk+1 � ak+1 =
bk � ak
2

=
b0 � a0
2k+1

Et donc, si on désire calculer une approximation xk de x� avec n décimales exactes, il su¢ t

de poser
b0 � a0
2k+1

� 0:5 10�n.
Ce qui revient à ce qu�on aille dans les itérations jusqu�à ce que k véri�e l�inégalité :

k �
log

b0 � a0
0:5 10�n

log 2
� 1.
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Exercice1 :
Parmi lesfonctionssuivanteslesquellessontcontractantesetsurquelintervallesi
celui-ci n’estpasindiqué :

(a) � ê�ñ�ì õ �tý ú798;:�< �]ñ , ï>=¡ñ?= âA@û ;

(b) � ê�ñ�ì õ ��ü úâCB ñ B , ý¤þD=¡ñ?=8þ ;
(c) � ê�ñ�ì õ �¶ý úâ <�EGF �åñ
(d) � ê�ñ�ì õIH ñ�üJ� .

Exercice2 :
Voir si chacunedesfonctionssuivantesadmetzero,un ou plusieurspointsfixes,
puisdonnerpourchacunun intervalledeseparation:� ê�ñ�ì õ ú0 � ç � ê�ñ�ì õLK 
 � ç � ê�ñ�ì õ ñZü�ê�ñ'ý��#ìªûjç � ê�ñ�ì õ ê�ñQý��#ì â ü&ñ'ýNMPO@
Exercice3 :
Montrerquel’ équationñ õRQ ýTS <�EUF ê�ñ�ì admetuneuniqueracinedansl’int érvalleä Q ýWV:ç Q ü"V7é ; Q ß IR, et B S B =8þ .
Exercice4 :
Déterminerà l’aide de la méthodedu point fixe lesdeuxracinesréellesde ñ�â�ýþ=ï#ï]ñ üsþ õ ï avec uneerreur K = þ=ï 
�û . Utiliser pour l’une de cesracinesla
méthodeitérative ñ õNX ê�ñ�ì õ � � ù�úúëö ö , et pourl’autre ñ õY� ê�ñ�ì õ þ=ï(ïtý ú� .
Exercice5 :
Soit la fonction Þíê�ñ�ì õ �åñ û ýPñ'ý�� , on seproposedetrouver lesracinesréelles
deF parla méthodedesapproximationssuccessives.
MontrerqueF poss̀edeuneseuleracineréelle Zñ�ß&ä þ�[��~é .
Etudierla convergencedestrois méthodesitérativessuivantes: ñ�öãßvä þ�[��åé donńe
et

( \ ) ñDø=ù�ú õ �åñ�ûø ý�� ;
( ] ) ñDø=ù�ú õ ââ � �� 
 ú ;
( ^ ) ñDø=ù�ú õ _` þ�ü � �â .

Si l’une decesméthodesconvergel’utiliser pourdéterminerZñ à þ=ï�
�û près.

Travaux dirigés 3

TRAVAUX DIRIGÉS 3
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Exercice7 :
On veutrésoudredansIRù l’ équationñ õY� ê�ñ�ì où, � ê�ñ�ì õ ý a F ñ ,
a) 1) Montrerqu’elleadmetuneseuleracine Zñ , montrerque Zñ�ßed õ ä�ïf[jþqé .

2) Montrerquela méthodeitérative : ñDø=ù�ú õ$� ê�ñDø#ì diverge.
3) on consid̀erealors � 
 ú ê�ñ�ì õg� 
 úih � ê�ñ�ì õ ñ , (remarquerque � 
 ú existe),

montrerquela méthodeitérative : ñDø=ù�ú õ$� 
 ú ê�ñ�ì converge.
EnposantK ø õ ñDø�ýLZñ montrerque K ø=ù�ú estdesigneoppośe à K ø , qu’enconclut-
on?
Donnerle bontestd’arrêt desitérationspouravoir Zñ à S õ þ=ïj
 7 près,puisdonner
cetteracineapproch́ee.
b) Retrouver Zñ à l’aide dela méthodedeNewton.

RemarquerqueNewtonestd’ordre2.

Exercice6 :
Soit l’ équationñ õYa F ê+þ ü&ñ�ì üÌï/ÿb� dansIR

ù
.

Montrerquela méthodeitérative définiepar � ê�ñ�ì õca F ê+þ ü&ñ�ìµü¡ï/ÿb� estconver-
gente(vérifier les hypoth̀esesdu théor̀emedu point fixe). Choisir ñ�ö , condition
initiale de l’it ération,dansl’intervalle deconvergencepuis trouver Zñ limite dela
suite.Donnerl’ordre dela méthode.
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Exercice1

(a) � ê�ñ�ì õ þ�ý ú2 <�EUF ê��(ñ�ìaçcñ�ß IR.
Montronsque � estcontractantesurIR, on a :� ó ê�ñ�ì õ ý � � 8':�< ê�]ñ�ì et B � ó ê�ñ�ì B = � � ç
donc,d’apr̀esla proposition1, � estcontractantederapportdecontraction
inférieurou égalà

7 2 .
(b) � ê�ñ�ì õ ��ü úâ B ñ B çmñ1ßNä ý¤þ#çjþqé .Soientñ ç��'ß&ä ý£þ(çjþqé , montronsque B � ê�ñ�ì%ý � ê��Ýì B = úâ�B ñ'ý�� B . Ona

B � ê�ñ�ì%ý � ê�/ì B õ ���� ��ü þ� B ñ B ýu�¶ý þ� B � B ����õ þ� �� B ñ B ý B � B ��= þ� B ñ'ýW� B ÿ
Eneffet, d’unemanìeregéńerale,onpeutmontrerque �� B ñ B ý B � B �� = �� ñ�ý�� �� :Supposonsque B ñ Bj� B � B alors�� B ñ B ý B � B �� õ B ñíýu�¶ü"� B ý B � B= B ñíýu� B ü B � B ý B � Bd’apr̀esl’in égalit́e triangulaire= B ñíýu� B ÿ
On fait demêmesi B ñ B = B � B , d’où le résultat �� B ñ B ý B � B �� = B ñíýu� B .Ainsi, B � ê�ñ�ìµý � ê�/ì B = úâCB ñíýu� B et le rapportdecontractionest x õ úâ ÿ(c) � ê�ñ�ì õ ú� çmñ ß&ä���ç��]é .
On a : � ó ê�ñ�ì õ ý þñ â et ��î�ñ â î%��� þ� = ���� ý þñ â ���� = þ�
donc, ð�ñ�ß&ä���ç*�åé|ç B � ó�ê�ñ�ì B = ú7 .Ainsi, � estcontractantederapport x�= ú7 .

(d) � ê�ñ�ì õ H ñ�üJ� .� estdéfiniesur ä ý���ç¹ü��8ä maisn’y estpaslipschitzienne.

Suggestions et Corrigés
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En effet, � est lipschitziennesur d s’il existe uneconstanteréelle � ÷Òï ,
telle que ð�ê�ñ ç��/ì�ßeddâ , B � ê�ñ�ì ý � ê��Ýì B =$� B ñQýW� B , c’està dire quele rapport���� � ê�ñ�ì%ý � ê�/ìñQýu� ���� , pour ñNôõ � , estborńe.

Posons� õ ý�� . Cerapportvaut���� � ê�ñ�ìµý � ê+ý��#ìñ�üq� ���� õ H ñZüJ�ñ�üJ� õ þH ñ�üJ� 
�
�
�
��� ��
 â üq�
donc non bornablesur tout intervalle contenantý�� ; ainsi � ne peut être
lipschitziennesur ä ý���ç¹ü��8ä .
En fait, on montreque � estlipschitziennesurtout intervalle ä�æDç¹ü��8ä avecæQ÷¢ý�� . Surcetintervalle, � ó ê�ñ�ì õ þ� H ñZüJ� = þ� H ætüJ� . Ainsi, grâceà la

proposition1, � estlipschitziennedeconstante�J= þ� H ætüq� .
En outre, � estcontractantesi � î þ , doncsi

þ� H æzüJ� î þ , c’est à dire

pour æQ÷ ý��� .

En conclusion,� estcontractantesur é ý��� ç¹ü��8ä .
Exercice2

(a) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ þH ñ . Rappelonsqu’un point fixe de � estun point

d’abscisseZñ vérifiant � ê�ñ�ì õ ñ . Par abusdelangage,et danstouslesexer-
cicesqui suivent,on dira que ñ estle point fixe de � (au lieu de l’abscisse
du point fixede � ).
Ici � estdéfiniesur   ù1¡ et ona� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ñ H ñ õ þ ¢�ñ õ þ#ÿ
ñ õ þ estclairementla seulesolutionsur £ ù1¡ decetteéquationet estpar
conśequentle seulpointfixede � .
Démontronsle autrement:� ê�ñ�ì õ ñ ¢ þH ñ ýPñ õ ï ¢ ñ H ñQý¡þ õ ï et ñ�÷¡ï�ÿ
PosonsÞQê�ñ�ì õ ñ H ñ�ý8þ ; Þ estcontinuesur IRù et dérivablesur IRù¡ etÞãó�ê�ñ�ì õ ûâ H ñ ÷�ï , donc Þ eststrictementcroissantesur £ ù¡ . D’autrepart,ÞQêëï/ÿWþ=ì�îvï et ÞQê¤�#ì � ï , donc ÞíêIï/ÿËþ~ì+ÞQê¤�#ì�îvï . Ainsi, d’apr̀esle théor̀eme
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de la valeur intermédiaire,il existe un et un seul réel ¥{ß äCï/ÿËþ#ç��~é tel queÞQê¥qì õ ï ; celui-ci estdoncle seulpoint fixe de � sur ä�ï/ÿËþ#ç��åé . Le lecteur
pourraaiśementdémontrerquecelarestevrai surtout £ ù1¡ .

(b) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õYK 
 � .
PosonsÞíê�ñ�ì õ¦K 
 � ýJñ . Þ estcontinueet dérivablesur IR, et Þãó�ê�ñ�ì õý K 
 � ý�þLîvï , donc Þ eststrictementdécroissante.D’autrepart, ÞíêIïÐì õ þ
et Þíê+þ=ì õ úM ýYþJî�ï . D’après le théor̀emede la valeur intermédiaire,
il existe un et un seul réel ¥ ßÈä�ï/çjþ é tel que ÞQê¥qì õ ï . Ce réel estdonc
l’unique point fixe de � sur ä�ï/çjþqé . De même,on peutaiśementdémontrer
quecelarestevrai surtout IR.

(c) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ ñ�üOê�ñQý"�#ì+û .� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ê�ñíý��#ì û õ ï ¢ ñ õ ��ÿ
Donc2 estl’uniquepointfixede � surIR; cepointfixeestdit triple àcause
dela puissance� du terme ê�ñQý"�#ì .

(d) Pointsfixesde � ê�ñ�ì õ ê�ñQý"�#ì â üÌñíý K �V .� ê�ñ�ì õ ñ ¢ ê�ñíý��#ì â õ K �V ÿ
Appliquonsle théor̀emedela valeurintermédiaireà

Þíê�ñ�ì õ ê�ñ'ýu�#ì â ý K �V
. Þ estcontinueet dérivablesur   .

Þ ó ê�ñ�ì õ �Ýê�ñíý��#ì%ý K �V ÿ
Montronsque ð�ñ�ß IR çFÞ¶ó�ê�ñ�ì�î¡ï .
Pourcela,on étudiele signede Þ¶ó ó , on a :

Þ ó ó ê�ñ�ì õ �¶ý K �V ÷¡ï ¢ K � îR��V ¢ ñ1î a F êP��V ìaç
Enconśequence,Þãó eststrictementcroissantesur é+ýD��ç a F êP��V ì ä , strictement
croissantesur é a F ê¤��V:ç��vì ä et Þ ó ê a F ê¤��V ìcì îLï . Ainsi, ð�ñ¡ß IR çFÞ ó ê�ñ�ì îLï ,
donc Þ eststrictementdécroissante.
D’aprèsle théor̀emede la valeurintermédiaire,il existeun et un seulréel¥tß&ä/§£ç a F êP��V ìqä tel que Þíê¤¥ ì õ ï . Cedernierestl’uniquepointfixede � .

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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Exercice3

ñ õ%Q ý�¨ <�EUF ê�ñ�ì , Q ß?£�ç B ¨ B =8þ .Montronsqu’il existeununiqueréel Zñ1ß&ä Q ý©V:ç Q üeVVé solutiondel’ équation

Þíê�ñ�ì õ ñQý Q üu¨ <�EUF ñ õ ï/ÿ
On a Þ ó ê�ñ�ì õ þ�ýW¨ 8;:�< ñ � ï , carB ¨ B =8þ#ç
ainsi Þ estmonotone.Or,

ÞQê Q ýWV ì õ ýªV'ü"¨ <�EGF ê Q ýWV ì�î¡ïÞíê Q ü"V ì õ VQü"¨ <�EUF ê Q ý�V ìi÷¡ï
donc, ÞQê Q ýuV ì+ÞQê Q ü�V ì�î?ï , et d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,
il existeununiqueréel Zñ1ßÌä Q ýWV:ç Q üuVVé tel que Þíê)Zñ õ ïÐì .
Exercice4

Soit l’ équationÞíê�ñ�ì õ ñ â ývþ=ï(ï]ñ�üJþ õ ï .
a)Posons� ú ê�ñ�ì õ ñ â üJþþ=ï#ï
Étudionsdoncla méthodeitérative ñDøjù�ú õ ñ âø ü?þþ=ï#ï .

Remarquonstout d’abordquesi cetteméthodeconverge,elle converge bien
versunedesracinesde ÞQê�ñ�ì õ ï , si Zñ est la limite de la suite ê�ñDø#ì , alors Zñ õZñ â üJþþ=ï#ï donc Zñ â ý¡þ=ï#ï«ZñZü?þ õ ï , c’està dire que ÞQê)Zñ�ì õ ï .

Localisonsla racine Zñ decetteéquation.On a ÞíêIïÐì õ þ et Þíê+þ~ì õ ý��	3 doncÞQêëïÐìcÞíê+þ~ì�î ï , et comme Þ estdérivablesur IR et Þ¶ó�ê�ñ�ì õ �åñ ý¢þ=ï#ïnîKï suräCï/çqþqé alors,grâceauthéor̀emedela valeurintermédiaire,il existeun uniqueréelZñ�ßÌä�ï/çjþqé solutiondel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï .
On a � úaêIïÐì õ úúëö ö ÷Kï et � ú ê+þ~ì õ ú2 ö îÈþ . Comme� ú estmonotonesur IRù

(puisque� óú ê�ñ�ì õ ñ¬t��]ï�÷¡ï sur   ù ), on adonc � ú êcäCï�çjþqéÍì� äCï/çqþqé .
Démontronsque � ú ê�ñ�ì õ ñ â ü?þþ=ï#ï estcontractantesur äCï�çjþqé :

B � úaê�ñ�ì%ý � ú ê�/ì B õ ���� ñ â üJþþ=ï#ï ý � â üJþþjï#ï ����õ þþjï#ï �� ñ â ýW� â ��õ B ñ�ü"� Bþ=ï#ï B ñíýu� B = þ�(ï B ñQýu� B ÿ
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Onauraitpuaussila proposition1,puisque� óú ê�ñ�ì õ ñ�]ï et y æ#ñ¯® ö�° ú²± B � óú ê�ñ�ì B õ þ�t��]ï
donc � ú contractantederapport þ�t��]ï .

Ainsi, ð�ñ�ö ß¢ä�ï/çjþ é , ñDøjù�ú õ³� ú ê�ñVúcì õ � �� ù�úúëö ö convergevers Zñ , uniquesolution
de ñ â ývþjï#ï]ñ õ ï�ü?þ dansäCï�çjþqé .

Calculonscetteracinepartantde ñ�ö õ ï , ona

ñ�ö õ ï
ñVú õ � úqê�ñ�ö¹ì õY� ú êIï#ì õ þþ=ï#ï õ ï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þñ â õ � úqê�ñVúcì õY� ú êIï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þ~ì õ ï/ÿ_ï/þ=ï#ï(ï/þ=ï#ï#ï��(ï#ï#ï/þñ û õ � úqê�ñ â ì õY� ú êIï�ÿÊï/þjï#ï#ï/þ=ï(ï#ï��(ï#ï(ï/þ~ì õ ÿËÿWÿñ 7 õ � úqê�ñ û ì õ ÿËÿWÿ

Si on chercheZñ à ¨ près,on arr̂eterales calculsà l’it érationo telle que B ñ ~ ù�ú�ýñ ~ B =R¨ . Ainsi la solution Zñ ici vaut ï/ÿ_ï/þ=ï#ï#ï�þ à þjï�
�´ près.
b) L’autresolutionestobtenuegrâceà la méthodeitérative ñDø=ù�ú õz� â ê�ñDøÐì õþ=ï#ï¶ý ú� � . Cettequestionestlaisśeeenexercice.

Exercice5

Soit l’ équationÞíê�ñ�ì õ �åñ û ý¡ñ�ýY� õ ï . Il estclair que Þ estcontinueet
dérivablesur £ .

On a Þíê+þ~ì õ ý¤þ , ÞQê¤�#ì õ þ�� , donc ÞQêªþ~ìcÞíêP�(ìíîÈï . D’autre part, Þ ó ê�ñ�ì õ�]ñ â � ï sur ä þ#ç��åé . Donc,d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,il existe
uneseulesolution Zñ�ß&ä þ#ç��åé telle que Þíê)Zñ�ì õ ï .

(a) Etudionsla convergencede la suite ñDø=ù�ú õ � ú ê�ñDøÐì õ �åñ ûø ýc� . Tout
d’abord, cettesuite, si elle converge, conduit bien à une racinede Þíê�ñ�ì õ ï
carsi Zñ estla limite dela suite ê�ñDødì , alorsZñ õ �¬Zñ û ý�� donc Þíê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ýIZñQý"� õ ï/ÿ

Par ailleurs, � óú ê�ñ�ì õ �]ñ â � � sur ä þ#ç��åé . Par conśequent,grâceau théor̀eme
desaccroissementsfinis, il existe µqø comprisentreñDø et ñDøjù�ú tel queB � ú ê�ñDøjù�úmì%ý � úaê�ñDødì B õY� óú ê�µ ø#ì B ñDøjù�ú�ýnñDø B ÿ

SUGGESTIONS ET CORRIGÉS
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Donc B � ú ê�ñDøjù�úmì%ý � ú ê�ñDøÐì B¶� � B ñDøjù�úµýPñDø B� � â B ñDø¶ýPñDø 
 ú B...� � ø B ñVúµýPñ�ö B ÿ
Ainsi, cettesuitedivergeet la méthodeestà rejeter.

(b) Étudionsla convergencede ñDø=ù�ú õ�� â ê�ñDø#ì õ ��~ñ âø ý¡þ . Cetteméthode,si

elle convergeconduitversla racine Zñ de ÞQê�ñ�ì dans ä þ#ç��åé , carsi Zñ estla limite de
la suite ê�ñDødì , alorsZñ õ ��¬Zñ â ý¡þ donc Þíê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ý��¬Zñíývþ õ ï/ÿ

� óâ ê�ñ�ì õ ý·3]ñêP�åñ â ývþ~ì â� ó óâ ê�ñ�ì õ 3Dê¤�åñ�â%üJþ~ìêP�~ñ â ývþ=ì û
þ �� ó óâ +� óâ ý�3D¸ ú ´7º¹

Enconśequence,on nepeutconcluresurla monotoniede � â . Cependanton a� óâ ê)Zñ7ì õ ý·3«Zñê¤�¬Zñ â ý�þ~ì â õ ý��¬Zñ¼» ��¬Zñ'ý�þ1½ â ç
or Zñ le point fixede Þ vérifie ��¬ZñQývþ õ Zñ ÿ
Donc � óâ ê)Zñ7ì õ ý��¬Zñ�û , et comme� óâ estcontinue,il existeun voisinage¾ de Zñ tel
que ¾ � ä þ(ç��åé , et ð�ñòß¿¾:ç B � óâ ê�ñ�ì B ÷$� . Donccetteméthodenepeutpasconverger
d’apr̀esla proposition3. En effet, grâceauthéor̀emedesaccroissementsfinis, on
a B ñDø=ù�úµýPñDø Bj� � ø B ñVú%ýnñ�ö B .
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(c) Étudionsla convergencede ñDø=ù�ú õN� û ê�ñDø#ì õ _À þ ü ñDø� . Si elle converge,

cetteméthodeconduità la racinede Þíê�ñ�ì õ ï dans ä þ#ç��åé carsi Zñ estla limite de
la suite ê�ñDødì , alorsZñ õ _À þ ü Zñ � donc Zñ û õ þ�ü Zñ � et ÞQê)Zñ�ì õ �¬Zñ û ý��¬ZñQývþ õ ï�ÿ
On a

ï î � óû ê�ñ�ì õ þ� _` êªþ ü � â ì â î¢þ(ç
donc � û eststrictementcontractanted’apr̀esla proposition1.D’autrepart, � û ê+þ~ì õ_Á ûâ ÷�þ , � û êP�#ì õ _H �nîÂ� , or � û estmonotone,donc � û êmä þ#ç��~é�ìÃ� ä þ#ç*�åé . Donc
d’apr̀esle théor̀emedupoint fixe, la suite� ñ�ö�ß&ä þ(ç��åéñDø=ù�ú õ$� û ê�ñDø#ì
convergeversl’uniqueracine Zñ�ßNä þ#ç*�åé del’ équationñ õ$� û ê�ñ�ì .

Calculnumériquedecetteracineà þ=ïj
�û près,à partir de ñ�ö õ þ :� 0 1 2 3 4ñDø 1 1.144 1.162 1.165 0.165

Donc Zñ õ þ#ÿËþ���� estsolutiondel’ équationà þ=ï�
�û près.

Exercice6

Soit l’ équationñ õLa F ê+þ ü&ñ�ìMüÌï/ÿ�� dans  ù .
Consid́eronsla méthodeitérativedéfiniepar:

ñDøjù�ú õ$� ê�ñDø(ì õ$a F êªþ ü&ñDø#ìMü ï/ÿ��
Montronsd’abordl’existenced’unesolutionpourcetteéquation.
Soit ÞQê�ñ�ì õ¶a F êªþ�ü ñ�ì ü¡ï/ç��ãý&ñ õ ï , on a Þãó�ê�ñ�ì õ 
 �úIù � î¢ï sur IRù , donc

l’ équationÞQê�ñ�ì õ ï admetauplusuneracine.D’autreparton a ÞQêëïÐì õ ï/ÿ�� etÞQêªþ~ì õÄa F ��ý?ï/ÿ�3&î ï , donc ÞíêIï#ìcÞíê+þ~ìíî5ï ; ainsi, d’apr̀es le théor̀emede la
valeurintermédiaire,il existeuneuniqueracine Zñ&ßOä�ï/çjþqé solutiondel’ équationÞQê�ñ�ì õ ï .

Appliquonsla Méthodedu point fixepour � ê�ñ�ì õYa F êªþ ü&ñ�ì ü ï/ç*� .
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� estcontractantesur d õ ä�æ�çHèFéÅ��éUï/çjþqé car

ð�ñ1ßÆd�çHï�î � ó ê�ñ�ì õ þþ�üNñ î¢þ(ÿ
Donc, si � êcäCæDçFèHéÍìu� ä�æDçFèHé , d’apr̀es le théor̀emedu point fixe, il existe une

uniqueracine Zñ�ß&ä�æDçFèHé solutiondel’ équationÞíê�ñ�ì õ ï .
Par exemple, on vérifie que � êmä�ï/ÿ���çFï/ÿ�3]éÍìÇ� äCï/ÿ���çFï�ÿ�3]é . En effet,� êIï/ÿ��#ì õï/ÿb���/ÿWÿËÿD÷¡ï�ÿb� et � êIï/ÿ�3Ðì õ ï/ÿb��3/ÿWÿËÿÝîvï�ÿ�3 .
Calculnumériquedecetteracineà þ=ïj
 â et þjï�
�û près:� 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9ñDø 0.7 0.730 0.748 0.758 0.764 0.767 0.769 0.770 0.771 0.771

Ainsi la racinecherch́eeest Zñ õ ï/ÿ��	� à þjï�
 â près,et Zñ õ ï/ÿ�����þ à þ=ï�
�û près.

Exercice7

Soit l’ équationñ õY� ê�ñ�ì où � ê�ñ�ì õ ý a F ñ .
1. 1) PosonsÞíê�ñ�ì õ ñPý � ê�ñ�ì õ ñ ü a F ê�ñ�ì , ð�ñ5ß IR¡ ù . Appliquonsle

théor̀emedela valeurintermédiaireà Þ sur äCæDçjþ é où ï�î¡æÃ=8þ .Þ estcontinuesur ä�æDçjþqé , ð7æQßMéÍï�çjþqé . ð�ñ�ß&ä�æDçjþqé , Þ ó ê�ñ�ì õ þdü ú� et Þ ó ê�ñ�ìi÷ï , donc Þ eststrictementmonotonesur äCæDçjþqé .
D’autreparton a ÞQêªþ~ì õ þQ÷¢ï , et comme a EUÈ� 
�� ö � a F ê�ñ�ì õ ý�� , alorsil

existe æQßMéÍï�çjþqé tel que a F êIæ�ìiî¢ýzæíîvï ; parconśequent,Þíê+þ~ì+ÞQêëæ�ì�î¡ï ,
et d’apr̀esle théor̀emedela valeurintermédiaire,il existeun unique Zñ{ßä�æ�çqþqé (d’ou Zñ1ßMéÍï/çqþqé ) tel que Þíê)Zñ�ì õ ï , et donctel que Zñ õY� ê)Zñ�ì õLa F Zñ .

2) Si ñDøjù�ú õY� ê�ñDø#ì converge,elleconduitbienà la racinedel’ équationcar
cettedernìerevérifie Zñ õ$� ê)Zñ�ì doncZñ õ ý a F ê)Zñ7ì õ ¢ ZñZü a F ê)ZñVì õ ï
Mais, ð�ñvß8äCæDçjþdä ç � óÍê�ñ�ì õ ý ú� , et B � óÍê�ñ�ì B ÷Òþ doncla méthodeñDøjù�ú õý a F ê�ñDøÐì divergepourtout ñ�ö�ß&ä�æ�çqþdä .

3) � 
 ú existe car � est continueet strictementcroissantedonc bijective.
Montronsque ñDø=ù�ú õY� 
 ú ê�ñDødì estconvergente.
Attention à la notationutilisée: � 
 ú désignela réciproquede � et nonþ� ê�ñ�ì .� 
 ú estdérivableeton a ê � 
 ú ì ó õ úÉºÊbËPÉ*Ì � .
En effet, d’une manìeregéńerale ê #�ÍDÎ ì ó õ ê # ó Í6Î ì Î ó , par conśequentê � Í � 
 ú ì ó ê�ñ�ì õ ê � ó Í � 
 ú ìqê�ñ�ìqê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì .

90



Or, � Í � 
 ú õ d�Ï , donc ê � Í � 
 ú ì ó õ þ . On a bien alors ê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì õþ� ó Í � 
 ú .
Or, on a montŕe que ð�ñYß äCæDçjþdä , B � ó ê�ñ�ì B ÷Ôþ . Mais � 
 ú õÐK 
 � , donc� õÑ� 
 ú ê�ñ�ì�ß é K 
 ú ç K 
�Ò é , car K 
 � estdécroissante.PuisqueæN÷Kï , alorsK 
�Òtî K ö õ þ , donc ï�îR�'î�þ et B � ó ê�/ì B õ ���� ý þ� ���� ÷�þParconśequentB ê � 
 ú ì ó ê�ñ�ì B î¢þ .Ainsi la méthodeñDø=ù�ú õY� 
 ú ê�ñDøÐì convergeauvoisinagede Zñ , d’apr̀esla
proposition2.

4) PosonsK ø õ ñDø¤ýIZñ et Ó ê�ñ�ì õIK 
 � . La méthodeñDø=ù�ú õIK 
 � � converge
(d’ailleurs,on a Ó/ó�ê�ñ�ì õ ý K 
 � et B Ó/ó�ê�ñ�ì B õzK 
 � î þ , ð�ñnß¿£ ¡ù ). D’autre
part,grâceauthéor̀emedesaccroissementsfinis on saitqu’auvoisinage
de Zñ , il existe µqø comprisentreñDø et Zñ tel que:K øjù�ú õ ñDøjù�úµý¶Zñ õ Ó ê�ñDø#ì%ý�Ó ê)Zñ�ì õ Ó ó ê²µqø(ìqê�ñDøãýIZñ�ìaÿ
Ainsi, K øjù�ú õ Ó/óëê�µ ø#ì K ø . Or, Ó/óëê�ñ�ìãîáïtð�ñ&ß IR¡ ù . Donc K ø=ù�ú et K ø sont
designesoppośes,parconśequentdeuxitérationssuccessivesdonnentun
encadrementde Zñ .

5) Un testd’arrêtdesitérationsest: B K øjù�ú�ý K ø B õ B ñDø=ù�ú�ýQñDø B =%¨ õ þjï�
 7 .Prenonsd õ ä�æ�çqþqé avec æ õ ï�ÿWþ . On a bien B Ó/ó�ê�ñ�ì B î¢þ sur d et Ó ê�d�ì+�$d
car: Ó êëï/ÿWþ=ì õNK 
 ö�° ú ÷ ï/ÿWþÓ ê+þ~ì õ þK î þ
et Ó ê�ñ�ì õLK 
 � estmonotonesur ä�ï/ÿWþ(çjþqé
Calculnumériquedela racineà þjï�
�û près.Soit doncla méthodeñDøjù�ú õK 
 � � et ñ�ö õ þ� 0 1 2 3 4 5 6 7 8ñDø 1 0.367 0.692 0.500 0.606 0.545 0.579 0.560 0.571� 9 10 11 12 13 14 15ñDø 0.564 0.568 0.566 0.567 0.566 0.567 0.567

Ainsi la racinecherch́eeest Zñ õ ï/ÿb����� à þjï�
�û près.

2. MéthodedeNewton.

Soit Þíê�ñ�ì õ ñ ý K 
 � õ ï , Þ est clairementindéfinimentdérivable.La
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méthodedeNewtons’écrit,

ñDøjù�ú õ ñDøãý Þíê�ñDø#ìÞ ó ê�ñDø#ì õ ñDøãý ñDøãý
K 
 � �þ ü K 
 � � ÿ

D’autrepartona ÞíêIïÐì õ ý£þ¤îvï et ÞQêªþ~ì õ þ�ý úM ÷vï , donc Þíê+þ=ìcÞíêIïÐì î�ï
et la racineest située dans äCï/çqþqé , elle est uniquepuisque Þ est strictem-
net monotone,car Þãó�ê�ñ�ì õ þ£ü K 
 � ÷ ï pour tout ñÒßÔ£ . On a aussiÞ ó ó ê�ñ�ì õ ý K 
 � îOï pourtout ñ ß¼£ . Ainsi d’apr̀esle théor̀emedeconver-
genceglobaledecetteméthode(voir théor̀eme3), pourtout ñ�ö ß?äCï/çqþqé tel
que ÞQê�ñ�öaìcÞ ó ó ê�ñ�öaì ÷ ï l’it érationde Newton converge.Prenonsalors,par
exemple,ñ�ö õ ï , alors ÞíêIïÐì+Þãó ó�êëïÐì õ þ�t K ÷¡ï , doncla méthode

ñDø=ù�ú õ ñDøãý ñDøãý K 
 � �þ�ü K 
 � � ñ�ö
convegeraversl’unique racine Zñ del’ équation.
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations
di¤érentielles ordinaires d�ordre 1

4.1 Introduction

Soit le probléme de cauchy �
y0 = f (t; y)
y (t0) = y0

(1)

ou f : [t0;t0 + T ]� R! R, le théorème ci-après nous donne des conditions qui
assurent l�existence et l�unicitè de la solution (théorique) de ce problème :

Théorème 4.1.1 Si f est continue et s�il existe une constante L strictement positive telle
que pour toute t 2 [t0; t0 + T ] ;et tout y1;y2 2 R; on ait

��f(t; y1)� f(t; y2)�� � L jy1 � y2j alors,
le poblème de Cauchy admet une solution unique ,quelque soit y0 2 R: On dit alors que f est
L-lipchitzienne ,où L est la constante de Lipschitz.

REMARQUE 7.1
Nous nous placerons toujours dans les conditions du théorème7:1
L�objectif de ce chapitre est de décrire un certain nombre de méthodes permettant
de résoudre numériquement le probléme de Cauchy :
Etant donné une subdivition t0 < t1 < ::: < tN = t0 + T de [t0;t0 + T ] ; on cherche à

déterminer des valeurs approchées y0; y1;���;yNdes valeurs y (tn) prises par la solutionexacte y:
On notera les pas succéssives

hn = tn+1 � tn; 0 � n � N � 1
et hmax = max (hn) le maximum des pas

On appelle méthode à un pas une méthode permettant de calculer Yn+1à partir
de la seule valeur antérieure yn.Une méthode à r pas est au contraire une méthode ou
le calcul de yn+1nécessite la mémorisation des valeurs yn; yn�1; ::::yn�r+1.
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CHAPITRE 4. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
ORDINAIRES D�ORDRE 1

4.2 Méthodes numériques à un pas

Les méthodes à un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s�écrire sous
la forme :

yn+1 = yn + hn'(tn;yn; hn); 0 � n � N (1.1)

où ' : [t0; t0 + T ]� R� R �! R est une fonction que l�on supposera continue .
Dans la pratique, la fonction '(tn;yn; hn) peut n�être dé�nie que sur une partie de la forme

[t0; t0 + T ] � J � [0; �] où J est un intervalle de R (de sorte en particulier que [t0; t0 + T ] � J
soit contenu dans le domaine de dé�nition de l�équation di¤érentielle).
Dans toutes les méthodes numériques développées par la suite, on subdivise l�intervalle

[t0; t0 + T ] en N intervalles de longueur

h =
(t0 + T )� t0

N
=
T

N

limités par les points
tn = t0 + nh; 0 � n � N (1.2)

4.2.1 Méthode D�EULER

En t0 on connait y0; donc aussi

y0(t0) = f(t0; y0):

Si y(t) est la solution exacte de (1). y(t) est approchée sur l�intervalle [t0; t1] par sa tangente
au point t0 .
Et ainsi, on a

y1 = y0 + hf(t0; y0):

Sur l�intervalle [t1; t2] ; y(t) sera remplacée par la tangente au point (t1; y1): On trouve

y2 = y1 + hf(t1;y1):

Ceci conduit à l�Algorithme d�Euler :
�
yn+1 = yn + hf(tn;yn); 0 � n � N � 1

tn+1=tn + h;
Précision de la méthode d�Euler

94



4.2. MÉTHODES NUMÉRIQUES À UN PAS

la méthode d�Euler est une méthode du premier ordre , c�est-à-dire que l�erreur au point tn
s�exprime par l�inégalité

jyn � y(tn)j � kh (1.3)

où yn est la valeur approchée dé�nie par l�algorithme d�Euler, y(tn) est la valeur exacte
de la soltion du problème de Cauchy au point

t = tn = t0 + nh

et k une constante indépendante de n et de h.

Application

Résolution d�une équation selon la méthode d�Euler
Soit le peobléme de Cauchy �

y0 = t+ y
y (0) = 1

(1.4)

On veut approcher, à 10�3, la solution de (1.4) en t = 1 à l�aide de la méthode d�Euler, en
subdivisant l�intervalle [0,1] en dix parties égales.
Selon l�algorithme d�Euler :

yn+1 = yn + hf (tn + yn) ; 0 � n � 9 et h = 0:1 (1.5)

tn+1 = tn + h (1.6)

On calcule les valeurs du tableau :
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tn 0 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9 1:0
yn 1 1:1 1:22 1:362 1:5282 1:7210 1:9431 2:1974 2:4871 2:8158 3:1874
On trouve

y(1) ' 3:187

La solution exacte de l�équation (1) est donnée par y(t) = 2 exp(t) � t � 1, ce qui donne
y(1) = 3; 437.
L�approximation calculée est donc trés grossière.

Remarque 4.2.1 (1.1) L�erreur dans la méthode d�Euler est relativement importante. Elle
peut être améliorée en choisissant plus petit le pas h, ce qui augmente considérablement le
volume des calculs à e¤ectuer, ou en approchant la solution du probléme de Cauchy par des
méthodes permettant de réduire cette erreur .

Programme

En Matlab, on peut facilement programmer la méthode d�Euler avec la fonction suivante :
********************************************************************************************

Programme d�Euler
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ORDINAIRES D�ORDRE 1

********************************************************************************************
function [t,y] = Euler(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode d�Euler
% Nint - nombre de sous intervalles N
% tmin - temps t 0
% tmax - temps t 0+ T
% f est une fonction avec comme arguments t et y(t) : f(t, y(t))
% y0 à l�entrée est composé des valeurs des conditions limites y 0= y (t 0) (E)
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = y0 ; % initialisation : y(1)=y(t 0) = y 0
for n = 2 : Nint+1
y(n) =y(n-1) + h*feval(f,t(n-1),y(n-1)) ; % Calcul d�Euler
end % for n
end % fonction Euler
*********************************************************************************************
*********************************************************************************************

4.2.2 Méthode de Taylor (d�ordre2)

Supposons que f soit de classe C1 Alors y(t) est de classe C2, et le devloppement de Taylor
d�ordre 2 implique :

y(tn+1) = y(tn + h) = y(tn) + hy0(tn) +
h2

2!
y00(tn) + o(h2) (1.7)

et comme :
d�une part,

y0(tn) = f
�
tn; y(tn)

�
(1.8)

d�autre part

y00(tn) =
d

dt
(y0(t)) jt=tn=

d

dt
(f(t; y(t))) jt=tn= (

@f

@t
+
@f

@y
:
dy

dt
) jt=tn

= (
@f

@t
+
@f

@y
:y0) jt=tn=

@f

@t
(tn; y(tn)) +

@f

@y
(tn; y(tn)):f(tn; y(tn)):

Il vient :

y(tn+1) = y(tn) + hf(tn; y(tn)) +
h2

2

�
@f

@t
(tn; y(tn)) +

@f

@y
(tn; y(tn))f(tn; y(tn))

�
+ o(h2)

On est amené à considérer l�algorithme suivant , appelée :Algorithme de Taylor( d�ordre2) :(
y(tn+1) = y(tn) + hf(tn; yn) +

h2

2

h
@f
@t
(tn; yn) +

@f
@y
(tn; yn):f(tn; yn)

i
tn+1 = tn + h

(T2)
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4.2. MÉTHODES NUMÉRIQUES À UN PAS

Remarque 4.2.2 (1.2) En fait, la méthode de Taylor consiste à approcher la solution de
l�équation (1) par des arcs de paraboles au lieu des segments de droits (des tangentes) utili-
sés dans la méthode d�Euler.

Précision de la méthode de Taylor
On montre que la méthode de Taylor (d�ordre 2) , est une méthode du second ordre.
Autrement dit, l�uerreur au point tn véri�e :

jyn � y(tn)j � kh2 (1.9)

où yn est la valeur approchée dé�nie par l�algorithme de Taylor (d�ordre 2), y(tn) est la valeur
exacte de la solution du problème de Cauchy au point tn, et k une constante indépendante de
n et h.
Conséquence
L�algorithme de Taylor (d�ordre 2), est plus précis que celui d�Euler

Remarque 4.2.3 Si l�on veut encore réduire la marge d�erreur, on tiendra compte d�un plus
grand nombre de termes dans le développement de Taylor c�est-à-dire, on suppose f de class
Cp, et donc y en sera en class Cp+1 et sa dérivée keme est

y(k)(t) = f [k�1](t; y(t))

avec
f [1] = f 0t + f

0
y � f:

Le développement de Taylor d�ordre p permet d�aboutir à l�algorithme de Taylor d�ordre p8<: yn+1 = yn + hf(tn; yn) +
pP
k=1

hk

k
f (k�1) (tn � yn)

tn+1 = tn + h

qui est d�ordre p (au sens de la précision )

Applications

Résolution d�une équation avec la méthode de Taylor
Soit l�équation di¤érentielle régissant le mouvement du pendule :

a
��
x+ y sin x = 0 (1.10)

où a est la longueur du pendule, g la gravitation terrestre et x l�écart du pendule avec la
verticale au sol.
En posant

�
x = dx

dt
= y(x);on a :

��
x = y0 �x = y0y et (1.10) devient :

ay0y + g sin x = 0 (1.11)
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qui s�écrit encore :

y0 = �g
a
� sin x
y

= f(x; y) (1.12)

L�algoritme de Taylor (d�ordre2) correspondant s�écrit :(
yn+1 =

�
xn+1 = yn � h ga

sinxn
yn

+ 1
2
h2
h
� g
a
cosxn
yn
� g2

a2
sin2 xn
y3n

i
xn+1 = xn + h 0 � n � N � 1

(1.13)

Programme

La fonction Matlab suivante calcule les approximations à solution de y = t - y faites avec
la série de Taylor jusqu�à l�ordre 4.
********************************************************************************************

Programme de Taylor (d�ordre2)
********************************************************************************************
function Taylor(tmin,tmax,Nint,y0) % Approximations par série de Taylor
% Nint - nombre de sous intervalles N
% tmin - temps t 0 ; tmax - temps t 0+ T
% On trait ici l�équation y�= t - y(t)
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
yt = inline(�(y0+1)*exp(-t) + t - 1�,�t�,�y0�) ; % solution exact (F)
texa = linspace(tmin,tmax,101) ; % discrétisation de t pour l�a ?chage de la solution exacte
yexact = yt(texa,y0) ;
(1)
y1 = inline(�t - y�,�t�,�y�) ; % y
(2)
y2 = inline(�1 - t + y�,�t�,�y�) ; % y
(3)
y3 = inline(�-1 + t - y�,�t�,�y�) ; % y
(4)
y4 = inline(�1 - t + y�,�t�,�y�) ; % y
yT1(1) = y0 ; % yT1 contient les solutions de y - Approximation d�Euler
yT2(1) = y0 ; % yT2 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 2
yT3(1) = y0 ; % yT3 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 3
yT4(1) = y0 ; % yT4 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 4
for n = 2 :Nint+1 % Calcul approximation d�Euler
yT1(n) = yT1(n-1) + h*y1(t(n-1),yT1(n-1)) ;
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de l�approximation de Taylor ordre 2
yT2(n) = yT2(n-1) + h*y1(t(n-1),yT2(n-1)) + (h^2/2)*y2(t(n-1),yT2(n-1)) ;
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de l�approximation de Taylor ordre 3
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yT3(n) = yT3(n-1) + h*y1(t(n-1),yT3(n-1)) + ...
+(h^2/2)*y2(t(n-1),yT3(n-1))+(h^3/6)*y3(t(n-1),yT3(n-1)) ;
end % for n
for n = 2 :Nint+1 % Calcul de l�approximation de Taylor ordre 4
yT4(n) = yT4(n-1) + h*y1(t(n-1),yT4(n-1)) + ...
+(h^2/2)*y2(t(n-1),yT4(n-1))+(h^3/6)*y3(t(n-1),yT4(n-1)) + ...
+ (h^4/24)*y4(t(n-1),yT4(n-1)) ;
end % for n
% plot : créer un graphique avec les résultats des 4 courbes
axes(�FontSize�,14) ;
plot(texa,yexact,t,yT1,t,yT2,t,yT3,t,yT4,�+�,�LineWidth�,2)
xlabel(�t �,�FontSize�,16) ;
ylabel(�y(t) �,�FontSize�,16) ;
legend(�y(t) exacte�,�Euler (ordre 1)�,�Taylor ordre 2�,�Taylor ordre 3�,�Taylor ordre 4�) ;
tit = sprintf(�Méthodes de Taylor y�=t-y : N=%d, h=%.2f�,Nint,h) ;
title(tit) ;
end
**************************************************************************************************
**************************************************************************************************

4.2.3 Méthode du point milieu

L�idée est que la corde de la fonction y(t) sur [t; t+ h] a une pente voisine de y0(t+ h
2
); alors

que dans la méthode d�Euler on approxime brutalement cette pente par y0(t).
On écrit donc :

y(t+ h) ' y(t) + hy0(t+ h
2
) (1.14)

On a par ailleurs

y0(t+
y

2
) = f(t+

h

2
; y0(t+

h

2
)): (1.15)
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Comme la valeur de y0(t+ h
2
) n�est pas connue , on l�approxime par :

y0(t+
h

2
) ' y(t) + hf(t+ h

2
; y(t) +

h

2
f(t; y(t)): (1.16)

D�ou, on dé�nitife :

y(t+ h) ' y(t) + hf(t+ h
2
; y(t) +

h

2
f(t; y(t)) (1.17)

L�Algorithme du point milieu peut donc s�écrire :8>><>>:
yn+ 1

2
= yn +

h
2
f (tn; h)

pn = f(tn +
h
2
; yn+ 1

2
)

yn+1 = yn + hpn
tn+1 = tn + h 0 � n � N � 1

(1.18)

Précision de la méthode du point milieu

Comme la méthode de Taylor d�ordre 2, la méthode du point milieu est d�ordre 2.

4.2.4 Méthode de Runge-Kutta

Soit de nouveau le problèmè de Cauchy�
y0 = f(t; y)
y(t0) = y0

(1.19)

On reprend l�algorithme de Taylor en écrivant la seconde équation de la manière suivante :

yn+1 = yn +
h

2
f(tn; yn) +

h

2

�
f(tn;yn) + h

@f

@t
(tn; yn) + h

@f

@y
(tn; yn) � f(tn; yn)

�
Selon le développement de Taylor on a, à des termes en h prés,�
f(tn; yn) + h

@f

@t
(tn; yn) + h

@f

@y
(tn; yn) � f(tn; yn)

�
= f(tn + h; yn + hf(tn; yn)) (1.21)

Ainsi, on obtient L�Algorithme de Runge-kutta d�ordre 2 :8>><>>:
tn+1 = tn + h 0 � n � N � 1
pn;1 = f(tn; yn)
pn;2 = f(tn+1; yn +

h
2
pn;1)

yn+1 = yn +
h
2
(pn;1 + hpn;2)

(1.22)

La méthode de Rung-kutta la plus utilisée est d�ordre 4(on néglige les dérivées du 4eme ordre
dans le dévlopement de Taylor ) ; Il s�agit de l�algorithme suivant :
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Algorithme de Rung- Kutta d�ordre 4 :8>>>>>><>>>>>>:

tn+1 = tn + h 0 � n � N � 1
pn;1 = f(tn; yn)

pn;2 = (tn +
h
2
; yn +

h
2
pn;1)

pn;3 = (tn +
h
2
; yn +

h
2
pn;2)

pn;4 = f(tn+1; yn + hpn;3)
yn+1 = yn +

h
6
(pn;1 + 2pn;2 + 2pn;3 + pn;4)

(1.23)

Ainsi,la méthode de Runge-kutta d�ordre 4 consiste à évaluer 4 valeurs intermédiaires
pn;1; pn;2; pn;3;et pn;4 et à faire la moyenne pondérée .

Précision de la méthode de Rung -kutta

La méthode de runge -kutta d�ordre 2 est une méthode du second ord, i.e.

jyn � y(tn)j � kh2 (1.24)

et la méthode de Runge-kutta 4 est une méthode du quatriéme ordre, i.e.

jyn � y(tn)j � kh4 (1.25)

où k est une constante qui ne dépend pas du pas h.

Applications

Soit le problème de Cauchy

(1)

�
y0 = y � 2t

y

y(0) = 1
(1.26)

On désire approcher, en e¤ectuant le calcul avec six (06) décimales, la slution de (1) en
t = 0:2 à l�aide des méthodes de Runge-kutta d�ordre 2 et d�ordre 4:
La solution exacte étant

y =
p
2x+ 1; (1.27)

on estimera alors les résultats obtenus .
On considére donc, l�inetrvalle [t0; t1] avec

t0 = 0; t1 = t0 + h = 0:2

et
h = 0:2;

ie :
[t0; t1] = [0; 0:2]

1.Méthode de Rung-Kutta d�ordre 2 :
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En utilisant l�algorithme correspondant, on obtient :8>><>>:
t1 = t0 + h = 0:2

p0;1 = f(t0; y0) = f(0; 1) = 1
p0;2 = f(t1; y0 + hp0;1) = f(0:2; 1:2) = 0:866667

y1 = y0 +
h
2
(p0:1 + p0:2) = 1:186667

(1.28)

Ainsi
y(0:2) ' y1 = 1:186667

La valeur exacte étant
y(0:2) =

p
1:4 = 1:183216

L�erreur commise est :

jy(0:2)� y1j = j1:186667� 1:183216j = 0:003451 < 0:510�2

et donc
y(0:2) ' 1:19� 0:01

ie :
y1 approche y(0:2) avec trois (03) c.s.e
2.Méthode de Runge-Kutta d�ordre 4 :
De l�algorithme correspondant, il vient :8>>>>>><>>>>>>:

t1 = t0 + h = 0:2
p0;1 = f(t0; y0) = f(o:1; 1:1) = 1
p0;2 = (t0 +

h
2
; y0 +

h
2
p0;1)

p0;3 = (t0 +
h
2
; y0 +

h
2
p0;2) = f(0:1; 1:0918182) = 0:0908637

p0;4 = f(t1; y0 + hp0;3) = f(0:2; 1:181727) = 0:843239
y1 = y0 +

h
6
(p0;1 + 2p0;2 + 2p0;3 + p0;4) = 1:183229

(1.29)

Ainsi,
y(0:2) ' y1 = 1:183229

La valeur exacte, calculée plus haut, étant

y(0:2) =
p
1:4 = 1:183216

L�erreur est :

jy(0:2)� y1j = j1:183216� 1:183229j = 0:000013 < 0:510�4;

Donc,
y(0:2) ' 1:1832� 0:0001

ie :
y1 approche y(0:2) avec cinq (05) c.s.e
Remarque Les méthodes à un pas considérées jusque là se programme facilement et en

cours du calcul elles s�aprêtent sans problémes au changement de pas.
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Programme

Une façon de programmer la méthode Runge Kutta d�ordre 2 est la suivante :
*****************************************************************************************

Programme Runge Kutta d�ordre 2
*****************************************************************************************
function [t,y] = RK2(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode de Runge Kutta d�ordre 2
% Nint - nombre de sous intervalles
% tmin - temps t0
% tmax - temps t0 + T
% f est une fonction avec comme arguments t et y : f(t,y(t))
% y0 contient les valeurs des conditions limites
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas (G)
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = y0 ; % y contient les solutions de y(tn)n = 1, ...,Nint + 1
for n = 2 :Nint+1
k1 = h*feval(f,t(n-1),y(n-1)) ;
k2 = h*feval(f,t(n-1)+h/2,y(n-1)+k1/2) ;
y(n) = y(n-1) + k2 ;
end % for n
end
*********************************************************************************
*********************************************************************************
Comme la méthode d�Euler, les méthodes de Runge Kutta peuvent être appliquées à une

fonction arbitraire.

4.3 Méthode numériques à pas multiples

Les méthodes à pas multiples sont les méthodes de résolution numérique où pour évaluer
yn+1en utilisant plusieurs yn�k , k = 0; 1; :::; r: Au départ on doit alors calculer un premier
ensemble de valeurs y1; :::yn avec une autre méthode et puis commencer à itérer à partir de
yr+1en utilisant les valeurs précédantes. On suppose ici que le pas hn = h est constant. Les
calculs alors e¤ectués suivant le schéma suivant :

(�) yn+1 =
rX
i=0

�iyi + h�i�1f(tn+1;yn+1) + h
rX
i=0

�if(tn�i; yn�i) (2.1)

où les �i; �isont des constantes réelles .
Si ��1 = 0, le schéma est dit explicite ( ou bien forme ouverte ) : yn+1 est oubtenu directe-

ment par l�application de la formule .
Si ��1 6= 0; le schéma estimpicite car il faut résoudre une équation de la forme

yn+1 = g(yn+1) (2.2)
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pour obtenir yn+1: Dans ce cas la formule est appelée fermée ou encore formule de prédiction ,
trouvée antérieurement .
La supérorité des méthode à pas multiples sur les méthodes à pas constant réside dans le

fait qu �elle ne nécessite pas d�évaluation de f en des points intermédiaires (sauf au démarage ).
Par rapport à une méthode de Runge-kutta du méme ordre, le temps de calcul est donc réduit
dans une proportion importante .
Remarque Comme il a été montionné plus haut, le point initial (t0; y0) étant donné,

l�algorithme ne peut démarrer que si les valeurs (y1; f(t1;y1)); :::; (yr; f(yr; f(tr; yr)) ont déja
calculées.
Le calcul ne peut être fait que par une méthode à un pas pour (y1; f(y1; t1)); à au plus

deux pas pour (y2; f(y2;t2)) , ... au plus r pas pour (yr; f(tr; yr)):
L�initiation de des r premières valeurs (yi; f(yi; ti)); 1 � i � r; sera généralement faite à l�

aide d�une méthode de Rung- kutta d�ordre supérieur ou égal à celui de la méthode (�); ou à
la rigueur un de moins.

4.3.1 Méthode d�Adams-Bashforth

1er Cas : r=1
Si y(t) est une solution exacte associée au problème de Cauchy (1), on écrit :

y(tn+1) = y(tn) +

tn+1Z
tn

f(t; y(t))dt (2.3)

Supposons qu�on ait déja calculé les points y(tn�1) et y(t) et les pentes fn�1 = f(tn�1;y(tn�1))
et fn = f(tn; y(tn)): La méthode d�Adams-Bashforth consiste à approximer la fonction f(t; y(t));
en tant que fonction de t, par son polynôme d�interpolation aux points tn�1 et tn.Soit P (t) ce
polynôme, P (t) est la fonction a¢ ne dé�nie par :

P (t) = fn +
fn � fn�1
tn � tn�1

(t� tn) (2.4)

On écrit alors ,

y(tn+1) = y(tn) +

tn+1Z
tn

f(t; y(t))dt (2.5)

' y(tn) +
tn+1Z
tn

p(t)dt (2.6)

= y(tn) + h(
3

2
fn �

1

2
fn�1) (après calcul) (2.7)
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L�algorithme d �Adams-bashforth à 2 pas va donc s�écrire :8>><>>:
y0; y1 donnés

yn+1 = yn + h(
3
2
fn � 1

2
fn�1)

tn+1 = tn + h
fn+1 = f(tn; yn)

(2.8)

Précision :

La méthode d�Adams-Bashforth 2 pas est ordre 2 , ie l�erreur au point tn est donnée par :

jy(tn)� y(t)j � kh2 (2.9)

où k est indépendant de n et de h.
Initialisation : pour calculer yi il est préférable d�utilser une méthode de même ordre (par

exemple la méthode de Runge -Kutta d�ordre 2).

Remarque 4.3.1 On peut augmenter la précision de la méthode d�Adams-Bashforth en consi-
dérant le cas r = 2.

2 ème cas : r = 2
Un raisonnement analogue au cas où r = 1, nous amène à l�Algorthme d�Adams-

Bashforth à 3 pas qui s�écrit :8>><>>:
y0; y1;y2 donnés

yn+1 = yn + h(
23
12
fn � 4

3
fn�1 +

5
12
fn�2)

tn+1 = tn + h
fn+1 = f(tn; yn)

(2.10)

Précision de la méthode d�Adams-Bashforth

La méthode d�Adams-Bashforth à 3 pas est d�ordre 3.

4.3.2 Méthode d�Adams-Moulton

Soit y(t) une solution exacte .Le développement de Taylor de y(t) s�écrirait :

y(t) = y(tn+1 � h) = y(tn+1)� hy0(tn+1) + o(h2) (2.11)

= y(tn+1)� hf(tn+1;y(tn+1)) + o(h2) (2.12)

En négligeant les termes en h2; l�Algorithme d�Adams -Moulton d�ordre 2 s�en déduit
alors : 8<:

y0donnée
yn+1 = yn + hf(tn+1 + yn+1)

tn+1 = tn + h
(2.13)
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La première équaton de l�algorithme (2.13) s�écrit aussi :

yn+1 � hf(tn+1 + yn+1) = yn (2.14)

Remarque 4.3.2 On augmente la précision de la méthode d�Adams-moulton en négligeant les
termes en h3 dans le developement de Taylor. On aboutit alors à :

Algorithme de la méthode d�Adams-moulton d�ordre 3, dite aussi méthode des trapèzes
(ou méthode de Crank-Nicolson ) :8<:

y0 donnée
yn+1 = yn +

h
2
(fn+1 + fn)

tn+1 = tn + h
(2.15)

où

fn+1 = f(tn+1; yn+1)

et

fn = f(tn; yn)

La première équation de l�algorithme (2.15) peut s�écrire encore

yn+1 �
h

2
f(tn+1 + yn+1) = yn +

h

2
fn

On fait de même pour obtenir l�Algorithme d�Adams -Moulton d�ordre 4 :8<:
y0; y1 donnée

yn+1 = yn + h(
5
12
fn+1 +

8
12
fn � 1

12
fn�1)

tn+1 = tn + h
(2.16)

où

fn+1 = f(tn+1; yn+1); fn = f(tn; yn) (2.17)

et

fn�1 = f(tn�1; yn�1): (2.18)

Initialisation :Comme pour la méthode d�Adams-Bashforth, on initialise y1à l�aide d�une
méthode de même ordre (par exemple la méthode de Rnng-Kutta corresponante).
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4.3.3 Méthode de prédiction-correction

On ce donne une méthode dit de prédiction fournissant (explicitement ) une premire valeur
approchée pyn+1 du point yn+1 à atteindre :

pyn+1 = prédiction de yn+1

pfn+1 = f(tn+1;pyn+1) = prédiction de fn+1 (2.20)

En substituant la valeur pfn+1 ainsi trouvée à fn+1 dans la formule d�Adams-Moulton, on
obtient alors une nouvelle valeur corrigée y�n+1qui est retenue en vue des calculs ultérieurs .
La première approximaiton pyn+1 de yn+1 est dite le prédicteur de yn+1; et la valeur corrigée

y�n+1; le correcteur. D�ou le nom ( de cette méthode) : prédicteur -correcteur .
Application
Méthode de prédiction-correction d�Adams-Moulton d�ordre 3 :8>>>><>>>>:

prédiction : pyn+1 = yn + hfn(méthode d�Euler )
tn+1 = tn + h

Evaluation : pfn+1 = f(tn+1;pyn+1)
Correction : y�n+1 = yn + h(

1
2
pfn+1 +

1
2
fn)

Evaluation : fn+1 = f(tn+1;yn+1)

(2.21)

4.4 Autres Méthodes

4.4.1 Méthode d�Adams

Soit y(t) une solution exacte du problème de Cauchy (1.1). Supposons qu�on ait déjà
calculé, par un procédé quelconque, les trois valeurs suivantes de y(t) :

y1 = y(t1) = y(t0 + h) (3.1)

y2 = y(t2) = y(t0 + 2h) (3.2)

y3 = y(t1) = y(t0 + 3h) (3.3)

Compte tenu de la condition initiale
y(t0) = y0 (3.4)

et à l�aide des nombres :
t0; t1; t2; t3 et y0; y1;y2; y3

On calcule les grandeurs u0;u1;u2; u3 où

u0 = hf(t0; y0) (3.5)
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u1 = hf(t1; y1) (3.6)

u2 = hf(t2; y2) (3.7)

et
u3 = hf(t3; y3) (3.8)

En suite on forme le tableau des di¤érences �nies des grandeurs yi et ui :
xi yi 4yi ui 4ui 42ui 43ui
t0 y0 u0

4y0 4u0
t1 y1 u1 42u0

4y1 4u1 43u0
t2 y2 u2 42u1

4y2 4u2 43u1
t3 y3 u3 42u2

4y3 4u3 43u2
t4 y4 u4 42u3
. . 4y4 . 4u4 . 43u3
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
tn�2 yn�2 . un�2 . . .

4yn�2 4un�2 . .43un�3
tn�1 yn�1 un�1 42un�2

4yn�1 4un�1
tn yn un
Au bas du tableau, la conaissance des nombres de larangée oblique composée de

un 4un�1 42un�2 4un�3
permet de trouver yn par la formule d�Adams :

4yn = un +
1

2
4 un�1 +

5

12
42 un�2 +

3

8
43 un�3 (3.9)

qui s�écrit encore (car4yn = yn+1 � yn):
formule d�Adams,

yn+1 = yn + un +
1

2
4 un�1 +

5

12
42 un�2 +

3

8
43 un�3 (A)

Pour n = 3 : On obtient ,

y4 = y3 + u3 +
1

2
4 u2 +

5

12
42 u1 +

3

8
43 u0: (3.10)
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Si on connait y4 on peut calculer

u4 = hf(t4; y4) (3.11)

ce qui permet d�écrire la rangée oblique suivante :

u4 = hf(t4; y4); 4u3 = u4 � u3;42u2 = 4u3 �4u2; 43u1 = 42u2 �42u1 (3.12)

La nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d�Adams (A), la valeurs
de

y5 = y4 + u4 +
1

2
4 u3 +

5

12
42 u2 +

3

8
43 u1; (3.13)

et ainsi de suite ....
Ainsi , la formule (A) résou le probléme posé. Lorsqu �on a estimé y(t) pour les valeurs

t1;:::; tn elle fournit l�approximation yn+1 de y(tn+1): On peut encore calculer

un+1 = hf(tn+1;yn+1) (3.14)

compléter le tableau, et recommencer les mèmes opérations en remplaçant n par n+ 1 .
Précision : La méthode d�Adams, représentée par la formule (A), est d�ordre 5,c�est-à-dire :

jyn � y(tn)j � kh5 (3.15)

où yn est la valeur calculée par la formule (A), y(tn) la valeur exacte de la solution y(t) du
problème de Cauchy (1.1) au point tn et k une constante qui ne dépend pas de h.

Applications

A�n de calculer la valeur approchée, au point t = 2, de la solution de l�équation di¤érentielle
t2y0 � ty = 1; véri�ant la condition initiale y(1) = 0;appliquons la méthode d�Adams, avec
h = 0:2.
Pour cela, soit

y0 = y(1) = 0 (3.16)

y1 = y(1:2) = 0:1834

y2 = y(1:4) = 0:3429

et
y3 = y(1:6) = 0:4898

(calculés préalablement dans notre cas par la méthode de Runnge-kutta d�ordre 4).
L�équation di¤erentielle associée au problème s�écrit encore :

t2y0 � ty = 1() y0 =
1

y
(y +

1

t
) = f(t; y) (3.17)

Calculons alors u0;u1;u2 et u3: Nous avons :

u0 = hf(t0;y0) = 0:2
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u1 = hf(t1;y1) = 0:1695

u2 = hf(t2;y2) = 0:1510

u3 = hf(t3;y3) = 0:1394

Et le tableau des di¤érences fnies des grandeurs yi et ui s�écrit :
xi yi 4yi ui 4ui 42ui 43ui
1.0 0 0.2

0.1834 -0.0305
1.2 0.1834 0.1695 0.120

0.1595 -0.0105 -0.0051
1.4 0.3429 0.1510 0.0069

0.1469 -0.0116
1.6 0.4898 0.1394
Alors, d�après la formule d�Adams (A), on obtient :

y4 = y3 + u3 +
1

2
4 u2 +

5

12
42 u1 +

3

8
43 u0 (3.18)

= 0:4898 + 0:1394� 0:0058 + 0:0029� 0:0019 = 0:6244

La solution exacte étant
y(t) =

t

2
� 1

2t
: (3.19)

Estimons la valeur obtenue. L�erreur commise est égale à :

y4 � y(1:8) = 0:6244� 0:6222 = 0:0022 � 0:510�2

Ainsi,
y4 = 0:6244 ' 0:62� 10�2

Et comme on connnait y4; on peut calculer

u4 = h:f(t4; y) = 0:1311 (3.20)

Cela permet de compléter le tableau par la diagonale inférieure suivantes :

u4;4u3;42u2;43 u1 (3.21)

Où
4u3 = u4 � u3 = 0:1311� 0:1394 = �0:0083

42u2 = 4u3 �4u2 = �0:0083 + 0:0116 = 0:0033

43u1 = 42u2 �42u1 = 0:0033� 0:0069 = �0:0036
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4.4. AUTRES MÉTHODES

La nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d�Adams (A), la valeur :

y4 = y4 + u4 +
1

2
4 u3 +

5

12
42 u2 +

3

8
43 u1 (3.22)

= 0:6244 + 0:1311� 0:0042 + 0:0014� 0:0014 = 0:7513
l�erreur commise dans ce cas est égale à :

y5 � y(2) = 0:7513� 0:7500 = 0:0013 � 0:510�2

Ainsi ,une valeur approchée, au point t = 2, de la solution exacte du problème de Cauchy
ci-dessus est donnée par :

y5 = 0:7513 ' 0:75� 10�2:

4.4.2 Méthode des approximations successives (Picard )

La méthode des approximaton successives de Picard est une méthode analytique qui permet
de trouver une solution approchée du problème de Cauchy (1.1).Si y(t)
est la solution exacte de (1), elle s�écrirait :

y(t) = y0 +

tZ
t0

f(s; y(s))ds (3.23)

En substituant y0 = y(t0) à y(t) sous le signe intégrle (car la fonction y(t) est inconnue ),
on obtient la premiére approximation :

y1(t) = y0 +

tZ
t0

f(s; y0)ds (3.24)

La deuxième itération est obtenu en portant dans la formule (3.23) la valeur trouvée y1(t)
à la place de la fonction inconnue y(t) :

y2(t) = y0 +

tZ
t0

f(s; y1(s))ds (3.25)

et ainsi de suite ...
L�algorithme de la méthode des approximations successives s�ecrit alors :�

y0(t) = y0
yn(t) = y0 +

R t
t0
f(s; yn�1(s))ds n = 1; 2; :::

(3.26)

Les yn(t) sont appelées les approximations successives(de y(t); solution de (3.26)).
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Si
f 0y(t; y) > 0 (3.27)

et
f(t; y0) > 0 (3.28)

Les approximations de Picard forment une suite croissante de fonctions inférieures à

y(t) : y0 < y1 < ::: < yn < y(t): (3.29)

Par contre si f(t; y0) < 0; alors la suite des approximations est décroissante :

y0 > y1 > ::: > yn > y(t): (3.30)

Et ainsi lorsque f 0y(t; y) > 0; les approximations de Picard forment une suite d�approxima-
tions unilatérales.
Sif 0y(t; y) < 0;les approximations forment une suite bilatérales.
Exemple 7.5 En appliquant la méthode des approximations successives à la résolution du

probléme de Cauchy : �
y0 = y + t t � 0

y(0) = 0

on trouve, en partant de y0 = y(0) = 0 :

yn+1 =

tZ
0

(s+ yn(s))ds n = 1; 2; :::

donc 8>>>>>><>>>>>>:

y1(t) =
t2

2!

y2(t) =
t2

2!
+ t3

3!

y3(t) =
t2

2!
+ t3

3!
+ t4

4!
...

yn(t) =
t2

2!
+ t3

3!
+ t4

4!
+ � � �+ tn+1

(n+1)!

Ici, f(t; y0) = t + y0 � 0 et f 0y(t; y) = 1i0. Par conséquent la suite des approximations de
Picard(yn), forme une suite de fonctions inférieurs (suite décroissante).
La solution exacte du problème est obtenue par :

y(t) = lim
n!+1

(
t2

2!
+
t3

3!
+
t4

4!
+ � � �+ tn+1

(n+ 1)!
)

= lim
n!+1

(1 + t+
t2

2!
+
t3

3!
+
t4

4!
+ � � �+ tn+1

(n+ 1)!
)� t� 1

= et � t� 1
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4.5. STABILITÉ DES SOLUTIONS

4.5 Stabilité des solutions

On se propose ici d�étudier le comportement des solutions d�une équation di¤érentielle et
des lignes intégrales d�un champ de vecteurs lorsque le temps t tend vers l�in�ni. On s�intéresse
essentiellement au cas des équations linéaires ou voisines de telles équations. Dans ce cas, le
comportement des solutions est gouverné par lesigne de la partie réelle des valeurs propres de
la matrice associée à la partie linéaire de l�équation : une solution est dite stable si les solutions
associées à des valeurs voisines de la donnée initiale restent proches de la solution considérée
jusqu�à l�in�ni.
Cette notion de stabilité (dite aussi stabilité au sens de Lyapunov) ne devra pas être confon-

due avec la notion de stabilité d�une méthode numérique, qui concerne la stabilité de l�algo-
rithme sur un intervalle de temps �xé. On étudie �nalement les di¤érentes con�gurations pos-
sibles des lignes intégrales au voisinages des points singuliers non dégénérés d�un champ de
vecteurs plan.

Dé�nition 4.5.1 Soit y(t; z) la solution maximale de (1) tel que y(t0; z) = z. On dira que la
solution y(t; z0) est stable s�il existe une boule B(z0; r) et une constante C � 0 telles que
(i) Pour tout z 2 B(z0; r), t! y(t; z) est dé�nie sur [t0;+1[ ;
(ii) Pour tous z 2 B(z0; r) et t � t0 on a ky(t; z)� y(t; z0)k � C kz � z0k.
La solution y(t; z0) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si la condition (ii�)

plus forte que (ii) est satisfaite :
(ii�) Il existe une boule B(z0; r) et une fonction  : [t0;+1[ ! R+ continue avec (t) = 0

telles que pour tous z 2 B(z0; r) et t � t0 on ait

ky(t; z)� y(t; z0)k � (t) kz � z0k :

4.5.1 Cas d�un système linéaire à coe¢ cients constants

Nous étudierons d�abord le cas le plus simple, à savoir le cas d�un système linéaire sans
second membre

Y 0 = AY; Y =

0B@ y1
...
ym

1CA ; A =
0B@ a11 � � � a1m

...
. . .

...
am1 � � � amm

1CA ((E))

avec yj; aij 2 C ; le cas réel peut bien entendu être vu comme un cas particulier du cas
complexe. La solution du problème de Cauchy de condition initiale Y (t0) = Z est donnée par
Y (t; Z) = e(t�t0)A�Z. On a donc

Y (t; Z)� Y (t; Z0) = e(t�t0)A�(Z � Z0)

et la stabilité est liée au comportement de e(t�t0)A quand t tend vers +1, dont la normee(t�t0)A� doit rester bornée.
Théorème 4.5.1 Soient �1; :::; �m les valeurs propres complexes de la matrice A.
Alors les solutions du système linéaire Y 0 = AY sont
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� asymptotiquement stables si et seulement si Re(�j) < 0 pour tout j = 1; :::;m.
� stables si et seulement si pour tout j, ou bien Re(�j) < 0, ou bien Re(�j) = 0 et le bloc

correspondant est diagonalisable.

4.5.2 Ptite perturbation d�un système linéaire

On considère dans |m = Rm ou Cm un système de la forme

Y 0 = AY + g(t; Y ) (E)

où g : [t0;+1[ � |m ! |m est une fonction continue. On se propose de montrer que si la
partie linéaire est asymptotiquement stable et si la perturbation g est su¢ samment petite, en
un sens à préciser, alors les solutions de (E) sont encore asymptotiquement stables.

Théorème 4.5.2 On suppose que les valeurs propres complexes �j de A sont de partie réelle
Re�j < 0.
(a) S�il existe une fonction k : [t0;+1[! R+ continue telle que lim

t!1
k (t) = 0 et

8t 2 [t0;+1[; 8Y1; Y2 2 |m; kg(t; Y1)� g(t; Y2)k � k(t) kY1 � Y2k ;

alors toute solution de (E) est asymptotiquement stable.
(b) Si g(t; 0) = 0 et s�il existe r0 > 0 et une fonction continue k : [0; r0] ! R+ telle que

lim
r!1

k (r) = 0 et

8t 2 [t0;+1[; 8Y1; Y2 2 B(0; r); kg(t; Y1)� g(t; Y2)k � k(r) kY1 � Y2k ;

pourr � r0, alors il existe une boule B(0; r1) � B(0; r0) telle que toute solution Y (t; Z0) de
valeur initiale Z0 2 B(0; r1) soit asymptotiquement stable.
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Travaux dirigés 4

Exercice01 :
Soit l’ équationdifférentielleà condition initiale

¹ � Ð H Ñ2	h¹ Ð H Ñ � H et
¹ Ð ��ÑT	 � .

Approcherla solutiondecetteéquationen H 	 � à l’aide de la méthoded’Euler
ensubdivisantl’intervalle de travail en10 partieségales.Comparer̀a la solution
exacte.

Exercice02 :
Approcherla solutiondel’ équationdifférentielleci-dessousen H x 	�è)ú<

enutili-
santRK2, avecunpas � 	`�4)û<¹ � Ð H Ñ
	`¹ Ð H Ñü� < H¹ �
H ¹ Ð ��Ñ	 �
Comparer̀a la solutionexacte.

Exercice04 :
En donnantlessolutionsdel’ équationdifférentielleci-dessousavec la condition
initiale

¹ Ð ��Ñ 	 � puis
¹ Ð �/Ñj	 � �¬õ , õ réelnonnul, vérifier qu’elle conduità des

sch́emasinstables. ¹ � Ð H Ñ�	 #/! ¹ Ð H Ñü� #/ý � []� )

Exercice03 :
Soit le probl̀emedeCauchysuivant»

y’(t) = t + y(t), H ? U �4B � V
y(0) = 1

1. Trouver la solutionexactedeceprobl̀eme.

2. Appliquer la méthoded’Euler à ceprobl̀eme,avec � 	ó�4) � , puisevaluerla
solutionen H 	I�è) # . Comparer̀a la solutionexacte.

TRAVAUX DIRIGÉS 4
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Suggestions et Corrigés

Exercice01 » ¹ � Ð H Ñ;	 ¹ Ð H Ñ � H 	 Î�Ð H BS¹4Ñ¹ Ð �/Ñ 	 � Ð � Ñ
L’intervalled’intégrationest U �èB � V .

Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹
le probl̀emedeCauchy Ð � Ñ admetunesolutionunique(théor̀eme9 deCauchy-

Lipshitz).
Méthoded’Euler Elle s’écrit :¹ ×²Õ x 	 ¹ × � � Î�Ð H©× BS¹ × Ñ	 ¹ × � � Ð H©× � ¹ × Ñ	 ¹ × Ð � � � Ñ � �"H©×

On aaussi
¹ Ð ��Ñ�	3¹ e 	 � , � 	 x [ ex e 	I�4) � H e 	`� et H©× 	 H e � ùW� 	 ×x e .D’où le tableau,ù � � < # p s ! ý � � � �H©× � �4) � �4)ú< �è) # �4) p �4) s �4) ! �è) ý �4)m� �è)�� �¹ × � � ) � � )ú</< � ) #/! < # ) � � ý p

C’està direquel’approximationen H 	 � de
¹ Ð H Ñ , est

¹ x e 	 # ) � � ý p .
Solution exactede cetteéquation Appliquonsla méthodedela variationde

la constante.
1ère étape: équationsanssecondmembre.� ¹ Ð H Ñ� H 	n¹ � Ð H Ñ�	`¹¹0	ë�

estunesolutionevidente.Les autressolutionssontdonńeespar¼©½½ 	 � H . D’où
¹Ç	I> � � avec

>2?�� Ð </Ñ .
2nde étape: unesolution particuli ère Onappliquela méthodedela varia-

tion de la constante
¹ 	@> � � d’où

¹ � 	R> � � � � > � � quel’on reportedansÐ � Ñ :
> � � � � > � � 	�> � � � H ainsi,

> � 	 H�� []� .>k	`� H�� []� � H enintégrantparpartieson trouve> 	 � H�� []� � � � []� � H	 � H�� []� � � []� � �	 � []� Ð � � � H Ñ � � Ð # Ñ
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avec � ?!� .
3ème étape: solution générale. On remplace

>
donńepar Ð # Ñ dans Ð <�Ñ :¹ 	#" � []� Ð � � � H Ñ � ��$ � �

donc, ¹Ç	w� � � H � � � �
Finalement,grâceà la conditioninitiale

¹ Ð ��Ñ	 � , on détermine� , d’où¹ Ð ��Ñ�	 � 	Ë� � �G� � � � e&% � 	�<
Ainsi, la solutionexactede Ð � Ñ est

¹Ç	� � � H � < � � .
Estimation de l’err eur. La solutionexacteci-dessusdonne

¹ Ð � Ñ	� � � � �< � 	 # ) p #/!/! . Ainsi, l’erreur effectivementcommiselors de l’application
de la méthoded’Euler est { �(' { 	 { # ) p #/!/! � # ) � � ý p { 	ë�4)û< s

. Cherchons
l’erreur théoriquequi estdonńeepar:� � �Ð � â � � [D� � � � Ñ ~ Þ ·Ý�< É
Où ~ Þ 	`à2�/á   �N¡ �7¢ { ¹ � � Ð H Ñ { et

É
estla constantedeLipschitzde Î parrapport

à
¹
, qui secalculeaiśement:{ÏÎ�Ð H BS¹tÑ � Î�Ð H B Â Ñ { 	 { ¹K� Â { % É 	 � )

Demême,ona ¹ � � Ð H Ñh	 � � H � ¹	 � � H � Ð � � � H � < � � Ñ	 < � �
Ainsi ~ Þ 	I< � . Donc,{ � � {w� Ð � x � x [ e � � � Ñ < � � � [ x< · �� Ð � � � Ñ �� � 	I�4) p !�ý�#
Clairement, { �(' {µ� { � � { , donc la méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutiondeceprobl̀emedeCauchyen H 	 � .
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Exercice02¹ � Ð H Ñ
	3¹ Ð H Ñ� Þ �½ 	 Î�Ð H B%¹tÑ eH ¹ Ð ��Ñ�	 �
Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹

ce probl̀emede Cauchyadmetune solution unique(théor̀eme9 de Cauchy-
Lipshitz).

L’intervalled’intégrationest U �4BS�4)ú< V et le pasd’intégrationest � 	I�è)ú< .
MéthodedeRK2 Elle s’écrit :¹ ×\Õ x 	`¹ × � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ*B

soit ¹ x 	3¹ e � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ
, avec ~ x 	 Î�Ð �4) � ÑÙ	 � et ~ Þ 	 Î�Ð �4)û<èB � � �4)û<zÁ � Ñ . Donc Î�Ð �4)ú<DB � )û</Ñµ	�4)û� !/!/! .
Ainsi, l’approximationen H 	`�4)û< de

¹ Ð H Ñ , est¹ x 	 � � � < Ð ~ x � ~ Þ Ñ�	 � � �4) � Ð � )m� !/!/! Ñ¹ x 	 � ) � � !/!/!
Solution exactede cetteéquationÐ � Ñ ¹ � 	3¹K� < H¹ B ¹ã9	`�

En multipliant Ð � Ñ par
¹

on a
¹ � ¹ 	`¹DÞ
�0< H d’où

xÞ Ð ¹èÞSÑ¦	`¹DÞ
�0< H . On pose
donc

Ì5	`¹ Þ
d’où : Ð </Ñ �< Ì � 	`Ì �0< H

Cequi estuneéquationdifférentiellelinéairedu 1
'*)

ordre.On l’int ègrepar
la méthodedela variationdela constantecommeà l’exercicepréćedent.
L’ équationsanssecondmembreest

Ì � 	I<«Ì
desolution

Ì2	`�
ou
Ì2	`> � Þ � .

Unesolutionparticulìereparla variationdela constante.On aÐ # Ñ Ì � 	+� � � Þ � � <,� � Þ �
avec

� ?-�
. D’où, dansÐ </Ñ�xÞ � � � Þ � 	�µ< H cequi implique

� � 	Ë� p H�� [ Þ � .
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Intégrons
�

parparties:� 	 � p�. � �< H�� [ Þ � � �< � � [ Þ �®� H0/	 < H�� [ Þ � � � [ Þ � �1�	 Ð < H �32 Ñ � [ Þ � � �
avec � ?-� . La solutiongéńeraleestdonc

ÌT	�< H ��2/�4� � Þ � comme
¹ Ð*5 Ñ�	 2 ,� 	 5 . Finalement,

Ì 	 ¹DÞO	 < H �62 . Ainsi,
¹Ë	 H J < H �32 . Comme¹ Ð75 Ñ�	 2 Ê 5 alors

¹ 	 J < H �82 .
Estimation de l’err eur. La solution exacte est

¹ Ð*5�9 </ÑI	 J <�Á 5�9 < �32 	2 9 2 �;:�< 2 . Doncl’erreurcommiseest { �(' { 	 { 2 9 2 �;:�< 2 � 2 9 2 �;<;<;< { 	 5=9>5;5 : p s .
Onpeutcomparercetteerreureffectiveàl’erreurthéoriquesurRK2,donńee
par: ————-
(le théor̀emeducours)

Exercice03

Soit le probl̀emedeCauchysuivant» ¹
? Ð H Ñ;	 < H �G¹ Ð H Ñ�	 Î�Ð H BS¹4Ñ¹ Ð75 Ñ 	 2 Ð 2 Ñ
Remarquonstout d’abordque Î étantcontinueet lipshitziennepar rapportà¹

le probl̀emedeCauchy Ð 2 Ñ admetunesolutionunique(théor̀eme9 deCauchy-
Lipshitz).

Méthoded’Euler. Elle s’écrit :¹ ×²Õ x 	 ¹ × � � Î�Ð H©× BS¹ × Ñ	 ¹ × � � Ð < H©× ��¹ × Ñ	 ¹ × Ð 2 � � Ñ � < �"H©×
On aaussi

¹ Ð75 Ñ�	3¹ e 	 2 , � 	ß	 5=9 2 H e 	 5 et H©× 	 ùW� .
Donc

¹ ×²Õ x 	 5=9 ��¹ × � 5�9�5 < ù , d’où le tableau,ù 5 2 < :H©× 5 5=9 2 5=9 < 5=9 :¹ × 2 5=9 �/< 5=9 �;</� 5=9 � p 2 <
C’està dire quel’approximationen H 	 5�9 : de

¹ Ð H Ñ avecle pas � 	 5=9 2 , est¹ x e 	 5=9 � p 2 < . 119



Solution exactede cetteéquation. En appliquantla méthodedela variation
dela constante,commeaupremierexercice,on trouve la solutiongéńerale,¹ Ð H Ñ�	�< H �0< � : � []� .

Estimation de l’err eur. La solutionexacteci-dessusdonne
¹ Ð*5=9 :�Ñj	 5�9 ��<�< .

Ainsi, l’erreur effectivementcommiselors de l’application de la méthode
d’Euler est { �(' { 	 {�5=9 ��</<�� 5=9 � p 2 { 	 5=9�5 2 � . Cherchonsl’erreur théorique
qui estdonńeepar: � � �Ð �\âA@ � [D�CB � 2 Ñ ~ Þ ·Ý�< É
Où ~ Þ 	`à2�/á   �N¡ �7¢ { ¹ ? ? Ð H Ñ { et

É
estla constantedeLipschitzde Î parrapport

à
¹
, qui estici clairement́egaleà 2 . On a¹ ? ? Ð H Ñ�	D: � []� 9

Ainsi ~ Þ 	E: . Donc,{ � � {w� Ð � x @ eGF � [ e B � 2 Ñ : · 2 5 [ x< · 2� 5=9 2 s Ð � eGF � � 2 ÑIH 5=9�5 s < p ý 9
Clairement, { �(' {µ� { � � { , donc la méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutiondeceprobl̀emedeCauchyen H 	 5�9 : .

Exercice04

Ð 2 Ñ » ¹ ? Ð H Ñ;	 :;<«¹ Ð H Ñü��: ý � []�¹ Ð75 Ñ 	 2 , puis 2¦� ¤
En appliquantla méthodede la variationde la constante,commeaupremier

exercice,on trouve la solutiongéńerale,
¹ Ð H Ñ
	 Ð � [ �KJ �L� Ñ � � XZ� 	 � []� �L� � � XZ� où �

estla constanted’intégration.

1. Si
¹ Ð*5 Ñ�	 2 , alors � 	 5 , doncla solutionduprobl̀emeest

¹ Ð H Ñ�	 � []� .
2. Si

¹ Ð*5 Ñk	 2�� ¤ , alors � 	 ¤ , donc la solutiondu probl̀emeest
¹�M Ð H ÑT	� []� � ¤ � � XZ� .

Conclusion: En comparant
¹ Ð H Ñ et

¹�M Ð H Ñ , on voit que la différence { ¹ Ð H Ñ �¹�M Ð H Ñ { 	 ¤ � � XZ� . Mêmesi ¤ esttrèspetit,cetécarttendvers �ON , lesdeuxsolutions
divergentl’une del’autre.Ceprobl̀emeestdonctrèssensibleauxConditionsIni-
tiales.
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