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0.1. INTRODUCTION GENERALE

0.1 Introduction Générale

D’apreés les historiens, le calcul numérique remonte au moins au troisiéme millénaire avant
notre ére. Il est & I'origine favorisé par le besoin d’effectuer des mesures dans différents domaines
de la vie courante, notamment en agriculture, commerce, architecture, géographie et naviga-
tion ainsi qu’en astronomie. Il semble que les Babyloniens (qui peuplaient I’actuelle Syrie/Iraq)
sont parmi les premiers & réaliser des calculs algébriques et géométriques alliant complexité
et haute précision. Surtout, ils donnent une importance et un sens au placement relatif des
chiffres constituant un nombre, c’est-a-dire & introduire la notion de base de dénombrement, en
I’occurrence, la base sexagésimale que nous avons fini par adopter dans certains domaines. Ils se
distinguent ainsi d’autres civilisations, méme bien plus récentes, qui développent des méthodes
plus lourdes, en introduisant une pléthore de symboles. Il y a environ 3500 ans, les populations
de la vallée de I'Indus (régions de I'Inde et du Pakistan) introduisent les notions de zéro et
emploient les nombres négatifs. Il adapte également le systéme de comptage Babylonien au
systeme décimal qui est le notre aujourd’hui. Ces premiers outils de calcul sont largement dé-
veloppés par la suite par les Grecs, puis transmis en Europe par I'intermédiaire des civilisations
musulmanes peuplant le bassin méditerranéen.

Le calcul numérique tel que nous le concevons pratiquement aujourd’hui connait son premier
véritable essor & partir du XVIleme siécle avec les progres fulgurants des Mathématiques et
de la Physique, plus ou moins liés aux observations et aux calculs astronomiques. Plusieurs
machines de calcul sont en effet construites, comme la \Pascaline" inventée par B. Pascal en
1643. Babbage en 1834 mais qui fonctionnait mal, ou encore le tabulateur de H. Hollerith
spécialement congu pour recenser la population américaine, vers 1890. Il s’agit bien-entendu de
machines mécaniques imposantes et d’utilisation assez limitée. Le manque de moyens de calcul
performants limite en fait ’expansion et la validation de certaines théories du début du XXeme
siecle. Ce fut le cas en particulier de la théorie de la Relativité Générale due a A. Einstein.

La Seconde Guerre Mondiale et les progres technologiques qu’elle engendre va permettre au
calcul numérique d’amorcer un second envol. Les anglais mettent au point le premier ordinateur
en 1939, Colossus, dont la mission est de décrypter les messages codes envoyées par ’émetteur
ENIGMA de I’Allemagne nazie. Cette machine introduit les concepts révolutionnaires émis
par A. Turing dans les années 1936 concernant l’automatisation des calculs. Les calculateurs
sont désormais entiérement électroniques. Autre machine qui fait date dans I’histoire, le ENTAC
(\Electronic Numerical Integrator And Computer) construit en 1946. Malheureusement, ce type
de machine ne dispose pas de mémoire interne et doit étre en permanence reprogrammée.

A la fin des années 1940, un certain J. von Neumann repense 'architecture des ordina-
teurs et introduit, entre autres, les mémoires permettant de sauvegarder les programmes, et les
concepts de hardware (matériel) et de software (logiciel). La premiére machine de calcul incluant
les concepts de von Neumann (et ceux de Turing) est ainsi produite par la firme américaine
IBM;; elle s’appelle MARK T et pése 5 tonnes. Les premiéres applications concernent tous les
domaines sciatiques et techniques. Le FORTRAN I, un langage de programmation destine aux
scientifiques, est congu dés 1954. . . mais il lui manque un vrai compilateur.

Vers la fin des années 1960, I'apparition progressive des transistors et de leur assemblage
massif sur des surfaces de plus en plus réduites augmente considérablement les performances



des machines et permet des simulations numériques de réalisme croissant. Cet effort de minia-
turisation est d’ailleurs imposé par la course a la conquéte de I’espace. Apparaissent ainsi en
1970 les fameux microprocesseurs mis au point par les firmes Intel et Motorola qui équipent
la majeure partie des sondes spatiales de I’époque. Le calcul numérique devient rapidement
une science a part entiére. Les années 70 marquent aussi le tournant pour les langages de pro-
grammation : certains sont définitivement produits & des fins scientifiques, alors que d’autres
seront pensés pour la gestion, comme le Cobol. Au début des années 1980, ’ordinateur le plus
puissant du monde s’appelle CRAY 1. Sa forme est spécialement choisie pour optimiser la rapi-
dité des calculs. C’est aussi le début de I'informatique familiale avec la mise sur le marché des
PERSONAL COMPUTERS D’IBM

En une quinzaine d’années, la rapidité des calculateurs a été multipliée par plus de 10000.
La vitesse d’exécution des opérations élémentaires se compte maintenant en dizaines de millions
de millions d’opérations a la seconde (ou dizaines de Téra-flops, & comparer a la centaine de
méga -flops du CRAY I). Les capacités de stockage ont gagné 7 ordres de grandeur au moins.
Aujourd’hui, toutes ces performances doublent tous les ans. Pour le monde scientifique, celui de
la Recherche Fondamentale et de I'Industrie, les calculateurs et le développement de techniques
de programmation spécifiques (comme la programmation paralléle) sont devenus des outils
incontournables & la connaissance et ouvrent de nouveaux horizons pour la modélisation et la
compréhension des phénoménes complexes et la mise au point de nouvelles technologies.

On regroupe sous le terme générique de "méthodes numériques", toutes les techniques de
calcul qui permettent de résoudre de maniére exacte ou, le plus souvent, de maniére appro-
chée un probleme donné. Le concept de calcul est assez vaste et doit étre pris au sens large.
Il peut s’agir de déterminer I'inconnue d’une équation, de calculer la valeur d’une fonction en
un point ou sur un intervalle, d’intégrer une fonction, d’inverser une matrice, etc. Bien que la
mise en équation d’un probléme et sa résolution passent naturellement par les Mathématiques,
les problématiques sous-jacentes concernent des disciplines aussi variées que la Physique, I’ As-
trophysique, la Biologie, la Médecine, ’Economie, etc. Il existe ainsi une grande variété de
problémes possibles avec pour chacun d’eux, des méthodes treés spécifiques. De fait, le nombre
total de méthodes numériques dont nous disposons a I’heure actuelle est vraisemblablement
gigantesque.

Une méthode numérique met en ceuvre une certaine procédure, une suite d’opérations, géné-
ralement en tries grand nombre, que 1’on transcrira ensuite dans un langage de programmation.
Bien qu’une méthode numérique puisse s’effectuer mentalement (du moins avec un crayon et un
papier) comme inverser une matrice 2x2, résoudre tan z — 1 = 0, ou calculer V2, elle nécessite
dans la majorité des cas un ordinateur qui a l’avantage de la rapidité (mais pas de la précision).
Il convient & ce niveau de bien différencier la partie méthode numérique, souvent indépendante
du calculateur et du langage, et la partie programmation qui met en ceuvre d’une part ’algo-
rithme et d’autre part une suite d’instructions écrites dans un langage de programmation. Bien
stir, une méthode numérique pourra dépendre de I’architecture d’un ordinateur et du langage
utilisé. Toutefois, 'un des soucis majeurs de 'utilisateur et du programmeur est d’assurer a
son programme une certaine portabilité, c’est-a-dire de pouvoir I'exécuter sur des machines
différentes sans avoir besoin d’adaptations (trop) spécifiques.

Les méthodes numériques sont indispensables a la réalisation de programmes de calculs ou
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codes de calcul. En particulier, pour les astrophysiciens qui ne bénéficient pas d’un laboratoire
permettant de valider leurs théories a partir d’expériences renouvelables a loisir et controlables,
ces outils sont le seul moyen de simuler ou de modéliser les phénomenes que nous observons,
de les interpréter et de les comprendre. Rappelons que les méthodes numériques sont en effet
présentent dans toutes les disciplines de I’ Astrophysique moderne : la cosmologie, I'instrumen-
tation, le traitement de données, la planétologie, la physique solaire, la physique des galaxies,
la physique extragalactique, etc. S’il est vrai qu’il existe une trés grande diversité de méthodes
numériques avec lesquelles ont peut, en pratique, quasiment tout faire, certains problémes (par
exemple en traitement du signal, en mécanique céleste ou en mécanique des fluides) ont nécessité
la mise au point de méthodes trés spécifiques.

L’objet de I'analyse numérique est de concevoir et d’étudier des méthodes de résolution de
certains problémes mathématiques, en général issus de la modélisation de problemes “réels", et
dont on cherche & calculer la solution a I’aide d’un ordinateur.

Le cours est structuré en quatre grands chapitres :

— Résolution des systémes linéaires

— Calcul des valeurs et vecteurs propres

— Systémes non linéaires

— Equations différentielles.



Chapitre 1

Résolution des systémes linéaires

On note My(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre N. Soit A € My(R) une matrice
inversible, et b € R", on a comme objectif de résoudre le systéme linéaire Ax = b, c’est a dire
de trouver x solution de :

N
{:F ®)
r=>

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur € RY solution de (P). Nous allons
étudier dans les deux chapitres suivants des méthodes de calcul de ce vecteur = : la premiére
partie de ce chapitre sera consacrée aux méthodes “directes" et la deuxiéme aux méthodes “ité-
ratives". Nous aborderons ensuite en troisiéme partie les méthodes de résolution de problémes
aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans l’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des
systémes a résoudre. Entre 1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté
de facon drastique. La taille des systémes qu’on peut résoudre sur ordinateur a donc également
augmenté.

Le développement des méthodes de résolution de systémes linéaires est liée a I’évolution des
machines informatiques. Un grand nombre de recherches sont d’ailleurs en cours pour profiter
au mieux de 'architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour
profiter des architectures paralléles, par exemple).

Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systémes
linéaires : les méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de
leur étude, nous commencons par quelques rappels d’algebre linéaire.

1.1 Quelques rappels d’algébre linéaire

1.1.1 Norme induite

Définition 1.1.1 (Norme matricielle, norme induite) On note My (R) l’espace vectoriel
(sur R) des matrices carrées d’ordre N .
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1. On appelle norme matricielle sur My (R) une norme ||.||sur My(R) t.q.
IAB]| < [|AIB]l, VA, B € My(R)

2. On considére My (R) muni d’une norme ||.||. On appelle norme matricielle induite (ou
norme induite) sur My (R) par la norme ||.||, encore notée ||.||, la norme sur My (R) définie par :

[All = sup {[[Az[|; = € R", ||z]| =1} ,VA € My(R)

Proposition 1 Soit My(R) muni d’une norme induite ||.|. Alors pour toute matrice A €
My(R), on a :

1 || Azf| < [[A][ ||=]], V& € R,

2. ||All = max {||Az[|; [lz]| =1, z € R"},

3. ||A| = max{”Ax”' r € R™\ {0}}

llzll 2

4. ||.|| est une norme matricielle.

Proposition 2 Soit A = (a; ;) € My(R)

et My(R) de la norme induite correspondante, notée

i, je{1,...,N
1. On munit R™ de la norme ||.

aussi ||.|| . Alors

loo

N
[All, = max > la; 4|

iG{l ..... N} j=1

2. On munit R™ de la norme ||.||, et Mn(R) de la norme induite correspondante, notée aussi
.1, Alors

N
All, = w
Al = x5 a5

3. On munit R"™ de la norme ||.||, et My (R) de la norme induite correspondante, notée aussi
.1, Alors

1Al = (p (A*4))?

1.1.2 Rayon spectral

Définition 1.1.2 (Valeurs propres et rayon spectral) Soit A € My(R) une matrice in-
versible. On appelle valeur propre de A tout A\ € C tel qu’il existe x € CN o # 0 tel que
Ax = Ax. L’élément x est appelé vecteur propre de A associé a A. On appelle rayon spectral de
A la quantité p(A) = max {\; A € C, \ valeur propre de A}.

Lemme 1.1.1 (Convergence et rayon spectral) On munit My(R) d’une norme, notée |.||.
Soit A € Mn(R).
Alors :
1. p(A) < 1 si et seulement si A¥ — 0 quand k — oo.
1
2. p(A) < 1= limsup,_ ||A*[|* < 1.

3. liminfy o | A*|F < 1.
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1
4. p(A) = limy_o HA’“”’“ :
5. On suppose de plus que ||.|| une norme matricielle (induite ou non). Alors

p(A) < Al

Remarque 1.1.1 (Convergence des suites) Une conséquence immédiate du lemme est que
si £ est donné et %) défini par x*+D = Az®) | alors la suite (x(k)) converge vers 0 si et
seulement si p(A) < 1.

keN

Proposition 3 (Rayon spectral et norme induite) Soient A € My(R) et ¢ > 0. Il existe
une norme sur R" (qui dépend de A et ) telle que la norme induite sur My(R), notée |||, .
vérifie 1Al . < pl(A) + <.

Lemme 1.1.2 (Triangularisation d’une matrice) Soit A € My(R) une matrice carrée
quelconque, alors il existe une base (f1, ..., fn) de C et une famille de complexes (\;, j>i:1 Nt N
telles que Af; = Niifi + > Nijfj De plus A j est valeur propre de A pour tout i € {1, ..., N}'. '

j<i

On admettra ce lemme.
Nous donnons maintenant un théoréme qui nous sera utile dans I’étude du conditionnement,
ainsi que plus tard dans ’étude des méthodes itératives.

Théoréme 1.1.1 (Matrices de la forme Id + A) 1. Soit une norme matricielle induite, Id
la matrice identité de My(R) et A € My(R) telle que ||A]| < 1.
Alors la matrice Id 4+ A est inversible et

1

|(Id+A)7H| < AT

2. Si une matrice de la forme Id + A € My(R) est singuliére, alors ||Al| > 1 pour toute
norme matricielle ||.|| .

1.1.3 Matrices diagonalisables

Définition 1.1.3 (Matrice diagonalisable) Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On
dit que A est diagonalisable dans R si il existe une base (Pq, ..., P,) et des réels Ay, ..., N\, (pas
forcément distincts) tels que A®; = A\®; pour i = 1,...,n. Les réels A1, ..., \, sont les valeurs
propres de A, et les vecteurs @1, ..., P,, sont les vecteurs propres associés.

Lemme 1.1.3 Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans R. Alors
A = Pdiag (M1, ..., \y) P71,

ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égauxr aux vecteurs @4, ..., P,.
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Lemme 1.1.4 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie : dimE = n, n € N*, muni
d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExFE — R,
(r,y) — <=xz,y>pg
qui vérifie :
Vee E,.<z,x>p>0et<z,2>pg=0&2=0,
V(z,y) € B, < 2,y >p=< ¥y, >p,
Yy € E, Uapplication de EE dans R, définie par v —< x,y >g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = /< z,7 >g.

Soit T' une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.d.d. que
<T(x),y >p=<z,T(y) >, V(x,y) € E2. Alors il existe une base orthonormée (fy...f,) de E
(c.a.d. telle que (f;, fi)p = 6ij) et (M, ..., \n) € R™ tels que T'(f;) = \i fi pour tout i € {1...n}.

Conséquence immédiate : Dans le cas ou £ = R", le produit scalaire canonique de
z = (x1,..on) et y = (y1,..., yn)" est défini par < z,y >p= -y = S, w7y Si A € My(R)
est une matrice symétrique, alors I'application 7' définie de E dans E par : T(z) = Ax est
linéaire, et : < T'(x),y >= Ax-y = x-Aly = - Ay =< z,T(y) >. Donc T est linéaire symétrique.
Par le lemme précédent, il existe (fi,..., fv) et (A1, ..., A\n) € RY tels que T'f; = Af; = \ifi
Vie{l,..,N}et fi.f; = 0ij, V(i,5) € {1,..., N}

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (e, ...,ey) base ca-
nonique dans (f1,..., fx) dont la premiére colonne de P est constituée des coordonnées de f;
dans (eq1,...,en). On a : Pe; = fi. On a alors P~1APe; = P7Af; = P Y(\ifi) = Nies =
diag (A1, ..., AN) €;, ou diag (Aq, ..., A\y) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux
A1y, Axy On a donc :

-1 _ Ai 0 —
P AP—[O )\N]—D.
De plus P est orthogonale, i.e. P~! = P!, En effet,

PtPeZ-~ej = Pei-Pej =< fi,fj >= (SZJVZ,J € {1N},

et donc (P'Pe; — ¢;)-¢; =0Vj € {1..N} Vi € {1,..N}. On en déduit P'Pe; = e; pour tout
i=1,..N,
i.e. PP = PP' = Id.

1.2 Meéthodes directes

On appelle méthode directe de résolution de (P) une méthode qui donne exactement x (A
et b étant connus) solution de (P) aprés un nombre fini d’opérations élémentaires (+, —, X, /).

Parmi les méthodes de résolution du systéme (P) on citera :

- Méthode de Gauss(méthode du pivot)

- Méthode de Gauss-Jordan

- La méthode L.U

- Méthode de Cholesky
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1.2.1 Meéthode de Gauss

Soit Az = b ou A est une matrice (n x n), non singuliére (det (A) # 0 < A non singuliére).
Principe :
* Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure .

on construit {A : b} et :

{A : b} — transformation — lA’ : b’} une matrice triangulaire supérieure .ze :

! ! ! b/
aiy  aip v A, by i g o0 i Oy
921 929 cee aogn bg 0 Qoo - Aoy b2

—
! i
an1 an2 U Ann bn 0 0 s Apn bn

1] — o

* Puis, on résout le systéme A’z = b (dont la solution est exactement la solution du systéme
Az =b)
ETAPES : On pose A = AW et b = bV,
1¢7¢ étape :
* Si agll) # 0, on fait les affectations suivantes
e La ligne L; est maintenue ie : Lf) — Lgl)

@
epour i =2,n ; LZ@) — L§2) —%'Lgl)
On obtient alors : B
1 1 1 1 2 2 2 2
N T K S
As;  Qgy  *tc Ay, by 0 Usy *** Ay, by
. . . H . .
NORHO BN 0 0 - a P

ou :
2 1
agj) = agj) J (:)l,n
2 1) aYf 1 —
a’z('j) _ag_]) - aﬁ) ’ gj) ’ 1=2,n y J = 17n
et




1.2. METHODES DIRECTES

* Si aﬁ) = 0, on cherche une ligne L},l) avec 2 < p < n telle que a](gll) = 0. Puis on permute

les lignes Lgl)et LS) pour obtenir

Av—b = Ay — ) s POAD, = POKD)
o P est la matrice de permutation des lignes Lgl)et L;,l).P(l) est elle meme la matrice

identité dans laquelle on permute la premiére ligne et la P¢"¢ ligne.

~(1)
Dans ce cas au lieu de la matrice A on considére la matrice : A = PMAD dont on
notera encore les éléments par agjl-) et on lui applique des transformations analogues a celles

correspondantes au cas aﬁ) # 0 ,étudié plus haut.
keme étape :
* a,(!;;) = 0 : On permute les lignes est une ligne d’indice p avec k + 1 < p < n, telle que :
ag,? # 0. Et dela
AR — k) s plE) A(R)  — PRIp(R)
ol P* est la matrice de permutation des lignes L,(f) et L;k). P* est la matrice identité ot on

permute la k"¢ et la P"¢ ligne.
~ (k) ~(k)
On considére alors : A = P®AK et b = P®AF  Aprés transformation on obtient

AFHD ot pE+D) gyec :

) _ 0 T i —Tn

ai] ij " J=Ln
ag ™ = o) — ) i=F+Ln; j=Tn
et
bz(k+1) _ bz(‘k) i = L—k
(k)
b = —ts b i =k + 1
kk
et ceci en faisant les affectations suivantes :
( Lngrl) . Lgk)
Lo
ngk:—i-l) . L}(ﬂk)
(k)
Lgk—H) - Lgk) - Z?Iﬁ) ’ Ll(ck)v 7i =k+ 17 n
\ kk
Résolution de A’z =¥’ :
On pose
R
{A’ : b'} _ [AW) : b(”)} I
0 RONE
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Et dela
Ar =b — AWz =p®

= APy =p®?

s Ay — po)

— Az=V
d’ou (Résolution par remontée)
1 ’ / /
o1 = g (0 = a0 — - = Gy T0)
_ 1 / !
Tp-1= 7 (bt = A1 9Tn)

( On détermine z,, , puis x,_1 , etc. jusqu’a obtention de x.)

Remarque 1.2.1 1. La méthode de Gauss nécessite %n?’ opérations pour un systéme d’ordre

n.
2. Elle permet de calculer det (A) puisque det (A) = (—1)’ kljlag};) ot j est le nombre de

permulations.
Exemples 1 Soit a résoudre le systéme :

2$1+3J]2—I3:5
(1) 41‘2 + 41‘2 — 3[13‘3 =3
—2%’1 + 3[52 — I3 = 1

Le systéme (1) s’écrit encore : Ax = b avec

2 3 -1 5 1
A= 4 4 -3 b= 3 et r= | w3
-2 3 -1 1 T3

1¢7¢ étape :
V=240
* ayy #

2] 3 -1 5 2 3 -1 5

4 4 -3 3| —| 0 -2 -1 -7
-2 3 -1 1 0 6 -2 6

[ A(l);bu)} . { A(z);b@)}

10
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2 3 -1 5 1 0 0 1
0 -1 -7 | —f0 10 2
0 6 -2 6 0 0 1 3
{ A@) b(z)} . { A®) b(?’)}
Résolution de A’z =1’ :
Posons {A’ g } . On a alors :
2 3 -1 T 5)
Ar =V «<— 0 -2 -1 e | = =7
0 0 -5 T3 —15
2x1 4+ 319 —x3 =25 r1 =1
< —2x9 + 23 =—T7 < Tog = 2
- 5I3 =12 Ty = 3

1.2.2 Méthode de Gauss-Jordan

Soit le systéme linéaire Ax = b o A est une matrice (n x n), réguliére.
Principe :

* Transformation de la matrice A en matrice identité

ie : A:b| _ transformation — |1 : 0’| ou I est la matrice identiteé.
*Dou: Ar=b <= o=V <= =10

ETAPES : On pose A =AM et b= b,

1¢7¢ étape :

* Si aﬁ) # 0, on fait les affectations suivantes

oL — L. W

m
a
N IR
On a alors :
1 1 1 1 2 2 2
oo g Loy b
Us;  Qgy  *cc Ay, by 0 ayp -+ ay, by
. . % .
aS}f afj; Cl7(7,1n) bs) 0 afg) an,Z b,(f)

[ AWpm] { A(z);b@)}

11
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avec :
ey -
ag) ﬁ ) J=L5Ln
11
CLS) :agjl-) — ag) ag) ci=2n; j=2,n
ag): , t=2n; j=1
et
(2 _ by
V=
0 =0 —a 0, i=2m
1¢7¢ étape :
* Si a%) # 0, on fait les affectations suivantes
° Lé3) - a(_12) i ng)
22
oL — P Q. L . i=Tn avec i#2
d’ou :
W NI
o ol o) | [or ) ) o
0 a%) ceall b 0 0 a%) o adl) dY
Pmyﬂ_ﬁ[mwmq
avec :
(1)
2) _ ay A
agj)_ ﬁ) ;o J=1Ln
N P B SR
ol =0; i=2n; j=1
et
9 D
bg = El)
b = a0 i=Tm, i£0
ke étape :
* a,(jc) #0:
I
kk
o Lgkﬂ) — Lgk) — ag,]:) - L,(Ckﬂ) : i=1,n avec i#k
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On obtient :
1 -~ 0 agl,? agi) bgk) 1 -~ 0 agk,:jrlz O WA
0 - 0 a¥ o a) b 0 .- 0 aé’f,fﬁf B OIS
k k k k41 k1) (k1
T e A Y
+ + +
0 - 0 ay Tt Ay by, 0 - 0 Giyper o Ghyrn O
0 - 0 af) o all WP 0 - 0 afh el By
AR k)| | AR 1 (k1)
avec _ )
(k)
k1 ay; —
/(gj+):}(c_li)a J=FrN
R R S AN T wi R g B s 7
et

k

D _ k) al(.]l:) . blgk+1)’ i=1,n, i#k

Remarque 1.2.2 1. La méthode de Gauss-Jordan nécessite n® opérations élémentaires (moins
rapide que celle de Gauss et que celle de Cholesky que l’on verra par la suite).
z 0

2. Elle est conseillée pour inverser une matrice, car elle évite la "remontée” (ie :la résolution
par retour arriére) qu’on rencontre dans la méthode de Gauss.

Exemples 3 Soit a résoudre le systéme :

21‘1+3I‘2 —$3:5
(1) 4$1+4$2—3IB3:3
— 21+ 39 —x3=1

Le systéme (1) s’écrit encore :Az = b avec

2 3 -1 5 T
A=\ 4 4 -3 ;o b=1 3 et r=1 x2
-2 3 -1 1 T3

1¢7¢ étape :
wxall =240
11

3 -1 5 1 3/2 —-1,/2 5,2
4 4 -3 3| —1|0 -2 -1 —7
—2 3 -1 1 0 6 —2 6

13
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[ A(l);bu)} 4@

2¢me étape :
wal) =240
1 3/2 —1/2 5,2 1 0 —5/4 —11/4
0 -1 -7 | =01 172 17,2
06 -2 6 00 -5 -15
{A@) b(z)} G b<3>}
3¢ étape :
*ald) = —5+0
1 0 —5/4 —11/4 100 1
01 1,2 17,2 — 1010 2
00 ~15 00 1 3

[ A(3>;b<3>} _ [ A(4>;b<4>}

Solution de A'x =b':
Posons b' = b®).0On a alors : x = V' = (1.2.3).

1.2.3 Stratégie du choix du pivot

Exemples 4 Sachant que la solution exacte du systéme ci-aprés est
(x1,22) = (1,3,2,/3), retrouvons la par la méthode de Gauss. Le systéme est

0.0003z; + 3z = 2.0001
T+ a0 =1
+ Posons
0.0003 3 2.0001
A_(1 1)615 b_(l )

Nous avons : a;; = 0.0003 # 0, d’ou :

0.0003 3 2.0001 . 0.0003 3 2.0001

1 1 1 0 —9999 —6666

i = [

14
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et dela :

o — 0666 _ 2222 _
2 9999 3333 — °

Question 1 : Effectuer les calculs avec quatre(04) c.s
Réponse 1 : 25 = 0.6667 et 1 = —0.3333

Question 2 : méme question avec cing (05) c.s
Réponse 2 : x5 = 0.66667 et 1 = 0.3

Question 3 : avec trois (03) c.s

Réponse 3 : x5 = 0.667 et x1 = —3

Remarque 1.2.3 1. Les chiffres de la valeur x5 restent stables. Par contre ceux de x1 mitent
a chaque nouvelle précision.

2. Les solutions auxquelles on aboutit sont, a des échelles différents, éloignées de la solution
exacte.

Commentaire 1 Cette perte dans la précision est due au pivot aq; = 0.0003 qui est tres
petit.

Cas général
Soit le systeme

a111 + 122 + -+ A1y — b1
ATy + ++ + Aon Ty = by

Appln = bn
aveCc a1 =~ 0 et aiq 7é 0.
On suppose que les solutions x1,xs,...,x, soient connues.Posons :
r1 = [L’T + A.’El
To = x5 £ Axog ou zj, x5, ...,x) sont des valeurs
: approchées de xq,x9,...,2,
x, =z, £ Az,
Déterminons Axy =7
Nous avons :
T = a—L (bl — Q12X — - — alnxn)
= a—il (b1 — 1275 — - - — A1 T} F a12A72 F -+ F a1, ATy,)
= by —apprh — - — ) F B2 AL F oo F Y2 A,

all aiil
=] F 2Azy F - F P2 A,
et dela : Axq = :F%ACL’Q F--o-F %Amn.l\/[ais puisque ai; =~ 0 alors 22 > 0.

De méme pour les autres %, j = 3,n. Et donc 'erreur Az, sera importante.

15
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Stratégie du pivot partiel

Supposons que 1’on soit & la k™ étape de la méthode Gauss :

k k k k k
EEEE R Y
0 0 I Qg+ Gy by
A(k);b(m] | : 1<k<n
| 00 e )
0 o0 afﬁg v gl )
Parmi les coefficients aﬁjj, a,(ﬁl,k, e ,afjﬁ, on choisit celui dont le module est le plus grand

(2

1€ : max (
i=k,n

pivot ainsi obtenu.

a(.']:) )) . Le pivot sera ce coefficient, et on permute alors la £*“ligne et la ligne du

1.2.4 Stratégie du pivot total

(k)

S k,n  j =k, ntel que son

A la k™€ étape le pivot est choisit parmi les coefficients a
module soit le plus grand (ie © max ( al® )) :
i=kn j=kn

ij
Attention! : Achaque permutation de colonnes les inconnues changent de places .
Exemples 7 Soit le systéme

l‘1+3$2+3l’3:—2
21’1+2[E2+5ZL‘3:7
3r1 + 225 4 63 = 12

Posons :
1 3 3 -2
{A : b} = 2 2 5 7
3 2 6 12

: max ()alq)‘ 1=1,2,3 7= 1,2,3) = 6. La ligne du pivot total sera alors L3. En

¥i Y
permutant les lignes 1 et 3 on obtient :

1 3 3 -2
2 2 5 7
3 2 6 12

La colonne du pivot total est Colz, et on permute les colonnes 1 et 3 :

6] 2 3 12 6 2 3 12
5 2 27 — 0 1,73 -1,/2 -3
3 3 1 -2 02 —1,/2 -8

16
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: max (‘az(-?) 1=2,37)=2, 3) = 2 La ligne du pivot total est alor L3. Et donc on

permute les lignes 2 et 3 :

6 2 3 12 6 2 3 12
0 ~-1,/2 -8 — 0 2 —-1,/2 -8
0 1/3 —-1,/2 -2 0 0 —5,/12 —5/3

Dela, du fait de la permutation des colonnes 1 et 3. On obtient le systéme équivalent suivant :

6x3 + 219 + 321 =1 r1 =1
209 — %I‘l = -8 g To = —3
—15—21171:—2 I3:4

1.2.5 La méthode L.U

Soit le systéme linéaire Az = b (1)

Principe : Décomposition de la matrice A de fagon & la mettre sous la forme : A = L.U ou
L est une matrice triangulaire unitaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure.

Résolution : Le systéme (1) devient :

Ly=15>

Ax =10 <= L Ux =b <= {Um:y

Donc la résolution du systéme Ax = b revient a la résolutions des deux systémes Ly = b
et Uxr = y, et la résolution de ces derniers est immédiate, puisque les matrices . et U sont

triangulaires.
Méthode :
Par la méthode de Gauss on obtient

(n) (n) (1) (n)  p(n)

Gy Qg Qg3 v Gp, 0
EEEy
{A(k):b(k)} - [A(k);b(k)} =10 0 ags - ap, by
0 ali) b
1 1 1 1 1
O S I %
0 agy agp - oap, by
—[o o G - Q) B

avec : Ar = b — Ale =1V
On pose alors U = A’

17
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1 1 1 1 1
RS
Qg9gy Qo3 ay, by
ie: U =0 0 a¥ al® P
0o o
et on montre que : A = L.U ou
1 0 0
l21 1 0 a,(k)
L =| 1l Il 1 0 avec ly, = —&
) . q™
: : kk
lnl ln? ln,nfl 1
Vérification : Pour n = 4
On a:
1 1 1 1
agl) a§2) 33) ag4) 1 0O 0 0 .
0 ag) a%) agi) Iy 1 0 0 agk)
v = 3 (3 L= lik =
0 0 0 afﬁl) lgg laz lz 1
d’ou
l _ o) ey l _ o) ey l oY _ ay
n=h=a meg=a =
asy) as) aly
lsy =~ lay = =& lag = ~&5
. 22 22 33
Ainsi
1 0 0 0
L | 0 0
G
L= w @ 1
ail a
ORNC)
aqr %z Y3
g R
1 0 0 0 a a a a
a 11 @12 13 14
o 100 @ @ @
2) 0 Qo  Go3  Qoy
LU= as1 % 1 0 0 0 3 3
all a%22) (3) 0,33 a?jll)
& EVAUR I
ai; Q2 ai3 aiq
a 2 a 2 a 2
asq azlﬁ + (152) aglﬁ + agg) aglﬁ + aé4)
N @) " o?
- asq aglg% -+ Clg) 031% + ag)% + &g? aglﬁ + G:%)@ + Clgi)
a 2 a 2) al? 3 o 2) al? 3) ald 4
aqq a41ﬁ + aig) a41ﬁ + CLZ(Q)@ + CLZ(B) a41ﬁ + CLZ(Q)ﬁ + a4(13)§ + a514)
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11 Q12 a3 daiq
_ Q21 Q22 Q23 (24 — Acara
a31 a3z as3z AdA34

Qg1 Q42 Q43 Q44

k)

+ a(lz)ﬁ
w0

kk

(k+1) (k)
ij = Gy

1.2.6 Meéthode de Cholesky

Soit A une matrice carrée d'ordre n; A = (a;;) i,j=1,n

Définition 1.2.1 eSoit A € M, (R) est dite symétrique si elle coincide avec sa transposée ie :
A= AT ou encore : ajj=aj , i,j=1,n

Théoréme 1.2.1 (Sylvester) Soit A € M, (R) une matrice symétrique. Alors A est définie
positive si et seulement si

Vo € R" x # 0, (Azx,x) = 27 . Az = 0.
Théoréme 1.2.2 A est définie positive si et seulement si tous ses mineurs :
apip a2 a3

; LDg=|an axp axs ;... ; A,=det(A)

a31 azz Aas3

a11 Qa2
Q21 Q22

AV Qa11; Ny =

sont strictement positifs.

Théoréme 1.2.3 (Cholesky) Soit A une matrice carrée d’ordre n, non singuliére et symé-
trique. Pour qu’il existe une matrice triangulaire inférieure L, de meme dimension que A, telle
que : A= LLT il faut et il suffit que A soit définie positive .

Remarque 1.2.4 e L n’est pas unique
e La décomposition devient unique si l'on fixe a l'avance les éléments diagonaux l; avec
li; = 0.

Algorithme de décomposition
Afin d’obtenir les éléments /;; de la matrice L on multiplie les matrices L et LT, puis on iden-
tifie les coefficients respectifs dans I’égalité : A = L LT pour obtenir les équations

5%1 = a1
B+ + G+ + G+ =ay
lillji -+ ligljg + ligljg + +lijljj - Clij 5 Z > j
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D’ot, on a successivement (en choissant systématiquement le signe +) :
li1 = +/an
i—1
2 5
Qi — E I, 1=2n
k=1

j—1
lij = i (aij —;lik ljk) , 1=

Iy =04~ j

\

Résolution du Az =b
Résoudre le systéme Az = b revient alors a résoudre :
Ly=1b
T, _
LL'z=b <= { 7o =y
y
d’ott 'on déduit :

i—1
yZ:lL (bi_zlik yk:) ) i:27_n
k=1

et
n
_ 1 s
Ti =17, |\ Y — E lpiop |, i=1n—-1
k=i+1

Remarque 1.2.5 e La méthode de Cholesky nécessite 7;,)—3 opirations élémentaires (meilleur que
celle de Gauss).

e La méthode de Cholesky permet le calcul du déterminant de A.

Eneffet : A=LL" = det(A)=det (LL") = det (L)det (L)

= (det (L))2 = <H lii)

1.3 Conditionnement

Dans ce paragraphe, nous allons définir la notion de conditionnement d’une matrice, qui
peut servir & établir une majoration des erreurs d’arrondi dues aux erreurs sur les données.
Malheureusement, nous verrons également que cette majoration n’est pas forcément tres utile
dans des cas pratiques, et nous nous efforcerons d’y remédier. la notion de conditionnement est
également utilisée dans I’étude des méthodes itératives que nous verrons plus loin.
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1.3.1 Le probléme des erreurs d’arrondis

Soient A € M, (R) inversible et b € R™; supposons que les données A et b ne soient
connues qu’a une erreur pres. Ceci est souvent le cas dans les applications pratiques. Considérons
par exemple le probleme de la conduction thermique dans une tige métallique de longueur 1,
modélisée par Uintervalle [0, 1]. Supposons que la température u de la tige soit imposée aux
extrémités, u(0) = up et u(1) = uy. On suppose que la température dans la tige satisfait a
I’équation de conduction de la chaleur, qui s’écrit (k(x)u/(z)) = 0, ou k est la conductivité
thermique. Cette équation différentielle du second ordre peut se discrétiser par exemple par
différences finies, et donne lieu & un systéme linéaire de matrice A. Si la conductivité k n’est
connue qu’avec une certaine précision, alors la matrice A sera également connue a une erreur
prés, notée (A. On aimerait que l’erreur commise sur les données du modele (ici la conductivité
thermique k) n’ait pas une conséquence catastrophique sur le calcul de la solution du modeéle
(ici la température ). Si par exemple 1% d’erreur sur k entraine 100% d’erreur sur u, le modeéle
ne sera pas d’une utilité redoutable. . .

L’objectif est donc d’estimer les erreurs commises sur x solution de (P) & partir des erreurs
commises sur b et A. Notons (§, € R" I'erreur commise sur b et § 4 ’erreur commise sur A. On
cherche alors a évaluer §, est solution (si elle existe) du systéme :

r+0, € R" (1.1)
(A404)(x+6:) =0+ 0p ‘

On va montrer que si 04 "n’est pas trop grand", alors la matrice A + §4 est inversible, et
qu’on peut estimer 0, enfonction de d4 et d4.

1.3.2 Conditionnement et majoration de I’erreur d’arrondi

Définition 1.3.1 (Conditionnement) Soit R™ muni d’une norme ||.|| et M, (R) muni de la
norme induite. Soit A € M,, (R) une matrice inversible. On appelle conditionnement de A par
rapport a la norme ||.|| le nombre réel positif cond(A) défini par :

cond(A) = ||A|| ||A_1H

Proposition 4 (Propriétés générales du conditionnement) Soit R" muni d’une norme
||| et M, (R) muni de la norme induite.

1. Soit A € M, (R) une matrice inversible, alors cond(A) > 1.

2. Soit A € M, (R) et o € R*, alors cond(aA) = cond(A).

3. Soient A et B € M, (R) des matrices inversibles, alors cond(AB) = cond(A)cond(B).

Proposition 5 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2) Soit R" muni d’une
norme ||.||, et M, (R) muni de la norme induite. Soit A € M, (R) une matrice inversible. On
note conds(A) le conditionnement associé & la norme induite par la norme euclidienne sur R™.

1. Soit A € M, (R) une matrice inversible. On note oy[resp. o1] la plus grande [resp.
petite] valeur propre de A'A (noter que A'A est une matrice symétrique définie positive). Alors

condy(A) = /o, /07.
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2. Si de plus A une matrice symétrique définie positive, alors condy(A) = 2=, o \, [resp.

A1/ est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A. "
3. St A et B sont deuxmatrices symétriques définies positives, alors condy(A+B) < max(condy(A),
4. Soit A € M,, (R) une matrice inversible. Alors conds(A) =1 si et seulement si A = aQ)
ot € R* et Q est une matrice orthogonale (c’est-a-dire Q' = Q).
5. Soit A € M, (R) une matrice inversible. On suppose que A = QR ou () est une matrice
orthogonale. Alors condy(A) = condy(R).
6. Soient A, B € M, (R) deuz matrices symétriques définies positives. Montrer que conds( A+
B) < maz{conds(A), condy(B)}.

Théoréme 1.3.1 Soit A € M, (R) une matrice inversible, et b € R™, b # 0. On munit R"
d’une norme ||.||, et M, (R) de la norme induite. Soient 54 € M, (R) et 6, € R™. On suppose
que ||0.4] < m. Alors la matrice (A4 04) est inversible et si x est solution de (P) et x + ¢,
est solution de (1.1), alors

16, cond(A) (5,, 5A>
el ST=a . \» "4 (12)

1.4 Meéthodes itératives

Les méthodes directes que nous avons étudiées dans le paragraphe précédent sont tres effi-
caces : elles donnent la solution exacte (aux erreurs d’arrondi prés) du systéme linéaire consi-
déré. Elles ont 'inconvénient de nécessiter une assez grande place mémoire car elles nécessitent
le stockage de toute la matrice en mémoire vive. Si la matrice est pleine, c.a.d. si la plupart
des coefficients de la matrice sont non nuls et qu’elle est trop grosse pour la mémoire vive de
lordinateur dont on dispose, il ne reste plus qu’a gérer habilement le “swapping" c’est—a—dire
I’échange de données entre mémoire disque et mémoire vive pour pouvoir résoudre le systéeme.

Cependant, si le systéme a été obtenu a partir de la discrétisation d’équations aux dérivés
partielles, il est en général “creux", c.a.d. qu'un grand nombre des coefficients de la matrice du
systéme sont nuls; de plus la matrice a souvent une structure “bande", i.e. les éléments non
nuls de la matrice sont localisés sur certaines diagonales.

1.4.1 Définition et propriétés

Soit A € M, (R) une matrice inversible et b € R" , on cherche toujours ici a résoudre le
systéme linéaire (P) c’est-a—dire & trouver = € R™ tel que Az = b.

Définition 1.4.1 On appelle méthode itérative de résolution du systéme linéaire (P) une mé-
thode qui construit une suite () en (ot “Vitéré” %) est calculé o partir des itérés (.. x*=1)

censée converger vers x solution de (P)).

Définition 1.4.2 On dit qu’une méthode itérative est convergente si pour tout choiz initial (%)
eR”, ona:
+®) = 2 quand n — 400
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Puisqu’il s’agit de résoudre un sytéme linéaire, il est naturel d’essayer de construire la suite des
itérés sous la forme %+t = Bx® 4 ¢ o B € M, (R) et ¢ € R™ seront choisis de maniére
a ce que la méthode itérative ainsi définie soit convergente.On appellera ce type de méthode
Méthode I, et on verra par la suite un choix plus restrictif qu’on appellera Méthode II.

Définition 1.4.3 (Méthode I) On appelle méthode itérative de type I pour la résolution du
systéme linéaire (P) une méthode itérative ou la suite des itérés (z'F)),en est donnée par :

Initialisation x(® € R"
Itération n  x*tY = Bz + ¢

ot B € M, (R) et c € R".

Remarque 1.4.1 (Condition nécessaire de convergence) Une condition nécessaire pour
que la méthode I converge est que ¢ = (Id — B)A™'b. En effet, supposons que la méthode
converge. En passant a la limite lorsque n tend vers l'infini sur l'itération n de l’algorithme, on
obtient * = Bx + ¢ et comme x = A™'b, ceci entraine ¢ = (Id — B)A™'b.

Remarque 1.4.2 (Intérét pratique) La “méthode 1”7 est assez peu intéressante en pra-
tique, car il faut calculer A™'b, sauf si (Id — B)A™! = ald, avec o € R. On obtient dans ce
cas :

B=—-aA+1d
et c=ab

c’est—a—dire
"t = 2" + a(b — Az™).

Le terme b— Ax™ est appelé résidu et la méthode s appelle dans ce cas la méthode d’extrapolation
de Richardson.

Théoréme 1.4.1 (Convergence de la méthode de type I) Soit A € M, (R) inversible,
b € R™. On considére la méthode I avec B € M, (R) et

c=(Id— B)A™'b. (1.3)

Alors la méthode I converge si et seulement si le rayon spectral p(B) de la matrice B vérifie
p(B) < 1.

Définition 1.4.4 (Méthode II) Soit A € M, (R) une matrice inversible, b € R"™. Soient M
et N € M, (R) des matrices telles que A= M — N et M est inversible (et facile & inverser).

On appelle méthode de type II pour la résolution du systéme linéaire (P) une méthode
itérative ot la suite des itérés (x™)) ey est donnée par :

(1.4)

Initialisation x(® € R"
Itération n  Max*tD = Na®*) 4 p
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Remarque 1.4.3 Si Mz® D = Na® 4 b pour tout k € N et 2(k) — y quand n — 400 alors
My = Ny +b, c.a.d. (M N)y = b et donc Ay = b. En conclusion, si la méthode de type IT
converge, alors elle converge bien vers la solution du systéme linéaire.

Théoréme 1.4.2 (Convergence de la méthode II) Soit A € M, (R) une matrice inver-

sible, b € R™. Soient M et N € M, (R) des matrices telles que A= M — N et M est inversible.
Alors :

1. La méthode définie par (1.2) converge si et seulement si p (]\;[_1]\7) < 1.
2. La méthode itérative définie par (1.2) converge si et seulement si il existe une norme
induite notée ||| telle que HM‘ll\?H <1

Théoréme 1.4.3 (Condition suffisante de convergence, méthode II) Soit A € M, (R)
une matrice symétrique définie positive, et soient M et N € M, (R) telles que A = M — N et
M est inversible. Si la matrice M' + N est symétrique définie positive alors p <M’1N> <1, et

donc la méthode II converge

1.4.2 Méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et SOR/SSOR

Décomposition par blocs de A :

Dans de nombreux cas pratiques, les matrices des systémes linéaires a résoudre ont une
structure “par blocs", et on se sert de cette structure lors de la résolution par une méthode
itérative.

Définition 1.4.5 Soit A € M, (R) une matrice inversible. Une décomposition par blocs de A
est définie par un entier S < N, des entiers (n;)i=1.s tels que Zle n; = N, et S? matrices
A;j € My, (R) (ensemble des matrices rectangulaires a n; lignes et n; colonnes, telles que les
matrices A; ; sotent inversibles pour i =1,...,.S et

Ay Ay o . Ars
Ay ' :
A= (1.5)
: e . AS—l,S
| Asa - oo Ags1 Ags

Remarque 1.4.4 1. Si S = N etn;, = 1Vi € {1,...,S}, chaque bloc est constitué d’un seul
coefficient.

2. Si A est symétrique définie positive, la condition A, ; inversible dans la définition 1.3.5
est inutile car A, ; est nécessairement symétrique définie positive donc inversible. Prenons par
ezemple i = 1; soity € R™, y #0 et x = (y,0...,0)" € R™. Alors Ay 1y -y = Az -z > 0 donc
Ay est symétrique définie positive.
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3. 8i A est une matrice triangulaire par blocs, c.a.d. de la forme (1.3) avec A; ; =0 si j > 1,
alors

det(A) = f[det(AM).

Par contre si A est décomposée en 2 x 2 blocs carrés (i.e. tels que n; = m;,V(i,7) € {1,2}),
on a en général : det(A) # det(A; ;1) det(Azz) — det(A;2) det(Azy).

Méthode de Jacobi

On peut remarquer que le choix le plus simple pour le systéme Mz = d soit facile a résoudre
(on rappelle que c’est un objectif de la mise sous forme méthode de type II) est de prendre
pour M une matrice diagonale. La méthode de Jacobi consiste a prendre pour M la matrice
diagonale D formée par les blocs diagonaux de A :

_Al,l 0o --- e 0
0 - . .
D:
: .0
0 o 0 Agg |

Dans la matrice ci-dessus, 0 désigne un bloc nul.
On a alors N = E + F, ou E et F sont constitués des blocs triangulaires inférieurs et

supérieurs de la matrice A :

[ 0 0 0]
—Aiq
F =
: . - 0
| —Asy o —Agsy 0
et _ -
0 —Ayy - o —Arg
0 . :
F =
: - —Asas
0 - ) 0 |
On a bien A = M — N et avec D, E et F définies comme ci-dessus, la méthode de Jacobi
s’écrit : )
e R”
(k+1) ! (k) (1.6)
Dx =(E+F)z"™ +1b
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Lorsqu’on écrit la méthode de Jacobi comme une méthode I, on a B = D™}(E + F); on
notera J cette matrice.

En introduisant la décomposition par blocs de z, solution recherchée de (P), c.a.d. : o =
[z1,...,xg] , out z; € R™ on peut aussi écrire la méthode de Jacobi sous la forme :

(0) n

W eR

{ Ai,ixl(kJrl) = - Z Az,]xgk) — Z Az,]iﬁgk) +b; 1= 1,..., S (17)
j<i j>i

SiS=Netn; =1Vied{l,..,>S}, chaque bloc est constitué d’un seul coefficient, et on
obtient la méthode de Jacobi par points (aussi appelée méthode de Jacobi), qui s’écrit donc :

( ) c R"
{ a’l Zaj k+1 Z a'L,]x Z aZJJT + b’L 7; —_— 1 (1'8)

J<i j>t

Méthode de Gauss-Seidel
L’idée de la méthode de Gauss-Seidel est d’utiliser le calcul des composantes de l'itéré
(k+ 1) des qu’il est effectué. Par exemple, pour calculer la deuxiéme composante ngﬂ) du

vecteur z(**Y | on pourrait employer la “nouvelle" valeur x&kﬂ) qu’on vient de calculer plutot

(k) (k+1)

que la valeur 27"’ comme dans (1.5); de méme, dans le calcul de x3"’, on pourrait employer
k)

les “nouvelles" valeurs xgkﬂ) et :U(kH) plutot que les valeurs x§ ) et Ty

Cette idée nous suggere de remplacer dans (1.5) x (k) par x(kH) si 7 < i. On obtient donc

I’algorithme suivant :

© ¢ R"

j<i 1<j

Notons que l'algorithme de Gauss—Seidel par points (cas ou S = N et n; = 1) s’écrit donc :

( ) e R”
{ a; Zx (e+1) — DA Ty = Y i T ) 4 by i=1,. (1.10)

1< 7>

La méthode de Gauss—Seidel s’écrit donc sous forme de méthode II avec M = D — E et
N=F:
20 ¢ R»

{ (D — B)2®+) = Fa® 4 (1.11)

Lorsqu’on écrit la méthode de Gauss—Seidel comme une méthode I, on a B = (D — E)~'F;
on notera £, cette matrice, dite matrice de Gauss-Seidel.

Méthodes SOR et SSOR

L’idée de la méthode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est d’utiliser
la méthode de Gauss-Seidel pour calculer un itéré intermédiaire Z+*1 qu’on “relaxe" ensuite
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pour améliorer la vitesse de convergence de la méthode. On se donne 0 < w < 2, et on modifie
l’algorithme de Gauss—Seidel de la maniére suivante :

20 ¢ R™

(e+1) _ (k+1) ®)
Aig@y == ) Ay = 3 Ay 4 b (1.12)
1< 1<j

M = wfl(kﬂ) + (1 -w) xgk) i=1,..,8.
(Pour w =1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.)
L’algorithme ci-dessus peut aussi s’écrire (en multipliant par A;; la ligne 3 de I’algorithme
(1.10)) :

20 e R™

Ai,iflfl(k'i‘l) =w |— Z Ai,jxg'k—i_l) _ Z Az,j$§k) +b; | + (1 . CU) Az,le(k) (113)

J<i 1<j

On obtient donc
(D —wE) z* ) = wF2®™ 4 wb + (1 — w) Da®).

L’algorithme SOR s’écrit donc comme une méthode IT avec

M—B—EetN—F—i—(l_—w)D.

w w

1l est facile de vérifier que A = M — N.
L’algorithme SOR s’écrit aussi comme une méthode I avec

B= (g—E)l (F+ (1_7“’) D).

On notera L, cette matrice.

En “symétrisant” le procédé de la méthode SOR, c.a.d. en effectuant les calculs SOR sur
les blocs dans 'ordre 1 & N puis dans 'ordre N a 1, on obtient la méthode de sur-relaxation
symétrisée (SSOR = Symmetric Successive Over Relaxation) qui s’écrit dans le formalisme de
la méthode I avec

B = (g_F)_1<E+1_T“D)<g_E>_1(F+1_T“’D>.

VvV v
calcul dans lordre S...1 calcul dans lrordre 1...S

Etude théorique de convergence

On aimerait pouvoir répondre aux questions suivantes :
1. Les méthodes sont—elles convergentes 7

2. Peut-on estimer leur vitesse de convergence ?

27



CHAPITRE 1. RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

3. Peut-on estimer le coefficient de relaxation w optimal dans la méthode SOR, c.a.d. celui
qui donnera la plus grande vitesse de convergence ?

On va maintenant donner des réponses, partielles dans certains cas, faute de mieux, a ces
questions.

Convergence On rappelle quune méthode itérative de type I, i.e. écrite sous la forme
2D = Bx( 4 C converge si et seulement si p(B)\1.

Théoréme 1.4.4 (Sur la convergence de la méthode SOR) Soit A € M, (R) qui admet
une décomposition par blocs définie dans la définition 1.3; soient D la matrice constituée par
les blocs diagonaux, —F (resp. —F') la matrice constituée par les blocs triangulaires inférieurs
(resp. supérieurs); on a donc : A =D — E — F. Soit L,, la matrice d’itération de la méthode

SOR (et de la méthode de Gauss—Seidel pour w = 1) définie par :

D ! 1—
L, = (— —E) (F+—wD),w # 0.
w w
Alors :
1. Sip(L,) <1 alors 0 <w < 2.
2. Si on suppose de plus que A symétrique définie positive, alors :

p(L,) <1 sietseulement si 0 < w < 2.

En particulier , si A est une matrice symétrique définie positive, la méthode de Gauss—Seidel
converge.

Remarque 1.4.5 On a vu (théoréme 1.35) que si A est une matrice symétrique définie positive,
la méthode de Gauss—Seidel converge. Par contre, méme dans le cas ou A est symétrique définie
positive, il existe des cas ou la méthode de Jacobi ne converge pas.

Remarquons que le résultat de convergence des méthodes itératives donné par le théoréme
précédent n’est que partiel, puisqu’il ne concerne que les matrices symétriques définies positives
et que les méthodes Gauss-Seidel et SOR.. On a aussi un résultat de convergence de la méthode
de Jacobi pour les matrices a diagonale dominante stricte, et un résultat de comparaison des
méthodes pour les matrices tridiagonales par blocs, voir le théoréeme 1.3.5 donné ci-apres. Dans
la pratique, il faudra souvent compter sur sa bonne étoile. . .

Estimation du coefficient de relaxation optimal de SOR

La question est ici d’estimer le coefficient de relaxation, optimal dans la méthode SOR,
c.a.d. le coefficient, wy € ]0,2[ (condition nécessaire pour que la méthode SOR converge, voir
théoréme 1.3.4) tel que p(L,,) < p(Ly) Yw € ]0,2].

D’apreés le paragraphe précédent ce wy donnera lameilleure convergence possible pour SOR.
On sait le faire dans le cas assez restrictif des matrices tridiagonales par blocs.

Théoréme 1.4.5 (Coefficient optimal, matrice tridiagonale) On considére une matrice
A € M, (R) qui admet une décomposition par blocs définie dans la définition 1.3; on suppose
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que la matrice A est tridiagonale par blocs, c.a.d. A;; = 0 si |i — j| > 1; soient Ly et J les
matrices d’itération respectives des méthodes de Gauss-Seidel et Jacobi, alors :

1. p(Ly) < (p(J))? : la méthode de Gauss-Seidel converge (ou diverge) donc plus vite que
celle de Jacobr.

2. On suppose de plus que toutes les valeurs propres de la matrice d’itération J de la méthode
de Jacobi sont réelles. alors le parameétre de relaxation optimal, c.a.d. le paramétre wy tel que
p(Ly) =min{p(Ly,), w €]0,2[}, s’exprime en fonction du rayon spectral p(.J) de la matrice

J par la formule :

2
Wy = >]_,

1+4/1—p(J)?

et on a : p(Lyy) = wo — 1.
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Travaux dirigés 1

Exercice01 :
Soitle syseémelinéairesuivant:

3.CE1 — 2.’)32 + 3 = 2
(1) 2.351 + 2o + T3 = 7
4$1 — 3152 + 2.’)33 = 4

a) Résoudrece sysemeparla méthodede Gauss.

b) Factoriserla matrice A du syseémeen produit LU ou L estune matricetri-
angulaireinférieure (avec des 1 sur la diagonaleprincipale) et U triangulaire
superieure puisrésoudrece syseme.

Exercice02 :
1 0 -3 T
Soitle sysemelinéaireAX =Bou:A=| 0 1 2 |, X=| zo |,et
4 -3 0 T3
2
B = 5 . Factorisela matriceA enproduit LU puisrésoudrde syseme.
-1
Exercice 03

Soit 4 € M, (IR) unematrice symétrique dé nie positive.
1. Onsupposeici que A est tridiagonale. Estimer |le nombre d'opérationsde la fact
orisation LL t dansce cas.
2. Méme guestion si A est une matrice bande (c'est-a-dire p diagonalesnon nulles).
3. En déduire une estimation du nombre d'opérations nécessa ires pour la discrétisation de I'équation

—u"=1f Méme question pour ladiscrétisation del'équation —Aw=f .
Exercice 04
Soita € IR et

A=

SIS I
ISE S
= Q2 2

Montrer que A est symétrique définie positive si et seulement si —1/2 < a < 1
et que la méthode de Jacobi

converge si et seulement si —1/2 < a < 1/2.
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Exercice 05

) 2 1
1.Soit A = ( 10 )

Calculer la décomposition LDL! de A. Existe-t-il une décomposition LL! de A ?

2. Montrer que toute matrice de My (IR) symétrique définie positive admet une décomposition LDL!.

01 ) admet-elle une décomposition LDL! ?

3. Ecrire I’algorithme de décomposition LD L!. La matrice A = ( 10

Exercice 06

Soit N > 1. Soit A = (a; ;)i j=1,.. 8 € Mn(IR) une matrice symétrique. On note D la partie diagonale de A,
— F la partie triangulaire inférieure de A et —F’ la partie triangulaire supérieure de A, ¢’est-a-dire :

D = (dij)ij=1,..n, dij = 0sii#j, dii = a4,
E = (€ij)ij=1...N, €ij = 0810 < j, €5 = —a;sii>j,
F = (fij)ij=t1,..~N, fij=0sii>j, fij =—a;;sii<j.

Noter que A = D — E — F. Soit b € IR™. On cherche a calculer z € IR t.q. Az = b. On suppose que D est
définie positive (noter que A n’est pas forcément inversible). On s’intéresse ici a la méthode de Jacobi (par points),

Initialisation. z(*) ¢ RY
Itérations. Pour n € IN, Dz("+1) = (E + F)2(™ +b.

Onpose J = D™Y(E + F).
1. Montrer, en donnant un exemple avec N = 2, que .J peut ne pas €tre symétrique.

2. Montrer que .J est diagonalisable dans IR et, plus précisement, qu’il existe une base de IR” , notée {fi,..-,
fn}.etilexiste {p1,...,un} C R tq. Jfi = pifipourtouti € {1,...,N}ettq. Df;- f; = 0; ; pour
touti,j € {1,...,N}.

En ordonnant les valeurs propres de J, on adonc p; < ... < un,on conserve cette notation dans la suite.
3. Montrer que la trace de J est nulle et en déduire que 17 < Oet uy > 0.
On suppose maintenant que A et 2D — A sont symétriques définies positives et on pose z = A~ 1b.

4. Montrer que la méthode de Jacobi (par points) converge (c’est-a-dire (") — z quand n — co). [Utiliser un
théoreme du cours.]

On se propose maintenant d’améliorer la convergence de la méthode par une technique de relaxation. Soit
w > 0, on considere la méthode suivante :

Initialisation. (¥ ¢ RY

Itérations. Pour n € IN, D"V = (E 4+ F)2( + b, 2D = 0zt 4 (1 — w)a(™),

5. Calculer les matrices M, (inversible) et N, telles que M,z = N_z(™ +p pour tout n € IN, en
fonction de w, D et A. On note, dans la suite .J,, = (M,,) "' N,,.
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6. On suppose dans cette question que (2/w)D — A est symétrique définie positive. Montrer que la méthode
converge (c’est-a-dire que (™) — 2 quand n — c0.)

7. Montrer que (2/w)D — A est symétrique définie positive si et seulement si w < 2/(1 — u1).

8. Calculer les valeurs propres de .J,, en fonction de celles de J. En déduire, en fonction des u;, la valeur

“optimale" de w, c’est-a-dire la valeur de w minimisant le rayon spectral de .J,,,.

Exercice 07

Soit A = (ai;)ijeq,..ny € Mn (R).
1. On munit R” de la norme || || et.}{ (R) ¢le la norme induite correspondante, notée aussi

N
|-l o-Montrer que [|All,, = maxieq1,...n} D252 [ai
2. On munit R" de la norme ||.||; et M (R) de la norme induite correspondante, notée aussi

-----

3. On munit R" de la norme |||, et M, (R) de la norme induite correspondante, notée aussi
1
||.l,- Montrer que ||All, = (p (A*A))=.

Exercice 08

Soient A € M, (R) et ||.|| une norme matricielle.
1. Montrer que si p(A) < 1, les matrices Id — A et Id + A sont inversibles.
2. Montrer que la série de terme général A converge (vers (Id — A)™!) si et seulement si

p(A) < 1.
Exercice 09
Résoudre le systéme par la méthode de Gauss
200+ 29 +x4=2
—4xy — 229 + 313 — Tx4y = —9

(1) 41 + 9 — 203 + 814 = 2
—3$2—12$3—$4:2
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SUGGESTIONS ET CORRIGES

Suggestions et Corrigés

Exercice0l

3331 — 2.’132 + 3 = 2
2331 + X9 + X3 =
dx1 — 329+ 223 = 4

-J

Cesystmes’écritsouslaforme AX = B, ou

3 =2 1 2
A=12 11 etB=| 7
4 -3 2 4

PosonsA(®) = A, oncalculeA® = M® AQ) oy

1 0 0
MO=| -210|[,
4
-4 01
dou:
3 =2 1
2) 7 1
A =10 I 3
0 -4 3
oncalculeA® = M@ A®@) oy
1 00
M&=1010
1
011
Donc,
3 =2 1
A=l 3y
0 0 2

La matriceA® estainsitriangulairesugerieure c’estla matricelU rechercke.
D’autrepart,ona A® = M@ A® = M@ W AD | onendéduitdoncque

A — (M(l))fl(M(Z))fl AB)
I U
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Ainsi, A = AY = LU, avec

1 00 1 00 1 00
L= 210 0 10)=112 10
19 0 —% 1 11
3 7 3 7
Onaainsifactorig A sousla forme:
1 00 3 -2 1
A= 2 10 o ¥ 1
11 0 0 3
3 7 7

Présantatiordela méthoded'identification

RésoudredX = B revientarésoudrelUX = B. OnposealorsY = UX, la
résolutiondu sysemeinitial revientarésoudresuccessiementiesdeuxsysemes
triangulaires

LY = B
UX =Y
LY =B <+ 2 10 yo | =17 = Y= 4
4 1 15
5 —7 ! Y3 4 i
Finalementpnrésout
3 -2 1 T 2 1
UX =Y <+ 0o I 3 o | =1 % = X=|2
3 15
Exercice02
Soitle sysemelinéaireAX = B ou:
1 0 -3 2
A=1 0 1 2 etB = )
4 -3 0 -1

Factorisonda matrice A enproduit LU .
PosonsA® = A, oncalculeA® = MW AW oy

MO = _

0
01,
1

_ O =
o = O
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dou:
1 0 -3
AD=10 1 2
0 -3 12
oncalculeA® = M2 A oy
1 00
M&P =101 0
0 3 1
Donc,
1 0 -3
AC® = 0 1 2
0 0 18

LamatriceA® estainsitriangulairesugérieure c’estla matricel’ rechercke.
D’autrepart,ona A® = M® A® = M@ prM A0, Onendéduitdonc

- S~
L U
Ainsi, A = AV = LU, avec
1 00 1 00 1 00
L= 010 0 1 0]l=10 10
4 0 1 0 -3 1 4 -3 1
A sefactorisedoncsousla forme:
1 00 1 0 =3
A= 0 1 0 0 1 2
4 -3 1 0 0 18

Résolwonsle sysemeAX = B. CelarevientarésoudreLUX = B, Cc'esta
dire arésoudresuccessiementiessysemesLY = B puisUX =Y.

1 00 U1 2 2
LY =B «— 0 10 ya | = 5 = Y=15

4 -3 1 Y3 -1 6
Finalementpn résout

1 0 -3 T 2 3
UX =Y <+— 01 2 zo | =1 5 = X=[2%2

00 18 3 6 3
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Exercice 03

On utilise le résultat de conservation du profil de la matrice énoncé dans le cours. Comme A est symétrique,
le nombre p de diagonales de la matrice A est forcément impair si A ; notons ¢ = pg—l le nombre de sous- et
sur-diagonales non nulles de la matrice A, alors la matrice L aura également g sous-diagonales non nulles.

1. Cas d’une matrice tridiagonale. Si on reprend 1’algorithme de construction de la matrice L vu en cours, on
remarque que pour le calcul de la colonne n + 1, avec 1 < n < n — 1, on a le nombre d’opérations suivant :

— Calcul de gn—l—l,n—i—l = (an+1,n+1 — Z£n+1’k£n+1’]€)1/2 >0:

k=1
une multiplication, une soustraction, une extraction de racine, soit 3 opérations élémentaires.
- 1
— Calcul de £n+2,n+1 = | An42,n+1 — § €n+2,k€n—|—1,k .
=1 gn—i—l,n—i—l

une division seulement car £, 2, = 0.
On en déduit que le nombre d’opérations élémentaires pour le calcul de la colonnen + 1,avec 1 <n <n — 1, est
de 4.
Or le nombre d’opérations pour la premiere et derniere colonnes est inférieur a 4 (2 opérations pour la premiere
colonne, une seule pour la derniére). Le nombre Z1(n) d’opérations élémentaires pour la décomposition LL* de A
peut donc étre estimé par : 4(n — 2) < Z;1(n) < 4n, ce qui donne que Z;(n) est de I’ordre de 4n (le calcul exact
du nombre d’opérations, inutile ici car on demande une estimation, est 4n — 3.)

2. Cas d’une matrice a p diagonales.
On cherche une estimation du nombre d’opérations Z,(n) pour une matrice a p diagonales non nulles (ou g sous-
diagonales non nulles) en fonction de n.

On remarque que le nombre d’opérations nécessaires au calcul de

n

1/2
én—i—l,n—i—l - (an—i—l,n—i—l - Zén—i—l,kgn—l—l,k) / > 07
k=1

1

n
etlint1 = | QGint1 — E Ciklns i ,
En—l—l,n—l—l

k=1
est toujours inférieur & 2¢ + 1, car la somme Y ,_, fait intervenir au plus ¢ termes non nuls.
De plus, pour chaque colonne n+1, il y a au plus ¢+ 1 coefficients ¢; ,, 1 non nuls, donc au plus g + 1 coefficients
a calculer. Donc le nombre d’opérations pour chaque colonne peut étre majoré par (2¢ + 1)(q + 1).
On peut donc majorer le nombre d’opérations z, pour les ¢ premieres colonnes et les g dernieres par 2¢(2q +
1)(¢+ 1), qui est indépendant de n (on rappelle qu’on cherche une estimation en fonction de n, et donc le nombre
zq est O(1) par rapport a n.)
Calculons maintenant le nombre d’opérations x,, nécessaires une colonne n = ¢+ 1 an — g — 1. Dans (1.50) et
(1.51), les termes non nuls de la somme sont pour k =i — ¢, ...,n,etdoncona (n — i+ ¢ + 1) multiplications
et additions, une division ou extraction de racine. On a donc
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Exercice 04

— Sia = 0,alors A = Id,donc A est s.d.p. et la méthode de Jacobi converge.
— Sia # 0,posons ay = (1 — A), et calculons le polyndme caractéristique de la matrice A en fonction de la
variable p.

ap a a w1 1
P(p)=det| a au a |=dadet| 1 p 1 |=a®*’®—3u+2).
a a ap 1 1 pu

On a donc P(u) = a(pu — 1)%(u + 2). Les valeurs propres de la matrice A sont donc obtenues pour p = 1 et
pw=2,cest-a—dire: \y =1 —aet Ay =1+ 2a.
La matrice A est définie positive si \; > 0 et Ay > 0, c’est—a—dire si —% <a<l.
La méthode de Jacobi s’écrit :
X(n+1) _ Dfl(D _ A)X(n),

avec D = Id dans le cas présent ; donc la méthode converge si et seulement si p(D — A) < 1.
Les valeurs propres de D — A sont de la forme v = 1 — X ou \ est valeur propre de A. Les valeurs propres de

D — A sont donc v; == —a (valeur propre double) et 5 = 2a.. On en conclut que la méthode de Jacobi converge
sietseulementsi —1 < —a<let—1<2a<1,i.e. % <a< %
La méthode de Jacobi ne converge donc que sur I’intervalle | — %, %[ qui est strictement inclus dans ’'intervalle

] — %,1[ des valeurs de a pour lesquelles la matrice A est s.d.p..

Exercice 05

1.0n pose L = 1o etD= (% 0 .
v 1 0 B

Par identification, on obtient « = 2, § = % ety = %

L . a 0 . o .
Si maintenant on essaye d’écrire A = LL" avec L = ( c ) ,on obtient ¢ = —% ce qui est impossible dans IR.

b
En fait, on peut remarquer qu’il est normal que A n’admette pas de décomposition LL?, car elle n’est pas définie
positive. En effet, soit z = (z1,22)! € R?,, alors Az -z = 2x1(r1 + 22), et en prenant x = (1,—2)%, on a
Azx -z <O.

2.2.Reprenons en I’adaptant la démonstration du théoréme 1.3. On raisonne donc par récurrence sur la dimension.

1. Danslecas N = 1,ona A = (aj,1). On peut donc définir L = (¢1 1) ou {11 =1,D = (a1,1),d1,1 # 0, et
onabien A = LDL?.

2. On suppose que, pour 1 < p < N, la décomposition A = LDL" s’obtient pour A € M, (IR) symétrique
définie positive ou négative, avec d; ; # 0 pour 1 <7 < NN et on va démontrer que la propriété est encore
vraie pour A € My 1(IR) symétrique définie positive ou négative. Soit donc A € M 1 (IR) symétrique
définie positive ou négative ; on peut écrire A sous la forme :
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ol B € My (IR) est symétrique définie positive ou négative (calculer Az -z avec z = (y,0)*, avecy € R
pour le vérifier), a € RY eta € R.
Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € My (IR) M = (m; ;);¥;_, et une matrice diagonale
D = diag(dy 1,d2.2, - -.,dn,n) dont les coefficients sont tous non nuls, telles que :

@ my; =0sij>1

b)) mi;=1

(¢ B= MDM!.

On va chercher L et D sous la forme :

avecb € RY .\ € IR tels que LDL? = A. Pour déterminer b et \, calculons LD L avec L et D de la forme
(1.8.75) et identifions avec A :

G I e

T R I\ N 1 P P

On cherche b € R™ et A € IR tels que LDL! = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient
vérifiées :

MDb = aetb’Db+ )\ = q.

La matrice M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = Hi\il 1 = 1). Par hypothese

de récurrence, la matrice D est aussi inversible. La premiére égalité ci-dessus donne : b = D' M ~1a. On
calcule alors A\ = a — b'M La. Remarquons qu’on a forcément A # 0, car si A = 0,

[MDMt ‘ MDb_‘
A=LDL! = {

bt DM ‘ thbJ

qui n’est pas inversible. En effet, si on cherche (z,y) € IRY x IR solution de

I

{thMt ‘ btbbJ M 0

on se rend compte facilement que tous les couples de la forme (—M ~tby, y)!, y € IR, sont solutions. Le
noyau de la matrice n’est donc pas réduit & {0} et la matrice n’est donc pas inversible. On a ainsi montré que
dn+1,n+1 # 0 ce qui termine la récurrence.
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3. On reprend I’algorithme de décomposition LL! :

Soit A € My (IR) symétrique définie positive ou négative ; on vient de montrer qu’il existe une matrice L €
My (IR) triangulaire inférieure telle que ¢; ; = 0si j > 4, ¢;; = 1, et une matrice D € My (IR) diagonale
inversible, telles que et A = LDL!. On a donc :

N
aij =Y ligdiwlin, V(i5) € {1,...,N}2.
k=1

1. Calculons la lere colonnede L ; pour j = 1,ona:

a1,1 =dy,1doncd; 1 = aqq,

a1
a1 = l21dy,1 donc ly 1 = ——,
1,1
a1 .
a;1 :gi,lgl,l donc &71 = 7 Vi € {2,...,N}.
1,1

2. On suppose avoir calculé les n premieres colonnes de L. On calcule la colonne (n+ 1) en prenant j = n+ 1

dans
n

. 2
Pouri=n+1, Ant1,n41 = g €n+1,kdk77€ + dn+1,n+1 donc
k=1

n
2
dn—l—l,n—l—l = an41,n+1 — § £n+17kdk,kz-

k=1
On procede de la méme maniere pouri =n+2,...,N;ona:
n+1 n
Aint1 = E Ci ki klny1,kx = E Ci ki 1k lnv1 ke + i np1dn+1 nr1€n+1,nt1
k=1 k=1

et donc, comme on a montré dans la question 2 que les coefficients dy, ;, sont tous non nuls, on peut écrire :

n
1
bimy1 = (ai,n+1 — Zfi,kdk,k£n+1,k> —

1 dn—|—1,n—|—1

39



Exercice 06

1. J = D71(E + F) peut ne pas étre symétrique, méme si A est symétrique :

En effet, prenons A = ( 2 1 )
0 0 1 0
D)= d)#(

1 1
2. On applique I’exercice précédent pour I’application linéaire 7' de matrice D, qui est, par hypothese, définie
positive (et évidemment symétrique puisque diagonale) et S = F + F', symétrique car A est symétrique.
Il existe donc (fy ... fx) basede Fet (i1 ... un) € RY tels que

Alors

O
O

J:Dl(E+F):(

o= O
O =
N———

donc J n’est pas symétrique.

Jfi=D Y E+F)fi=pifi, Vi=1,...,N, et(Dfs, ;) = -

N
3. Par définition de J, tous les éléments diagonaux de J sont nuls et donc sa trace également. Or T'rJ = Z fi -
i=1
Sip, >0 Ve =1,...,N,alors TrJ > 0, donc Jip; p; < 0etcomme p; < pi,,onap; < 0.Un
raisonnement similaire montre que py > 0.

4. La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1 (théoréme 1.27 page 28). Or, par la question
précédente, p(A) = max(—p1, un). Supposons que 1 < —1, alors 3 = —a, avec « > 1. On a alors
D Y E+F)fi = —afiouencore (E+F)f; = —aDf;,cequis’écritaussi (D+E+F)f1 = D(1—a) fy
c’est—a—dire (2D — A) f1 = D f; avec § < 0.On en déduitque ((2D — A) f1, f1) = 6 < 0, ce qui contredit
le fait que 2D — A est définie positive. En conséquence, on a bien pq > —1.

Supposons maintenant que iy = « > 1.On a alors D™Y(E + F)f; = —afy, soitencore (E + F)fy =
—aDfyn. On en déduit que Afy = (D — E — F)fy = D(1 — a)fy = DBfn avec § < 0.0n a
alors(Afn, fn) < 0, ce qui contredit le fait que A est définie positive.

5. Par définition,on a : D"tV s = (E+ F)z(™ +bet 2D = i+ 4 (1 —w)z(™. Onadonc z(»+1) =
WD YE+F)z™ + D71+ (1-w)z™ c’est-a—dire (") = [Id—w(Id— D~ (E+F))]z™ +wD~b,,
soit encore 2 Dz("*V) = [1 D — (D — (E + F))]z(™ + b. On en déduit que M,,z("*) = N,z 4 b avec
M,=<1DetN,=<D— A

6. La matrice d’itération est donc maintenant J, = M;1N, qui est symétrique pour le produit scalaire
(+,)a,, donc en reprenant le raisonnement de la question 2, il existe une base ( firooi f N) € (]RN)N

et (fir,...fn) C RY tels que
. ~ 1 - .
wai = Mw_lefi = WD_l <_D - A) fz = ﬂzfz, Vi = 1,. . .,N,
w

1 - .
et—Df;-f =6 , Vi,=1,...,N,V¥j,=1,...,N.

Y

Supposons f1; < —1, alors ji; = —a,avec a > 1 et wD_l(%D — A)fl = —ozfl, ou encore L D — Afl =

w

1 - . 1 - 2 .-
—a—Df1.Onadonc 2D — Afy = (1 — a)—D 1, ce qui entraine (=D — A) f1 - f1 < 0. Ceci contredit
w w w

2
I’hypotheése — D — A définie positive.
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De méme, si iy > 1, alors jiy = o avec o > 1. On a alors

1

(=D - A)fn = OélDfN,
w w

etdonc A f N =(l—a) %D f N ce qui entraine en particulier que A f N f ~N < 0; or ceci contredit ’hypothese
A définie positive.

. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
2

(—D—A)x~x>0, Vo # 0,
w

ce qui est équivalent a
2
(—D—A> fi-fi>0, Vi=1,...,N,
w

ou les (f;)i=1,n sont les vecteurs propres de D~!(E + F). En effet, la famille (f;);—1
RrRY ,et

N est une base de

-----

(%D—A) fi = gD—D+(E+F)> fi

w

2
= \3 —1) Dfi+ piDfi

2
= __1+Ni> Df;.
w

On a donc en particulier (%D — A) fi-f; = 0isi # j,ce qui prouve que (1.8.86) est équivalent a (1.8.87).
De (1.8.87), on déduit, grace au fait que (D f;, f;) = 1,

(- ar)- (o)

On veut donc que % — 14 pp > Ocar yu; = inf p;, c’est—a—dire : —% < 1 — 1, ce qui est équivalent a :
2

1-— H1 '
. La matrice d’itération J,, s’écrit :

w <

| 1
J,= =D ~D—-A =uwl,, avecl, = D (=D — A).

Soit A une valeur propre de [, associée a un vecteur propre u ; alors :
1 (1 ) 1
D —D—-A)lu=Mu,ie (=D —A)u=A\Du.
w w
On en déduit que

1
(D —A)u + <— — 1) Du = ADu, soit encore

w
DY E+F)u= (1— l+)\) u.
w
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Or f; est vecteur prore de D~1(E + F) associée a la valeur propre y; (question 2). On a donc :

D_l(E—i-F)fi = pifi = (1 — i —I—)\) fi,

. . < g 1
ce quiest vraisi p; = 1 — L + X, ¢’est-a—dire A = 1; — 1 — 1. Donc ) = w (ui —1- —> est valeur
w
propre de .J,, associée au vecteur propre f;.
On cherche maintenant a minimiser le rayon spectral

1
p(Jo) = suplw(p; =1 - )|
Ona ) .
w(pn —1—=—) <w(pi —1—-—) <w(py —1-—),
et
1 1 1
—wpy —1= =)< —w(m —1- =) < —w(p —1-—),
donc

1 1
Jo) = —1--)|,|— —1—- =
pl) = max (Jolpoy = 1= .| =G — 1= 2)))
dont le minimum est atteint (voir Figure 1.8) pour

2

w(l— —1=1—-w(l—puy)c’est-a—direw = ———.
(1 — ) (1—pn) S —

Exercice 07

1. Pour montrer I'égalité, prendre x tel que z; = sign(a;, ;) ot dg est telque >,

> ic1nlaigl, Yi=1,..., N, et sign(s) désigne le signe de s.
2. Pour montrer 1’égalité, prendre z tel que x;, = 1 et z; = 0 si j # j0, ou jO est tel que
3. Utiliser le fait que A'A est une matrice symétrique positive pour montrer 1'inégalité, et
pour I’égalité, prendre pour z le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de A.
Exercice 08
1. Montrer que si p (A) < 1, alors 0 n’est pas valeur propre de Id + A et Id — A.
2. Utiliser le résultat de Rayon spectral.
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Exercice 09

Le systéme (1) s’écrit encore : Ax = b avec

1 0 4 2 )
. -4 -2 3 -7 . . -9 . i)
A 4 1 -2 8 b= et r=1 .
0 -3 —-12 -1 2 T4
1¢7¢ étape :

* Le pivot aﬁ) =2#0

2] 1 0 4 2 2 1 0 4 2
-4 -2 3 -7 -9 o o] 3 1 =5
—

4 1 -2 8 2 0 -1 -2 0 -2
0 -3 —-12 -1 2 0 —3 —12 —1 2

{ Awm] [ A(z);b@)}

2¢me étape :
Dans [A(z)fbm} on constate que le pivot ag) = 0. D’oul on fait une permutation des lignes

~(2) ~(2)
2 et 3 (par exemple) . Ce qui revient & considerer {A :b ] avec :

~ ) 1 0 0 0
A = P@AG) 00 10
~(2) ol P = 01 0 0
b = P@p®2)

0 0 0 1

On a alors : Le pivot a%) #0
2  ~2)
(%2 = Gy = _1>

1 0 4 2 1 0 4 2

-1 -2 0 -2
3 1 )
0 -6 -1 8

S O O N
e}
w
—_
I
(S
[ecBlen BN el \V]
=)

3¢me étape :
* Le pivot ag?g) =3#0
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2 1 0 4 2 2 1 0
0 -2 0 -2 0 -1 -2
o0 3 1 -5 oo 3
0o -3 -12 -1 2 0 0 —6
{ A®): b(z)} . { 4@ ; 1,(4)}
Résolution de A’z =¥’ :
Posons {A’ : b'} = [A(4) . b(4)] . On a alors
2 1 0 4 T
o 0 -1 -2 0 v |
Ar=b= | 4o 3 1 P
0 0 0 1 T4
2.T1+5132—0£B3+4£E4:2
— — X9 — 223+ 02y = —2 —
3$3+£L’4:—5
$4:—2
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Chapitre 2

Calcul des valeurs et vecteurs propres

Les valeurs propres d’une matrice sont un outil précieux pour I'ingénieur. Comme application
principale, on notera le calcul des oscillations propres d’un systéme qu’il soit mécanique ou
électrique. Les valeurs propres peuvent également donner 'information contenue dans un grand
ensemble de données, telles les directions principales d’un nuage de points, ou I'information
contenue dans un grand graphe. Et la liste ne s’arréte évidemment pas la. Rappelons tout
d’abord la définition mathématique d’une valeur propre et de son vecteur propre associé.

Définition 2.0.1 Soit A € R™*"™ une matrice réelle. La valeur A € C est une valeur propre de
A il existe v € C™ v £ 0 (appelé vecteur propre associé \) tel que Av = \v.

La question du calcul des valeurs propres d’une matrice est fondamentale. Il est cependant
peu pratique de devoir calculer les racines du polynéme caractéristique d’une matrice det( A—A\T)
afin d’en connaitre les valeurs propres.

Dans cette section, nous allons montrer comment on peut obtenir trés rapidement quelques
valeurs propres et leurs vecteurs propres associés en appliquant une méthode itérative, connue
sous le nom de méthode de la puissance. La question du calcul de toutes les valeurs propres
d’une matrice, bien qu’importante, déborde du cadre de ce cours.

2.1 Méthode de la puissance

Soit une matrice réelle A € R™*". Dans cette section, nous supposons que les valeurs propres
de A sont telles que

Al > Pal 2 Dl = e 2 A

et que chaque valeur propre \; a un vecteur propre associé¢ v?.La méthode de la puissance
est une méthode itérative qui sert a trouver une approximation de ;. Notons I'importance de
la condition de stricte inégalité || > |Aq].

Nous supposons d’abord que les vecteurs propres de A forment une base linéaire de C".
Nous partons d’un vecteur complexe arbitraire w(® € C”.

Celui-ci peut s’écrire comme une combinaison linéaire des différents vecteurs propres de A.
On a donc

w® = ;oW + ay® + .+ a,v™ (01)
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avec «; € C pour tout i : Supposons encore que oy # 0 : Nous procédons a présent aux
différentes itérations de la m ethode de la puissance. On calcule successivement

w = Aw©

w® = Aw® = A2,

w® = Awk—1D = Aky(0)
Si on reprend (1), on peut egalement écrire
w® = Ak
= AF(av® + .+ oo ™)
= a Mo+ ap N
en utilisant la propriété des vecteurs propres. Finalement, la derniére expression se rééecrit

A An
w® = )\ <alv(1) + aZ(A_j)kU(Q) + ...+ an()\—l)kv(”))

Comme |)\;| > |);| pour tout j # 1, tous les termes (52)* tendent vers 0 quand k tend vers

Aj
A1
infini. A l'infini, la quantité w® tend donc vers la
direction du vecteur propre dominant de A. En général évidemment, soit si |\| > 1, la
quantité tend vers l'infini, soit si |\| < 1, la quantité tend vers 0, et il sera difficile de localiser
la vraie direction. Dans la pratique, on procéde donc a la normalisation des vecteurs aprés
chaque étape :
) w®

_ (k+1) _ 4, (k)
= T w A\,

Le processus converge alors vers le vecteur propre dominant. On peut obtenir la valeur
propre dominante en calculant & chaque étape

o = 2B D)
qui converge vers \;. En effet, on a
B 2T A, (R)
Tk = T L m)

qui converge vers \; si 2, converge vers v(!). Remarquons que le processus que nous venons
de décrire converge vers le vecteur propre avec une vitesse dépendant du ratio |Aa| /|A1]. Plus
ce quotient est petit, plus la convergence est rapide. Le processus ne convergera donc pas vite
pour des matrices pour lesquelles les deux valeurs propres dominantes sont proches. Une fagon
d’accélérer le processus est de travailler avec une matrice B = A—ml. En effet toutes les valeurs
propres de B sont exactement \; —m : Si on connait une approximation des valeurs propres, il
peut étre possible d’améliorer le ratio | Ay — m/| / |A\; — m|. En régle générale, on n’a évidemment
pas acces aux valeurs propres et il est donc difficile de trouver le m optimal. Remarquons qu’on
peut aussi se servir de cette astuce pour calculer une autre valeur propre. En effet, si on applique
la méthode de la puissance a B := A — ml, celle-ci va converger vers la valeur propre la plus
¢éloignée de m.
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2.1. METHODE DE LA PUISSANCE

Exemple
Soit la matrice A :
1 2 0
A=1 2 1 0
0 0 -1
1
On se donne le vecteur : V| = 0
0
a partir duquel on construit la suite de vecteurs AV;, A2V), ..., reportée dans le tableau
ci-dessous.
A 1 5 13/5 | 41/13 | 121/41 | 365/121 | ......
1 1 1 1 1 1 1
4 14 40 122 364
v 0 2 5 13 m 121 365 | e
0 0 0 0 0 0 0
Les composantes des vecteurs de ce tableau ont été divisées par la premiére composante.
1
Il est clair que la suite des vecteurs tend vers le vecteur : u; = 1
0

et que la suite des valeurs de A converge vers la valeur \; = 3.
La matrice A considérée étant symétrique, le vecteur propre de sa transposée, correspondant
a la valeur propre \; sera :

1
V1 = U = 1
0
Construisons a présent la matrice A; qui est telle que :
-1/2 1/2 0
t
Ay=A-n=— 12 —1/2 0
vrth 0 0 ~1
1
On se donne a nouveau un vecteur V; : V; = 0
0
et on procéde de la méme maniére qu’avec la matrice A
A = 5 13/5 | 41/13
1 1 1 1
v] 0 -1 -1 -1 | ...
0 0 0 0
1
On voit que cette suite de vecteurs converge vers le vecteur propre : us = [ 1
0

et que la valeur propre qui lui correspond est \y = —1.
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On recommence le processus en définissant une matrice A, a partir de Ay, u; et v9 = usy :

0 0 O
AQ = Al )\1 1512) ,;)2 = O 0 0
0 0 —1
Il est clair que la valeur propre de cette matrice est A3 = —1 et que le vecteur propre est :
0
Uz = 0
1

2.2 Calcul de la valeur propre de plus petit module

Il est également possible de calculer la valeur propre de plus petit module ( & condition
qu’elle soit non nulle) avec la méthode de la puissance. En effet,
si A est inversible, on peut voir que si A est une valeur propre de A, alors on a

1
Az= ror=A"0r) e A s = e

Des lors, si est une valeur propre de A, )\ est une Valeur propre de A~1. On en déduit aussi
que si A est la valeur propre de plus petit module de A, 1 sera la valeur propre de plus grand
module deA~!. On peut donc appliquer la méthode de la puissance de maniére totalement
similaire avec A‘1 et ecrire

k
Z(k) = U)( ) , ’U}(k+1) = Ailz(k).

lw®]

Remarquons que dans la derniére expression, il n’est pas nécessaire d’éffectuer la cotiteuse
opération de l'inversion de la matrice A. On peut tout & fait se contenter d’une factorisation
LU de la matrice et résoudre le systéme Aw®* 1) = 2(*) a chaque itération. Finalement, on
peut remarquer que 'on peut se servir de la méthode inverse de la puissance, associée a un
changement de matrice B = A — m/{ pour trouver la valeur propre qui est la plus proche d’un
scalaire m.

2.3 Calcul d’autres valeurs propres

Supposons que ’on ait trouvé la valeur propre dominante A; de A. On souhaite & présent
calculer la deuxiéme valeur propre de plus grand module, & savoir As.

La méthode que nous décrirons en premier lieu ne convient que pour une matrice A symé-
trique. Si \; et v! sont respectivement la valeur propre et le vecteur propre déj-a calculés, on
forme la matrice

A=A— oot (02)

Comme la matrice A est symétrique, A; I'est aussi. On calcule que Aot =0 et que Ay’ =
Ajvd pour tout vecteur propre v’ associé a une valeur propre \; , j = 2;3, ..., n. Par conséquent,
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2.4. ALGORITHME QR

A; a tous les vecteurs propres de A et toutes ses valeurs propres excepté \; qui est remplacée
par zéro.

Lorsque Ay et v2 ont été calculés a partir de A;, le processus peut étre répété en formant
Ay = A — )\2U2U2T , et ainsi de suite pour la détermination des valeurs propres et vecteurs
propres restant.

Une autre méthode de déflation consiste a trouver une matrice nonsinguliere P telle que
Pv! = e; o e; est le vecteur canonique el = (1, 0...0)7.

On obtient alors de Av! = \;v! que

PAP 'Pyt = N\ Po!

(PAPfl)el = )\161.

La derniére égalité signifie que la matrice PAP~!, qui a les mémes valeurs propres que A,
doit étre de la forme

A | 0T
PAP ' =10 [ A4
0

et la matrice d’ordre (n— 1) occupant le coin inférieur droit de PAP~! posséde donc bien les
propriétés recherchées. Comme pour 'autre méthode de déflation, on peut répéter le processus
en calculant A, a partir de A; une fois Ay et v? calculés.

2.4 Algorithme QR

La méthode que nous allons étudier maintenant s’est révélée dans la pratique comme 1'une
des plus efficaces pour la recherche de toutes les valeurs propres d’'une matrice symétrique ou
non-symétrique.

L’algorithme QR consiste a construire une suite de matrices A = Ay, Ay, Az, ... au moyen
des relations

Ak = QrRi, Apr1 = RiQxk, - (03)

Ot les matrices () sont orthogonales et les matrices Ry sont triangulaires supérieures.
Rappelons ce théoréeme d’algébre concernant la décomposition
QR découlant du principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidst.

Théoréme 2.4.1 Toute matrice A € R™™™ carrée non singuliére peut étre ecrite sous la forme
A = QR ou R désigne une matrice non singuliére triangulaire supérieure et ot () désigne une
matrice unitaire, c’est- a-dire QQT = QTQ = 1.

On peut montrer que la matrice Ay tend vers une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.
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CHAPITRE 2. CALCUL DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES

Théoréme 2.4.2 (Convergence de ’algorithme QR) Si les valeurs propres \;, 1 = 1;2;...;n
de A satisfont les conditions

A1] > [A2| > (N3] > ... > |\ (04)

alors la matrice Ay définie en (4) tend vers une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments diagonaux sont les valeurs propres de A, rangées dans l’ordre des modules décroissants.

Preuve. Puisque les valeurs propres de A sont toutes différentes (et réelles), il existe une
matrice non-singuliére (et réelle) X, telle que :

A=XDX! (05)

ol
D :=diag(Ai, Ay .oy An)

Définissons les matrices ), R, L et U par les relations
X=QR X '=1LU. (06)

Les matrices R et U sont triangulaires supérieures, la matrice L est triangulaire inférieure
avec tous ses éléments diagonaux égaux a 1 et la matrice () est orthogonale. La matrice R est
non-singuliére puisque X ’est également. La décomposition Q)R existe toujours, tandis que la
décomposition LU existe seulement si tous les mineurs principaux de X ~! sont non nuls.

Analysons maintenant en détail une étape de I’algorithme QR. On a

Api1 = RiQr = QF AxQy (07)

A partir de cette derniére relation on déduit

Ay = PLAP, (08)
ou
Py = 1Q2...Qx (09)
Si 'on pose alors
Uk = Rkkal---Rl (10)

on calcule
PUyp = Q1Qs...Qk—1 (QrRy) Ry—1... Ry Ry

= P 1 AUk
= APk—lUk—l (11)
ou la derniére égalité est obtenue grace a (08). On obtient alors par récurrence de (11)

PU;, = A* (12)
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2.4. ALGORITHME QR

Cette derniere relation montre que Py et U, sont les facteurs de la d écomposition QR de
la matrice A*.

Si on reprend a présent (06), on a successivement d’apres (08), (05) et (06)
Api1 = PLAP,

— P'XDX'P,

= P/QRDR'Q" P, (13)

La matrice R etant triangulaire supérieure, la matrice R~! l'est aussi et a pour éléments
diagonaux les inverses des éléments diagonaux de R. Le produit RDR™! est donc une matrice

triangulaire supérieure dont la diagonale est égale & D. Il suffit donc pour établir le théoréme
de montrer que P, — Q.

Pour établir ce dernier fait, considérons la matrice A* qui, étant donné (05) et (06) peut
s’écrire sous les formes

A¥ = XD*X™' = QRD*LU = QR (D*LD*) D*'U (14)

On constate que la matrice D¥ LD~* est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments
diagonaux sont égaux a 1, tandis que I'élément (i, j) est égal a I;;(\;/\;)* lorsque i > j, et nous
pouvons donc écrire

DFLD™* =T + E; on lim By =0
L’équation (14) donne alors
A¥ = QR (I + Ey) DU
=Q (I + RExR™") RD*U

=Q(I + Fy) RD*U
ou
lim Fj =0

On peut alors effectuer la décomposition QR de la matrice (I + F}), soit
(L + Fi) = Qi Rs

ou ), et Ry tendent vers I puisque Fj, tend vers zéro. On a donc finalement

Ay, = (QQk) (ékRD’fU> (15)

Le premier des facteurs de (15) est orthogonal et le second est triangulaire supérieur : on a
donc bien obtenu une décomposition QR de A*. Mais cette décomposition est unique puisque

Ay, est non-singuliére. Comparant alors (15) et (12) on a P, = QQ, et donc P, — @ puisque
Q,—1 m
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CHAPITRE 2. CALCUL DES VALEURS ET VECTEURS PROPRES

2.5 Méthode de Jacobi

Soit une matrice carrée symétrique A d’ordre n dont on cherche & déterminer les valeurs
propres. La méthode consiste en des transformations successives du type T-'AT qui aménent
la matrice A sous la forme diagonale. Comme les transformations de ce type ne modifient pas
les valeurs propres, ces derniéres se trouvent, en fin de calcul, sur la diagonale de la matrice
transformée. De plus, il est possible de calculer aussi les valeurs propres V; , i = 1,....,n de A
en multipliant les valeurs propres ¢, de la matrice finale, qui ne sont autres que les colonnes de
la matrice identité, par le produit 7775...T}, des matrices de transformations successives, soit :

‘/i = T1T2T]€€z 1= 1, ., N

Dans la méthode de Jacobi, la matrice T est du type :

(p)icmo (q)iomo
colonne colonne
! i
1o, 0 0...... 0...... 0...... 0

qui est égale & la matrice unité du méme ordre que la matrice A, a ’exeption des éléments
top, tag, tpg €t tgp. D €t ¢ sont tels que I'élément a,, soit le plus grand élément extra-diagonal et
ou ¢ est tel que :

2
tan (2p) = %pa
Qpp — Qqq

Exemple
Soit la matrice A :

1 2 0
A= 2 1 0

0 0 -1

Le plus grand élément extra-diagonal de la matrice A étant I’élément a2, 'angle ¢ sera tel
que :
tan (2p) = _ 2o
a1 — Q22
Comme a1y = ag, ¢ = 7, la matrice transformation T3, s’écrit alors :
V2/2 V2/2 0
To=| v2/2 —vZ/2 0
0 0 1
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2.5. METHODE DE JACOBI

d’oll
3 0 0
Al = T12AT12 = 0 -1 0
0 0 -1

qui est diagonale. Les valeurs propres de A;, et par conséquent de A sont donc : x1 = 3 et
To = x3 = —1.

Quant aux vecteurs propres, puisque le calcul s’est opéré en une seule étape, ils sont donnés
directement par les colonnes de la matrice 7. On a donc :

1 1 0 1 0 0
Vi=T| O | =1 0 |, Vo=T[ 1 |=]| -1 , Va=T1| 0 | =1 0
0 0 0 0 1 1
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TRAVAUX DIRIGES 2

Travaux dirigés 2

Exercice 01

1. Soit A € My(IR) une matrice symétrique. Soit A\;y € IR valeur propre de A t.q. |[An| = p(A) et soit
2 ¢ RY. On suppose que —\y n’est pas une valeur propre de A et que 2(?) n’est pas orthogonal 2
Ker(A — Ay Id). On définit la suite ("), e par (") = Ax(") pour n € IN. Montrer que

(a) % — x,quand n — oo, avec ¢ # 0 et Ax = Ayz.

(A

b) S — p(A) quand n — oo.

Cette méthode de calcul s’appelle “méthode de la puissance".

2. Soit A € My(IR) une matrice inversible et b € IR” . Pour calculer z t.q. Az = b, on considére la méthode
itérative appelée “méthode I" en cours, et on suppose B symétrique. Montrer que, sauf cas particuliers a

préciser,

(n+1) _ . o .
(a) w — p(B) quand n — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence).

lo T (™)

b) e p(B) quand n — oo (ceci permet d’estimer p(B) au cours des itérations).

Exercice 02

. cosf sinf
Soit A = [sinQ 0 }
1. Calculer les valeurs propres de la matrice A.
2. Effectuer la dEcompositionQR de la matrice A.
3. Calculer A; = RQ et A = RQ — bld ou best le terme al, de la matrice A]

4. Effectuer la dEcomposition QR de A; et Ay, et calculer les matrices Ay = R1Qq et Ay = Rlél.
Exercice 03

1. Soit A € M, (IR) une matrice symétrique. Soit A,, € IR valeur propre de A t.q. [\,| = p(A) et soit
z(®) € IR™. On suppose que —\,, n’est pas une valeur propre de A et que z(°) n’est pas orthogonal a
Ker(A — M\, Id), ce qui revient a dire que . lorsqu’on écrit le vecteur propre z(°) dans la base des vecteurs
propres, la composante sur le vecteur propre associé a \,, est non nulle. On définit la suite (x(k))ne]N par
z(F+1) = Az(*) pour n € IN. Montrer que

(a) % — x, quand k — oo, avec x # O et Ax = \,x.

sl

(b) “zm — »(A) quand n — oo.

Cette méthode de calcul de la plus grande valeur propre s’ appelle “méthode de la puissance".
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2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR". Pour calculer x t.q. Az = b, on considére un méthode
itérative : on se donne un choix initial z(?), et on construit la suite z(¥) telle que 2kt = Bz 4 ¢
avec ¢ = (Id — B)A~'b, et on suppose B symétrique. On rappelle que si p(B) < 1, la suite tend vers .
Montrer que, sauf cas particuliers a préciser,

||x(k+1) —z||

[k —a]
méthode itérative).

(k1) () , , L
(b) W — p(B) quand k — oo (ceci permet d’estimer p(B) au cours des itérations).

— p(B) quand k — oo (ceci donne une estimation de la vitesse de convergence de la

(a)

Exercice 04

Soient u et v deux vecteurs de IR". On rappelle que la projection orthogonale proj,, (v) du vecteur v sur la droite
vectorielle engendrée par u peut s’écrire de la maniere suivante :

. VU
proj, (1) = o,
ol u - v désigne le produit scalaire des vecteurs u et v. On note || - || la norme euclidienne sur IR".
1. Soient (aq, . . ., a,) une base de IR"™. On rappelle qu’a partir de cette base, on peut obtenir une base orthogonale
(v1,...,v,) et une base orthonormale (q1, . . ., ¢,) par le procédé de Gram-Schmidt qui s’écrit :
ax
v1 = az, q1 = 17—
[la |
. V2
V2 = G2 — proj,, (a2), 72 =
[[vz]]
. : U3
U3 = az — proj,, (az) — Proj,, (az), q3 = m
. . . 2
k—1 y
: k
Vg = ag — ZprOJUj (ak), qr = Toe]
j=1 k
On a donc
k—1
ag - V; Vk
Vg = Qf — Uy, qr = .
i vk
1. Montrer par récurrence que la famille (vq, . .., v, ) est une base orthogonale de IR".

2. Soient A la matrice carrée d’ordre n dont les colonnes sont les vecteurs a; et () la matrice carrée d’ordre N dont
les colonnes sont les vecteurs g; définis par le procédé de Gram-Schmidt (1.132), ce qu’on note :

A=lar ax ... an), Q=0 @ ... ¢nl.
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Montrer que

k—1
ag - V;
ap = onllar + ) 245
2 loy]

En déduire que A = Q R, ou R est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont positifs.

3. Montrer que pour toute matrice A € M., (IR) inversible, on peut construire une matrice orthogonale @ (c.a. d.
telle que QQ* = Id) et une matrice triangulaire supérieure R a coefficients diagonaux positifs telles que A = QR.

1 4

1 0"

5. On considere maintenant 1’algorithme suivant (ol 1’on stocke la matrice () orthogonale cherchée dans la matrice
A de départ (qui est donc écrasée)

4. Donner la décomposition QR de A =

Algorithme 1.63 (Gram-Schmidt modifié).
Pourk=1,...,n,

Calcul de la norme de ay,

1
Tk = (D G) 2

Normalisation
Pourt{ =1,...,n

Qe = Qi [Tk
Fin pour/

Pourj=k+1,...,n

Produit scalaire correspondant a qj; - a;
._ n

Thi = Dlim GikGi
On soustrait la projection de ay, sur q; sur tous les vecteurs de A apres k.
Pouri=k+1,...,n,
QAij = Qij — QikTkj

Fin pour 1

Fin pour j

Montrer que la matrice A résultant de cet algorithme est identique a la matrice () donnée par la méthode de Gram-
Schmidt, et que la matrice R est celle de Gram-Schmidt. (Cet algorithme est celui qui est effectivement implanté,
car il est plus stable que le calcul par le procédé de Gram-Schmidt original. )
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SUGGESTIONS ET CORRIGES

Suggestions et Corrigés

Exercice 01

1. Comme A est une matrice symétrique, A est diagonalisable dans IR. Soit (f1,..., fx) € (IR"Y)" une base
orthonormée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres (A1,...,Any) € IR™. On décompose

2@ sur (f)ic1,.n 2@ =N @, fi. Onadonc Az(® = SN Nayfi et A2 = SN Ao, f;.

On en déduit : v
()
x i
B Z ~ Oéifi-
A% pt AN

Comme — )\ n’est pas valeur propre,

Ai .
nl_l)r_"r_loo(m)n =0si )\z 7& )\N

Soient A1, ..., A\, les valeurs propres différentes de Ay, et A\py1,..., Ay = An.Onadonc

lim,, 4 oo :CA(_’Z: = Zfipﬂ o; fi = x, avec Ax = Anw.

De plus, z # 0 : en effet, z(¥) ¢ (Ker(A — AnId))t = Vect{fi,... . fp}, et donc il existe ¢ € {p +
1,...,N} telque a; # 0.

Pour montrer (b), remarquons que :

N N
|20 = 3 A ey et 2] = 37 Ara;
=1 =1

car (f1,..., fn) est une base orthonormée. On a donc
[y
[Eaaaed N k4l
— = A ———— — Ay1— = Ay lorsque n — +oco.
ol = e T e T
AN

2. a)La méthode I s’écrit a partir de (%) connu : ("t = Bx(™) + ¢ pourn > 1,avec ¢ = (I — B)A™'b.
On a donc
et — g =Bz 4 (Id - B)x —x
= B(z™ —2).

Siy(™ = z(" — z, onadonc y"tY = By(™) et d’apres la question 1a) si y(?) } Ker(B — punId)
ou v est la plus grande valeur propre de B, (avec |un| = p(B)et — un non valeur propre), alors

[y 2 N
W — p( ) orsque n — o0,
c’est—a—dire
2D — g
———— — p(B) lorsque n — +00.
2 — ||
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Exercice 03

1. Comme A est une matrice symétrique, A est diagonalisable dans IR. Soit (f1,..., fn) € (R™)™ une base
orthonormée de vecteurs propres de A associée aux valeurs propres (A1, ..., A,) € IR™. On décompose
ZL‘(O) sur (fi)izl n - .f(o) = Z?:l Oélfz On a donc Aﬁ(o) = Z?:l )\zazfz et Anx(O) = Z?:l )\?Oélfz
On en déduit :

.....

£

n )\,L n
N2 (5) et
n i=1 N
Comme — )\, n’est pas valeur propre,

hm(§qnzomM¢Aw

n—-+00 n
Soient A1, ..., A, les valeurs propres différentes de \,,, et A\py1,..., A, = Ay. On a donc
. (n) n
lim,, 100 x)\—g = Ei:pﬂ «; fi = x,avec Ax = A\, .

De plus, z # 0 : en effet, 29 ¢ (Ker(A — M\, I1d))* = Vect{f1,..., f,}, et donc il existe i € {p +
1,...,n} tel que a; # 0.
Pour montrer (b), remarquons que :

n n
|2 =S A et 2] = 3 ATy
1=1 =1

car (f1,..., fn) est une base orthonormée. On a donc
[y
(n+1) VS
w = /\Z)‘Tzi) — /\nM = A\, lorsque n — +o0.
[t A edl
An

2. a)La méthode I s’écrit a partir de 2(?) connu : z(**Y) = Bz(™) 4 cpourn > 1, avec ¢ = (I — B)A~'b.

On a donc
) — gz =Bz 4+ (Id— B)x —x

= B(z™ —2).

Siy™ = z(") — g onadonc y("t1) = By("), et d’apres la question 1a) si y(©) f Ker(B — ju,Id) ot
[y, est la plus grande valeur propre de B, (avec |u,| = p(B)et — ., non valeur propre), alors

P .
T — p(B) lorsque n — 400,
c’est—a—dire
=" —
—————— — p(B) lorsque n — +o0.
) — |
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b) On applique maintenant la) a y(™ = 21 — (") ayec

O = 51 20 oy (D) = 4z,

On demande que () — (9 ¢ Ker(B — p,Id)" comme en a), et on a bien y(**+1) = By(™), donc
Iy

TP CS T p(B) lorsque n — +00.
ly™]

Exercice 04

1. Par définition de la projection orthogonale, on a v1 - v = a1 - (a2 — proj,, (az)) = 0.
Supposons la récurrence vraie au rang N — 1 et montrons que v,, est orthogonal a tous les v; pours = 1,..., N —1.

PPN 1
Par définition, v,, = a,, — E"; L Z’“ ;’J vj, et donc
J

an U] Qn * U;
Un Uy = Qn - Uz_§ UV = Ap "V —
V; - U;

par hypothése de récurrence. On en déduit que v, - v; = 0 et donc que la famille (v1, . .. v, ) est une base orthogo-
nale.

2. De larelation (1.132), on déduit que :

et comme v; = ||v;||a;, on a bien :

Ak - V4
ak = ||vkllqe + Z ]qg

La k-ieme colonne de A est donc une combinaison linéaire de la k-eéme colonne de () affectée du poids ||vg|| et

des k — 1 premicres affectées des poids 7. Ceci s’écrit sous forme matricielle A = QR ou R est une matrice

||lv ||
carrée dont les coefficients sont Ry, j, = ||v]|, R r = Cﬁ’“ v”J sij <k,etR;, =0sij> k. Lamatrice R est donc

bien triangulaire supérieure et a coefficients diagonaux positifs.

3. Si A estinversible, par le procédé de Gram-Schmidt (1.132) on construit la matrice ) = [ql Q2 ... qn] ,
et par la question 1.b, on sait construire une matrice R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux positifs
A=QR.

1 L V2
4. Onaa; = L} etdonc g1 = 5 {\/5}

Puis ay = [3} et don;vjl_ ag— P2y = [3} — E] = { 22} Donc g, = { \/\%} tQ =3 [g _\/\%} .
Enfin, R — {”%1” Hvln} - Vf Ve ,etcg:%[g _\%

[oa ]

DN~
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Chapitre 3

Résolution d’équations et systémes non
linéaires

3.1 Racines de ’équation f(z) =0

Définition 3.1.1 Soit f une fonction de R dans R dont le domaine de définition est une partie
Dy de R . On dit que oo € Dy est une racine de l’équation

flx)=0 (1)

fla)=0 (2)

Résoudre I'équation (1) c’est trouver tous les nombres réels « tels que (2) soit vérifiée.
En d’autres termes, on cherche a déterminer I’ensemble
Z(f) ={x € D¢/ f(x) =0}, appelé les de f. Z (f) est donc ’ensemble des racinees de f(x) = 0.
Il n’est pas toujours possible de résoudre complétement ce probléme pour toutes formes de fonc-
tions f. Z (f) peut en effet, avoir un grand nombre de structures possibles.

Exemples 2.1
1- Soit f(z) = az*+bx+c, a,b,c € R, avec D; = R. Alors ker f contient au plus deux éléments
et peut aussi étre vide.
2- Soit f(x) = sin(x) et Dy = R, alors les racines de I’équation f(x) = 0 sont en nombres
infini dénombrable et Z (f) = {xr e Ry /x =knm, k=0,1,2,3,...}
3- Pour f définie par X
sin(;) siz >0

f(”“")_{ 0 siz<0
Les racines de I’équation f(x) = 0 sont dans ce cas la demi droite négative R_ et les éléments
de la suite S = {ﬁ, k=1,23, }
Ainsi Z (f)=R_U{zeR/z=2; k=1,23,.}
On peut remarquer qu'il existe (au moins) une racine dans S (différente de 0) aussi prés que
I’on veut de 0. On dit que 0 est un point d’accumulation de la suite S.
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3.2. SEPARATION DES RACINES

Définition 3.1.2 On dit qu’une racine o d’une équation f(x) = 0 est séparable si on peut
trouver un intervalle [a, b] tel que a soit la seule racine de cette équation dans [a,b]; ou encore
i Z(f) [a,b] = {o}

La racine « est alors dite séparée ( on dit aussi racine isolée).

Remarque 3.1.1 Dans les deux cas 1 et 2 de l’exzemple 2.1 ci-dessus, toutes les racines sont
séparables. Par contre dans le cas 3, les seules racines séparables sont les éléments de S. Les
éléments de S qui sont les plus prés de 0 sont les plus difficile a séparer. La longueur de
Uintervalle [a,b] de la définition 2.2 devient en effet, de plus en plus petite au fur et & mesure
que l’on s’approche de 0 dans S.

3.2 Séparation des racines

Il n’y a pas de méthode générale pour séparer les racines d’une équation f(x) = 0.
Pratiquement, en dehors de I’étude théorique directe de f si f est donnée analytiquement, on
utilise deux types de méthodes : une méthode graphique et une méthode de balayage.

3.2.1 Meéthode graphique

Soit on trace (expérimentalement ou par étude des variations de f) le graphe de la fonction f
et on cherche son intersection avec I’axe Ox. Soit on décompose f en deux fonctions f; et fo
simples & étudier, telles que : f = fi — f2, et on cherche les points d’intersection des graphes
de fi et fo, dont les abscisses sont exactement les racines de 'équation f(z) =0

Remarque 3.2.1 On choisit souvent fi et fs de fagon a ce que leur courbes soient des courbes
connues.

Ezxemples 2.2

1- Soit a résoudre graphiquement ’équation : 2> —a =0, o, a > 0, fivé. (D = R)

Les variations et la courbe représentative de la fonction f(x) = x? — a sont données par le
tableau et le graphe suivants :

r |—o0 0 +o0 \ /
F — 0 +
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Bien que dans cet exemple les solutions soient évidement connues (x = ++/a). on voit que
I'intersection du graphe de la fonction f(r) = 2% — a avec 'axe Oz permet de localiser les
racines de I’équation f(x) = 0.
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2- Soit I’équation () xlogx =1, x>0 (D =R%)
Cette équation s’écrit encore sous la forme : logz = 1, En posant fi(z) = logz. fo(z) = 1 et
f(x) = fi(z) — fo(z) =logz—1, équation () devient équivalente & f(z) = fi(z) — fa(x) = 0.

Les variations des fonctions f; et fo sont données par les courbes ci-dessous :

L’abscisse du point d’intersection des deux courbes permet de localiser la solution de (x) et
fournit méme une (premiére) approximation de celle-ci (et ceci en utilisant, par exemple, du
papier millimétré ou encore en graduant les deux axes).

3.2.2 Méthode de balayage

On consideére une suite croissante finie {z;}, (i = 0,1, ...,n) de valeurs de = réparties sur l'inter-
vale [a, b] contenu dans le domaine de définition D de f. Si f est continue et si f(z;)f(z;41) <0
alors il existe entre x; et ;41 au moins une racine de f(x) = 0 (c’est le théoréme classique des
valeurs intermédiaires).

La méthode consiste donc a déterminer parmi les quantités f(x;)f(z;41), (i = 0,1, ...,n) celles
qui sont négatives.

Remarque 2.3

1- La méthode de balayage ne permet de conclure qu’a l'existence d’(au moins) une racine dans
un intervalle [x;, x;1] .

e Si une racine « est double (f(«a) = f'(a) =0 et () # 0), cette méthode ne permet pas de
la séparer.

.
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e De méme, si deux racines sont trés voisines, on risque de ne pas les séparer dans le processus
ci-dessus comme le montre la figure suivante :

b] doit étre suffisamment grand afin de contenir les racines éven-
0; mais sauf dans des cas particulier, on ne peut pas estimer
) )

2- L’intervalle de départ [a
tuelles de 1’équation f(x)
correctement sa longueur.

3.3 Approximation des racines : Méthodes itérative

Définition 3.3.1 On appelle méthode itérative un procédé de calcul de la forme :
Ty = F(xy), k=0,1,2,.. (a)

dans lequel on part d’une valeur (approchée) xo pour calculer x1, puis a l'aide de x1 on calcule
T, etc...

La formule (a) est dite formule de récurrence.

Le procédé est dit convergent si la suite (xy) est convergente.

Parmi les méthode numérique en général et les méthode itératives en particulier, les plus
puissantes permettant la résolution approchée des équations de la forme f(z) = 0 figure la
méthode suivante :
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3.3.1 Meéthode de Newton-Raphson

Notons par z* une racine (exacte) recharchée et par zo une valeur approchée de z*.
On suppose que f est de classe C! au voisinage de z*. Le développement de Taylor d’ordre
deux de f nous donne :

1) = Fn) + et — )+ L@ e on e (om)

et comme f(z*) = 0, on supposant f(zo) # 0, on aurra :

flzo) — f7(8) (2" — mo)?
f'(xo)  2f(x0) °

(b)

=129 —

et en négligeant le reste Ry = —21;((5())) (z* — xp)?, la quantité z —

x1, constitue alors une valeur approchée améliorée de x*.
En itérant le procédé on trouve la formule de récurrence :

f(xx) i

T+1 = Tk — f'(xk)

" ]{,((Z%)) dans (b) qu’on notera

=0,1,2, ...

qu’on appelle : Formule de récurrence de Newton-Raphson.

Géométriquement :

Fof- —— — - - — —— — 5

¥
:
-
x
x* /’i X

o

tg(a) = JZZI;) = f'(x) ou Az = x) — Tt

et donc Az, = ]{}(j;)) — T — Thar = Thar = Th — ]{,((Zzz))

Commentaire 2.1 Une méthode itérative ne présente de l'intérét que si elle est convergente
(vers les valeurs recherchées), et c’est dans ce sens que 1'on étudiera la convergence de la méthode

de Newton-Raphson de maniére plus approfondie plus bas.
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Exemple 2.3 (Calcul itérative de la valeur inverse)

Soit @ > 0 donné. On désire calculer son inverse é

On peut ramener le probléme a la résolution de 1’équation f(z) = i — a = 0. Selon la formule
de Newton-Raphson, nous avons :

f(xx)

Tht1 = Tk — f/(xk:)

2
= 2z — a T},

Remarquons que dans cette formule de récurrence on ne fait pas de division.

Pour a = 7 et on partant de o = 0.2, le calcul donne :

1 = 0.12; 2o = 0.1392; 23 = 0.14276352; x4, = 0.142857081; ... et cette suite converge vers
2 =0.142857142...

Exemple 2.4 (Comparaison de différentes formules de récurrence)

Soit & résoudre I’équation x = e%:exp(%) (1)

L’équation (1) peut étre transformée de différentes maniéres afin de se mettre sous la forme
f(z) =0.

i) @ = exp(L) & @ — exp(L) = f(x) = 0

La formule de Newton-Raphson donne :

7 — exp(>)

2 T .

Thil = T — Tp———— (i)
"2} —exp(-)

ii) Posons y = 1.
L’équation (1) devient alors @l/ —exp(y) & 1 —yx*xexp(y) = f(y) =0 et la formule de Newton-
Raphson donne encore :

exp(—Yk) — Yk (i)
I+ y

Yk+1 = Yk t
ii) © = exp(1) & log(z) = L < 1 —zlog(z) = f(x) = 0 et la formule de Newton-Raphson
donne enfin : . |
1 + log(xy)
Nous disposons ainsi de trois formules récurrentes différentes pour le méme probléme, et on
constate que les formules (ii) et (¢ii) sont mieux adaptées au calcul que la formule (7)

Tk41 = Tk +

En étudiant les variations de f, par exemple f(x) = = — exp(%), on constate qu’il n’existe
qu’une seule racine z* de (1), et qu’elle se trouve au voisinage de xg = 1.8 .

Et dela :

Pour le (i7) : En partant de yo = 0.6 ~ 7, nous obtenons :

y1 = 0.568007; yo = 0.567144; y3 = 0.567143; etc... et ¥ ~ yig ~ 1.763223
Pour le (7ii) : En partant de zp = 1.8 :

1 = 1.763461; xo = 1.763223; x5 = 1.763223; etc... et * ~ 1.763223 = x5
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Critére d’arrét dans la méthode de Newton-Raphson

Soit z* une racine isolée de ’équation f(z) = 0; xo une approximation de z* et () la suite des
approximations obtenue a I’aide de la formule de récurence de Newton-Raphson. On suppose
que f est de classe C'*° au voisinage de z*.

Le développement de Taylor a I'ordre 1 donne, pour k£ € N :

fak) = f(a®) + f1(E)(ze — 2%), § € (zh,2")

done zy— ot = L, on ek € (a, 27)
D’autre part :  xpyq = xp — % = Tp — T = _]Jc”l(éi))

et on fait Papproximation f/(§) ~ f'(xy) pour obtenir enfin : |z, — 2*| ~ |r)q — x| .
Ainsi, si on veut calculer une approximation de z* avec n décimales exactes, il suffit d’aller
dans les itérations jusqu’a ce que k vérifie :

|$k+1 — $k| <0.5107™.

3.3.2 Meéthode de Newton-Raphson pour deux inconnues

Soit & résoudre le systéme d’équations non linéaires :

{ F(z,y)=0
G(z,y) =0

ou F' et GG sont des fonctions données des variables indépendantes x et y.
Soit (z9 yo) une valeur approchée déune solution exacte (z*, y*).

Posons :
¥ = To + €o

N ol £¢ et A\g sont les erreurs absolues de xq et q.
¥t = o + Ao 0 0 0 €t Yo

En faisant un développement de Taylor a 1'ordre 1 des deux fonctions F' et G au point (xg, %),
on obtient :

OF OF
0=F(z",y") = F(zo+ €0, Yo + Ao) = F(z0,y0) + %(ﬁo,yo)ﬁo + %(%, Yo)-Xo + Ro

ou Ry = reste = termes d’ordres supérieurs & 1 en gy et Aq.
et

oG oG
0=G(x",y") = G(zo + €0, Yo + Xo) = G(z0,%0) + %(1’071/0)-50 + 6_m(x0’ Yo) Ao + Ry
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ol [, = reste = termes d’ordres superieurs a 1 en g et \g.
Ou bien sous forme matricielle :

0 F or  orf £ R
(0)-(&),,(&2) (%)(&)
(w0,y0) Ox By /7 (o) 0 1

OF QF N ~1

On suppose l'existence de ( gz oy ) , et donc :
dr dy

* oOF OF
(2)=(F)-(n)=-(z &)
Ao y* Yo g %—y

dela :

* OF  OF N T
z _ ([ %o or 0
.= — | ec ot
Yy Yo oz dy (

70,Y0)

-1

F termes dordre supér-
| ' (20.50) ieurs & len gg et Ag.

(20,90

1

F n termes dordre supérieurs a
’ 1 en gg et Ap.
(z0,%0)

Et en négligeante le reste qui est formé des termes d’ordres supérieurs a 1, la quantité :
OF 9 -1
(w)-(22) (¢)
I ﬁ e
Yo 9z 9y / ( (z0,%0)
devient une approximation (z,y;) de la valeur exacte (z*,y*).
Ainsi : )
()-CG)-(E &) (6)
= — | ac a¢ :
o Yo 9z 9y / ( ) G (z0,%0)

et en itérant le procédé, on trouve la formule de récurrence de Newton-Raphson pour

deux inconnues :
(F> , k=0,1,2, ..
G
(mk7yk)

or  OF

Tk+1 . X 9r O
= e
Yk+1 Yo or Oy

Exemples 2.5 Soit a résoudre 'équation : x =2sinx (a)
1¢m¢ méthode : On pose f (x) = x — 2sinz, et en utilisant la méthode récurrente de Newton-
Raphson pour une seule variable, afin de résoudre I’équations f(x) = 2sinx = 0, on aura :

£0,40)

Z0,Y0

-1

(zkvyk)

flee) — ap—2sinay

l’k+1:l’k—m—l‘k k’:O,]_,Q,...

1—2cosxy
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2¢me meéthode : On décompose (a) en un systéme de deux équations

{yzﬂi (:){F(a:,y):y—m:()

y=2sinx G(z,y) =y —2sinx =0

et la formule de récurrence de Newton-Raphson pour deux inconnues devient :

e ) (o) (L Ly (e k=0,1,2
Yer1 )\ Uk —2sinz, 1 "\ yp —2sinzy, ) 7T
3.3.3 La méthode de Newton-Raphson et les polynéme

On suppose que f est un polynéome P, de dégré n a coefficients réels, n’ayant que des racines
distinctes :

f(z) = Py(2) = apz™ + a12™ ' 4 ... + ap_17 + ay, ag # 0

Question : Estimer les racines réelles de I’équation non linéaire P,(z) = 0.

Définition 3.3.2 On appelle suite de sturm la suite définie par :

( So(z) = Pu(x)
Si(x) = Py ()
Sa(x) = — Reste(So(x)/S1(x))

Sl(x) = —Reste(S;_2(x)/S;i—1(x))

| S,(2) = —Reste(Sy_s(x)/S,1())

Théoréme 3.3.1 (Théoréme de Sturm : Nombres de racines réelles)

Le nombre de solutions réelles (qui sont supposées simples) de l’équation P,(x) = 0 est égale
N(a) — N(b) ou N (&) est le nombre de changement de signe de la suite {S;(€)}. Les réelles a
et b étant les extrémités de l'intervalle contenant les racines.

Théoréme 3.3.2 (Localisation) Les racines réelles de l’équation P,(x) = 0 sont contenues

1
dans Uintervalle |-T,T [ avec T =1+ Taol {mam |ai|} .
ap i=1,n

Propriété 2.1 Si la suite S; est d’ordre p ie : S,41(x) =0, (p <n),
alors : les racines multiples de P,(x) sont les racines simples de S, (z).

Remarque 3.3.1 La divergence, dans le cas des polyndomes, de la méthode de Newton-Raphson
est due a deus raisons :

1- Soit au mauvais choix de xg.

2- Soit qu’on n’a pas de racines réelles.
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Exemples 2.6 Reésoudre par la méthode de Newton-Raphson, I’équation :
23 -3+ -3=0

e Localisation des solutions :

1
T=1+— o] maz |a;|| = 4. Et donc les solution de I’équation considérée, si elles existent, se
ap i=1,n

trouvent contenues dans U'intervalle | —4,4].
e Nombre de racines :
Conciderons pour cela la suite de Sturm associée au polynome P3(z) = 23 — 322 + x — 3.

So(x) = P3(x) = 2% — 32> + 2 — 3

Sy(z) = Pj(x) = 32% — 6z + 1

Sy(x) = —Reste(So(x)/S1(z)) = —Reste(z® — 322 + x — 3/32? — 6x + 1)
=z +2 (& un facteur multiplicatife canstant prés)

Ss(x) = —Reste(S;(x)/S2(z)) = —Reste(32? — 6z + 1/x + 2) = —25

Nous avons alors :

+

Le nombre de racines réelles de I’équation concidérée est donc 2 — 1 = 1.
e Résoudre par la méthode de Newton-Raphson :
Pour cela précisons encore plus l'intervalle contenant la racine cherchée z*.

Nous avons P3(0) = —3 et P3(4) > 0, alors z* € [0 ,4]. Prenons par exemple zy, = 0. Nous
avons alors P (20) Py(y)

3\To 3\T1
T o Pé(q}o) , €U Ig T Pé(,rl) I € meme Ty xI1.

Ainsi, nous obtenons une suite stationnaire qui donne dans ce cas, non pas une racine approchée
mais carrément la racine exacte égale a 3.

3.3.4 Méthode de point fixe

Définition 3.3.3 Soit f : R — R une application continue. On dit que x* € R est un point
fize de f si f(x*) ==

Commentaire 2.2 La résolution d’un probleme a ’aide d’une formule de récurrence xy1 =
f(zx), k € N peut etre considérée comme détemination d’un point fixe de la fonction f.

En effet : Soit (zy) la suite défnie par zx.; = f(xx), On suppose qu'elle converge vers une
valeur qu’on notera x*. Par passage a limite dans l'expression xp.; = f(xy), on obtient :

k{im Tyl = lgim flzy) <= klz'm Tpi1 = f(lgim xy) (par continuité de f)
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< 2" = f(a") (car lim x) =z")

k—o0
et donc z*est un point fixe de f.

Théoréme 3.3.3 (Théoréme du point fixe) Supposons que f est définie sur l'intervalle [a ,b]
et satisfait aux conditions suivantes :

i) f ([a,b]) C la,b] ie :V x € [a,b], a < f(x) <b

i1) f est contractante ie :AL € R, 0 < L < 1 tel que

Va,y € lab]: |f(z) = f(y)l < Llz -yl

Alors : f admet un point five unique x* € [a,b]. De plus, pour tout point xo € [a,b], la suite
(x) définie par x4 = f(xy) converge vers x*.

Commentaire 2.3 La condition ii) entraine(xy) :
1. La continuité de f dans [a,b]
2. En divisant 'inégalité par |z — y| et en passant a la limite quand y
tend vers x, on obtient :} f/(x)‘ < L < 1, et ceci en supposant que f
est dérivable au point .

Démonstration du théoréme du point fixe

Existence du point fixe : Soient xy un point initial dans [a,b] et (x)) la suite associée & f .
Pour montrer que la suite (z5) converge, on va montrer qu’elle est de Cauchy.

Le point fixe sera alors la limite de (zy).

Soit k € N, alors

[we1 — x| = | f(2x) = flan-1)| < L |op — 2pa] -

et par récurrence, on démontre que :

|Zhy1 — k| < Llog — 25| < - < LF |2y — 2

et pour n > k, en écrivant :

Tn— T = (T — Tno1) + (Tno1 — Toogy + -+ (T — @),

Nous aurons :
T — ok < | — Tpoa| + |Tn1 — Tpa] + -+ [T — T

S (LML LYY |2y — @

1— L
S Lkﬁ ‘.Tl - [L'[]’
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k
<
~—1-L

et dela on déduit que (xy) est une suite de Cauchy, donc elle converge vers z* € [a,b] .

Montrons que z* est un point fixe.

En effet : égalité x4, 1 = f(zx) et la continuité de f entrainent que

Unicité de point fixe : Supposons qu’il existe un autre point fixe y* avec

yr#F ot

Alors :

|71 — o

0<ly —a|=|f(y") = f@")| < Lly" —a"[<|y" =2 car L1

ce qui est absurde x* est donc unique.

Interpprétation géométrique du théoréme du point fixe

' 4 At
4 . 14 +o y=fo
- i I
} i
]
3 I N . % ] =) i ”
£ e % B X L x“" - TR L
0sftn<t ~1cf <o
y= Fix
(= _y_ —_ _\_ _ — y:x
Fossibilite’ de - ' e B
T lffﬂ') 1
Biver gence . 4

,_
e
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Critére d’arrét n°l

Soit f : [a,b] — R satisfaisant aux hypothéses du théoréme du point fixe, et soit () la
suite des approximations définie par x4 = f(zg), k=0,1,2,...
Pour k,n e Nyn >k :

2k — @p| = | f(@5-1) = fl@n-1)| £ L]zpo1 — 20
et par récurrence :

2 — 20| S Llwpy — 2| < L |ap g — 2y o <+ < LF |z — 20 p| < LF|b—al

En passant a la limite sur n, on obtient : |z, — 2*| < L*(b — a).
Ainsi, si on désire calculer une approximation z;, de * avec n décimales exactes, il suffit d’arréter
les itérations a k vérifiant :

g5
log L
Critére d’arrét n°2
Soit £k € N :
[Ty — 2| = [f(2r) — f(2)| < Llzg — 2% < Log — 2|+ L |2ggg — 27 < Llzg — wppa |+

Lz — x|

= |zpp1 — 2| (1 = L) < Loy — Tpaq|

= |vpr1 — 7] < 125 |3 — Tpepa |

et donc pour avoir n décimales exactes, on arréte les itérations lorsque :

1-L
‘l’k — .’,Uk-+]_‘ S TOS 107"

Remarque 3.3.2 Généralement L est assez petit pour que 2L < 1, et dela L < 1— L, et donc
1 < (1—L)/L. Conséquence : au lieu du critére d’arréte ci dessus on impose la condition

|l’k - xk—i—l‘ S 0.5 107n

Exemple 2.7 (Résolution itérative de I’équation quadratique)
Soit & résoudre, a I'aide de la méthode du point fixe, I’équation

(a) o(r) =2 - 1002 +1=0

On remarquera que (a) admet deux racines réelles x} et x5, 'une au voisinage de 1072 et autre
au voisinage de 102.
Pour 7% : En tenant compte du fait que 2% ~ 1072, I"équation (a) peut se mettre sous la forme :
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z = f(z) = 145(2* + 1) et la formule de récurrence est donnée par :
Tri1 = f(ar) = 15(22+1). Comme f'(z) = 1252 = 0.02z est petit, prenons I'intervalle [1072, 1]
comme voisinage de x7.
Nous avons, en effet :
P(1072) =104 > 0

H(1) = —98 < 0 ) = 2} € [1072,1].

et on vérifie aisement que :

i)- £([102,1)) = [£(10-2), f(1)] C [102,1]

i1)- Pour L = 0.02, f est contractante

Ainsi : Vg € [1072,1], la suite (z) converge vers x} € [1072 1].

Prenons par exemple, g = 1. On calcule :

1 = 0.02; 29 = 0.010004 ; 3 = 0.0100010008 ; x4 = 0.0100010020017 donc : 27 ~ 0.010001002002
(11 c.s.e)

Pour z3 : En tenant compte du fait que z% ~ 10%, ’équation (a) peut se méttre sous la forme :
2% = 100z — 1, puis en divisant par x en trouve la formule de récurrence :
Tpy1 = 100 — ﬁ = f(xx), ou f(z) =100 — 2. Comme f'(z) = % est petit pour z assez grand,
prenons 'intervalle [10, 10%] comme voisinage de 5.
Nous avons, en effet :

©(10) = =990 < 0

H(10%) = 1> 0 ) = x5 € [10,10%.

et on vérifie que :

i)- f([10,10%]) = [f(10), f(10%)] C [10,107]

i1)- Pour L = 0.01, f est contractante

Ainsi : Vzq € [10,10?], la suite (x;,) converge vers =3 € [10, 10%].
Prenons par exemple, g = 10. On calcule : (avec 5 décimales exactes)
21 =99.9; x5 = 99.989990 ; 3 = 99.989990; x4 = 99.989999

donc : 3 ~ 99.99000 4 1075

3.3.5 Accélération de la convergence

Lemme 3.3.1 On suppose que [’ existe. Plus f'(x*) est petite, plus la convergence est rapide.
pp q

Preuve.
On pose E
¢ = T — x*, et un développement de Taylor de f nous donne :
E;
Tri1 = flog) = f(a™ + Ey) = f(27) + Epf'(27) + o ")+

En négligeant les termes d’ordre supérieur a 1 en Fj, il vient :
gy — f(@%) = xp1 — 2* = f/(2%). By, == Epi1 = 251 — 2* =~ f'(z¥).E},
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Comme (FEj) est une suite convergente vers zéro (0), on voit que plus f'(z*) est petit, plus la
convergence est rapide.

Accélération
A
Soit A # —1. posons G(x) = %f;a:)
Comme f(z) =z < G(x) = z : alors, * est un point fixe de f si et suelement si il 'est pour
G.
)\ !/ )\ / *
OnaG'(z) = %@ ; donc G'(z*) = %(/\a:) 11 suffit alors de prendre A voisin de — f'(z*)

pourvu que f'(z*) soit petit. Et donc d’aprés le lemme 2.1, la convergence sera plus rapide que
celle donnée par f(z) = z.

Algorithme d’accélération m

1. Calculer xg, x1,..., , par la méthode lente :

{ To € [a, ]

g1 = fxg), k=0,1,..n — 1

ou n est choisi selon chaque cas
2. On pose A\ = —f'(z,,)

3. On calcule les approximations suivantes par

Tpp1 = G(z), k=nmn+1,.. ou G(x)= )\x%f)fx)

Exemple 2.8 Soit a résoudre I’équation
L’équation (1) admet un point fixe dans R.

On vérifie méme qu’il est dans
l'intervalle [0.5,0.6].

30
:
4

1- Posons zp = 0.5. On a alors, 21 = f(z¢) = e %% = 0.6065306 ~ 0.61 et x5 = f(z1) = e 06 =
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0.5433508 ~ 0.54
On constate que les différences |xg — 1| et |x1 — x| (etc..) sont assez importantes, alors on
arréte la la méthode est lente et :
2 =2 — (1) = e 0% = 05827482 ~ 0.58 = A
__ 0.58z+e”"

3- Puis, on pose : G(r) = >34 et si on veut calculer 2* avec sept(07) décimales exactes, on

applique, par exemple, le critére d’arrét n°1, pour l'algorithme :

To = 0.54 € [0.5,0.6]

N o~ 0.58% + e
Tpp = G(Ty) = —— =

1.58
0.5 1077
g5 6 05
alors k védifie k > ——————= ~ 3.7 ou 0.02 > max |G'(z)| et donc, on prend k = 4.
log 0.02 [0.5,0.6]
Ainsi :
T = G(y) = 0.56705684
Ty = G(x1) = 0.56714259
T3 = G(73) = 0.56714328
T, = G(x3) = 0.56714329

d’on z* = 0.5671433 £ 0.5 107
Question : Déterminer le nombre d’itérations correspondant au cas de la méthode lente (Ré-
ponse : k = 30).
3.3.6 Convergence de la méthode de newton-Raphson

Reprenons la formule de Newton-Raphson :

xk+1:$k_%, k20,1,2,...
On a donc : xp 1 = g(xk)/, ol 2g(ac) = xk”— }C/((iz)) H
Et comme ¢'(z) =1 — (F(z)” — @) () = f@)f"(z). alors pour

(f'(z))? (f(x))*

x = z*, x* étant une racine séparée de ’équation f(z) =0, on a ¢’(x) = 0 (puisque f(z*) = 0)
et dela |¢'(z)| < 1 au "voisinage" de z*. Conséquence : les conditions i) et i) du théoréme du
point fixe sont alors réalisées, et par suite, on a convergence de la suite () vers x*.
Et c’est dans ce but qu’on choisit comme voisinage de z* un intervalle [a, b] telle que :

1. z* € [a,b]

2. f est de classe C? sur [a, ]

3. f' # 0 sur [a, b
Et on verfiera ci-aprés qu’avec une condition supplémentaire sur l'intervalle [a, b], la suite (x)
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converge vers z*, Vg € [a,b].
Commentaire 2.4

e [ étant de classe C? sur [a,b], f” est continue sur [a, b] et donc bornée
sur [a,b] par une constante M > 0 de maniére & ce qu’on ait : Vz € [a, b],
[f" (@) < M

e f’ ne s’annulant pas sur [a, b], il existe m > 0 tel que : V = € [a, D],

[f'(@)l = m

Sous les hypotheses 1), 2) et 3), faisons un developpement de taylor de f & ’ordre 1 au voisinage
de zj. On obtien :

f@) = flae) + (@) (@ — ze) + %f”(fk)(w — )%, o & € (7, )

comme f(x) =0 pour z = z*, il s’ensuit :

1
0= flan) + f(ax) (@™ = @) + 5 f"(E) (@ = 21)*, ou & € (x,2)
en divisant par f’(xy) # 0 et on translatant, on aura :

) P )
f/(y) ’ 2f"(wx)
. " :x_f(xk) _f(xk):l, .
or : k+1 k f’(xk) = f’(xk) k+1 k
F"(E) (@ — @)
2f'(z,)

et comme |f"(x)| < M et |f'(z)| > m > 0, on aboutit alors a :

D’ot, aprés simplification : x5, — 2% =

M |z* — xp)?

2m

(%)

On constate que l'erreur absolue de la (k4 1)“"¢ approximation est proportionnelle au carré
de 'erreur absolue de la k™ approximation. On dit que la méthode de Newton-Raphson est
une méthode itérative du deuxiéme ordre.

|z — 2% <

Posons C' = Dy L’inégalité (*) entraine par induction :
m

|Zppr — 2| < Clag — 2P < C¥lap_y — ' < .. < OF 7 Vg — o 2

ou encore |y — *| < C2F 1|z — 2*|%

comme : |zo — 2| < |b— a| = b— a, alors |z — 2*| < C271(b — a)®
ou encore :
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C®—a)”

|z — %] < ,k=0,1,2,...

M
Il y a donc convergence vers z* si C(b —a) = 2—(6 —a) < 1, et c’est pour cette raison que
m
2m

'on choisit [a, b] de longueur b — a < T

Conclusion : 5
Si en plus des conditions 1), 2) et 3), on choisit [a, b] tel que b —a < Mm’ alors : V x¢ € [a, b],

'algorithme de Newton-Raphson converge ( vers z* ).

Remarque 3.3.3 (choix de ’approximation initiale z() Le point zy est généralement choisi
de maniére a ce que f(xo)f"(xo) > 0 (en particulier xo = a ou xy = b si cette condition est
satisfaite).

3.3.7 Meéthode de la sécante

Dans certaines circonstances (si f provient d’un calcul expérimental par exemple), on ne peut
calculer f’. L’idée est alors de remplacer f’ par le taux d’accroissement de f sur un petit
intervalle.

Supposons que g et x; soient deux valeurs approchées de la racine x* de ’équation

f(z) =0 avec zy < x* < 2.

Le taux d’accroissement de f sur [xg, 2] est :
. f(x1) — f(z0)
N 1 — X
et 'équation de la sécante (en zg et x;1 ) est :
y=7i(@—a1)+ flz1) (1)
On obtient une nouvelle approximation x5 de x* en calculant ’abscisse du point d’intersection
de la sécante avec l'axe O, :

Ty =T — iy (obtenu en posant y = 0 dans(1))
T1

I

xg X5 x= >4 >
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et, on itére ce procédé pour obtenir :

Te = flaw) = flae) et Tpyl = Tp — f(zx)
T — Tp—1 Tk

L’algorithme correspondant est : Algorithme de la sécante :

To , r1 donnés

f(xx)

TR T T ) — o)

(zk — 2p—1) , b € N7

Critére d’arrét
C’est le méme que celui correspondant a la méthode de Newton-Raphson.

3.3.8 Meéthode de dichotomie

L’idée : Construction d’une suite d’intervalles de plus en plus petits contenant une racine isolée
de 'équation f(z) = 0.
L’outil utilisé : Théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 3.3.4 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit [ : [a,b] — R continue,
avec f(a)f(b) < 0. Alors : il existe au moins x* € |a, b tel que : f(z*) =0

Remarque 3.3.4 Si de plus f est injective, alors x* est unique.

Algorithme
Supposons que a et b soient tels que : x* € |a, b, avec f(a)f(b) < 0. On pose a = ag. b = by et
[av b} = [OJO?bO] = [0'
On divise Uintervalle Iy = [ag, bo] en deux, et on construit l'intervalle
I = [a1, b1] comme suit :

Qo + bg

Pour x¢ = (milieu du segment [ag, bo]) on fait le test suivant :

Si f(ao)f<l’0) < 0 alors [CL(), (L’O] = [CLl, bl] = .[1
SiIlOl’l [QIO, bo] = [al, bl] = Il
On iteére le procédé pour obtenir une suite d’intervalles emboités :
[k = [ak,bk], k= 1,2,3,

comme suit :
ay + by

On pose : xp =
Si f(ag)f(xk) < 0 alors [ak, br] = [aks1, ber1] = Tria
sinon [l‘k, bk] = [ak+1,bk+1] = ]k—i-l'
Et on prend comme approximation de x* la valeur xy.
Critére d’arrét

Soit k € N. Nous avons :
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b " by —ar b1 —ar—1 by — ag
k 1 _— k: 1 p— f— p— ces f—
+ + 9 92 9k+1

et si * est la racine de I’équation f(z) = 0, nous aurons :

b, — ax o bo — ao
9 T 9k+1

|2* — x| < bpgr — a1 =

Et donc, si on désire calculer une approximation x; de x* avec n décimales exactes, il suffit

by — ag _n
T <0.5107".

Ce qui revient a ce qu’on aille dans les itérations jusqu’a ce que k vérifie I'inégalité :

de poser

b[) — Qo
log ——
ps 05100
- log 2
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TRAVAUX DIRIGES 3

Travaux dirigés 3

Exercicel :
Parmilesfonctionssuivantedesquellesontcontractantest surquelintenalle si
celui-cin’estpasindiqué:
(@) g(z) =5 — 1 cos 3z, 0<a:<2—“;
(b) g(z) =2+ 3 |x| —1<z<1;
() g(z) =3 — isin3z
) =

(d) g(z) = vz

Exercice2 :
Voir si chacunedesfonctionssuivantesadmetzero,un ou plusieurspointsfixes,
puisdonnerpourchacununintervalle de separation

9(@) = L. g(x) = e %, g(x) = x + (1~ 2, g(a) = (=~ D2 47— &

Exercice3 :
Montrerquel’ équationz = w —esin(x) admetuneuniqueracinedand’int énalle
w—mw+7];we R etle <1.

Exercice4 :
Déterminera l'aide de la méthodedu point fixe les deuxracinesréellesde z? —
100z + 1 = 0 avecuneerreur e < 1073, Utiliser pour'une de cesracinesla

méthodeitératve s = f(z) = L1, etpourlautre s = g(z) = 100 — L.

Exercice5 :

Soitla fonction F(z) = 22® — x — 2, onseproposedetrouver lesracinesréelles
deF parla méthodedesapproximationsuccessies.

MontrerqueF pos&deuneseuleracineréellez € [1;2].

Etudierla corvegencedestrois méthodestératvessuivantes. x, € [1; 2] donré
et

(@) Tpy1 =223 —2;

_ 2 .
(6) Tni1 = 5

(7) Ln+1 = \3/ 1+ %L

Sil'une decesméthodesornvergel'utiliser pourdéterminerz 2103 pres.
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Exercice6 :

Soitl' équationz = In (1 + z) + 0.2 dansIR™.

Montrer quela méthodeitérative définieparg(z) = In (1 + z) + 0.2 estcorver
gente(vérifier les hypothesesdu theoemedu point fixe). Choisir zy, condition
initiale del'it ération,dansl’intervalle de corvergencepuistrouver z limite dela
suite.Donnerl’ordre dela méthode.

Exercice7
OnveutrésoudredansiR™ I' équationz = g(x) ou, g(z) = — In
a) 1) Montrerqu’elleadmetuneseuleracinez, montrerquez € I = [0; 1].

2) Montrerquela méthodeitératve: x,,,1 = g(z,) diverge.

3) onconsicerealorsg~(z) = g 'og(z) = z, (remarquequeg—! existe),
montrerquela méthodeitérative : z,, .1 = g~ '(z) corveme.
Enposantk, = x,, — £ montrerquee, _,; estdesigneoppo® ae,, qu’enconclut-
on?
Donnerle bontestd’arrét desitérationspouravoir  ae = 10~ pres,puisdonner
cetteracineapproclee.
b) Retrouerz al'aide dela méthodede Newton.

RemarquegueNewton estd’ordre 2.
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Suggestions et Corrigés

Exercicel

(@) g(z) =1 — isin(4z),z € R.
Montronsqueg estcontractanteuriR,ona:

4 4
g(x) = = cos(dn) etlg(@)] < .

donc,d’apresla propositionl, g estcontractantele rapportde contraction
inférieurou égalas.

(b) g(z) =2+ L|a|, = € [-1,1].
Soientz, y € [-1,1], montronsque|g(z) — g(y)| < 5 |z — y|. Ona

1 1
l9(x) —g(W)| = |2+ 5|z|—2— Sy
2 2
1
= §|Iw\—|y|\
1
< §\x—y|.

Eneffet, d'unemangregérérale,onpeutmontrerque||z| — [y|| < |z —y|:
Supposonsjue|z| > |y| alors

lz[ = [yl] = lz—y+yl-1yl
< |z —y|+|y| — |y|d’apreslin égali€ triangulaire
< Jz—yl

Onfaitdemémesi |z| < |y|, d’ol le résultat||z| — [y|| < |z — y].

Ainsi, |g(z) — g(y)| < 3|z — y| etle rapportdecontractionestk = 1.
(©) g(z) = %,JJ € [2,3].

Ona:

‘1
< |-=

1
Jdz)=—= et 4<2’°<9¢& 5
T

!
x? 9
donc,vz € [2,3], |¢'(z)| < 1.
Ainsi, g estcontractantelerapportk <
(d) g(z) = Vo +2.

g estdéfiniesur|[—2, +oo[ maisn’y estpaslipschitzienne.

<

|

1
i
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En effet, g estlipschitziennesur I s'il existe uneconstantaéelle L > 0,
tellequev(z,y) € I?, |g(z) — g(y)| < L|z — y|, c’estadire quele rapport
‘g(l‘) —9(y)
r—Yy
Posong; = —2. Cerapportvaut

EOEEC. N2 S

, pourz # y, estborre.

oy > —|—OO
T+ 2

t+2  Jr4+2

donc non bornablesur tout intervalle contenant—2 ; ainsi g ne peutétre
lipschitziennesur[—2, +oc].

En fait, on montrequeg estlipschitziennesurtout intenalle [a, +00| avec
1

<
2V +2  2vV/a—+2
1

ropositionl, g estlipschitziennedeconstantd, < ———.
Prop g estip N )

: . 1 .
En outre, g estcontractantesi L < 1, doncsi ———— < 1, c’estadire

2v/a + 2

a > —2. Surcetintenalle, ¢'(z) = . Ainsi, graceala

oura > —.
poura > —

) —7
Enconclusiong estcontractanteur] R +o0.

Exercice?2

: , 1 - .
(a) Pointsfixesde g(z) = —. Rappelongju’un pointfixe de g estun point
X

d’abscisset vérifiantg(x) = z. Paralusdelangageget danstouslesexer-
cicesqui suivent,on diraquex estle pointfixe de g (aulieu del'abscisse
du pointfixedeg).

Ici g estdéfiniesur R™* etona

gxy=2 = zvr=1 =z=1.

x = 1 estclairementla seulesolutionsurR*™ de cetteéquationet estpar
congquente seulpointfixedeg.
Démontronde autrement

1
glz)y=2z = ﬁ—xzo = zyzr—1=0etx >0.
PosonsF(z) = zv/x — 1; F estcontinuesur IR et dérivablesur IR; et

F'(z) = 2y/z > 0, doncF eststrictemencroissantesurR;". D'autre part,
F(0.1) < 0etF(2) > 0,doncF(0.1)F(2) < 0. Ainsi, d’'apresle theoreme
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de la valeurintermédiaire,il existe un etun seulréelc € [0.1, 2] tel que
F(c) = 0; celui-ci estdoncle seulpoint fixe de g sur[0.1, 2]. Le lecteur
pourraaisementdémontremuecelarestevrai surtout R**.

(b) Pointsfixesdeg(z) = e™*.
PosonsF'(z) = e™® — z. F estcontinueet dérivablesur IR, et F'(z) =
—e *—1 < 0,doncF eststrictementécroissanteD’autrepart, F(0) = 1
et F(1) = £ —1 < 0. D'aprésle theormede la valeurintermédiaire,
il existe un etun seulréelc € [0,1] tel que F(¢) = 0. Ceréelestdonc
I'unique point fixe de g sur [0, 1]. De méme,on peutaissmentdémontrer
guecelarestevrai surtout IR.

(c) Pointsfixesdeg(z) =z + (z — 2)3.

gz)=2 = (z-2°=0 = x=2

Donc?2 estl'unique pointfixe de g surlR ; cepointfixe estdit triple a cause

dela puissancg duterme(z — 2).
(d) Pointsfixesdeg(z) = (z — 2)* + z — <
™

g(z)=2z = (x—2)2:ir—x.

Appliquonsle théoremede la valeurintermédiairea

e])

Fla)=(z-2?- =
T
. F' estcontinueet dérivablesur R.
Flo)=2z—-2) - <
— p

MontronsqueVz € IR, F'(z) < 0.
Pourcela,on étudiele signede F”, ona:

F”(x):Q—%>O = €e'<21 = z<In(27),
Encongquencef”’ eststrictementroissantesur|—oo, In(27)], strictement
croissantesur | In(27, 0o)[ et F'(In(27)) < 0. Ainsi, Vz € IR, F'(z) < 0,
doncF eststrictementécroissante.

D’apresle theoemede la valeurintermédiaire,il existe un etun seulréel
c € [A,In(27)[ telque F'(c) = 0. Cedernierestl'unique pointfixedeg.
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Exercice3

r=w—e¢sin(z),w € R, |g| < 1.
Montronsqu’il existeununiqueréelz € [w — 7, w + 7| solutiondel’ @quation

F(z) =2z —w+esinz =0.

Ona
F'(zr) =1—ecosxz > 0, cafe| <1,

ainsi F' estmonotoneQir,

Flw—7) = —m+esin(w—m) <0
Flw+7n) = m+esinfw—m) >0

donc,F(w — m)F(w + ) < 0, etd’apresle theoemedela valeurintermédiaire,
il existeununiqueréelz € [w — 7,w + 7] telque F(z = 0).

Exercice4

Soitl’ équationF'(z) = z? — 100z + 1 = 0.
22 +1

100
co , L 72 +1

Etudionsdoncla méthodetéeratve z,,,; = 100

Remarquonsout d’abord que si cette méthogecon/erge, elle corverge bien
versunedesracinesde F'(z) = 0, si z estla limite de la suite (z,,), alorsz =
72+ 1 *
xl(I) doncz? — 100z + 1 = 0, c'estadirequeF(z) = 0.

Localisondaracinez decetteéquationOna F'(0) = 1 et F/(1) = —98 donc
F(0)F(1) < 0, etcommeF estdérivablesurIR et F'(z) = 2z — 100 < 0 sur
[0, 1] alors,graceauthéo®mede la valeurintermédiaire,il existe un uniqueréel
z € [0, 1] solutiondel’ équationF'(z) = 0.

Onag(0) = ;7 > 0 etgi(1) = & < 1. Commeg, estmonotonesur IR*

100
(puisquey] (z) = /50 > 0 surR™*), onadoncy, ([0, 1]) C [0, 1].
2

a)Posongy, (z) =

estcontractantesur|0, 1] :

Démontrongjueg; (z) =

100
?+1 y?+1
_ ]‘ 2 2
— 100" 7Y |
|z + y

1
= —yl < =z =yl
100 lz—y| < 50|¢L‘ Y|
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Onauraitpu aussia propositionl, puisqueg; (z) = ;—0 etmazp1|g;(z)| = 1/50
doncg,; contractanteerapportl/50.

Ainsi, Vzo € [0,1], 1 = g1(z1) = ‘”fo*(;l corvergeversz, uniguesolution
dez? — 100z = 0 + 1 dans|0, 1].
Calculonscetteracinepartantdez, = 0, ona

rg = 0

z1 = gi(zo) = g1(0) = ﬁ = 0.010001

2s = gi(a1) = ¢1(0.010001) = 0.01000100020001
z3 = gi1(z2) = ¢1(0.01000100020001) = ...

Ty = gi(z3) =

Si oncherchez ac pres,on arréterales calculsa I'it érationp telle que |z, —
z,| < €. Ainsi la solutionz ici vaut0.010001 210~° pres.

b) L'autre solutionestobtenuegracea la méthodeitératve z,, .1 = ga2(x,) =
100 — i Cettequestionestlais€eenexercice.

Exerciceb

Soit I équationF(r) = 2z* — z — 2 = 0. Il estclair que F' estcontinueet
dérivablesurR.

OnaF(1) = —1, F(2) = 12,doncF(1)F(2) < 0. D'autrepart, F'(z) =
6z2 > 0 sur[1,2]. Donc,d’apresle theoemede la valeurintermédiaire,il existe
uneseulesolutionz € [1, 2] tellequeF(z) = 0.

(a) Etudionsla corvergencede la suite z,,,1 = ¢i(z,) = 223 — 2. Tout
d’abord, cette suite, si elle corverge, conduitbien a une racinede F(z) = 0
carsi z estla limite dela suite(x,,), alors

1=27"-2 donc F(7)=27"-2-2=0.

Par ailleurs, ¢! (xr) = 6x? > 6 sur|[1,2]. Par congquentgraceau theoeme
desaccroissementnis, il existe¢,, comprisentrez,, etz, ., tel que

191(2n11) = g1(zn)| = 91(€n)[Tnt1 — Tnl.
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Donc

191(Tnt1) — 91(z0)| > 6|Tpi1 — 2y
Z 62|xn - xn—l'
> 6"|x; — mo|.

Ainsi, cettesuitediverge etla méthodeestarejeter
. . 2 , .
(b) Etudionsla corvergencedez,, .1 = g2(z,) = 57 1" Cetteméthode si
Ty, —

elle corverge conduitversla racinez de F'(z) dans[1, 2], carsi z estla limite de
la suite(z,,), alors

2

—8z
gp(z) = m
8(6z* +1)
ga(z) = m

1 2

9s +
9% | =8 %

En congquencegn ne peutconcluresurla monotoniede g,. Cependanbn a

—8% 2\’
"7 = = 97
9%(?) = gz _—q2 = 7% (2:7;—1) ’

or z le pointfixe de F' vérifie

2
2z — 1
Doncg,(z) = —2z3, etcommeyg, estcontinue,il existe un voisinagel’ dez tel

queV C [1,2], etVz € V, |gh(z)| > 2. Donccetteméthodene peutpascorverger
d’apresla proposition3. En effet, graceauthéo®emedesaccroissementfnis, on

a|Tpi1 — xp| > 2™z — 0] -

=Z.
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(c) Etudionsla corvemjencede z,, 1 = g3(z,) = $1+ ’%” Si elle corverge,

cetteméthodeconduita la racinede F'(xz) = 0 dans[1, 2] carsi z estla limite de
la suite(x,,), alors

T=4{/1+> donc z°=1+= et F(z)=22"-22-1=0.

N8I
N |8l

Ona

0 < g5 = ! 1
<gs(z) = m< ;

doncgs eststrictementontractantel’apresla propositionl. D’autrepart,gs(1) =

Q/g > 1, g3(2) = v/2 < 2, or g3 estmonotonedonc gs([1,2]) C [1,2]. Donc
d’apresle theoemedu pointfixe, la suite

{ 7o € [1,2]

Tpi1 = g3(xn)

cornvergeversl’'uniqueracinez € [1,2] del’ équationr = g3(z).
Calculnumériquede cetteracinea10~2 prés,apartirdez, = 1 :

n |0 1 2 3 4
z, | 1] 1.144) 1162 | 1.165| 0.165

Doncz = 1.165 estsolutiondel’ @quationa 102 pres.

Exercice6

Soitl' équationz = In(1 + z) + 0.2 dansR™.
Consiceronsla méthodetérative définie par:

ZTpi1 = g(z,) =In(1+ z,) + 0.2

Montronsd’abordl'existenced’une solutionpourcetteéquation.

Soit F(z) = In(1+2) + 0,2 -z = 0,onaF'(r) = 72 < 0 surlR", donc
I’ équationF'(x) = 0 admetau plusuneracine.D’autre partona F(0) = 0.2 et
F(1) =1In2—-0.8 < 0,doncF(0)F(1) < 0; ainsi,dapresle theoemede la
valeurintermédiaire,il existeuneuniqueracinez € [0, 1] solutiondel’ équation
F(z) =0.

Appliquonsla Méthodedu pointfixe pourg(z) = In(1 + z) + 0, 2.
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g estcontractantesur I = [a, b] C]0, 1] car

1

Ve e I,0< ¢'(z) = Tz

< 1.

Donc, si g([a,b]) C la,b], d’apresle theoremedu point fixe, il existe une
uniqueracinez € [a, b] solutiondel’ équationF'(x) = 0.

Par exemple, on vérifie que ¢([0.7,0.8]) C [0.7,0.8]. En effet,g(0.7) =
0.73... > 0.7 etg(0.8) = 0.78... < 0.8.

Calculnumériquedecetteracinea10~2 et 102 pres:

n | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

z, | 0.7]0.730| 0.748| 0.758| 0.764 | 0.767 | 0.769| 0.770| 0.771| 0.771

Ainsi laracinechercléeestz = 0.76 21072 pres,etz = 0.771 a1073 pres.

Exercice7
Soitl' équationz = g(z) ol g(z) = —Inz.

1. 1) PosonsF(z) = z — g(z) = z + In(z), Yz € IR**. Appliquonsle
theoemedela valeurintermédiairea F' surfa, 1] ou0 < a < 1.
F estcontinuesur(a, 1], Va €]0,1].Vz € [a,1], F'(z) = 1+ etF'(z) >
0, doncF eststrictemenimonotonesur|a, 1].

D’autrepartona F'(1) = 1 > 0, etcomme lim+ In(z) = —oo, alorsil
z—0

existea €0, 1] tel queln(a) < —a < 0; parcongquent,F'(1)F(a) < 0,
etd’'apresle theoemedela valeurintermédiaire,il existeununiquez €
la,1] (d'ou z €]0,1]) telque F(z) = 0, etdonctel quez = ¢(z) = In Z.

2) Siz,1 = g(z,) corverge,elle conduitbienala racinedel’ équationcar
cettedernerevérifie z = g(z) donc

T=—-In(Z) = Z+In(x)=0

Mais,Vz € [a,1],¢'(z) = —2, et|g'(z)| > 1 doncla méthodez,,; =
— In(z,,) divergepourtoutz, € [a, 1].

3) ¢! existe car g estcontinueet strictementcroissantedonc bijective.
Montronsquez,,.1 = g~ (z,) estcorvergente.
Attention a la notationutilisée: g—! désignela réciproquede g et non

1
gl)
g~" estdérivableetona (3~!)' = 1.

En effet, d’'une maneéregérérale(u o v)’ = (u' o v)v', par congquent
(gog™) () = (g 097 ) (2)(g7") (2).
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SUGGESTIONS ET CORRIGES

Or,gog ! = Id, donc(go g ') = 1. Onabienalors (¢7') (z) =
1

gl o g—l ’

Or, on a montée quevVz € [a,1], |¢'(z)| > 1. Mais g~ = 7%, donc

y = g Y(z) €)e !, e, care * estdécroissantePuisqueq > 0, alors

>1

1
e *<e’=1,doncO<y<letlg(y)= ‘_5

Parcongquent(¢~1)' (z)| < 1.
Ainsi la méthodez,,; = g !(x,) cornvergeauvoisinagedez, d’apresla

proposition2.
4) Posong,, = x, — T eth(z) = e~ *. Laméthoder, ;; = e~*» corverge
(d'ailleurs,onah’(z) = —e~* et|h/(z)| = e™® < 1, Vz € R%). D’'autre

part,graceautheéoemedesaccroissementnis on saitqu’au voisinage
dez, il existe¢, comprisentrez,, etz tel que:

eni1 = Tny1 — T = h(zn) — h(Z) = B (&) (2 — T).

Ainsi, e,.1 = h'(&,)e,. Or, W (z) < 0 Vz € IR*". Donce, ., ete, sont
designesoppo€s,parcongequentdeuxitérationssuccessiesdonnentn
encadremendez.

5) Untestd'arrétdesitérationsest: |e,. 1 —€n| = [Tpi1 —zn| < e =107%
Prenond = [a, 1] aveca = 0.1. Onabien|h/(z)| < 1 surl eth(l) C I
car:

R(0.1) =e % > 0.1

eth(z) = e~® estmonotonesur|0.1, 1]

Calculnumériquedela racinea 102 prés.Soitdoncla méthoder,, ., =
e et.’,E():].

n |0] 1 2 3 4 5 6 7 8
z, | 1] 0.367| 0.692| 0.500| 0.606| 0545 | 0.579 | 0.560 | 0.571

n 9 10 11 12 13 14 15
x, | 0.564 | 0.568 | 0.566 | 0.567 | 0.566 | 0.567 | 0.567

Ainsi laracinechercleeestz = 0.567 a10~3 pres.

2. Méthodede Newton.
Soit F(z) = z — e™® = 0, F estclairementindéfinimentdérivable.La
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méthodede Newton s’écrit,

B F(x,) B T, — e Tn
Intl = Tn F(z,) T + e %n

D'autrepartona F(0) = =1 < 0etF (1) =1—1 > 0,doncF(1)F(0) < 0
et la racineestsituée dans|0, 1], elle estunique puisqueF' est strictem-
net monotonecar F'(z) = 1+ e ® > 0 pourtoutz € R. On a aussi
F"(z) = —e™® < 0 pourtoutz € R. Ainsi d’aprésle theoremede corver-
genceglobalede cetteméthode(voir theoreme3), pourtout z, € [0, 1] tel
que F'(zo) F"(z) > 0 l'it érationde Newton corverge. Prenonsalors, par
exemple,zo = 0, alorsF'(0)F"(0) = 1/e > 0, doncla méthode

T, —e

Tp+1 = Tp — 1+ en Zo

cornvegeraversl’unique racinez del’ équation.
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations
différentielles ordinaires d’ordre 1

4.1 Introduction

Soit le probléme de cauchy

y, = f (t’y)
{ y (to) = 1)

Yo

ou f: [toto +T] x R — R, le théoréeme ci-aprés nous donne des conditions qui
assurent l’existence et 'unicité de la solution (théorique) de ce probléme :

Théoréme 4.1.1 Si f est continue et s’il existe une constante L strictement positive telle
que pour toute t € [to,to + T ,et tout y1 y» € R, on ait |f(t,y1) — f(t,yz)} < Lly; — yo| alors,
le pobléme de Cauchy admet une solution unique ,quelque soit yo € R. On dit alors que f est
L-lipchitzienne ,ou L est la constante de Lipschitz.

REMARQUE 7.1

Nous nous placerons toujours dans les conditions du théoréeme7.1

L’objectif de ce chapitre est de décrire un certain nombre de méthodes permettant

de résoudre numériquement le probléme de Cauchy :

Etant donné une subdivition ¢y < t; < ... < ty = to+ T de [toto + 1], on cherche a
déterminer des valeurs approchées yo, yi... yndes valeurs y (t,,) prises par la solutionexacte y.
On notera les pas succéssives

hn = tn+1—tn, OSTLSN—l

et hmax = max(h,) [le maximum des pas

On appelle méthode & un pas une méthode permettant de calculer Y,, 14 partir
de la seule valeur antérieure y,,.Une méthode a r pas est au contraire une méthode ou
le calcul de v, 1nécessite la mémorisation des valeurs 4, Yn_1, ----Yn_ri1-
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CHAPITRE 4. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES D’ORDRE 1

4.2 Meéthodes numériques a un pas

Les méthodes & un pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s’écrire sous
la forme :
Yn+1 = Yn + hn@@n,yna hn)7 0 S n S N (11)

ol ¢ : [to,to +T] x R x R — R est une fonction que 'on supposera continue .

Dans la pratique, la fonction ¢(t,, yy, h,) peut n’étre définie que sur une partie de la forme
[to,to +T] x J x [0,60] ou J est un intervalle de R (de sorte en particulier que [to,to + 1| X J
soit contenu dans le domaine de définition de 1’équation différentielle).

Dans toutes les méthodes numériques développées par la suite, on subdivise 'intervalle
[to,to + 7] en N intervalles de longueur

B N N
limités par les points
t,=to+nh, 0<n<N (1.2)

4.2.1 Meéthode D’EULER

En 3 on connait 1, donc aussi

y'(to) = f(to, yo)-

Si y(t) est la solution exacte de (1). y(t) est approchée sur 'intervalle [to, t1] par sa tangente
au point g .
Et ainsi, on a
y1 = yo + hf(to, yo)-

Sur Pintervalle [t1, 5], y(t) sera remplacée par la tangente au point (¢1,y;). On trouve

Yo =11 +hf(tiy).

Yn+1 = Yn +hf<tn,yn)a0 <n<N-1

. . N 9 * 9 .
Ceci conduit & I’Algorithme d’Euler : tositn + h,

Précision de la méthode d’Euler

y it

oo
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4.2. METHODES NUMERIQUES A UN PAS

la méthode d’Euler est une méthode du premier ordre , c’est-a-dire que ’erreur au point ¢,
s’exprime par l'inégalité

ol y, est la valeur approchée définie par l'algorithme d’Euler, y(¢,) est la valeur exacte
de la soltion du probléme de Cauchy au point

t=t, =ty+nh

et k une constante indépendante de n et de h.

Application

Résolution d’une équation selon la méthode d’Euler
Soit le peobléme de Cauchy
{ y=t+y (1.4)

y(0)=1

On veut approcher, a 1073, la solution de (1.4) en ¢t = 1 a I'aide de la méthode d’Euler, en
subdivisant I'intervalle [0,1] en dix parties égales.
Selon 'algorithme d’Euler :

Yni1t = Yn+hf(tn+yn), 0<n<9 e h=0.1 (1.5)
tas1 = tu+h (1.6)

On calcule les valeurs du tableau :
n |01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t, 10101]02 |0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
yo | 1] 1.1]1.22 | 1.362 | 1.5282 | 1.7210 | 1.9431 | 2.1974 | 2.4871 | 2.8158 | 3.1874

On trouve
y(1) ~ 3.187
La solution exacte de I’équation (1) est donnée par y(t) = 2exp(t) —t — 1, ce qui donne
y(1) = 3,437.

L’approximation calculée est donc trés grossiére.

Remarque 4.2.1 (1.1) L’erreur dans la méthode d’Euler est relativement importante. Elle
peut étre améliorée en choisissant plus petit le pas h, ce qui augmente considérablement le
volume des calculs a effectuer, ou en approchant la solution du probléme de Cauchy par des
méthodes permettant de réduire cette erreur .

Programme

En Matlab, on peut facilement programmer la méthode d’Euler avec la fonction suivante :
Skoske sk skosk sk skesk sk skesk skoske sk skosk sk skosk sk skesk sk skeosk skoske sk skosk sk sk sk sk skesk skoskeosk skoske sk skosk sk skesk sk skesk skoskesk skosk sk skosk sk skesk skoskeosk skosk sk skosk sk skosk sk skeosk skoskesk skoskeoskoskok skosk

Programme d’Euler
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K3k K ok ok ok sk ok ok ok ok skoskokook ok ok sk sk sk sk sk oskoskoskook sk ok sk sk sk sk skskokosk ok sk sk sk sk sk skoskokskok sk sk sk sk skosk kokoskoskookosk sk sk sk sk ok skokoskok sk ok sk sk sk sk kokoskokokosk skoskosk kR kokskokosk sk sk

function [t,y] = Euler(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode d’Euler

% Nint - nombre de sous intervalles N

% tmin - temps t 0

% tmax - temps t 0+ T

% f est une fonction avec comme arguments t et y(t) : f(t, y(t))

% y0 a l'entrée est composé des valeurs des conditions limites y 0=y (t 0) (E)
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas

t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = y0; % initialisation : y(1)=y(t 0) =y 0

for n = 2 : Nint+1

y(n) =y(n-1) + h*feval(f,t(n-1),y(n-1)) ; % Calcul d’Euler

end % for n

end % fonction Euler
sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk s sk s sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk s sk sk

K3k ok ok ok ok ok ok ok >k ok ok koko ok ok ok sk sk sk sk skosk sk skook ok ok sk sk sk sk sk osk sk skookook ok sk sk sk ok koskokskokook sk sk sk sk ok sk skokokokook sk sk sk sk sk sk ki skok ok ok skosk sk sk skokoskokokookook skoskoskosk kokoskokokok

4.2.2 Meéthode de Taylor (d’ordre2)
Supposons que f soit de classe C! Alors y(t) est de classe C?, et le devloppement de Taylor
d’ordre 2 implique :

2

Wtwi2) = ol B) = y(tn) + ht(tn) + Sym(t) + oh?) (1.7

et comme :
)
d’une part,

F (o y(tn) (1.8)

<
~

—~
~

3

~—
I

d’autre part

(t) = GO Lot = YO et = (G + 550 |,
(G G0) et s yl80)) + 5 (8110 00,
Il vient :
y(thrl) y( ) + hf( ny y( )) + 9 [aa_{(tn:y(tn)) + %(ina y(tn»f(tmy(tn))} + 0(h2)

On est amené & considérer I'algorithme suivant , appelée : Algorithme de Taylor( d’ordre2) :

(tara) = y(ta) 0 () + 5 |5t 9) + 5 (0, 90) T (0,90 @)
tpr =tn+h
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4.2. METHODES NUMERIQUES A UN PAS

Remarque 4.2.2 (1.2) En fait, la méthode de Taylor consiste & approcher la solution de
Uéquation (1) par des arcs de paraboles au lieuw des segments de droits (des tangentes) utili-
sés dans la méthode d’Euler.

Précision de la méthode de Taylor
On montre que la méthode de Taylor (d’ordre 2) , est une méthode du second ordre.
Autrement dit, 'uerreur au point ¢, vérifie :

|yn - y(tn>| S kh2 (19)

ol y,, est la valeur approchée définie par ’algorithme de Taylor (d’ordre 2), y(t,) est la valeur
exacte de la solution du probleme de Cauchy au point ¢,,, et k£ une constante indépendante de
n et h.

Conséquence

L’algorithme de Taylor (d’ordre 2), est plus précis que celui d’Euler

Remarque 4.2.3 Si l'on veut encore réduire la marge d’erreur, on tiendra compte d’un plus
grand nombre de termes dans le développement de Taylor c’est-a-dire, on suppose f de class
CP, et donc y en sera en class CP™! et sa dérivée k™ est

y () = fHU( y(1)

avec
fU=f+1r

Le développement de Taylor d’ordre p permet d’aboutir o [’algorithme de Taylor d’ordre p

P

Yn+1 = Yn + hf(tm yn) + kz h?f(k 2 (tn : yn)
=1

tn—l—l =t, + h

qui est d’ordre p (au sens de la précision )

Applications
Résolution d’une équation avec la méthode de Taylor
Soit I’équation différentielle régissant le mouvement du pendule :

ar +ysinz =0 (1.10)

ou a est la longueur du pendule, g la gravitation terrestre et x ’écart du pendule avec la
verticale au sol.
dx

En posant 2 = % = y(z),on a : = yrx = y/y et (1.10) devient :

ayty + gsinx =0 (1.11)
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qui s’écrit encore :
, g sinx
Yyr=—-—-
a Y

L’algoritme de Taylor (d’ordre2) correspondant s’écrit :

= f(z,y) (1.12)

_ . _ g sinx 1722 g cosx g% sin?z
{yn+1$n+1yn—hgy—n"+§h —es ot iy =

a yn 6 yj (1.13)
Tpe1 =Tp+h 0<n<N-1
Programme

La fonction Matlab suivante calcule les approximations a solution de y = t - y faites avec
la série de Taylor jusqu’a ’ordre 4.

SR>k ok ok skok ok ok sk sk sk sk sk ok skskokosk ok sk sk sk sk sk ok oskeskoskook sk sk sk sk sk sk koskoskosk ok sk sk sk sk sk ok koskoskosk skook sk sk sk sk koskoskoskok skosk sk sk skosk skoskoskoskoskok skosk sk skoskokokoskokoskskosk

Programme de Taylor (d’ordre2)

k>R ok ok skok ok ok ok ok sk ok >k ok sk sk skook ok ok sk sk sk sk ok skskoskook ok ok sk sk sk sk koskskosko ok sk sk sk sk sk ok skoskskok koo skosk sk sk koskok skok ko ok sk sk skosk koo oskoskokok skosk sk skoskokokoskokokksk

function Taylor(tmin,tmax,Nint,y0) % Approximations par série de Taylor

% Nint - nombre de sous intervalles N

% tmin - temps t 0; tmax - temps t 0+ T

% On trait ici 'équation y’ =t - y(t)

h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas

t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]

yt = inline(’(y0+1)*exp(-t) + t - 1,’t",’y0’) ; % solution exact (F)

texa = linspace(tmin,tmax,101) ; % discrétisation de t pour I’a ?chage de la solution exacte
yexact = yt(texa,y0);

1)

yl = inline(’t - y’,’t",’y’); % y

(2)

y2 = inline(’l - t + y,’t"))y"); %o v

(3)

y3 = inline(-1 + t - y',))t",)y"); % y

@)

y4 = inline(’l - t + y',’t")y"); % y

yT1(1) = y0; % yT1 contient les solutions de y - Approximation d’Euler

yT2(1) = y0; % yT2 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 2
yT3(1) = y0; % yT3 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 3
yT4(1) = y0; % yT4 contient les solutions de y Approximation de Taylor ordre 4
for n = 2 :Nint+1 % Calcul approximation d’Euler

yT1(n) = yT1(n-1) + h*y1(t(n-1),yT1(n-1));

end % for n

for n = 2 :Nint+1 % Calcul de 'approximation de Taylor ordre 2

yT2(n) = yT2(n-1) + h*yl(t(n-1),yT2(n-1)) + (h~2/2)*y2(t(n-1),yT2(n-1));
end % for n

for n = 2 :Nint+1 % Calcul de 'approximation de Taylor ordre 3
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ylb)

yI3(n) = yT3(n-1) + h*y1(t(n-1),yT3(n-1)) + ...
+(h"2/2)*y2(t(n-1),yT3(n-1))+(h"3/6)*y3(t(n-1),yT3(n-1)) ;

end % for n

for n = 2 :Nint+1 % Calcul de ’approximation de Taylor ordre 4

yT4(n) = yT4(n-1) + h*y1(t(n-1),yT4(n-1)) + ...
+(h~2/2)*y2(t(n-1),yT4(n-1))+(h~3/6)*y3(t(n-1),yT4(n-1)) + ...

+ (h~4/24)*y4(t(n-1),yT4(n-1)) ;

end % for n

% plot : créer un graphique avec les résultats des 4 courbes

axes(’FontSize’,14) ;

plot(texa,yexact,t,yT1,t,yT2t,yT3,t,yT4,’+’,’LineWidth’,2)

xlabel(’ t ’,’FontSize’,16) ;

ylabel(” y(t) ’,’FontSize’,16) ;

legend(’y(t) exacte’,’Euler (ordre 1)’,’Taylor ordre 2’,’Taylor ordre 3’,Taylor ordre 4’);
tit = sprintf("Méthodes de Taylor y”=t-y : N=%d, h=%.2f" Nint,h);

title(tit) ;

end

stttk koo kot ok sk ok ok stk ok skt oksk stk sk skt sk koo skt ok sk ko ko skt ks stk sk skt ok sk kol sk ok sk ok ook ko ok ok

Kook ok sk koK skook sk sk sk sk >k ok skskoskosk sk sk sk sk sk sk skoskoskoskosk skosk sk sk sk sk kokoskosk ok sk sk sk sk skosk skoskokosk koo sk sk sk sk koskoskoskokoskosk sk sk skosk skoskoskokoskoskoskosk sk kR koskoskokoskskosk

4.2.3 Meéthode du point milieu

L’idée est que la corde de la fonction y(t) sur [¢,¢ + h] a une pente voisine de y'(t + %), alors
que dans la méthode d’Euler on approxime brutalement cette pente par y/'(t).
On écrit donc :

hy (1.14)

y(t+h) = y(t) +hy'(t + 3

On a par ailleurs

. (1.15)

Y+ )= fe+ o+

/
!
5 2,y( +
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Comme la valeur de /(¢ + %) n’est pas connue , on l'approxime par :

Y+ ) =~ ylt) + A+ o y(d) + 5 F(E (). (1.16)
D’ou, on définitife :
-+ R) = y(0) 4 B+ 5 y() + 5 (1 (D) (1.17)

L’Algorithme du point milieu peut donc s’écrire :

Ynyl = Yn +h%f (tn, h)

Ynt1 = Yn + hpn

tos1 =tn+h0<n<N-—1
Précision de la méthode du point milieu

Comme la méthode de Taylor d’ordre 2, la méthode du point milieu est d’ordre 2.

4.2.4 Meéthode de Runge-Kutta

Soit de nouveau le problémeé de Cauchy

y = f(t.y)
1.19
L (119)
On reprend 'algorithme de Taylor en écrivant la seconde équation de la maniére suivante :
h h af of
n+1 = Yn =/ (s Yn Py bn,Yn h—- bns Yn h—~ by Yn) = J(tn, Yn
Yo+t = Yo+ 5 S ( y)+2[f( Yn) + heo (b ) + 0y( Yn) - S (tns yn)

Selon le développement de Taylor on a, & des termes en h prés,

f(tn,yn) + hg—{(tm Un) + hg—*;(tn, Yn) * f(tn, yn)} = f(tn+ hyyn + hf(tn, yn)) (1.21)

Ainsi, on obtient L’Algorithme de Runge-kutta d’ordre 2 :

thsr = o+ h 0<n<N-1

Pn1 = f(tna yn)

’ 1.22
Pn2 = f(tn—l—la Un + %an) ( )
Yn+1 = Yn + %(pn,l + hpn,Q)

La méthode de Rung-kutta la plus utilisée est d’ordre 4(on néglige les dérivées du 4°¢ ordre
dans le dévlopement de Taylor ); Il s’agit de 1’algorithme suivant :
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Algorithme de Rung- Kutta d’ordre 4 :

( tpp1=t,+h 0<n<N-1
Pn1 = f(tn7yn)
Pn,y = (tn + %7 Yn + %pn,l) (123)
Pn,3 = (tn + 2 Yn + §pn,2)
Pna = f(tn+1u Yn + hpn,3)
L Yn+1 = Yn + %(pn,l + 2pn,2 + 2pn,3 =+ pn,4)

Ainsi,Ja méthode de Runge-kutta d’ordre 4 consiste & évaluer 4 valeurs intermédiaires
Dn1s Pn,2, Pn,3,€t pna et a faire la moyenne pondérée .
Précision de la méthode de Rung -kutta

La méthode de runge -kutta d’ordre 2 est une méthode du second ord, i.e.
g — y(ta)| < 2 (1.24)
et la méthode de Runge-kutta 4 est une méthode du quatriéme ordre, i.e.

Y — y(tn)| < kb (1.25)

ol k est une constante qui ne dépend pas du pas h.

Applications
Soit le probléeme de Cauchy

(1) { y;(:@)y:_f (1.26)

On désire approcher, en effectuant le calcul avec six (06) décimales, la slution de (1) en
t = 0.2 a l’aide des méthodes de Runge-kutta d’ordre 2 et d’ordre 4.

La solution exacte étant
y=+v2zx+1, (1.27)

on estimera alors les résultats obtenus .
On considére donc, U'inetrvalle [ty, t1] avec

t0=0,t1:t0+h20.2

et
h=20.2,

o [to, t1] = [0, 0.2]

1.Méthode de Rung-Kutta d’ordre 2 :
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En utilisant 1’algorithme correspondant, on obtient :

tl — to —|— h — 02
po1 = f(to,yo) = f(0,1) =1 (1.28)
poz = [f(t1, 90 + hpoa) = f(0.2,1.2) = 0.866667 '
Y1 = Yo + %(po.l + po.2) = 1.186667

Ainsi
(0.2) ~ y, = 1.186667

La valeur exacte étant
y(0.2) =+ 14 =1.183216

L’erreur commise est :
19(0.2) — 41| = |1.186667 — 1.183216] = 0.003451 < 0.51072

et donc
y(0.2) ~ 1.19 £ 0.01
ie :
y1 approche y(0.2) avec trois (03) c.s.e
2.Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :
De I’ algorithme correspondant, il vient :

( th=to+h =02
po1 = f(to,yo) f f(o.l,hl.l) =1
Po,, = (to+ 5,%0 + 5Po,1) (1.29)

Pos = (to+ 2,90 + po2) = f(0.1,1.0918182) = 0.0908637
poa = f(t1, 50 + hpos) = f(0.2,1.181727) = 0.843239
y1 = Yo + 2(po1 + 2po2 + 203 + Poa) = 1.183229

Ainsi,
y(0.2) ~ y; = 1.183229

La valeur exacte, calculée plus haut, étant
y(0.2) = V1.4 = 1.183216
L’erreur est :
(0.2) — y;| = [1.183216 — 1.183229| = 0.000013 < 0.510*,

Donc,
y(0.2) ~ 1.1832 + 0.0001
ie :
y1 approche y(0.2) avec cing (05) c.s.e
Remarque Les méthodes & un pas considérées jusque la se programme facilement et en
cours du calcul elles s’aprétent sans problémes au changement de pas.
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Programme

Une fagon de programmer la méthode Runge Kutta d’ordre 2 est la suivante :
stk kSRR RS SRR KSRk kKR KK sk KRRk SRk Sk K Sk Sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok Sk sk sk sk kR sk sk ok sk ook

Programme Runge Kutta d’ordre 2
stttk koo ko sk ok ook ko ok sk kol ko sk sk ok sk koo sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok sk sk sk ok sk ok ok sk ok sk ok ook ko ok ok
function [t,y] = RK2(f,tmin,tmax,Nint,y0) % Méthode de Runge Kutta d’ordre 2
% Nint - nombre de sous intervalles
% tmin - temps t0
% tmax - temps t0 + T
% f est une fonction avec comme arguments t et y : f(t,y(t))
% y0 contient les valeurs des conditions limites
h = (tmax-tmin)/Nint ; % valeur du pas (G)
t = linspace(tmin,tmax,Nint+1) ; % vecteur de t discrétisé t=[tmin,tmax]
y(1) = y0; % y contient les solutions de y(tn)n = 1, ...,Nint + 1
for n = 2 :Nint+1
k1l = h*feval(f,t(n-1),y(n-1));
k2 = h*feval(f,t(n-1)+h/2,y(n-1)+k1/2);
y(m) = y(n-1) + k2;
end % for n

end
Sksk sk sk sk sk ok sk sk sk skoskosk sk ok sk sk sk skeskosk sk sk sk sk sk skosk sk ok sk sk sk skeskosk sk sk sk sk skeskoskosk sk sk sk sk skeskosk sk skoske sk skeskoskoskosk sk sk sk skeoskoskookoskosk sk skeoskoskskoskoskosk sk sk sk ok

>k sk sk ok sk okek ok skskook sk skook sk skok sk skoskosk sk ko sk kok skokoskosk skoskok sk kok skokoskoskoskokok sk kok ko skok skokok sk kokosk sk skokoskoskok skokokoskoskoskok skokokoskokokskok

Comme la méthode d’Euler, les méthodes de Runge Kutta peuvent étre appliquées a une
fonction arbitraire.

4.3 Méthode numériques a pas multiples

Les méthodes a pas multiples sont les méthodes de résolution numérique ot pour évaluer
Yns1en utilisant plusieurs v, , kK = 0,1,....,r. Au départ on doit alors calculer un premier
ensemble de valeurs y1, ...y, avec une autre méthode et puis commencer & itérer a partir de
yrr1en utilisant les valeurs précédantes. On suppose ici que le pas h, = h est constant. Les
calculs alors effectués suivant le schéma suivant :

(a) Yn+1 = Z ;Y + hﬁi—lf(tm—l,yn—&-l) + hz ﬁz‘f(tn—ia yn—i) (2‘1)
i=0 1=0

ou les oy, B;s0nt des constantes réelles .

Si f_; = 0, le schéma est dit explicite ( ou bien forme ouverte ) : y,,1 est oubtenu directe-
ment par 'application de la formule .

Si B_; # 0, le schéma estimpicite car il faut résoudre une équation de la forme

Yn+1 = g<yn+1) (2'2)
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pour obtenir y,.1. Dans ce cas la formule est appelée fermée ou encore formule de prédiction ,
trouvée antérieurement .

La supérorité des méthode & pas multiples sur les méthodes & pas constant réside dans le
fait qu ’elle ne nécessite pas d’évaluation de f en des points intermédiaires (sauf au démarage ).
Par rapport a une méthode de Runge-kutta du méme ordre, le temps de calcul est donc réduit
dans une proportion importante .

Remarque  Comme il a été montionné plus haut, le point initial (to,yo) étant donné,
'algorithme ne peut démarrer que si les valeurs (v, f(t1.41)), .-, (Y, f (Y, f(tr,yr)) ont déja
calculées.

Le calcul ne peut étre fait que par une méthode a un pas pour (yi, f(y1,t1)), & au plus
deux pas pour (ya, f(y2,t2)) , ... au plus r pas pour (y., f(t,, yr)).

L’initiation de des r premiéres valeurs (y;, f(vi,t;)), 1 < i < r, sera généralement faite a 1’
aide d’une méthode de Rung- kutta d’ordre supérieur ou égal a celui de la méthode («), ou a
la rigueur un de moins.

4.3.1 Meéthode d’Adams-Bashforth

1 Cas : r=1
Si y(t) est une solution exacte associée au probléme de Cauchy (1), on écrit :

tn+1

Y(trs) = y(ta) + / £t y(t))dt (2.3)

t"

Supposons qu’ on ait déja calculé les points y(t,_1) et y(t) et les pentes f,,_1 = f(tn—1,y(tn-1))
et f, = f(tn,y(ts)). La méthode d’Adams-Bashforth consiste & approximer la fonction f (¢, y(t)),
en tant que fonction de ¢, par son polynéme d’interpolation aux points ¢, 1 et t,.Soit P(t) ce
polynome, P(t) est la fonction affine définie par :

P@:ﬁ+%{%%@—m (2.4)

On écrit alors
tn+l

Y(trs) = y(ta) + / £t y(t))dt (2.5)

tn

tn+1

gmm+/@@ﬁ (2.6)

tn

3 1

= y(tn) + h(‘f

5 fn — éfn—l) (apres calcul) (2.7)
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L’algorithme d ’Adams-bashforth a 2 pas va donc s’écrire :

Yo, y1 donnés
Yn+1 = Yn + h(%fn - %fn—l) (2 8)
tn+1 - tn ‘l— h )
fn+1 = f(tm yn)
Précision :

La méthode d’Adams-Bashforth 2 pas est ordre 2 , ie I’ erreur au point ¢,, est donnée par :

[y(tn) = y(t)] < k? (2.9)

ou k est indépendant de n et de h.
Initialisation : pour calculer y; il est préférable d’ utilser une méthode de méme ordre (par
exemple la méthode de Runge -Kutta d’ordre 2).

Remarque 4.3.1 On peut augmenter la précision de la méthode d’Adams-Bashforth en consi-
dérant le cas r = 2.

2 eme cag ;=2
Un raisonnement analogue au cas ou r = 1, nous améne a I’Algorthme d’Adams-
Bashforth a 3 pas qui s’écrit :

Yo, Y1,Y2 donnés
Yn+1 = Yn + h(%fn - %fn—l + %fn—2) (2 10)
tn—i—l = tn -+ h '
fn+1 = f(tna yn)
Précision de la méthode d’Adams-Bashforth

La méthode d’Adams-Bashforth a 3 pas est d’ordre 3.

4.3.2 Méthode d’Adams-Moulton

Soit y(t) une solution exacte .Le développement de Taylor de y(t) s’écrirait :

y(t) = y(turr — h) = y(tnsr) = hy/ (tnsa) + o(h?) (2.11)

= y(tar1) = hf (tor,y(tnsn) + o(h?) (2.12)
En négligeant les termes en h?, I’Algorithme d’Adams -Moulton d’ordre 2 s’en déduit

alors :
yodonnée

Ynt+l = Yn + hf(thrl + yn+1) (213)
t'n,—i—l - t'n, + h
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La premiére équaton de 'algorithme (2.13) s’écrit aussi :

Ynt1 — hf(tnir + Ynt1) = Yn (2.14)

Remarque 4.3.2 On augmente la précision de la méthode d’Adams-moulton en négligeant les
termes en h® dans le developement de Taylor. On aboutit alors a :

Algorithme de la méthode d’Adams-moulton d’ordre 3, dite aussi méthode des trapézes
(ou méthode de Crank-Nicolson ) :

1o donnée

Ynt1 = Yn + 3(for1 + fn) (2.15)
tn-‘rl - tn + h

ou

Joe1 = f(tns1, Yns1)

et
fn = f(tm yn)
La premiére équation de 1’algorithme (2.15) peut s’écrire encore
h h
Yn+1 — §f(tn+l + yn—l—l) =Yn+ §fn
On fait de méme pour obtenir I’Algorithme d’Adams -Moulton d’ordre 4 :
Yo, y1 donnée
Ynt+1 = Yn + h(%fnJrl + %fn - 1_12fn71) (2]—6)
tn—‘,—l - tn + h
ou
fn+1 = f(tn—i-la yn-i-l)a fn = f(tmyn) (217)
et
fn—l = f(tn—byn—l)- (218)

Initialisation :Comme pour la méthode d’Adams-Bashforth, on initialise y;4 ’aide d’une
méthode de méme ordre (par exemple la méthode de Rnng-Kutta corresponante).
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4.3.3 Meéthode de prédiction-correction

On ce donne une méthode dit de prédiction fournissant (explicitement ) une premire valeur
approchée py,, 11 du point y, 1 & atteindre :

PYns1 = prédiction de 1,41

pfn+1 = f(tn+1,pyn+1) = prédiction de fn+1 (220)

En substituant la valeur pf, 1 ainsi trouvée a f, 1 dans la formule d’Adams-Moulton, on
obtient alors une nouvelle valeur corrigée ¥, qui est retenue en vue des calculs ultérieurs .

La premiere approximaiton py,4+1 de y,+1 est dite le prédicteur de y,41, et la valeur corrigée
Yy 11, le correcteur. D’ou le nom ( de cette méthode) : prédicteur -correcteur .

Application

Méthode de prédiction-correction d’Adams-Moulton d’ordre 3 :

prédiction : py,41 = yn + hf,(méthode d’Euler )
tn+1 == tn -+ h,
Evaluation : pfn—H - f(tn+1,pyn+1) (221)
Correction : 4y = Yo + h(5pfni1 + 3.12)
Evaluation : f,41 = f(tnt1,Yn+1)

4.4 Autres Méthodes

4.4.1 WMéthode d’Adams

Soit y(t) une solution exacte du probléeme de Cauchy (1.1). Supposons qu’ on ait déja
calculé, par un procédé quelconque, les trois valeurs suivantes de y(t) :

y1 =y(t1) = y(to + h) (3.1)
Y2 = y(t2) = y(to + 2h) (3.2)
y3 = y(t1) = y(to + 3h) (3.3)

Compte tenu de la condition initiale
y(to) = vo (3.4)
et & ’aide des nombres :
lo, t1,12,t3 €t Yo, Y1,Y2, Y3

On calcule les grandeurs ug uq ug, usz ol
uo = hf(to, yo) (3.5)
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Uy = hf(th yl) (3~6)

uy = hf(ts, y2) (3.7)
et

uz = hf(ts, ys) (3.8)

En suite on forme le tableau des différences finies des grandeurs y; et u; :
X Vi Ayz u; AUZ A2Ui A?’Ui

to Yo U
Ayo AUO
t1 yi u; AR
Ayl Aul A3UO
t2 Y2 U2 A2u1
AyQ AUQ AS’Ul
t3 Vs us A2U2
Ayg AU3 ASUQ
tq V4 Uy N?ug
Ay4 . AU4 . A3U3
tn72 Yn—-2 - Up—2 .
Aynf2 Aunf2 -A3un73
tn—l Yn-1 Up—1 A2un—2
Ayn—l Aun—l
Au bas du tableau, la conaissance des nombres de larangée oblique composée de
W, Duy_q AN2u,_o Au,_3

permet de trouver g, par la formule d’Adams :
u —f- Up,— + - Up—o + — Up,— .

qui s’écrit encore (carAy, = Y11 — Yn):
formule d’Adams,

1 5 3
Yn+1 = Yn + Up + 5 A Up—1 + E AQ Up—2 + g AS Un—3 (A)
Pour n = 3 : On obtient ,

1 5) 3
y4:y3+u3+§AuQ+ﬁA2u1+§A3uo. (310)
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Si on connait 4 on peut calculer

ug = hf(ts, ys) (3.11)

ce qui permet d’écrire la rangée oblique suivante :
ug = hf(ts,ys), Aus = uy —uz, A%uy = Aug — Aug, Nup = ANy — Auy (3.12)

La nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d’Adams (A), la valeurs
de

1 5) 3
y5:y4+u4+§Au3+EA2U2+§A3UL (313)

et ainsi de suite ....
Ainsi , la formule (A) résou le probléme posé. Lorsqu ’on a estimé y(t) pour les valeurs
t1,..., t, elle fournit approximation v, de y(t,+1). On peut encore calculer

Up+1 = hf(tn+1,yn+1) (314)

compléter le tableau, et recommencer les mémes opérations en remplacant n par n + 1 .
Précision : La méthode d’Adams, représentée par la formule (A), est d’ordre 5,c’est-a-~dire :

Yo — y(tn)| < kR (3.15)

ou y, est la valeur calculée par la formule (A), y(¢,) la valeur exacte de la solution y(t) du
probléme de Cauchy (1.1) au point ¢, et k une constante qui ne dépend pas de h.

Applications

Afin de calculer la valeur approchée, au point ¢ = 2, de la solution de I’équation différentielle
t?y’ — ty = 1, vérifiant la condition initiale y(1) = 0,appliquons la méthode d’Adams, avec
h =10.2.

Pour cela, soit

Yo=y(1) =0 (3.16)
y1 =y(1.2) =0.1834
y2 = y(1.4) = 0.3429

et
ys = y(1.6) = 0.4898

(calculés préalablement dans notre cas par la méthode de Runnge-kutta d’ordre 4).
L’équation differentielle associée au probléme s’écrit encore :

1 1
t2y’—ty:1<:>y’:§(y+;) = f(t,y) (3.17)

Calculons alors ug u; us et us. Nous avons :
ug = hf(to,yo) = 0.2
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Uy = hf(tl,yl) =0.1695
Uy = hf(tzyg) = 0.1510

Uz = hf(tg;,yg) =0.1394

Et le tableau des différences fnies des grandeurs y; et u; s’écrit :

X; Vi Ayz u; AU,Z AZUZ' A?’ui
1.0 0 0.2

0.1834 -0.0305
1.2 0.1834 0.1695 0.120

0.1595 -0.0105 -0.0051
1.4 0.3429 0.1510 0.0069

0.1469 -0.0116
1.6 0.4898 0.1394

Alors, d’apres la formule d’Adams (A), on obtient :

1 5 3
= AN — N? AN
Ya y3+u3+2 UQ+12 U1+8 Uo

= 0.4898 + 0.1394 — 0.0058 + 0.0029 — 0.0019 = 0.6244

La solution exacte étant ; 1

y(t) = 3 o

Estimons la valeur obtenue. L’erreur commise est égale a :
ys — y(1.8) = 0.6244 — 0.6222 = 0.0022 < 0.5102

Ainsi,
ys = 0.6244 ~ 0.62 + 102

Et comme on connnait y4, on peut calculer

Cela permet de compléter le tableau par la diagonale inférieure suivantes :

Uy, AU37 AQUZ Ag (75}

Aug = ug —ug = 0.1311 — 0.1394 = —0.0083
N*uy = Nuz — Auy = —0.0083 4 0.0116 = 0.0033

N3uy = Nuy — A%y = 0.0033 — 0.0069 = —0.0036
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La nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d’Adams (A), la valeur :

1 5 3
y4:y4+U4+§Au3+EAzuﬁgA?’ul (3.22)

= 0.6244 + 0.1311 — 0.0042 + 0.0014 — 0.0014 = 0.7513

I’erreur commise dans ce cas est égale a :
ys — y(2) = 0.7513 — 0.7500 = 0.0013 < 0.5102

Ainsi ,une valeur approchée, au point ¢ = 2, de la solution exacte du probléme de Cauchy

ci-dessus est donnée par :
ys = 0.7513 ~ 0.75 + 1072,

4.4.2 Meéthode des approximations successives (Picard )

La méthode des approximaton successives de Picard est une méthode analytique qui permet
de trouver une solution approchée du probléme de Cauchy (1.1).Si y(¢)
est la solution exacte de (1), elle s’écrirait :

y(t) = yo + / F(s,y(s))ds (3.23)

En substituant yo = y(ty) a y(t) sous le signe intégrle (car la fonction y(t) est inconnue ),
on obtient la premiére approximation :

() = yo + / £(s, yo)ds (3.24)

La deuxiéme itération est obtenu en portant dans la formule (3.23) la valeur trouvée y (t)
a la place de la fonction inconnue y(t) :

yalt) = o + / £(s,11(5))ds (3.25)

et ainsi de suite ...
L’algorithme de la méthode des approximations successives s’ecrit alors :

{ Yo(t) = yo
Un(t) = o + [ F(5,yn-1(s))ds n=12,..

Les y,(t) sont appelées les approximations successives(de y(t), solution de (3.26)).

(3.26)
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Si

f(t,y) >0 (3.27)
et

f(t,y0) >0 (3.28)

Les approximations de Picard forment une suite croissante de fonctions inférieures a
y(t) s yo <y < oo < yp < y(t). (3.29)
Par contre si f(t,10) < 0, alors la suite des approximations est décroissante :
Yo > Y1 > ... > yp > y(t). (3.30)

Et ainsi lorsque fé (t,y) > 0, les approximations de Picard forment une suite d’approxima-
tions unilatérales.

Sif,(t,y) < 0,les approximations forment une suite bilatérales.

Exemple 7.5 En appliquant la méthode des approximations successives a la résolution du
probléme de Cauchy :

{y’=y+t t<0
y(0) =0

on trouve, en partant de yo = y(0) =0:

donc

tn+l

2 3 4
| yn(t):%‘|“t3—!‘|‘z—!+"'+m

Ici, f(t,y0) =t +yo > 0 et f,(t,y) = 1)0. Par conséquent la suite des approximations de
Picard(y, ), forme une suite de fonctions inférieurs (suite décroissante).
La solution exacte du probléme est obtenue par :

2 3 4 n+1
(t) lim ( +t +t +ot ! )

= 1m _ _ —_ .« e

Y oo 2] 31 4 (n+1)!

t2 tS t4 t’fH*l
= lim (I4+t+ =+ +—+- - —t—1
R T I TR N o)

= e —t—1
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4.5 Stabilité des solutions

On se propose ici d’étudier le comportement des solutions d’une équation différentielle et
des lignes intégrales d’'un champ de vecteurs lorsque le temps ¢ tend vers I'infini. On s’intéresse
essentiellement au cas des équations linéaires ou voisines de telles équations. Dans ce cas, le
comportement des solutions est gouverné par lesigne de la partie réelle des valeurs propres de
la matrice associée & la partie linéaire de ’équation : une solution est dite stable si les solutions
associées a des valeurs voisines de la donnée initiale restent proches de la solution considérée
jusqu’a l'infini.

Cette notion de stabilité (dite aussi stabilité au sens de Lyapunov) ne devra pas étre confon-
due avec la notion de stabilité d’'une méthode numérique, qui concerne la stabilité de 1’algo-
rithme sur un intervalle de temps fixé. On étudie finalement les différentes configurations pos-
sibles des lignes intégrales au voisinages des points singuliers non dégénérés d’'un champ de
vecteurs plan.

Définition 4.5.1 Soit y(t, z) la solution mazimale de (1) tel que y(t0,z) = z. On dira que la
solution y(t, zy) est stable s’il existe une boule B(zg,r) et une constante C > 0 telles que

(i) Pour tout z € B(zo,7), t — y(t, 2) est définie sur [tg, +00];

(ii) Pour tous z € B(z,7) et t >ty on a ||y(t,z) — y(t, 20)|| < C |z — 2]l

La solution y(t, zg) est dite asymptotiquement stable si elle est stable et si la condition (ii’)
plus forte que (ii) est satisfaite :

(ii°) 1 existe une boule B(zo,7) et une fonction v : [to, +0o[ — R, continue avec y(t) = 0
telles que pour tous z € B(zy,r) et t >ty on ait

ly(t, 2) = y(t, 20)[| <~(1) |2 = 2| -

4.5.1 Cas d’un systéme linéaire a coefficients constants

Nous étudierons d’abord le cas le plus simple, a savoir le cas d’un systéme linéaire sans
second membre
n aix - Qim

, A= oo ((E))

YUm Am1  *°  Qmm

Y =AY, Y =

avec y;, a;; € C; le cas réel peut bien entendu étre vu comme un cas particulier du cas
complexe. La solution du probléme de Cauchy de condition initiale Y (t9) = Z est donnée par
Y(t,Z) = elt=t)4.Z On a donc

Y(t,Z) = Y(t,Z) = 0 (7 — Zy)

et la stabilité est liée au comportement de e*~*)4 quand ¢ tend vers +oo, dont la norme
He(t_tO)A-H doit rester bornée.

Théoréme 4.5.1 Soient A, ..., \,, les valeurs propres complexes de la matrice A.
Alors les solutions du systéme linéaire Y' = AY sont
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o asymptotiquement stables si et seulement si Re()\;) < 0 pour tout j =1,...,m.
e stables si et seulement si pour tout j, ou bien Re()\;) < 0, ou bien Re(\;) = 0 et le bloc
correspondant est diagonalisable.

4.5.2 Ptite perturbation d’un systéme linéaire

On considére dans k™ = R™ ou C™ un systéme de la forme
Y' =AY + ¢(t,Y) (E)

ou g : [tg, +00o] x k™ — k™ est une fonction continue. On se propose de montrer que si la
partie linéaire est asymptotiquement stable et si la perturbation g est suffisamment petite, en
un sens a préciser, alors les solutions de (E) sont encore asymptotiquement stables.

Théoréme 4.5.2 On suppose que les valeurs propres complexes \; de A sont de partie réelle

Re)\j < 0.
(a) S’il existe une fonction k : [ty, +00] — Ry continue telle que tlimk (t)=0 et

VE € [to,+oo, VY, Yo €K™, gt Y1) — g(t, Vo) | < k(t) ||Ys - Yal .

alors toute solution de (E) est asymptotiquement stable.
(b) Si g(t,0) = 0 et s’il existe ro > 0 et une fonction continue k : [0,179] — R+ telle que
lim#k(r) =0 et

r—00

Vt € [to, +ool, ¥V1,Y2 € B(0,r),  [lg(t, Y1) — g(t. Ya)|| < k(r) V1 - Yal ,

pourr < rg, alors il existe une boule B(0,71) C B(0,r) telle que toute solution Y (t, Zy) de
valeur initiale Zy € B(0,71) soit asymptotiquement stable.
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TRAVAUX DIRIGES 4

Travaux dirigés 4

ExerciceO1 :

Soit I équationdifférentielled conditioninitiale y'(t) = y(t) + t ety(0) = 1.
Approcherla solutionde cetteéquationent = 1 al'aide de la méthoded’Euler
ensubdvisantlintervalle detravail en 10 partieségalesComparera la solution
exacte.

Exercice02 :
Approcherla solutionde I’ équationdifférentielleci-dessougnt; = 0.2 enutili-
santRK2, avecunpash = 0.2

(1) =y<t>—§ et y(0) =1

Comparerala solutionexacte.

Exercice03 :
Soitle problemede Cauchysuivant

{ y'(t) =t+y(),tel0,1]
y©0) =1

1. Trouverla solutionexactede ceprobleme.

2. Appliquerla méthoded’Euler a ce probleme,avech = 0.1, puisevaluerla
solutionent = 0.3. Compareiala solutionexacte.

Exercice04 :
En donnantles solutionsde I’ équationdifférentielleci-dessousvec la condition
initiale y(0) = 1 puisy(0) = 1 + ¢, e réelnonnul, vérifier gu’elle conduita des
sclkemasnstables.
! _ —t
y'(t) = 36y(t) — 37e™".
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SUGGESTIONS ET CORRIGES

Suggestions et Corrigés

Exercice0l1

{ yl(t) = y(t) +i= f(t, y) (1)
y(0) =1
L'intervalle d’intégrationest[0, 1].

Remarquonsout d’'abordque f étantcontinueet lipshitziennepar rapporta
y le problemede Cauchy(1) admetunesolutionunique(theoeme9 de Cauchy-
Lipshitz).

Méthoded’Euler Elle s’écrit:

Ynt1 = Yn + hf(tna yn)
= Yn+ h(tn + yn)
= yo(1+h) + ht,

Onaaussiy(0) =y =1,h =12 =0.1% = 0 ett, =ty +nh= 2.
D'ol le tableau,
n|0[ 1| 2| 3 |45 |6 7]8]9] 10
t, |0/0.1]02 ] 03 [04]05[06/0.7[0.8[09] 1
yo [ 1]1.1]1.22]1.362 3.1874

C’estadire quel’approximationent = 1 dey(t), esty;o = 3.1874.
Solution exactede cette équation Appliquonsla méthodede la variationde
la constante.
18 gtape: équation sanssecondmembre.
dy(t) _
o =y =y
y = 0 estunesolutionevidente.Les autressolutionssontdonreespar
% = dt.D'oliy = ke’ aveck € R (2).
2"de gtape: une solution particuli @re On appliquela méthodedela varia-
tion dela constante; = ke! d’'ouy’ = k'e! + ke' quel’on reportedans
(1) : K'e’ + ke! = ke + t ainsi,k' = te .
k = [ te~*dt enintégrantparpartieson trouve

E = —tet+ / e tdt

= —tel—et+4ec
= e (-1-t)+c (3)
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avecc € R.
3°Me étape: solution générale. Onremplacet donré par(3) dans(2) :

y=(e(-1—1t)+c)é
donc,
y=—1—t+ce

Finalementgraceala conditioninitiale y(0) = 1, on déterminec, d’ou
y(0)=1=-1-0+ce® = c=2

Ainsi, la solutionexactede (1) esty = —1 — ¢ + 2¢'.

Estimation del'err eur. La solutionexacteci-dessuslonney(1) = —1—1+
2e = 3.4366. Ainsi, I'erreur effectivementcommiselors de I'application
de la méthoded’Euler est|E,| = |3.4366 — 3.1874| = 0.25 . Cherchons
I'erreur théoriquequi estdonreepar:

MQXh
2L

Et < (eL(b—a) _ 1)

Ou M, = maz,y|y"(t)| et L estla constantele Lipschitzde f parrapport
ay, qui secalculeaissment

lft,y)— f(t,2)|=|y—2| = L=1.

Deméme,ona

y'(t) = 1+t+y
= l+t+(-1—t+2€¢"
= 2¢

Ainsi My = 2e. Donc,

2e¢10~1
2x1

< (e 1)% = 0.4673

| E|

IA

(61(1_0) _ 1)

Clairement,|E.| < |E;|, doncla méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutionde ce problemede Cauchyent = 1.
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Exercice02

y'(t) =y(t) -2 = f(t,y) et y(0)=1

Remarquongout d’abordque f étantcontinueet lipshitziennepar rapporta
y ce problemede Cauchyadmetune solution unique (théoeme 9 de Cauchy-
Lipshitz).

L'intervalle d’intégrationest|0, 0.2] etle pasd’intégrationesth = 0.2.

M éthodede RK2 Elle s’écrit:

h
Ynt+1 = Yn + §(M1 + M),
soit h
Y1 =Y + §(M1 + Ms)

,avecM; = f(0.1) =1etM, = f(0.2,1+0.2-1). Donc f(0.2,1.2) =
0.8666.
Ainsi, 'approximationent = 0.2 dey(t), est

h
yio= 15 (M + M) = 1+ 0.1(1.8666)
yy = 1.18666

Solution exactede cette équation

ot
(1) y'=y—? y#0

Enmultipliant (1) pary onay'y = y? — 2t d'ol £(y*) = y* — 2t. Onpose
doncu = y? d’ou:
(2) 1u' =u—2t
2
Cequi estuneéquationdifférentiellelinéairedu 1°" ordre.Onl'int égrepar
la méthodedela variationdela constante&eommea 'exerciceprecdent.

L’ équationsanssecondnembreesty’ = 2u desolutionu = 0 ouu = ke?.
Unesolutionparticuliereparla variationdela constanteOn a

(3) o = Ne* +2xe*

avec) € R. D'ou, dans(2) ;\'e* = —2t cequiimplique X' = —4te™2",
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Intégrons)\ parparties:

1 1
A = —4 l—§t6_2t+§ / e_Qtdt]

= 2te +e? 4
= (2t+1)e*+c

avecc € R. Lasolutiongéréraleestdoncu = 2t+1+ce* commey(0) = 1,
¢ = 0. Finalementu = y* = 2t + 1. Ainsi, y = +v/2¢t + 1. Comme
y(0) =1 > 0alorsy = 2t + 1.

Estimation del'err eur. La solution exacteesty(0.2) = 2-02+1 =
1.18321. Doncl’erreurcommiseest| .| = [1.18321 —1.18666| = 0.00345.
Onpeutcomparecetteerreureffectiveal’erreurthéoriquesurRK2, donrée
par: ——

(le theoemedu cours)

Exercice03

Soitle problemede Cauchysuivant

{ y'(t) = 2t—y(t)=f(ty) (1)
y(0) =1

Remarquonsout d’abordque f étantcontinueet lipshitzienneparrapporta
y le problemede Cauchy(1) admetunesolutionunique(théoeme9 de Cauchy-
Lipshitz).

Méthoded’Euler. Elle s’écrit:

Yni1 = Yn+ Bf(tn, Yn)
= Yo+ h(2tn - yn)
= y,(1 —h)+ 2ht,

Onaaussiy(0) = yo = 1, h == 0.1 t, = 0 ett,, = nh.
Doncy,.1 = 0.9y, + 0.02n, d’ou le tableau,

n|0] 1 2 3
tn, |0] 0.1 | 0.2 0.3
yn | 110.92 | 0.868 | 0.8412

C’estadire quel’approximationent = 0.3 dey(t) avecle pash = 0.1, est
Y10 = 0.8412. 119



SUGGESTIONS ET CORRIGES

Solution exactede cetteéquation. En appliquania méthodedela variation
dela constantecommeaupremierexercice,ontrouve la solutiongérérale,
y(t) =2t — 2+ 3e .

Estimation del'err eur. La solutionexacteci-dessusionney(0.3) = 0.822.
Ainsi, I'erreur effectivementcommiselors de I'application de la méthode
d’Eulerest|E.| = |0.822 — 0.841| = 0.019 . Cherchond’erreur théorique
qui estdonréepar:

MQX]'L
2L

Ou M, = maz,)|y"(t)| etL estla constanteleLipschitzde f parrapport
ay, qui estici clairementgaleal. Ona

Et S (eL(b—a) _ 1)

y'(t) = 3e”".
Ainsi M, = 3. Donc,

3x 107!
2x1
< 0.15(e”? — 1) &~ 0.05247.

| Ey|

IA

(61(0.3—0) _ 1)

Clairement,|E.| < |E;|, doncla méthoded’Euler donneune bonneap-
proximationdela solutionde ce problemede Cauchyent = 0.3.

Exercice04

(1) y'(t) = 36y(t) —37et
y(0) = 1,puisl+e¢
En appliquantia méthodede la variationde la constantecommeau premier
exercice,ontrouve la solutiongérérale,y(t) = (e ™" + ¢)e3® = e + ¢e3% oli ¢
estla constantal’intégration.

1. Siy(0) =1, alorsc = 0, doncla solutiondu problemeesty(t) = e*.
2. Siy(0) = 1+ ¢, alorsc = ¢, doncla solutiondu problémeesty,(t) =
et + e,

Conclusion: En comparanty(t) et y.(¢), on voit que la difference|y(t) —
y. ()| = ee3%. Mémesi ¢ esttréspetit, cetécarttendvers+oo, lesdeuxsolutions
divergentl’'une del'autre. Ce problemeestdonctressensibleaux Conditionsini-
tiales.
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