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  Résumé   
 

 

   Les équations différentielles impulsives apparaissent naturellement dans 
domaines scientifiques comme la physique, la médicine, la théorie du contrôle, 
etc. 
   La grande efficacité de ce type d'équations dans la modélisation de nombreux 
phénomènes, en particulier ceux exposés à des changements soudains à court 
terme, a encouragé de nombreux chercheurs à les étudier et à prêter attention à 
leurs aspects quantitatifs et qualitatif. 
   L’objectif de cette thèse est de contribuer au développement de ce domaine en 
examinant l’existence et la multiplicité de solutions faibles des problèmes 
elliptiques non linéaires faisant intervenir l’opérateur p-Laplacien soumises à des 
conditions impulsives dans des espaces de Banach. Les résultats obtenus dans 
ce travail sont basés sur les techniques de théorème de Browder et le théorème 
de Fountain. 

 

 

Mots clés : équations différentielles impulsives, opérateur p- Laplacien, 

solutions faibles, théorème de Browder, théorème de Fountain. 
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  Abstract        

 
 

   Impulsive differential equations naturally appear in scientific fields such as physics, 
medicine, control theory, etc.  

   The efficiency of these equations in the modelling of many problems, especially those 
exposed to sudden short-term changes, encouraged many researchers to study them 
and pay attention to their quantitative and qualitative aspects. 

   The objective of this thesis is to contribute to the development of this field by 
examining the existence and multiplicity of weak solutions of nonlinear elliptic problems 
involving the p-Laplacian operator subjected to impulsive conditions in Banach spaces. 
The derived results are based on some of Browder's theory and Fountain theory. 

 

 

Keywords :impulsive differential equation, p-Laplacian operator, weak solutions, 

Browder theorem, Fountain theorem. 
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 صملخ
 

 

ف الميادين العلمية مثل الفيزياء، بشكل تلقائي في مختل تظهر المعادلات التفاضلية النبضية   
 التحكم...الخ.، نظرية الطب

الفعالية الكبيرة لهذا النوع من المعادلات في نمذجة العديد من الظواهر خاصة التى تتعرض  
لتغيرات مفاجئة قصيرة المدى شجعت الكثير من الباحثين لدراستها و الاهتمام بجوانبها الكمية و 

 النوعية.

ذلك من خلال دراسة وجود الهدف من هذه الأطروحة هو المساهمة في تطوير هذا المجال و    
بالمعادلات و تعدد الحلول الضعيفة لنوعين من المسائل الاهليجية الغير خطية المرتبطة 

لابلاس و الخاضعة لنبضات، حيث تمت الدراسة في فضاءات بناخ و   pالتفاضلية ذات المؤثر
 ذلك باستعمال تقنيات نظرية براودر و نظرية فانتان. 

 

 

لابلاس، الحلول الضعيفة، نظرية براودر، نظرية  pالمعادلات التفاضلية النبضية، المؤثر  :الكلمات المفتاحية

 . فانتان
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Notations


 : ouvert de Rn; n 2 N�.

Ou : gradient de u.

�u : Laplacien de u.

�pu = div(jOujp�2Ou) : p-Laplacien de u.

X; Y : espaces de Banach.

X� : espace dual de X.

Nf : opérateur de Nemytskii.

A; L; $; Li (i = 1; 2; 3) : opérateur.

! : ouvert de X.

I : intervalle borné ou non.

C(
) : l’ensemble des fonctions continues dans 
.

C1(
) : l’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables dans 
.

D(
) : l’espace des fonctions différentiables à support compact dans 
.

Lp(
); p 2 [1;1[ : l’espace des fonctions mesurables de puissance p intégrable sur 
.

L1(
) : l’espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur 
.

W 1; p (
) : espace de Sobolev avec dérivées d’ordre 1 dans Lp(
):

W 1; p
0 (
) : espace de Sobolev avec trace nulle.

W�1; q (
) : espace dual de W 1; p
0 (
) :
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Notations

k : kp : norme dans l’espace Lp (
) :

k : k1; p : norme dans l’espace W 1; p (
) :

k . k : norme dans l’espace de Banach X:

2� :=

8<: 1; n = 1; 2;

2n
(n�2) , n � 3:

h : ; : i : crocher de dualité.

,! : injection continue.

,!,! : injection compacte.

�! : flèche de convergence forte.

* : flèche de convergence faible.

i:e. : c’est-à-dire.

p:p. : presque partout.

essinf : borne inférieure essentielle.

u0 = du
dx

: la dérivée de la variable u par rapport x.
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Introduction

Les équations différentielles permettent d’aborder d’un point de vue mathématique des

phénomènes observés, elles apparaissent souvent dans la modélisation de processus de

phénomènes naturels. De nombreux processus réels et phénomènes naturels en biolo-

gie, physique, économie et technologie, subissent des changements brusques au cours

de leurs évolutions, ces changements sont souvent de très courtes durées et sont donc

produits instantanément sous forme d’impulsions. A titre d’exemple nous citons l’effet

du traitement chimiothérapique sur la dynamique des cellules cancéreuses ainsi que

les effets des tremblements de terre sur la dynamique des populations, les systèmes

biologiques (battements du coeur, flux du sang,...), etc. La modélisation de tels phéno-

mènes nécessite l’utilisation des modèles qui font intervenir explicitement et simulta-

nément l’évolution continue du phénomène ainsi que les changements instantanés. De

tels modèles sont dits "impulsives" ; ils sont évolutifs de processus continus régis par

des équations différentielles combinées avec des équations aux différences représentant

l’effet impulsif subi. Ce qui a conduit a donnée naissance aux équations différentielles

impulsives (voir par exemple [11; 28; 39]).

La théorie des équations différentielles impulsives initiée en 1960 par V. D. Mil’man et

A. Myshkis [32]. Le développement de cette théorie était relativement lent à cause de

la difficulté de manipulation de telles équations, V. Lakshmikantham, L. Byszewski, D.

Bainov et Simeonov ainsi que d’autres chercheurs ont participé à l’enrichissement et

la popularisation de la théorie des équations différentielles impulsives à partir de 1991

[5; 7; 8; 18; 38] a suscité beaucoup d’intérêt au cours des dernières décennies. En particu-

lier, il y a eu un développement appréciable dans la théorie des équations différentielles

impulsives avec moments d’impulsions fixes. Le champ d’applications des équations dif-
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Introduction

férentielles impulsives est assez large. Les développements récents dans ce domaine ont

été motivés par de nombreux problèmes appliqués, en particulier dans la théorie du

contrôle [24; 26], la dynamique de population [34], et la médecine [23].

D’autre part, de nombreux chercheurs ont commencé à étudier les équations différen-

tielles p-Laplacian avec des effets impulsives, constituent un domaine de recherche d’ac-

tualité fort intéressant.En effet, l’étude de ces équations connait une popularité crois-

sante parmi les chercheurs, le nombre d’articles parus, traitant les questions d’existence,

d’unicité ainsi que la dépendance des solutions de ce type d’équations, témoigne de la

vitalité de la recherche dans ce domaine [2; 3; 4; 12; 16; 17; 42]. Différentes approches ont

été appliquées pour étudier l’existence de solutions pour les équations différentielles p-

Laplacien effets impulsives : les théorèmes des points critique [3; 12], la théorie du degré

topologique [44], la méthode de Browder [31; 45].

Présentation de la thèse :

Dans cette thèse nous nous intéressons à l’étude de deux d’équations différentielles p-

Laplacian effets impulsives du type elliptique non-linéaire, elle est organisée en trois

chapitres.

Le premier présente des notions et des résultats sur les espaces de Sobolev et nous

rappellerons quelques théorèmes d’injections de Sobolev. De plus, nous faisons appel

à la théorie des opérateurs monotones en vue d’étudier les différentes propriétés de

l’opérateur p-Laplacien défini sur un espace de Sobolev. Enfin, la dernière section est

consacrée aux théorème de Browder et théorème de Fountaine, et condition de Cerami

utilisés dans ce travail.

L’objet du deuxième chapitre est l’étude de l’existence et la multiplicité des solutions

faibles pour le problème elliptique non linéaire faisant intervenir l’opérateur p-Laplacien

avec effets impulsives dans R suivant :8>>>>><>>>>>:
��pu = f(x; u); dans 
;

�ju0(xj)jp�2u0(xj) = Ij(u(xj)); j = 1; 2; : : : ; n;

u(0) = �u(T ); u0(0) = �u0(T );

où �p est l’opérateur p-Laplacien définie par

�pu = div
����u0���p�2 u0�:

6



Introduction

Soit p > 1, T > 0, 0 = x0 < x1 < � � � < xn < xn+1 = T , 
 = [0; T ]�fx1; � � � ; xng, f 2
C([0; T ]�R;R), et Ij 2 C(R;R), j = 1; 2; � � � ; n. �ju0(xj)jp�2u0(xj) = ju0(x+j )jp�2u0(x+j )�
ju0(x�j )jp�2u0(x�j ).

Appropriée des résultats d’existence et la multiplicité des solutions faibles sont obtenus

moyennant du théorème de Browder et théorème de Fountaine est une version symé-

trique du théorème de passe-Montagne.

On étudiera dans le troisième chapitre une nouvelle classe de problème p-Laplacien

avec effets impulsive de la forme :8>>>>><>>>>>:
�(�(x)

��u0��p�2 u0)0 + s (x) jujp�2 u = f(x; u); x 2 [0; T ];

�(ju0(xj)jp�2u0(xj)) = Ij(u(xj)); j = 1; 2; : : : ; n;

u(0) = u(T ) = 0;

où p > 0, T > 0, �(x), s(x) 2 L1([0; T ]) satisfaisant des conditions essinfx2[0;T ] �(x) > 0,

essinfx2[0;T ] s(x) > 0, 0 = x0 < x1 < x2 < : : : < xn < xn+1 = T . Ij : R 7�! R sont

des fonctions continues pour tout j = 1; 2; : : : ; n, f : [0; T ] � R 7�! R est une fonction

continue, �(ju0(xj)jp�2u0(xj)) = ju0(x+j )jp�2u0(x+j )� ju0(x�j )jp�2u0
�
x�j
�
.

L’outil utilisé principalement tout au long de ce chapitre est toujours le principe du

théorème de Browder et du théorème de Fountain, où nous avons prouvé à travers ces

deux théorèmes l’existence et la multiplicité des solutions faibles du problème posé.

7



Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont fréquemment utilisés dans l’étude des équations aux déri-

vées partielles elliptiques. Par conséquent, il est judicieux de donner une brève intro-

duction sur les espaces de Sobolev avant d’aborder pour résoudre ces équations. Pour

une large introduction sur les espaces Sobolev, ou pour la preuve des résultats que nous

avons annoncés ici, nous référons le lecteur, par exemple, à H. Brezis [13–15] et R. A.

Adams [1].

1.1.1 Les espaces Lp (
)

On désigne par L1(
) l’espace des classes des fonctions intégrables sur 
 à valeurs dans

R muni de la norme :

kuk1 =
Z



ju(x)jdx; u 2 L1(
):

Définition 1.1 (Espace de Lebesgue) [37]

Soit p 2 R, 1 � p <1. On appelle espace de Lebesgue Lp(
) l’ensemble

Lp(
) =
�
u : 
 7�! R; u mesurable et jujp 2 L1(
)

	
:

Soit u 2 Lp(
). On munit l’espace Lp(
) de la norme :

kukp =
�Z




ju(x)jpdx
� 1

p

:

8



Chapitre 1. Préliminaires et outils de base

Pour p =1 et u : 
 7�! R mesurable, on définit k � k1 par :

kuk1 = ess-supjuj = inffM > 0; ju(x)j �M p:p:g:

Proposition 1.1 (Fischer-Riesz)

Lp est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1.

Proposition 1.2 L’espace Lp est réflexif pour 1 < p <1, et son dual est Lq tel que 1
p
+ 1

q
=

1.

Proposition 1.3 Lp(
) est séparable pour 1 � p <1.

Théorème 1.1 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (un)n2N une suite de fonctions de L1. On suppose que :

i) lim
n!1

un(x) = u(x) p.p. sur 
 ;

ii) il existe une fonction v 2 L1(
) telle que pour tout n, jun(x)j � v(x) p.p. sur 
.

Alors u 2 L1(
) et kun � uk1 �! 0:

Proposition 1.4 (un)n2N une suite de Lp(
) et u 2 Lp(
) tels que kun � ukp �! 0. Alors

il existe une fonction v 2 Lp(
) et une sous-suite extraite (unk)k2N telles que :

i) unk(x) �! u(x) p.p. sur 
.

ii) junk(x)j � v(x) pour tout k p.p. sur 
.

1.1.2 Les espaces de Sobolev W 1; p(I)

Soit 
 = I un intervalle borné ou non et p 2 R avec 1 � p � 1. On désigne par D(I)
l’espace des fonctions de classe C1 sur I, à support compact inclus dans I.

Définition 1.2 L’espace de Sobolev W 1; p(I) est défini par :

W 1; p(I) =

�
u 2 Lp(I); 9v 2 Lp(I) tel que

Z
I

u'0 = �
Z
I

v' ; 8' 2 D(I)
�
:

Pour u 2 W 1; p(I) on note u0 = v.

L’espace W 1; p(I) est muni de la norme

kuk1; p = kukp + ku0kp:

1.1. Rappels sur les espaces de Sobolev 9



Chapitre 1. Préliminaires et outils de base

Si p = +1, on définit k � k1;1 par :

kuk1;1 = max(kuk1; ku0k1):

Quand p = 2, on note H1(I) =W 1; 2(I). Cet espace muni du produit scalaire

(u; v)H1 = (u; v)L2 + (u
0; v0)L2 ;

et de la norme

kukH1 =
�
kuk22 + ku0k22

� 1
2 ;

est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1 La norme kuk1; p est équivalente à la norme
�
kukpp+ku0kpp)

1
p , si 1 < p <1.

Proposition 1.5 L’espace W 1; p est un espace de Banach pour 1 � p � 1, réflexif si 1 <

p <1 et séparable si 1 � p <1.

1.1.3 L’espace W 1; p
0 (I)

Définition 1.3 Étant donné 1 � p < 1, nous utilisons W 1; p
0 pour désigner la fermeture

de C1c (I) dans W 1; p(I).

Proposition 1.6 L’espaceW 1; p
0 muni de la norme induite parW 1; p est un espace de Banach

séparable ; il est de plus réflexif si 1 < p <1.

1.2 Théorèmes d’injections de Sobolev

Dans cette section nous mentionnons quelques théorèmes d’injections.

Définition 1.4 [10] Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. On dit que X s’in-

jecte continûment dans Y s’il existe une injection continue i de X dans Y , c’est-à-dire une

injection i qui vérifie, 9M > 0 telle que :

8x 2 X; ki(x)kY �MkxkX :

On note alors

X ,! Y:

1.2. Théorèmes d�injections de Sobolev 10



Chapitre 1. Préliminaires et outils de base

Si X et Y sont des espaces de Banach, on dit que X va s’injecte de manière compacte dans

Y , et on note X ,!,! Y , si :

1) X s’injecte de façon continue dans Y ;

2) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Quelques théorèmes d’injections dans les domaines bornés

Théorème 1.2 (Théorème de Rellich-Kondrachov) [14]

On suppose que 
 est un ouvert borné de classe C1 dans Rn. On a :

� Si p < n alors W 1; p(
) ,!,! Lq(
), pour tout q 2 [1; p�[ où 1
p� =

1
p
� 1

n
.

� Si p = n alors W 1; p(
) ,!,! Lq(
), pour tout q 2 [1;+1[.
� Si p > n alors W 1; p(
) ,!,! C(
) pour tout q 2]n;+1[.

Théorème 1.3 [14] Soit I un intervalle de R. Il existe une constante M (dépendante seule-

ment de jIj � 1) telle que :

kuk1 �Mkuk1; p; 8u 2 W 1; p(I); 1 � p � 1;

autrement dit W 1; p(I) ,! L1(I) avec injection continue pour tout 1 � p � 1.

De plus, lorsque I est borné, on a :

W 1; p(I) ,!,! C(I) pour 1 < p � 1;

W 1; 1(I) ,!,! Lq(I) pour 1 � q <1:

Théorème 1.4 [25] Soit I un intervalle borné de R, alors l’espace Lp (I) où 1 � p < 1
s’injecte de manière continue dans Lq (I) pour 1 � q � p

De plus, il existe une constante M > 0 telle que :

kukq �Mkukp; 8u 2 Lp(I); 1 � q � p;

et Lp(I) ,!,! Lq(I) pour 1 � q < p.

Théorème 1.5 [13] Soit I � R un intervalle borné et p > 1. Alors

W 1; p
0 ,!,! Lp(I):

1.2. Théorèmes d�injections de Sobolev 11



Chapitre 1. Préliminaires et outils de base

1.3 Quelques Différentiabilité et points critiques

Les fonctions définies dans l’espace de Banach ont de nombreux concepts dérivés, (voir

[27]).

Définition 1.5 (Différentiabilité au sens de Fréchet)

Soient X un espace de Banach, ! un ouvert de X et J : ! 7�! R une fonction. Soit u 2 !.

On dit que J est différentiable (ou dérivable) en u (au sens de Fréchet) s’il existe ` 2 X�,

tel que :

8v 2 !; J(v)� J(u) = h`; v � ui+ o(v � u):

Si J est différentiable, ` est unique et on note J 0(u) = `. L’ensemble des fonctions diffé-

rentiables de ! 7�! R sera noté C1(!;R).

Définition 1.6 (Dérivée directionnelle)

Soient ! une partie d’un espace de Banach X et J : ! 7�! R une fonction à valeurs réelles.

Si u 2 ! et v 2 X sont tels que pour t > 0 assez petit on a u+ tv 2 !, on dit que J admet

(au point u) une dérivée dans la direction v si la limite

lim
t�!0+

J(u+ tv)� J(u)

t
;

existe. On notera cette limite J 0v(u).

Définition 1.7 (Différentiabilité au sens de Gâteaux)

Soient ! une partie d’un espace de Banach X et J : ! 7�! R. Soit u 2 !. On dit que J est

dérivable au sens de Gâteaux (ou G-dérivable ou encore G-différentiable) en u, s’il existe

` 2 X� tel que dans chaque direction v 2 X où J(u + tv) existe pour t > 0 assez petit, la

dérivée directionnelle J 0v(u) existe et on a :

lim
t�!0+

J(u+ tv)� J(u)

t
= h`; vi :

On posera J 0(u) = `.

Remarque 1.2 Si J est différentiable au sens de Fréchet, alors J est différentiable au sens

de Gâteaux.

Définition 1.8 (Point critique)

Soient X un espace de Banach, ! � X un ouvert et J 2 C1(!;R). On dit que u 2 ! est un

1.3. Quelques Di¤érentiabilité et points critiques 12
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point critique de J , si J 0(u) = 0. Si u n’est pas un point critique, on dit que u est un point

régulier de J .

Si c 2 R, on dit que c est une valeur critique de J , s’il existe u 2 ! tel que J(u) = c et

J 0(u) = 0. Si c n’est pas une valeur critique, on dit que c est une valeur régulière de J .

1.4 Opérateurs de Nemytskii

Dans cette partie, nous définissons l’opérateur de Nemytskii. Cet opérateur est intime-

ment lié à la fonction de Carathéodory. Les opérateurs de Nemytskii sont une classe

d’opérateurs non linéaires continus bornés dans les espaces Lp, ils prennent leurs nom

du mathématicien Viktor Vladimirovich Nemytskii, (voir [22]).

Définition 1.9 Soit 
 un ouvert borné de Rn. Une fonction f : 
 � R 7�! R est dite de

Carathéodory si, et seulement si

a) f(:; s) est mesurable sur 
 pour tout s 2 R ;

b) f(x; :) est continue sur R pour presque tout x 2 R.

Définition 1.10 Nous disons que Nf est un opérateur de Nemytskii associé à une fonction

de Carathéodory f(x; u) de 
� R dans R, s’il est défini par

(Nfu)(x) = f(x; u(x)):

Proposition 1.7 On suppose que 
 est de mesure finie. Soit (un) une suite dans M qui

converge on mesure vers u 2M . Alors Nfun converge en mesure vers Nfu.

Proposition 1.8 Soit 1 � p; q � 1 des réels et f : 
 � R 7�! R une fonction de Cara-

théodory. On suppose qu’il existe b 2 Lq (
) et C � 0 tels que la condition de croissance

suivante :

jf (x; u)j � C juj
p
q + b (x) p.p sur 
 et pour tout u 2 R; (1.1)

sont satisfaite. Alors Nf (Lp (
)) � Lq (
) et Nf est un opérateur continu et borné de

Lp (
) dans Lq (
) :

Preuve. Soit u 2 Lp (
) d’après (1:1) et l’inégalité Minkowski on a

1.4. Opérateurs de Nemytskii 13
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Z



jf (x; u (x))jq dx � C

Z



ju (x)jp dx+
Z



jb (x)jq dx <1:

Donc Nf (u) 2 Lq (
) est borné.

Montrons maintenant la continuité de Nf :

Soit (un)n2N une suite de Lp (
) convergeant vers u: D’après la Proposition 1:4, il existe

g 2 Lp (
) et une sous-suite (unk), telles que

unk �! u; junk (x)j � g (x) p.p sur 
:

On en déduit que p.p sur 
 on a f (x; unk (x)) �! f (x; u (x)) et

jf (x; unk (x))j � C junk (x)j
p
q + b (x) � C jg (x)j

p
q + b (x) :

D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on conclut queNf (unk) �!
Nf (u) dans Lq (
) : En vertu de l’unicité de la limite, toute la suite (Nf (un))n converge

vers Nf (u) dans Lq (
) :

Ce qui prouve que Nf est continu de Lp (
) dans Lq (
) :

Proposition 1.9 [40] Soit 
 un ouvert borné de Rn, p et q deux réels, 1 < p < +1 et
1
p
+ 1

q
= 1. Alors l’opérateur défini sur Lp(
) par

u 7�! jujp�2u;

est à valeurs dans Lq(
). De plus il est continu.

1.5 Théorie des opérateurs monotones

Dans ce que suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application

de X dans X�, h : ; : i désigne le crochet de dualité entre X et X�.

Définition 1.11 [21] On dit que

1) A est monotone si :

8u; v 2 X; hA(u)� A(v); u� vi � 0:

1.5. Théorie des opérateurs monotones 14
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2) A est strictement monotone si de plus hA(u)� A(v); u� vi = 0 implique u = v.

3) A est hémicontinue si pour tous u, v 2 X, l’application t 7�! hA(u+ tv); vi est

continue de R dans R.

L’opérateur A : H1
0 (
) 7�! H�1 défini par Au = ��u est monotone et hémicontinu,

H1
0 (
) étant muni de la norme du gradient.

En effet,

hAu� Av; u� vi =
Z



r(u� v) � r(u� v)dx

= ku� vk2

� 0; 8u; v 2 H1
0 (
):

Soient u, v, w 2 H1
0 (
) et � 2 R. On a :

hA(u+ �v); wi =
Z



r(u+ �v) � rw

=

Z



ru � rw + �

Z



rv � rw

= a+ �b;

ce qui montre que � 7�! hA(u+ �v); wi est continue.

Remarque 1.3 [21] Si A est continue de X fort dans X� faible, alors A est hémicontinue.

Lemme 1.1 [21] SoitA un opérateur borné, hémicontinu et monotone. AlorsA est continu

de X fort dans X� faible.

Définition 1.12 [20] On dit que A est demi-continu si Amaps des suites fortement conver-

gentes dans X à des suites faiblement convergentes dans X�

(ie: un ! u quand n!1 implique Aun * Au quand n !1) .

Remarque 1.4 Si A est demi-continu, alors A est hémicontinu.

Définition 1.13 On dit que A est coercive si

lim
kukX�!1

hAu; ui
kukX

= +1:

Corollaire 1.1 [21] Soit A :X 7�! X� un opérateur borné, hémicontinu, monotone et

coercive. Alors A est surjectif.

1.5. Théorie des opérateurs monotones 15
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1.6 L’opérateur p-Laplacien

Le mot “p-Laplacien” est devenu un mot clé dans l’analyse non linéaire et les problèmes

impliquant cet opérateur quasilinéaire du second ordre sont maintenant largement étu-

diés dans la littérature. On peut se demander : "pourquoi il y a tant de documents

traitant de ce sujet ?” Nous pensons qu’il y a plusieurs raisons à cela. D’une part, il y en

a de sérieuses. Il semble que certains modèles mathématiques non linéaires conduisent

à des équations différentielles avec le p-Laplacien.

Maintenant, nous allons donner quelques définitions et propriétés liées à l’opérateur

p-Laplacien [19, 30].

Définition 1.14 L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-

linéaire elliptique du second ordre défini par

�pu = div(jOujp�2Ou) = jOujp�4fjOujp�2�u+ (p� 2)
nX

i;j=1

@u

@xi

@u

@xj

@2u

@xi@xj
g;

avec 1 < p < +1, cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p 6= 2 et pour

p = 2, le p-Laplacien coïncide avec le Laplacien usuel �.

Quelques valeurs de p :

� p = 1 :

�1u = div(
ru
jruj) = �H;

où H est l’opérateur courbure moyenne.

� p = 2 : on a l’opérateur de Laplace

�2u = �u =

nX
j=1

@2u

@x2i
:

� p =1 : comme p!1, on rencontre l’équation �1u = 0 ou

nX
i;j=1

@u

@xi

@u

@xj

@2u

@xi@xj
= 0;

c’est l’équation l’infini d’harmoniques.

Théorème 1.6 Pour tout u de W 1; p
0 (
)

W 1; p
0 (
) 7�! R; v 7�! a(u; v);

1.6. L�opérateur p-Laplacien 16
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est une forme linéaire continue. D’où il existe un unique élément de (W 1; p
0 (
))�, noté A(u),

tel que

a(u; v) = hA(u); vi ; 8v 2 W 1; p
0 (
):

L’application A : W 1; p
0 (
) 7�! (W 1; p

0 (
))�, u 7�! A(u), est notée

��p(u) = �
nX
i=1

@

@xi
(j @u
@xi

jp�2 @u
@xi

):

Proposition 1.10 L’opérateur ��p est borné de W 1; p
0 (
) dans W�1; q(
).

Preuve. De l’expression de la norme dans un espace dual, on déduit

8u 2 W 1; p
0 (
); k ��p(u)k�1; q = sup

v2W 1; p
0 (
); kvk�1

jh��p(u); vij:

Pour tout v 2 W 1; p
0 (
), on a

j h��p(u); vi j �
nX
i=1

 @u
@xi

 pq  @v
@xi

 � � nX
i=1

 @u
@xi

 pq�kvkW 1; p
0 (
):

Donc

k ��p(u)k�1; q �
u pq

W 1; p
0

:

Soit B un borné de W 1; p
0 (
), alors

9M > 0; 8u 2 B; kuk �M =) k��p(u)k�1; q �M
p
q :

Ainsi l’image par ��p d’un borné B de W 1; p
0 (
) est un borné de W�1; q(
).

Proposition 1.11 L’opérateur ��p est hémicontinu de W 1; p
0 (
) dans son dual W�1; q(
).

Preuve. D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

pour tout (u; v; w) 2 (W 1; p
0 (
))3, l’application de R dans R

t 7�! h��p(u+ tv); wi =
Z



nX
i=1

j @u
@xi

+ t
@v

@xi
jp�2( @u

@xi
+ t

@v

@xi
)
@w

@xi
dx;

est continue.

Proposition 1.12 L’opérateur ��p est monotone de W 1; p
0 (
) dans W�1; q(
):

1.6. L�opérateur p-Laplacien 17
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Preuve. L’application qui à t de R associe jtjp dans R étant convexe, on déduit que sa

dérivée est une fonction croissante, donc

8(t; r) 2 R2; (jtjp�2t� jrjp�2r) � 0:

D’où

h��p(u)� (��p(v)); u� vi =
Z



nX
i=1

(j @u
@xi

jp�2 @u
@xi

� j @v
@xi

jp�2 @v
@xi

)(
@u

@xi
� @v

@xi
)dx � 0:

Par conséquent ��p est monotone.

Proposition 1.13 L’opérateur ��p est coercive de W 1; p
0 (
) dans W�1; q(
).

Preuve. Comme 
 est un ouvert borné de Rn, en utilisant l’inégalité de Poincaré, on

obtient

h��p(u); ui =
Z



nX
i=1

j @u
@xi

jpdx = kukp
W 1; p
0 (
)

:

D’où

lim
kuk�!1

hA(u); ui
kuk = lim

kuk�!1

kukp
kuk = +1 car p > 1:

Théorème 1.7 Soit 
 un ouvert borné de Rn.

i) ��p : W
1; p
0 7�! W�1; q(
) est uniformément continu sur tout ensemble borné de

W 1; p
0 (
).

ii) (��p)
�1 : W�1; q 7�! W 1; p

0 (
) est continu.

iii) L’opérateur composé (��p)
�1 :

W�1; q 7�! W 1; p
0 (
) ,! Lq(
);

est compact si 1 � q � np
n�p .

Théorème 1.8 Soit 
 un ouvert borné de Rn, avec n � 3. Pour p 2]1;+1[ , nous définis-

sons la fonctionnelle 	 : W 1; p
0 (
) 7�! R par

	(u) =
1

p

Z



jrujpdx;

alors 	 est différentiable sur W 1; p
0 (
) et

h	0(u); vi =
Z



jrujp�2rurvdx = h��pu; vi:

1.6. L�opérateur p-Laplacien 18
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Preuve. Considérons la fonction ' : Rn 7�! R définie par '(x) = 1
p
jxjp, qui est une

fonction de classe C1 et r'(x) = jxjp�2x. Pour tout x; y 2 Rn, on a

lim
t�!0

'(x+ ty)� '(x)

t
= jxjp�2xy:

Par conséquent

lim
t�!0

jru(x) + trv(x)jp � jru(x)jp
t

= jru(x)jp�2ru(x)rv(x) p.p. sur 
:

Par le théorème de Lagrange il existe � 2 R telle que j�j � jtj et���� jru+ trvjp � jrujp
t

���� � jjru+ �rvjp�2(ru+ �rv)rvj

�M(jrujp�1jrvj+ jrvjp) 2 L1(
):

Grâce au théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
t�!0

Z



jru+ trvjp � jrujp
t

dx =

Z



jrujp�2rurvdx:

Enfin 	 est Gâteaux différentiable et

h	0G(u); vi =
Z



jrujp�2rurvdx:

Nous allons maintenant montrer que 	0G : W
1; p
0 (
) 7�! (W 1; p

0 (
))� est continue. A cet

effet nous considérons une suite (uk)k2N dans W 1; p
0 (
) telle que uk �! u dans W 1; p

0 (
).

D’après la Proposition 1:4, il existe une sous-suite qu’on note aussi (uk) telle que

� ruk(x) �! ru(x) p.p. sur 
 quand k �!1.

� Il existe w 2 L1(
) telle que jruk(x)jp � w(x) p.p. sur 
 et pour tout k 2 N.

Nous avons

h	0G(u)�	0G(uk); vi =
Z



(jrujp�2ru� jrukjp�2ruk)rvdx;

et���� Z



(jrujp�2ru� jrukjp�2ruk)rvdx
����

�
�Z




jjrujp�2ru� jrukjp�2rukj
p

p�1dx

� p�1
p
�Z




jrvjpdx
� 1

p

�
�Z




jjrujp�2ru� jrukjp�2rukj
p

p�1dx

� p�1
p

kvkW 1; p
0 (
):
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Comme on a

k	0G(u)�	0G(uk)k = supfj h	0G(u)�	0G(uk); vi j; v 2 W
1; p
0 (
); kvk = 1g;

donc

k	0G(u)�	0G(uk)k �
�Z




jjrujp�2ru� jrukjp�2rukj
p

p�1dx

� p�1
p

:

Or

jruk(x)jp�2ruk(x) �! jru(x)jp�2ru(x) p.p. sur 
;

et

jjrujp�2ru� jrukjp�2rukj
p

p�1 �M(jrukjp + jrujp) �M(w + jrujp) 2 L1(
):

Par le théorème de la convergence dominée, nous obtenonsZ



jjrujp�2ru� jrukjp�2rukj
p

p�1dx �! 0;

et donc

k	0G(uk)�	0G(u)k �! 0:

D’où 	0G est continue. Par conséquent 	 est Fréchet différentiable avec 	0 = 	0G.

1.7 Quelques théorèmes utilisés

Dans cette section, en utilisant le théorème de Browder et le théorème de Fountain, on

peut montrer l’existence des solutions faibles du problème.

1.7.1 Théorème de Browder

Théorème 1.9 (théorème de Browder) [20]

Soit X un espace de Banach réel réflexif et A un opérateur de X 7�! X� vérifiant les

conditions suivantes :

i) A est borné ;

ii) A est hémicontinu ;

iii) A est coercive ;

iv) A est monotone.

1.7. Quelques théorèmes utilisés 20
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Alors

8f � 2 X�; 9u 2 X tel que Au = f �: (1.2)

1.7.2 Condition de Cerami

Définition 1.15 (Condition de Cerami) [35]

Soit X un espace de Banach muni de la norme k � k, et  2 C1(X;R). On dit que  satisfait

la condition de Cerami (C) si pour tout d 2 R,

i) toute suite bornée fung � X satisfaisant  (un) �! d,  0(un) �! 0 possède une sous

suite convergente ;

ii) il existe �; �; � > 0 tel que pour tout u 2  �1([d��; d+�]) avec kuk � �, k 0(u)k:kuk �
� .

Comme X est un espace de Banach réflexif il existe (voir [46] section 17) feng1n=1 � X

et ffng1n=1 � X� tel que fn(em) = �n;m,X = spanfen : n = 1; 2; : : :g etX� = spanW
�ffn :

n = 1; 2; : : :g.

Pour j; k 2 N, notonsXj = spanfejg (span fejg ie. tout les combinaisons linéaires possibles de ej),

Yk := �kj=1Xj, et Zk := �1j=1Xj. Clairement X = �j2NXj avec dimXj < 1 pour tout

j 2 N. Notons S� := fu 2 X : kuk = �g.

1.7.3 Théorème de Fountain

Maintenant nous énonçons le théorème de Fountain, cet théorème a été obtenu sous la

condition Palais-Smale (PS) (voir [29, 41]). Bien que la condition (C) soit plus faible

que (PS), le théorème de déformation bien connu est toujours vrai sous la condition (C)

(voir [9]). Le théorème de Fountain suivant est sous la condition (C).

Théorème 1.10 (Théorème de Fountain) [35]

Soient X, Yk, Zk définis comme ci-dessus. Supposons que  2 C1(X;R) satisfait la condi-

tion (C) et  (�u) =  (u). Pour tout k 2 N, il existe � k > rk > 0 tel que

i) bk = infu2Zk\Srk  (u) �! +1; k �!1,

ii) &k = maxu2Yk\S�k  (u) � 0.

Alors  a une suite de points critiques un, tel que  (un) �! +1 quand n �!1.
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Lemme 1.2 [43] Si 1 � p < 2� alors nous avons �k = sup u2Zk
kuk=1

kjukp �! 0, k �!1.

Théorème 1.11 (Ascoli-Arzela) [36]

Un sous-ensemble M � C([0; T ]; E) est relativement compact si, et seulement si :

1) M est équicontinu ;

2) pour tout t 2 [0; T ], M(t) = fx(t) : x(:) 2Mg est relativement compact dans E.

1.7. Quelques théorèmes utilisés 22



Chapitre 2

Problème elliptique non linéaire

faisant intervenir l’opérateur

p-Laplacien avec effets impulsives

dans R:

Dans ce chapitre (voir [45]), nous allons rappeler un résultats que Keyu Zhang, Jiafa Xu

et Wei Dong [45] l’a établi en 2013.
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2.1 Introduction

Nous traitons dans ce chapitre un problème elliptique non linéaire faisant intervenir

l’opérateur p-Laplacien impulsive soumise à conditions antipériodiques ou bord, soit 


un ouvert borné de R:

Nous allons étudier le problème suivant :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

��pu = f (x; u) ; dans 
;

�
��u0 (xj)��p�2 u0 (xj) = Ij (u (xj)) ; j = 1; 2; : : : ; n;

u (0) = �u (T ) ; u
0
(0) = �u0 (T ) :

(2.1)

Ici �p est l’opérateur p-Laplacien d’expression �pu = div
���u0��p�2 u0� ; soit p > 1; T > 0,

0 = x0 < x1 < � � � < xn < xn+1 = T; 
 = [0; T ]� fx1, � � � ; xng ; f 2 C ([0; T ]� R; R) ;
et Ij 2 C (R; R) ; j = 1; 2; � � � ; n:

Où

�
���u0 (xj)���p�2 u0 (xj) = ����u0 �x+j � ����p�2u0 �x+j �� ����u0 �x�j � ����p�2u0 �x�j � ; (2.2)

u
0 �
x+j
�

et u0
�
x�j
�

désignent respectivement les limites droite et gauche de u
0
(x) en

x = xj, pour j = 1; 2; : : : ; n; u est la solution faible recherchée.

Dans [42], L. Wang, W. Ge, et M Pei. faisens l’étude du problème suivant :

8>><>>:
��pu = f (x; u) x 2 (0; 1) n fx1; x2; � � � ; xng ;

�
��u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� �ju (xj) = 0 j 2 f1; 2; � � � ; ng ;

u
0
(0)� �0u (0) = 0 u

0
(1) + �1u (1) = 0;

(2.3)

où �0 � 0; �1 > 0 et �j � 0 pour j = 1; 2; : : : ; n: Elle a démontré par la méthode

de point critique et la méthode des solutions inférieures et supérieures l’existence des

solutions du problème (2:3) :

I. Bogun [12]; a étudié le problème suivant :
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8>><>>:
��pu = f (x; u) x 2 (0; 1) n fx1; x2; � � � ; xng ;
�
��u0 (xj)��p�2 u0 (xj) = Ij (u (xj)) j = 1; � � � ; n;

u (1) = u (0) = 0; u
�
x+j
�
= u

�
x�j
�

j = 1; � � � ; n:

(2.4)

Sous certaines hypothèses précises sur la fonction f et Ij, j = 1; � � � ; n; par le théo-

rème de point critique, il montra que le probleme (2:4) admet une infinite des solutions

faibles.

Cependant, du problème (2:1) sur le domaine 
 = (0; 1) n fx1; � � � ; xng ; sous les condi-

tions de Dirichlet (u (0) = u (1) = 0), les auteurs dans [44] ont montré en utilisant la

théorie des degrés topologiques et la théorie des points critiques que le problème (2:1)

admet infinite des solutions faibles.

les auteurs dans [45], ont montré que le problème (2:1) admet une solution faible par

du théorème de Browder. Sous les conditions de Cerami et conditions appropriées sur

f et Ij les auteurs ont prouvé l’existence d’un infinite des solutions faibles de probléme

(2:1) :

Le taravail de ce chapitre peut être vu comme une généralisation [45]: Le plan de ce

chapitre est comme suit : section 2, on définit la solution faible du p-Laplacien impul-

sive, section 3; nous introduisons les hypothèses de base et nous démontrons quelques

lemmes. Dans la section 4, on fait la démonstration d’existence des solutions faibles de

problème (2:1) :

2.2 Résultat préliminaire

Nous commençons cette section par la définition de la solution faible du problème (2:1)

On introduit l’espace des solutions faibles

X =
�
u 2 W 1; p ([0; T ]) : u (0) = �u (T )

	
;

muni de la norme

kuk =
�Z T

0

���u0 (x)���p dx� 1
p

; (2.5)

l’espace (X; k:k) est un espace de Banach réflexif et séparable.
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Pour tout v 2 X; on multiplie l’équation ��pu = f (x; u) par v et intégrez entre 0 et T ,

on obtient

TZ
0

�
����u0���p�2 u0�0

vdx =

TZ
0

f (x; u) vdx; (2.6)

comme les effects impulsive, et du fait que (x0 = 0; xn+1 = T et v (0) = �v (T )) ; l’inté-

grale à gouche de (2:6) devient

TZ
0

�
����u0���p�2 u0�0

vdx =
nX
j=0

x�j+1Z
x+j

�
����u0���p�2 u0�0

vdx

=
nX
j=0

�
���u0���p�2 u0v ����x�j+1x+j

+
nX
j=0

Z x�j+1

x+j

���u0���p�2 u0v0dx
=

nX
j=1

� ���u0 �x+j ����p�2 u0 �x+j �� ���u0 �x�j ����p�2 u0 �x�j � v (xj) �

+

Z T

0

���u0���p�2 u0v0dx
=

nX
j=1

Ij (u (xj)) v (xj) +

Z T

0

���u0���p�2 u0v0dx (2.7)

En utilisant (2:7) dans (2:6), on obtient

Z T

0

���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ nX
j=1

Ij (u (xj)) v (xj) =

Z T

0

f (x; u (x)) v (x) dx:

Alors nous avons le definition suivant

Définition 2.1 La fonction u 2 X est une solution faible de (2:1) si pour tout v 2 X on a

Z T

0

���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ nX
j=1

Ij (u (xj)) v (xj)�
Z T

0

f (x; u (x)) v (x) dx = 0: (2.8)

Nous allons introduire des conditions sur f et Ij pour prouver l’existence des solutions

faibles non triviales du problème (2:1) :
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2.3 Hypothèses

Nous étudions le problème (2:1) sous les hypothèses suivantes :

Posons F (x; u) =
R u
0
f (x; t) dt

(H1) f (x; u) est une fonction décroissante sur u, uniformément sur x 2 [0; T ], et Ij (u)

sont des fonctions croissantes avec u:

(H2) Il existe �j; �j > 0 et j 2 [1; p) tels que jIj (u)j � �j + �j juj
j�1, pour tout u 2 R

et j = 1; 2; : : : ; n:

(H3) Il existe c1; c2 > 0 telle que f (x; u) � c1 + c2 jujp�1 ; pour tous u 2 R; x 2 [0; T ] :

(H4) Il y a une constante positive a > 0 tels que limjuj�!1
�pF (x; u)+f(x; u)u

juj � a; unifor-

mément dans x 2 [0; T ] :

(H5) p
R u
0
Ij (s) ds� Ij (u)u � 0;

R u
0
Ij (s) ds � 0; pour tout u 2 R; j = 1; 2; : : : ; n:

(H6) limjuj�!1
F (x; u)
jujp = +1; uniformément sur x 2 [0; T ] :

(H7) F (x; u) est une fonction paire à propos de u et Ij (u) (j = 1; 2; : : : ;m) sont des

fonctions impaires à propos de u, pour tout x 2 [0; T ] :

Avant de démontrer cette proposition on a besoin du résultat suivant.

Lemme 2.1 Soit u 2 X, alors

X ,!,! C [0; T ] et X ,!,! Lp ([0; T ]) :

Preuve. Soit u 2 X , et comme u (0) = �u (T ) on pose

u (x) =
1

2

�
u (0) +

Z x

0

u
0
(s) ds+ u (T )�

Z T

x

u
0
(s) ds

�
:

D’après l’inégalité de Hölder, on obtient
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u (x) =
1

2

�
u (0) +

Z x

0

u
0
(s) ds+ u (T )�

Z T

x

u
0
(s) ds

�
� 1

2

Z T

0

���u0 (s)��� ds
� 1

2
T

(p�1)
p kuk ; (2.9)

donc

kuk1 �
1

2
T

(p�1)
p kuk ; 8u 2 X: (2.10)

D’autre part, pour u 2 X; nous avons t; s 2 [0; T ]

ju (t)� u (s)j =
����Z t

s

u
0
(�) d�

���� � Z T

0

���u0 (�)��� d� � T
(p�1)
p kuk ; (2.11)

par conséquent chaque ensemble borné dans X est équicontinue en C [0; T ] ; et par le

théorème Arzela-Ascoli (cf. théorème 1.11, chapitre 1), d’où X ,!,! C [0; T ] :

D’aprés (2:10) on a

kukp �
T

2
kuk ; 8u 2 X: (2.12)

Ainsi on a montré que l’injection X ,!,! Lp ([0; T ]) : La preuve du Lemme 2.1 est ainsi

complète.

2.4 Résultat principal

Le résultat principal de ce travail est le théorème qui suit :

Théorème 2.1 Si 0 < c2 <
�
T
2

��p et (H1) � (H3) sont vérifiées. Alors le problème (2:1)

admet au moins une solution faible.

L’approche étant variationnelle, on définit tout d’abord la fonctionnelle d’énergie corres-

pondant au problème (2:1) par
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J (u) =
1

p

Z T

0

���u0 (x)���p dx+ nX
j=1

Z u(xj)

0

Ij (x) dx�
Z T

0

F (x; u (x)) dx; (2.13)

Proposition 2.1 La fonctionnelle J est de classe C1 sur X. Sa différentielle est donnée par



J
0
(u) ; v

�
=
R T
0

��u0 (x)��p�2 u0 (x) v0 (x) dx+Pn
j=1 Ij (u (xj)) v (xj)

�
R T
0
f (x; u (x)) v (x) dx 8u; v 2 X:

(2.14)

On définie les opérateurs L1; L2; L3 : X 7�! X� par :

hL1 (u) ; vi =

Z T

0

���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx;
hL2 (u) ; vi =

nX
j=1

Ij (u (xj)) v (xj) ; (2.15)

hL3 (u) ; vi =

Z T

0

f (x; u (x)) v (x) dx:

On pose

hL (u) ; vi = hL1 (u) ; vi+ hL2 (u) ; vi+ hL3 (u) ; vi ; 8u; v 2 X: (2.16)

On peut vérifier aisément qu’une fonction u est solution du problème (2:1) i.e. L (u) = 0
dans X�: La preuve de théorème (2:1) est donnée par le théorème de Browder [20].

Cette preuve se fait en trois étapes :

Preuve. Etape 1 : Montrer que L est borné et hémicontinu.

Nous démontrons en premier lieu que Li (i = 1; 2; 3) sont des opérateurs bornés, en

appliquant l’inégalité de Hölder sur les opérateurs Li (i = 1; 2; 3) ; nous obtenons
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hL1 (u) ; vi =

Z T

0

���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx
�

 Z T

0

�������u0 (x)���p�2 u0 (x)���� p
(p�1)

dx

! (p�1)
p �Z T

0

���v0 (x)���p dx� 1
p

=

�Z T

0

���u0 (x)���p dx� (p�1)
p
�Z T

0

���v0 (x)���p dx� 1
p

= kukp�1 kvk

< 1; 8u; v 2 X: (2.17)

Donc L1 est un opérateur borné de X dans X�:

On a par l’hypothèse (H2) et (H3) et la relation (2:10) et (2:12) ; on a pour tout u; v 2 X

jhL2 (u) ; vij �
nX
j=1

jIj (u (xj))j jv (xj)j

�
nX
j=1

�
�j + �j ju (xj)j

j�1
�
jv (xj)j

�
nX
j=1

�
�j + �j kuk

j�1
1

�
kvk1

� n

2
T

(p�1)
p

 
�j + �j

�
1

2
T

(p�1)
p

�j�1
kukj�1

!
kvk

< 1; (2.18)

d’autre part

jhL3 (u) ; vij =
����Z T

0

f (x; u (x)) v (x) dx

����
�

Z T

0

jf (x; u (x))j jv (x)j dx

�
Z T

0

�
c1 + c2 ju (x)jp�1

�
jv (x)j dx

� c1T
(p�1)
p kvkp + c2 kukp�1p kvkp

� c1
2
T

(2p�1)
p kvk+ c2

�
T

2

�p
kukp�1 kvk

< 1; (2.19)
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alors L2; L3 sont des opérateurs bornés. Par conséquent, l’opérateur L est borné.

Ensuite, on démontre que l’opérateur L est demi-continu de X dans X�. Soient uk;

u 2 X; on a

jhL1 (uk)� L1 (u) ; vij =
����Z T

0

����u0k (x)���p�2 u0k (x)� ���u0 (x)���p�2 u0 (x)� v0 (x) dx����
�

 Z T

0

�������u0k (x)���p�2 u0k (x)� ���u0 (x)���p�2 u0 (x)���� p
(p�1)

dx

! (p�1)
p

kvk ;

(2.20)

la dernière intégrale tend vers 0 quand kuk � uk �! 0; à cause la continuité de l’opé-

rateur de Nemytskii Nf (s) = jsjp�2 s (cf. proposition 1.9, chapitre 1) ; donc L1 est un

opérateur continu.

Comme f 2 C ([0; T ]� R; R) et grâce au théorème convergence dominée de Lebesgue

(cf. théorème 1.1, chapitre 1), on obtient

Z T

0

f (x; uk (x)) dx �!
Z T

0

f (x; u (x)) dx quand n �!1;

donc

jhL3 (uk)� L3 (u) ; vij =
����Z T

0

(f (x; uk (x))� f (x; u (x))) v (x) dx

���� �! 0 quand k �!1:

(2.21)

Et de la même manière, on obtient

nX
j=1

[Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))] �! 0 quand k �!1

où

jhL2 (uk)� L2 (u) ; vij =
�����
nX
j=1

[Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))] v (xj)

����� �! 0 quand k �!1:

(2.22)

Par conséquent, L2 et L3 sont continus, donc l’opérateur L est continu alors il est aussi

demi-continu de X dans X�
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Etape 2 :Maintenant on vérifient la coercivité de L:

par l’hypothèse (H2) et (H3) on a

hL (u) ; ui = kukp +
nX
j=1

Ij (u (xj))u (xj)�
Z T

0

f (x; u (x))u (x) dx

� kukp �
nX
j=1

�
�j + �j ju (xj)j

j�1
�
ju (xj)j �

Z T

0

�
c1 + c2 ju (x)jp�1

�
ju (x)j dx

�
�
1� c2

�
T

2

�p�
kukp �

�n�j
2
T

(p�1)
p +

c1
2
T

(2p�1)
p

�
kuk � n�j

�
1

2
T

(p�1)
p

�
;

(2.23)

si c2 2
�
0;
�
T
2

��p�, alors limkuk�!1
hL(u), ui
kuk = +1: Donc l’opérateur L est coercive si

c2 2
�
0;
�
T
2

��p�.

Etape 3 Maintenant on vérifient la dernière partie de Théorème de Browder.

par l’hypothèse (H1) ; pour u; v 2 X, et u 6= v on a

hL (u)� L (v) ; u� vi =

Z T

0

����u0 (x)���p�2 u0 (x)� ���v0 (x)���p�2 v0 (x)��u0 (x)� v
0
(x)
�
dx

+
nX
j=1

(Ij (u (xj))� Ij (v (xj))) (u (xj)� v (xj))

�
Z T

0

(f (x; u (x))� f (x; v (x))) (u (x)� v (x)) dx

�
Z T

0

����u0 (x)���p�2 u0 (x)� ���v0 (x)���p�2 v0 (x)��u0 (x)� v
0
(x)
�
dx

� kukp � kukp�1 kvk � kvkp�1 kuk+ kvkp

�
�
kukp�1 � kvkp�1

�
(kuk � kvk)

> 0: (2.24)

Ainsi d’après le théorème de Browder nous pouvons conclure que l’équation L (u) = 0

admet au moins une solution u dansX. Cette solution est une solution faible non triviale

du problème (2:1) puisque

L (0) 6= 0: La preuve du théorème 2:1 est ainsi complète.

Lemme 2.2 Supposons que (H3) � (H5) vérifient. Alors la fonctionnelle J satisfait la
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condition de Cerami (C) :

Preuve. pour tout d 2 R, nous supposons que fukg1k=1 � X est borné et

J (uk) �! d; J
0
(uk) �! 0; k �!1: (2.25)

Promenez-vous si nécessaire à une sous-suite, on peut supposer uk * u faiblement

convergente dans X; et puis :

D
J
0
(uk)� J

0
(u) ; uk � u

E
=

Z T

0

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx

+

nX
j=1

(Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))) (uk (xj)� u (xj))

�
Z T

0

(f (x; uk)� f (x; u)) (uk � u) dx:

(2.26)

En utilisant le Lemme 2:1, et l’injection de X dans C [0, T ], et d’après la continuité de f

et la continuité de Ij; j = 1; 2; : : : ; n; nous avons
nX
j=1

(Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))) (uk (xj)� u (xj)) �! 0; (2.27)

Z T

0

(f (x; uk)� f (x; u)) (uk � u) dx �! 0 quand k �!1: (2.28)

D’après limk�!1 J
0
(uk) = 0 et uk * u; nous obtenons

D
J
0
(uk)� J

0
(u) ; uk � u

E
�! 0 quand k �!1: (2.29)

De (2:26)� (2:28) et (2:29), nous déduisons que

Z T

0

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx �! 0 quand k �!1: (2.30)

Par (2:24), nous avons

�
kukkp�1 � kukp�1

�
(kukk � kuk) �

Z T

0

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx; (2.31)
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et par conséquent kuk � uk �! 0 quand k �!1:Ainsi, la condition (i) de la définition

1:15 a été vérifiée.

Maintenant nous montrons que la condition (ii) du la définition 1:15: Supposons par

contradiction, qu’il y a de suite (uk) � X, telle que

J (uk) �! d;
J 0

(uk)
 : kukk �! 0; quand k �!1; (2.32)

kukk �! 1; quand k �!1: (2.33)

par (2:32), il existe une constante "1; telle que

J (uk)�
1

p
J
0
(uk)uk � "1: (2.34)

l’hypothèse (H4) implique que, il existe M > 0 tel que �pF (x; u) + f (x; u)u � a juj ;
pour tout juj > M et x 2 [0; T ] : de plus,�pF (x; u)+f (x; u)u est bornée pour juj �M

et x 2 [0; T ] : Par conséquent, il existe c > 0 tel que �F (x; u) +
�
1
p

�
f (x; u)u ��

a
p

�
juj � c; pour tout u 2 R; x 2 [0; T ] : Par l’hypothèse (H5) ; nous obtenons

J (uk)�
1

p
J
0
(uk)uk =

nX
j=1

Z uk(xj)

0

Ij (x) dx�
1

p
Ij (uk (xj))uk (xj)

+

Z T

0

�
�F (x; uk) +

1

p
f (x; uk)uk

�
dx

�
Z T

0

�
�F (x; uk) +

1

p
f (x; uk)uk

�
dx

�
Z T

0

�
a

p
jukj � c

�
dx: (2.35)

De (2:34) et (2:35), nous obtenons

Z T

0

jukj dx � pa�1 (Tc+ "1) : (2.36)

Par conséquent, il existe "2 tel que kukk1 � "2: (H3) implique l’existence d’une constante

c3; c4 > 0, telle que
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F (x; u) � c3 juj+ c4 jujp ; 8u 2 R; x 2 [0; T ] : (2.37)

De (2:37) et l’hypothèse (H5), on obtient

J (uk) =
1

p

Z T

0

���u0k���p dx+ nX
j=1

Z uk(xj)

0

Ij (x) dx

�
Z T

0

F (x; uk) dx

� 1

p
kukkp �

Z T

0

(c3 jukj+ c4 jukjp) dx (2.38)

� 1

p
kukkp � c3T kukk1 � c4T kukkp1

� 1

p
kukkp � c3T"2 � c4T"

p
2:

Il résulte que J (uk) �! 1 par (2:33) ; ce qui contredit J (uk) �! d en (2:32) ; ce qui

montre que J satisfait la condition (C) :

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèses (H2) � (H7) sont satisfaites, alors le pro-

blème (2:1) admet infiniment des solutions faibles.

Preuve. Soit �k = supu2Zk\S1 kukp ; et comme �k �! 0 quand k �!1 (voir Lemme 1:2; chapitre 1) ;

en utilisant l’inégalité de Hölder et l’hypothese (H5) ; nous avons pour tout u 2 Zk et

kuk = rk := ��1k

J (u) =
1

p

Z T

0

���u0���p dx+ nX
j=1

Z u(xj)

0

Ij (x) dx�
Z T

0

F (x; u) dx

� 1

p
kukp �

Z T

0

(c3 juj+ c4 jujp) dx

� 1

p
kukp � c3T

p�1
p kukp � c4 kukpp

� 1

p
kukp � c3T

p�1
p �k kuk � c4�

p
k kuk

p

� ��pk
p
� c3T

p�1
p � c4: (2.39)

Nous avons facilement rk �!1 quand k �!1 et
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J (u) � ��pk
p
� c3T

p�1
p � c4 �!1 quand k �!1; (2.40)

par conséquent

bk = inf
u2Zk; kuk=rk

J (u) �!1 quand k �!1 (2.41)

D’autre part, par (H6), on trouve qu’il y a b, c > 0 tels que

F (x; u) � b jujp � c 8u 2 R; x 2 [0; T ] : (2.42)

Puisque toutes les normes d’un espace normé de dimension finie sont équivalentes,

notez que k:kp est une norme de Yk, il existe donc un constante � > 0 tel que

kukpp � � kukp ; 8u 2 Yk: (2.43)

De (2:10) et (2:42) ; et l’hypothèse (H2), nous avons

J (u) =
1

p

Z T

0

���u0���p dx+ nX
j=1

Z u(xj)

0

Ij (x) dx�
Z T

0

F (x; u) dx

� 1

p
kukp �

Z T

0

(b jujp � c) dx+
nX
j=1

Z u(xj)

0

�
�j + �j juj

j�1
�
dx

� 1

p
kukp � b kukpp + cT +

nX
j=1

�
�j ju (xj)j+

�j
j
ju (xj)jj

�

� 1

p
kukp � b� kukp +

nX
j=1

�
�j kuk1 +

�j
j
kukj1

�
+ cT

�
�
1

p
� b�

�
kukp +

nX
j=1

�
�j
2
T

p�1
p kuk+

�j
j

�
1

2
T

p�1
p

�j
kukj

�
+ cT:

(2.44)

Nous pouvons choisir b; suffisamment large tel que 1
p
� b� < 0: Ainsi en utilisant l’hypo-

these (H2) et (H6) qui donnent p > j, nous affirmons l’existence de constante dk telles

que

J (u) � 0 pour tout u, kuk � dk: (2.45)
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De (2:45) et (2:41), on peut prendre � k := max fdk; rk + 1g, et donc &k := maxu2Yk; kuk=�k J (u) �
0: Les conditions du théorème 1:10 sont satisfaites ainsi, J possède au infiniment de so-

lutions. Alors, le problème (2:1) admet a infiniment des solutions faibles. Ceci achève la

preuve du théorème 2:2.
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Chapitre 3

Existence des solutions faibles pour

le problème p-Laplacien avec effets

impulsives

Dans ce chapitre (voir [31]), nous étudions l’existence des solutions faibles pour le pro-

blème p-Laplacien avec effets impulsives sous les conditions de Dirichlet, nous établis-

sons d’existence en utilisant le théorème du Browder [20]:

38



3.1 Introduction

Ce chapitre, nous apportons notre contribution au développement de l’étude des pro-

blèmes elliptique lié à l’opérateur p-Laplacien avec effets impulsives en abordant la

question d’existence d’une nouvelle classe d’équations différentielles impulsives sou-

mises à des conditions aux limites de type Dirichlet de la forme suivante :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
�
� (x)

��u0��p�2 u0�0 + s (x) jujp�2 u = f (x; u) x 2 [0; T ] ;

4
���u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� = Ij (u (xj)) ; j = 1; 2; :::; n;

u (0) = u (T ) = 0:

(3.1)

Où p > 0; T > 0; � (x) ; s (x) 2 L1 ([0; T ]) satisfaisant des conditions essinfx2[0; T ] � (x) >

0; essinfx2[0; T ] s (x) > 0; 0 = x0 < x1 < x2 < : : : < xn < xn+1 = T: Ij : R 7�! R sont

des fonctions continues pour tout j = 1; 2; : : : ; n; f : [0; T ] � R 7�! R est une fonction

continue, 4
���u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� = ��u0 �x+j ���p�2 u0 �x+j �� ��u0 �x�j ���p�2 u0 �x�j � où u0

�
x+j
�

et u0
�
x�j
�

représentent respectivement la limite à droite et la limite à gauche de u0(x)

au point de discontinuité x = xj ;pour j = 1; 2; : : : ; n:

Dans [41]; Y. Tian, w. Ge obtenu des conditions suffisantes pour garantir l’existence d’au

moins deux solutions positives au problème de valeur limite implsive suivant :

8>>><>>>:
�
�
� (x)

��u0��p�2 u0�0 + s (x) jujp�2 u = f (x; u) x 2 [a; b] ;

�4
�
� (xj)

��u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� = Ij (u (xj)) j = 1; 2; : : : ; n;

�1u
0
(a)� �2u (a) = A; �1u

0
(b) + �2u (b) = B:

Où A � 0; B � 0; �1; �2; �1; �2 > 0; f 2 C ([a; b]� [0; +1) ; [0; +1)) ; f (x; 0) 6= 0
pour x 2 [a; b] et Ij 2 C ([0; +1) ; [0; +1)) ; j = 1; 2; : : : ; n:

Dans le papier de [3], l’étude porte sur le problème :

8>>><>>>:
�
� (x)

��u0��p�2 u0�0 � s (x) jujp�2 u+ �f (x; u) = 0 x 2 [a; b] ;

�4
�
� (xj)

��u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� = Ij (u (xj)) j = 1; 2; : : : ; n;

�1u
0
(a)� �2u (a) = A; �1u

0
(b) + �2u (b) = B:
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Où A; B sont des constantes, 0 < � (a) ; � (b) < +1; f 2 C ([a; b]� R; R) ; Ij 2
C (R; R) ; j = 1; 2; : : : ; n; � est un paramètre. Les auteurs ont prouvé l’existence et

la multiplicite de solutions faibles lorsque le paramètre se trouve dans des intervalles

différents, en utilisant la théorie du point critique.

En utilisant le méthode variationnelle, dans [2] les auteurs ont prouvé l’existence de

trois solutions faibles de problème suivante :

8<: �
�
� (x)

��u0��p�2 u0�0 + s (x) jujp�2 u = �f (x; u) + �g (x; u) x 2 ]a; b[ ;

u (a) = u
0
(b) = 0:

Avec a; b 2 R; a < b ; � > 0; � � 0 sont des nombres réels: f; g : [a, b] � R 7�! R sont

deux fonctions de Caratheodory sur L1:

Le but de ce chapitre étudions l’existence et la multiplicité des solutions faibles non null

du problème (3:1) en utilisant le théorème de Browder [20]:

3.2 Résultat préliminaire

Nous nous intéressons à l’existence des solutions faibles non triviales du problème (3:1),

nous considérons donc l’espace de Banach réflexif et séparable X, défini par

X =
�
u 2 W 1; p ([0; T ]) : u (0) = u (T ) = 0

	
; (3.2)

muni de la norme

kuk =

0@ TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p + TZ

0

s (x) ju (x)jp
1A

1
p

: (3.3)

Soit v 2 X; multiplions l’équation �
�
� (x)

��u0��p�2 u0�0 + s (x) jujp�2 u = f (x; u) par v et

intégrons entre 0 et T; nous obtenons

�
TZ
0

�
� (x)

���u0 (x)���p�2 u0 (x)�0

v (x) dx+

TZ
0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx =
TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx:

(3.4)
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De plus, puisque v (0) = v (T ) et 4
���u0 (xj)��p�2 u0 (xj)� = Ij (u (xj)) ;

l’inégrale �
TZ
0

�
� (x)

��u0 (x)��p�2 u0 (x)�0 v (x) dx donne

�
TZ
0

�
� (x)

���u0 (x)���p�2 u0 (x)�0

v (x) dx =

nX
j=0

x�j+1Z
x+j

�
�
� (x)

���u0 (x)���p�2 u0 (x)�0

v (x) dx

=

TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx

=

TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx

+
nX
j=1

� (xj)�

����u0 (xj)���p�2 u0 (xj)� v (xj)
=

TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx

+
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj) : (3.5)

En utilisant (3:5) dans (3:4), on obtient

TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx+
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj)

=

TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx:

Alors nous avons la definition suivant :

Définition 3.1 Une solution faible de (3:1) est une fonction u 2 X telle que
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TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx+
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj)

=

TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx:

(3.6)

pour tout v 2 X:

Lemme 3.1 [33] Soit u 2 X; alors

kukpp �M0 kukp ; (3.7)

où M0 := max
n

1
essinfx2[0; T ] �(x)

; 1
essinfx2[0; T ] s(x)

o
:

Preuve. On

Z T

0

ju (x)jp dx �
Z T

0

s (x)

essinfx2[0; T ] s (x)
ju (x)jp dx

�
Z T

0

� (x)

essinfx2[0; T ] � (x)

���u0 (x)���p dx+ Z T

0

s (x)

essinfx2[0; T ] s (x)
ju (x)jp dx

� max

�
1

essinfx2[0; T ] � (x)
;

1

essinfx2[0; T ] s (x)

�
Z T

0

�
� (x)

���u0 (x)���p + s (x) ju (x)jp
�
dx

= M0 kukp :

pour tout x 2 [0:T ] :

Lemme 3.2 [33] Soit u 2 X: alors

kuk1 �
�
T p�1

�0

� 1
p

kuk ; (3.8)

où �0 := essinfx2[0; T ] � (x) :

Preuve. L’utilisation l’inégalité de Hölder, nous permet d’obtenir l’inégalité (3:8), à savoir
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kuk1 �
�
T p�1

� 1
p

u0
p
�
�
T p�1

�0

� 1
p

kuk ;

tels que �0 := essinfx2[0; T ] � (x) :

3.3 Hypothéèses

Afin d’établir l’existence des solutions faibles du problème (3:1) nous proposons les

hypothèses suivantes :

Posons F (x; u) =
R u
0
f (x; t) dt:

(H1) f (x; u) est une fonction décroissante sur u, uniformément sur x 2 [0; T ], et Ij (u)

sont des fonctions croissantes avec u:

(H2) Il existe �j; �j > 0 et j 2 [1; p) tels que jIj (u)j � �j + �j juj
j�1, pour tout u 2 R

et j = 1; 2; : : : ; n:

(H3) Il existe c1; c2 > 0 telle que f (x; u) � c1 + c2 jujp�1 ; pour tous u 2 R; x 2 [0; T ] :

(H4) Il y a une constante positive a > 0 tels que limjuj�!1
�pF (x; u)+f(x; u)u

juj � a; unifor-

mément dans x 2 [0; T ] :

(H5) p
R u
0
Ij (s) ds� Ij (u)u � 0;

R u
0
Ij (s) ds � 0; pour tout u 2 R; j = 1; 2; : : : ; n:

(H6) limjuj�!1
F (x; u)
jujp = +1; uniformément sur x 2 [0; T ] :

(H7) F (x; u) est une fonction paire à propos de u et Ij (u) (j = 1; 2; : : : ; n) sont des

fonctions impaires à propos de u, pour tout x 2 [0; T ] :

3.4 Résultat principal

Dans la suite, nous énnonçons notre théorème d’existence de la solution faible du pro-

blème (3:1).

Théorème 3.1 Si 0 < c2 <
1
M0

et (H1)�(H3) sont vérifiées. Alors le problème (3:1) admet

au moins une solution faible.
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On cherche à démontrer l’existence des solutions faibles du problème (3:1) qui sont

exactement les points critiques de la fonctionnelle d’énergie

� (u) =
1

p
kukp +

nX
j=1

� (xj)

u(xj)Z
0

Ij (x) dx�
TZ
0

F (x; u (x)) dx; (3.9)

Proposition 3.1 La fonctionnelle � est de classe C1 sur X. Sa différentielle est donnée par

D
�
0
(u) ; v

E
=

TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx

+
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj)

�
TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx: (3.10)

En utilisant ce proposition nous pouvons maintenant démontrer le Théorème (3:1).

Preuve. Pour montrer l’existence de la solution faible du problème (3:1) il suffit de

vérifier les conditions du théorème du Browder [20] :

On prend les opérateurs L1; L2; L3 : X 7�! X� défini par

hL1 (u) ; vi =
TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx;

hL2 (u) ; vi =
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj) ;

hL3 (u) ; vi =
TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx:

(3.11)

On pose :

h$ (u) ; vi = hL1 (u) ; vi+ hL2 (u) ; vi � hL3 (u) ; vi ; 8u; v 2 X: (3.12)

On peut vérifier aisément qu’une fonction u est solution du problème (3:1) i.e. $ (u) = 0

dans X�: Nous devons montrer que $ vérifier les conditions de théorème 1:9. Regardons

de plus près les propriétés de l’opérateur $.
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En appliquant l’inégalité de Hölder sur L1; on obtient :

jh(L1 (u) ; v)ij =

������
TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p�2 u0 (x) v0 (x) dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp�2 u (x) v (x) dx

������
�

0@ TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p dx

1A
p�1
p
0@ TZ
0

� (x)
��v0 (x)��p dx

1A
1
p

+

0@ TZ
0

s (x) ju (x)jp dx

1A
p�1
p
0@ TZ
0

s (x) jv (x)jp dx

1A
1
p

(3.13)

L’utilisation de l’inégalité

(a+ b)� (c+ d)1�� � a�c1�� + b�d1�� (3.14)

et choisissez

a =

TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p dx b =

TZ
0

s (x) ju (x)jp dx;

c =

TZ
0

� (x)
��v0 (x)��p dx d =

TZ
0

s (x) jv (x)jp dx;

(3.15)

l’identité (3:13) devient :

jhL1 (u) ; vij �

0@ TZ
0

� (x)
��u0 (x)��p dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp dx

1A
p�1
p

0@ TZ
0

� (x)
��v0 (x)��p dx+ TZ

0

s (x) jv (x)jp dx

1A
1
p

� kukp�1 kvk
<1 8u; v 2 X:

(3.16)

Par conséquent L1 est opérateur borné de X dans X�.

D’autre part, l’opérateur L1 est continu.

En effet, on choisir v = uk � u; on arrive à :
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jhL1 (uk)� L1 (u) ; uk � uij �0BBBBBB@

TZ
0

� (x)
���u0k (x)��p�2 u0k (x)� ��u0 (x)��p�2 u0 (x)� p

p�1

+

TZ
0

s (x)
�
juk (x)jp�2 uk (x)� ju (x)jp�2 u (x)

� p
p�1

1CCCCCCA

p�1
p

0@ TZ
0

�
� (x)

��u0k (x)� u
0
(x)
��p + s (x) juk � ujp

�
dx

1A
1
p

�

0BBBBBB@

TZ
0

� (x)
���u0k (x)��p�2 u0k (x)� ��u0 (x)��p�2 u0 (x)� p

p�1

+

TZ
0

s (x)
�
juk (x)jp�2 uk (x)� ju (x)jp�2 u (x)

� p
p�1

1CCCCCCA

p�1
p

kuk � uk :

(3.17)

La dernière intégrale tend vers 0. Par conséquent L1 est continu.

La suite (uk) étant faiblement convergente vers u dans X; et comme l’espace X ,!,!
C ([0; T ]) (voir Lemme 3.2) :

Alors uk converge fortement vers u dans C ([0; T ]), et en utilisant le théorème de conver-

gence dominée de Lebesgue, on a

f (x; uk (x)) �! f (t; u (x)) ; 8x 2 [0; T ] ;

et

jf (x; uk (x))j � sup
y2[�M; M ]

jf (x; y)j = K (x) 2 L1 ([0; T ]) :

De plus, la continuité de f , entraine

TZ
0

f (x; uk (x)) dt �!
TZ
0

f (x; u (x)) dx quand k �!1:

Alors

jhL3 (uk)� L3 (u) ; vij =

������
TZ
0

(f (x; uk (x))� f (x; u (x))) v (x) dx

������! 0 quand k !1:
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L’estimation ci-dessus montrent que l’opérateur L3 est continu. De la même manière,

nous montrons que L2 est continu.

De (3:8) et l’hypothèse (H3) nous obtenons pour tout u; v 2 X

jhL2 (u) ; vij =
�����
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj)) v (xj)

�����
�

nX
j=1

j� (xj) Ij (u (xj))j jv (xj)j

�
nX
j=1

j� (xj)j
�
�j + �j ju (xj)j

j�1
�
jv (xj)j

�
nX
j=1

k�k1
�
�j + �j kuk

j�1
1

�
kvk1

� n�1

�
T p�1

�0

� 1
p

0@�j + �j

�
T p�1

�0

� j�1
p

kukj�1
1A kvk

< 1 8u; v 2 X; (3.18)

où �1 = esssupx2[0; T ] � (x) :

De plus, en utilisant l’hypothèse (H3) et l’inégalité (3:7), on obtient

jhL3 (u) ; vij =

������
TZ
0

f (x; u (x)) v (x) dx

������
�

TZ
0

jf (x; u (x))j jv (x)j dx

�
TZ
0

�
c1 + c2 jujp�1

�
jv (x)j

� c1T
p�1
p kvkp + c2 kukp�1p kvkp

� c1T
p�1
p M

1
p

0 kvk+ c2

�
M

1
p

0 kuk
�p�1

M
1
p

0 kvk

� M
1
p

0

�
c1T

p�1
p + c2M

p�1
p

0 kukp�1
�
kvk

< 1: (3.19)

Les estimations (3:18) et (3:19) montrent que les opérateurs L2; L3 sont bornés.
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Nous concluons immédiatement que la condition (i) du théorème 1:9 est satisfaite

(i.e. l’opérateur $ est continu et borné).

Maintenant, nous montrons que l’opérateur $ est monotone.

l’hypothèse (H1) implique que, pour tout u; v 2 X; on a

h$ (u)�$ (v) ; u� vi

=

TZ
0

� (x)

����u0 (x)���p�2 u0 (x)� ���v0 (x)���p�2 v0 (x)��u0 (x)� v
0
(x)
�
dx

+

TZ
0

s (x)
�
ju (x)jp�2 u (x)� jv (x)jp�2 v (x)

�
(u (x)� v (x)) dx

�
TZ
0

(f (x; u (x))� f (x; v (x))) (u (x)� v (x)) dx

+
nX
j=1

(� (xj) Ij (u (xj))� � (xj) Ij (v (xj))) (u (xj)� v (xj))

�
TZ
0

� (x)

����u0 (x)���p�2 u0 (x)� ���v0 (x)���p�2 v0 (x)��u0 (x)� v
0
(x)
�
dx

+

TZ
0

�
s (x) ju (x)jp�2 u (x)� jv (x)jp�2 v (x)

�
(u (x)� v (x)) dx; (3.20)

D’après l’inégalité(3:14) ; nous avons

h$ (u)�$ (v) ; u� vi �
TZ
0

� (x)

����u0 (x)���p�2 u0 (x)� ���v0 (x)���p�2 v0 (x)��u0 (x)� v
0
(x)
�
dx

+

TZ
0

s (x)
�
ju (x)jp�2 u (x)� jv (x)jp�2 v (x)

�
(u (x)� v (x)) dx

�
�
kukp�1 � kvkp�1

�
(kuk � kvk)

> 0: (3.21)

Par conséquent, l’opérateur $ est monotone.

Enfin, nous prouvons que $ est coercive.

De (3:7) et (3:8) ; et implique l’hypothèse (H2), (H3)
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h$ (u) ; ui =

TZ
0

� (x)
���u0 (x)���p dx+ TZ

0

s (x) ju (x)jp dx+
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj))u (xj)

�
TZ
0

f (x; u (x))u (x) dx

= kukp +
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj))u (xj)�
TZ
0

f (x; u (x))u (x) dx

� kukp �
�����
nX
j=1

� (xj) Ij (u (xj))u (xj)

������
TZ
0

f (x; u (x))u (x) dx

� kukp �
nX
j=1

� (xj)
�
�j + �j ju (xj)j

j�1
�
u (xj)�

TZ
0

�
c1 + c2 jujp�1

�
juj dx

� kukp �
nX
j=1

k�k1
�
�j + �j kuk

j�1

1

�
kuk1 � c1T

p�1
p kukp � c2 kukpp

� (1� c2M0) kukp � n�1

 
�j

�
T p�1

�0

� 1
p

+ c1T
p�1
p M

1
p

0

!
kuk

�n�j�1
�
T p�1

�0

� j
p

kukj : (3.22)

si c2 2
�
0; 1

M0

�
, limkuk�!1

h$(u); ui
kuk = +1: Donc l’opérateur $ est coercive si c2 2�

0; 1
M0

�
En conclusion, si c2 2

�
0; 1

M0

�
toutes les conditions du théorème 1:9 sont vérifiées, donc

le problème (3:1) admet au moins une solution faible u 2 X: La preuve du théorème 3.1

est ainsi complète.

Exemple 3.1 Considérons le problème suivantes

8>>><>>>:
�
�
(1 +

p
x)
��u0��2 u0�0 + 1

2+x
juj2 u = f (x; u) dans [0; �] ;

�
���u0 (x1)��2 u (x1)� = 3

p
u (x1);

u (0) = u (�) = 0;

(P)

avec p = 4; x1 =
�
2

et f (x; u) = � sin
�
�
4

�
� c2u

3; Ij (u (x1)) =
3
p
u (x1); M0 =

max
�
1; 1

2+�

	
: Donc f (x; u) et Ij (u (x1)) satisfaite l’hypothèse (H1) :
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D’autre part,

jIj (u (x1))j � �j + �j juj
4
3
�1 j = 1;

et donc (H2) est satisfaite avec �j; �j > 0 et j =
4
3
2 [1; 4)

Il découle de la condition (H3) que

jf (x; u)j � 1 + c2 juj3 ;

d’où c1 = 1. En conclusion, pour 0 < c2 < 1 tout les hypothèses du théorème (3:1) sont

vérifiées, donc le problème (P ) admet au moins une solution faible.

Lemme 3.3 Supposons que (H3) � (H5) vérifient. Alors la fonctionnelle � satisfait la

condition de Cerami (C) :

Preuve. Pour tout d 2 R; nous supposons que fukg1k=1 � X est borné et

� (uk) �! d; �
0
(uk) �! 0; k �!1: (3.23)

En allant, si nécessaire, à une sous-suite, nous pouvons supposer que uk * u faiblement

dans X; on a :

D
�
0
(uk)� �

0
(u) ; uk � u

E
=

TZ
0

� (x)

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx

+

TZ
0

s (x)
�
jukjp�2 uk � jujp�2 u

�
(uk � u) dx

+
nX
j=1

� (xj) (Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))) (uk (xj)� u (xj))

�
Z
0

(f (x; uk)� f (x; u)) (uk � u) dx: (3.24)

En utilisant le lemme (3:2) et d’après la continuité de f et Ij , j = 1; 2; : : : ; n, nous

avons :
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nX
j=1

� (xj) (Ij (uk (xj))� Ij (u (xj))) (uk (xj)� u (xj)) �! 0 quand k �!1: (3.25)

TZ
0

(f (x; uk)� f (x; u)) (uk � u) dx �! 0 quand k �!1: (3.26)

D’après limk�!1 �
0
(uk) = 0 et uk * u, nous obtenons :

D
�
0
(uk)� �

0
(u) ; uk � u

E
�! 0 quand k �!1: (3.27)

De (3:24)� (3:26) et (3:27) ; nous avons :

TZ
0

� (x)

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx+

TZ
0

s (x)
�
jukjp�2 uk � jujp�2 u

�
(uk � u) dx �! 0

quand k �! 1;

(3.28)

d’autre part, l’inégalité (3:21) donne

�
kukkp�1 � kukp�1

�
(kukk � kuk) �

TZ
0

� (x)

����u0k���p�2 u0k � ���u0���p�2 u0��u0k � u
0
�
dx

+

TZ
0

s (x)
�
jukjp�2 uk � jujp�2 u

�
(uk � u) ;

(3.29)

par l’inégalité (3:28) et (3:29) ; nous trouvons que kuk � uk �! 0 quand k �! 1. qui

représente exactement la condition (i) du définition 1:15:

Maintenant nous montrons que la condition (ii) du la définition 1:15; Supposons par

contradiction, qu’il y a de suite (uk) X, telle que

� (uk) �! d;
�0 (uk) : kukk �! 0; k �!1; (3.30)

3.4. Résultat principal 51



et

kukk �! 1; k �!1: (3.31)

De (3:30) ; il existe une constante "1 > 0; telle que

� (uk)�
1

p
�
0
(uk)uk � "1: (3.32)

l’hypothèse (H4) implique que, il existe L > 0 tel que �pF (x; u) + f (x; u)u � a juj,
8 juj > L et x 2 [0; T ] : de plus, �pF (x; u) + f (x; u)u est bornée pour juj � L et

x 2 [0; T ] : Par conséquent, il existe c > 0 tel que �F (x; u) + 1
p
f (x; u)u � a

p
juj � c;

8u 2 R; x 2 [0; T ] : En utilisant l’hypothèse (H5) ; on a

� (uk)�
1

p
�
0
(uk)uk =

nX
j=1

� (xj)

uk(xj)Z
0

Ij (x) dx�
1

p
Ij (uk (xj))uk (xj)

+

TZ
0

�
�F (x; uk) +

1

p
f (x; uk)uk

�
dx

�
TZ
0

�
�F (x; uk) +

1

p
f (x; uk)uk

�
dx

�
TZ
0

�
a

p
jukj � c

�
dx; (3.33)

De (3:32) et (3:33), on obtient

TZ
0

jukj dx �
p

a
(Tc+ "1) (3.34)

Cela veut dire que, il existe "2 tel que kukk1 � "2. (H3) implique il existe deux constantes

c3; c4 > 0 telle que

F (x; u) � c3 juj+ c4 jujp 8u 2 R; x 2 [0; T ] : (3.35)

Il découle de l’hypothèse (H5) et (3:35) que
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� (uk) =
1

p
kukkp +

nX
j=1

� (xj)

uk(xj)Z
0

Ij (x) dx�
TZ
0

F (x; uk) dx

� 1

p
kukkp �

TZ
0

(c3 jukj+ c4 jukjp) dx

� 1

p
kukkp � c3T kukk1 � c4T kukkp1

� 1

p
kukkp � c3T"2 � c4T"

p
2; (3.36)

ce que prouve que � (uk) �!1 par (3:31) ; ce qui contredi � (uk) �! d dans (3:30) : En

conclusion, � satisfait la condition de Cerami (C) ; ce qui prouve la lemme 3:3:

Théorème 3.2 Supposons que les hypothèses (H2) � (H7) sont satisfaites. Alors le pro-

blème (3:1) admet infiniment des solutions faibles.

Preuve. Par l’hypothèse (H7), nous savons que � est pair, soit �k = supu2Zk\S1 kukp ; par

la compacité de l’injection de X dans Lp ([0; T ]), nous savons que �k �! 0 quand k �!
1 (voir lemme 1.2, chapitre 1) : Notez que (3:36), nous avons par (H5) et l’inégalité de

Hölder, pour tout u 2 Zk et kuk = rk := ��1k ;

� (u) � 1

p
kukp �

TZ
0

(c3 juj+ c4 jujp) dx

� 1

p
kukp � c3T

p�1
p kukp � c4 kukpp

� 1

p
kukp � c3T

p�1
p �k kuk � c4�

p
k kuk

p

� ��pk
p
� c3T

p�1
p � c4; (3.37)

comme rk �!1 quand k �!1; on a :

� (u) � ��pk
p
� c3T

p�1
p � c4 �!1 quand k �!1: (3.38)

par conséquent

bk := inf
u2Zk; kuk=rk

� (u) �!1 quand k �!1: (3.39)
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D’autre part, (H6) implique l’existence d’une constante b, c > 0, telle que

F (x; u) � b jujp � c; 8u 2 R; x 2 [0; T ] : (3.40)

Comme dans espace normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes,

notez que k:kLp est une norme de Yk; il existe donc un constante � > 0; telle que

kukpp � � kukp ; 8u 2 Yk: (3.41)

(3:8) et (3:41) ; et l’hypothèse (H2); on obtient :

� (u) =
1

p
kukp +

nX
j=1

� (xj)

u(xj)Z
0

Ij (x) dx�
TZ
0

F (x; u) dx

� 1

p
kukp +

nX
j=1

� (xj)

u(xj)Z
0

�
�j + �j juj

j�1
�
dx�

TZ
0

(b jujp � c) dx

� 1

p
kukp +

nX
j=1

� (xj)

�
�j ju (xj)j+

�j
j
ju (xj)jj

�
� b kukpp + cT

� 1

p
kukp � b� kukp +

nX
j=1

k�k1
�
�j kuk1 +

�j
j
kukj1

�
+ cT

�
�
1

p
� b�

�
kukp +

nX
j=1

�1

 
�j

�
T p�1

�0

� 1
p

kuk+
�j
j

�
T p�1

�0

� j
p

kukj
!
+ cT:

(3.42)

Nous pouvons choisir b, suffisamment grand tel que 1
p
� b� < 0: Ainsi, par l’hypothese

(H6) et (H2) qui donnent p > j, nous affirmons l’existence de constante dk telles que

� (u) � 0; pour tout u 2 Yk; kuk � dk: (3.43)

De (3:43) et (3:39) ; on peut prendre � k := max fdk; rk + 1g ; et donc &k := maxu2Yk; kuk=�k � (u) �
0: Par conséquent, la fonctionnelle énergie � satisfait les conditions du théorème 1:10:

Alors � a infiniment des solutions. De manière équivalente (3:1) un infiniment des solu-

tions faibles. Ce qui complète la preuve. de Théorème 3:2:

Exemple 3.2 Considérons le problème suivant :
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8>>><>>>:
�
�
(x+ 3)

��u0��p�2 u0�0 � (3x2 + 1) jujp�2 u = f (x; u) dans [0; T] ;

�
��u0 (xj)��p�2 u0 (xj) = Ij (u (xj)) ; j = 1; 2; 3;

u (0) = u (T ) = 0:

(3.44)

On prend p = 4; x1 = T
4

et

f (x; u) = �� +
�
��1 + 4

�
u3, � > 0 et � est défini par (3:41).

Ij (u (xj)) =
3
p
u (x1).

Remarque 3.1 (H6) peut être affaiblir que

lim
juj�!1

F (x; u)

jujp > (p�)�1 uniformément sur x 2 [0; T ] (3.45)

Pour Ij(u), on peut facilement avoir (H2) et (H7) hold.

L’hypothèse (H5) donne

Z u

0

Ij (s) ds =
3

4

3
p
u4 � 0

p

Z u

0

Ij (s) ds� Ij (u)u = 2
3
p
u4 � 0 8u 2 R:

Quant à l’hypothèse (H3) ; on a :

f (x; u) = �� +
�
��1 + 4

�
u3

� � +
�
��1 + 4

�
juj3 8u 2 R; x 2 [0; T ]

donc (H3) est satisfaite.

D’autre part

F (x; u) =

Z u

0

f (x; s) ds

= �� juj+
�
��1 + 4

�
4

juj4
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donc F (x; u) vérifier l’hypothese (H7) :

Maintenant, nous allons vérifier l’hypothèse (H4)

�pF (x; u) + f (x; u)u = �4
�
�� juj+ ��1 + 4

4
juj4
�
+
�
�� +

�
��1 + 4

�
u3
�
u

= 4� juj � �u

� 3� juj

d’où

lim
juj�!1

�pF (x; u) + f (x; u)u

juj � lim
juj�!1

3� juj
juj

= 3�:

Alors (H3) est satisfaite avec a = 3�:

Finalement, l’hypothese (H6) donne

lim
juj�!1

F (x; u)

juj4
= lim

juj�!1

�� juj+ ��1+4
4
juj4

juj4

=
��1 + 4

4
> (4�)�1

En conséquence, (3:45) (c.-à-d., (H6)) est vrai.

Comme toutes les hypothèses du Théorème 3:2 sont satisfaites, alors le problème (3:44)

admet infiniment des solutions faibles.
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Chapitre 4

Anexe1 : Quelques résultats utilisés

dans les démonstrations

� Inégalité de Hölder

Soit u 2 Lp et v 2 Lq. Alors u:v 2 L1 etZ
juvj � kukpkvkq:

� Inégalité algébrique

(a+ b)�(c+ d)1�� � a�c1�� + b�d1��:

Preuve. Soient x = a
a+b

et y = c
c+d

t 7�! t� est concave donc :

y
�
x
y

��
+ (1� y)

�
1�x
1�y

��
� 1

=) x�y1�� + (1� x)� (1� y)1�� � 1
=) a�c1�� + b�d1�� � (a+ b)� (c+ d)1�� :

� Inégalité de Poincaré

kukLp � CkOukLp ; 8u 2 W 1; p
0 (
) (1 � p <1):

� Inégalité de Minkowski

Si p 2 [1; +1[ et u; v 2 Lp (
), alors u+ v 2 Lp (
) et
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ju+ vjp dx

1A 1
p

�

0@Z



jujp dx

1A 1
p

+

0@Z



jvjp dx

1A 1
p

:
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié des problèmes elliptiques non linéaires faisant inter-

venir l’opérateur p-Laplacien soumises à des conditions impulsives. Nous avons présenté

les notions préliminaires utiles pour la bonne compréhension du présent travail. Ainsi,

en utilisant les techniques de la théorème de Browder et la théorème de Fountain, nous

avons répondu à des questions concernant l’existence et la multiplicité des solutions

faibles pour certains types des problèmes elliptiques non linéaires aux limites impulsive

dans espace de Banach.
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