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Résumé

Ce travail, est consacré a |'étude de I'existence et la non-existence des
solutions globales pour quelgues systemes de réaction-diffusion avec des
dérivées classiques, et la non-existence des solutions globales pour quelques
systemes de réaction-diffusion avec des dérivées fractionnaires .

Ainsi que I'étude des conditions nécessaires de |'existence locale et globale
pour quelques systemes de réaction-diffusion avec des dérivées fractionnaires.

Mots-clés : problemes d évolution, Systéme de réaction-diffusion - Existence
globale, Existence globale faible, conditions nécessaires, Non-existence.



Abstract

In this work,we did study existence of global solutions for some systemes of
reaction-diffusion with classical derivatives ,and the non existence of weak
globale solutions for some systemes of reaction-diffusion with fractional
derivatives, as well as the study of necessary conditions for local and global
existence for some reaction-diffusion systems with fractional derivatives.

Key-wo rds: evolution problems, reaction-diffusion systems, global

existence, global weak existence, non existence, necessary conditions.
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Introduction

Lobjectif principal de ce travail est 'étude de I'existence et non existence de solutions pour des
systemes de réaction-diffusion qui font une partie d’équations aux dérivées partielles de type
paraboliques. On étudie dans ce mémoire deux types de systeme de réaction-diffusion,le pre-
mier systéeme de réaction-diffusion avec dérivée classiques, Tendis que le deuxieme est systéme
réaction-diffusion est avec des dérivées fractionnaires.

Le mémoire se compose de cing chapitres. Dans le premier chapitre on introduit quelque notions
et rappels de base, quelque espace fonctionnelle ( 'espace de Sobolev,I’espace L?(f2)), des théo-
rémes fondamentaux (l'effet régularisant,Principe du maximum) et quelques définitions (systéme
de réaction-diffusion,et dérivées fractionnaires).

Présentons les systemes de réaction-diffusion, et dérivation fractionnaire...

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions 'existence de solutions pour deux problémes

Le premier probléme est définit comme suit

9 — aAu = g(u,v) = A — A(t) f(u,v) — pu dans RT x €, o
90 — bAu — dAv = h(u,v) = A(t) f(u,v) — pv dans R* x Q,
avec les conditions aux bords 5 5
a—z:a—Z:OSurReraQ (2)
et les données initiales continues et bornées
u(z,0) = ug(x), v(x,0) = vo(z) dans Q 3)

ou 2 est un ouvert borné de R" de classe C',avec la frontiere 9, % désigne la dérivée normale
extérieure sur 0f2.

Les constantesa, b, d,A et u;sont telles que :
a>0;b>0,d—a>bu>0etA>0 4)

Pour cette raison on utilise une fonctionnelle de Lyapunov a croissance polynomiale de la forme

J(t) = /(1 + 6(u + u?)ed
Q
Pour le deuxieme probleme on a le systeme de la forme

ou _ _ uP1
St — a1Au = flu,v,w) =0 = byu+ i TRl

9 — ayAv = g(u,v,w) = —byv + 22 r et >0, )
ow uP3

Bt ClgAw = h(u, ’U,U}) = —b3w + 2Bw3 "




avec les conditions

ou Ov Ow
e Q
o o an 0 dans 092 x {t > 0}, (6)
et les données initiales
u(0,7) = ¢1(z) >0, v(0,7) =p,(z) >0, w(0,z)=pz(xr)>0, dans¢, (7)

pour cette raison on utilise une fonctionnelle de Lyapunov a croissance polynomiale de la forme

L(t) / u®(t, x)

VA (t, x)w(t, x)
Q

Dans le chapitre 3,on s'intéresse a ’étude de la non-existence des solutions globales faibles pour

le probléme

u = Aa(z, t,u,v)u) + A (b (x,t,u,v)v) + h(z,t) v’ )
v =A(c(x, t,u,v)u) + A(d(z,t,u,v)v) + k(x, t) |ul?
Ce systeme est complété par les conditions initiales suivantes
u(z,0) = ug(x) > 0;v(x,0) = vo(z) > 0,z € RY, (9

Le chapitre 4 est consacré a I'étude de la non-existence des solutions globales faibles pour les
deux problémes :

Le premier probléme est définit comme suit
{é/)au + (—A)g(u) = h(x,t) |u|1+5 pour(z,t) € RN x R =: Q,
t
u(z,0) = ug(x) > 0, pourz € RV,

Pour le deuxieme probleme on a le systeme de la forme

D(u — ug) + (—A)3 (u) = z,t) [v|P dansQ,
{OJ 0+ ()50 = ) ol dans) 0
35(11 — o) + (=A)2(v) = g(z,t) |u| dansQ.
avec les conditions initiales
u(z,0) = ug(z) > 0;v(z,0) = vo(z) > 0,z € RY, (11)

Dans le dernier chapitre,on s’intéresse a I'étude des conditions nécessaires de I'existence locale et

globale pour le probléme

©

D+ (—A) % (u) = [ul™* [v]™ dans Qr,
{Ot (12)

=)

2

8"‘20 +(—=A)= (v) = |u”? |v|” dans Q.




avec les conditions initiales

u(z,0) = ug(z) > 0;v(,0) = vo(x) > 0,7 € RY,

et on termine par quelques résultats concernant I'existence globale et la non-existence locale pour

les solutions.
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Chapitre 1
Chapitre préliminaires

On introduit dans ce chapitre des notions et définitions de base, des théorémes fondamentaux

(Principe du maximum,...), quelques inégalités qui sont tres utiles pour la suite de ce travail.
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1.1 Notations et notions générales

Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note x = (zy, ..., ¥,) un point (ou vecteur) de R".

On appelle champ de vecteurs sur R” une application v : R” — R", qui a
x = (x1,...,z,) associe v(z) = (v1(z), ..., v, (T)).

Pour une fonction « : R™ — R", son gradient est le champ de vecteurs défini par

grad u(z) = Vu(z) = (5—2(@, %@)) .

Pour un champ de vecteurs u : R™ — R" on appelle divergence de « la fonction définie par

ou ou "L du

div u(z) = (m)—l—...—i—axn(x)—z (2).

axl - 81:2
i=1

On appelle Laplacien d’une fonction u : R” — R la fonction définie par

0*u 0%u "L 0%u

Soit ) est un ouvert borné de R™ de frontiere 02 réguliere.

On appelle normale a 02 un champ de vecteurs v(x) défini sur le bord 02 tel qu’en tout point
x € Q,u(z) soit orthogonal au bord et unitaire.

On appelle normale extérieure une normale qui pointe vers 'extérieur du domaine en tout point.
On appelle dérivée normale d’'une fonction réguliere u sur le bord 02 la fonction définie sur les
points de 9Q par 9“(z) = Vu(z) - v(z) (produit scalaire du vecteur Vu(z) avec le vecteur v(z)).
Espaces fonctionnels

On dfinit 'espace LP(f),par

LP(Q) =< u:Q — R: mesurable et /]u\pdx<oo,1§p<oo
Q

Muni de la norme

1
nmmzﬁfwm
Q

L>*(Q) ={u:Q — R :mesurable 3C' et |u| < C ppsur Q}.

1.1. Notations et notions générales
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Muni de la norme
[l oo 0y = sup ess [u(z)| = inf {C; [u] < C p p sur Q2}.
HISY)
On définit les espaces LP(0,7, X ),1 < p < co comme suit
LP(0,T, X) = {u :[0,7] — X : mesurable et ||ull 1, r.x) < oo} .

Muni de la norme .

||u||Z£P(O,T,X) = fo Jully dt sil<p < oo,

[ull oo, x) = sUD ess [|ul[x sip = oo

te(0,T)

P
loc

On définit les espaces L} (£2),1 < p < oo comme suit

LP

loc

(Q) = ¢ u:Q — R: mesurable ;3k compacte telle que/ |ul” dz < 00,1 < p < o0
k

Muni de la norm
1
mm@—m/wwm
k

On définit les espaces L7 (Q, f(t,x),dtdz),1 < p < oo comme suit

loc
L (Qifta)sdeds) = s Q = RN, [ Jul” fade < +ocipour b € Q
k

H'(Q) c’est I'espace de Sobolev défini par
H'(Q) = {u € L*(Q): —

Muni de la norme
2 2 2
o = [ Vel do+ [ 190l .
Q Q

D’une facon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™({2) et W™P((2) sont

définis comme suit

H™(Q) ={ue L*(Q) : D*u € L*(Q);Va € N*: |a| <m}.

Muni de la norme
2 a 2
||UHH1(Q) = Z |D u||L2(Q)7

laj<m

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D*u € L¥(Q);Va: [a| <m}.

1.1. Notations et notions générales



Chapitre 1. Chapitre préliminaires 4

Muni de la norme
lulf, = > IDullf,q sil<p< oo,

laj<m
max [ D[ 1,00y $i P = o0.

N a aa1+m+am
ou D = ox{1..0zym

C'(§2) désigne I'espace des fonctions continues et bornées sur €2 muni de la norme

la| = a1 + ... + aup,.,est la dérivée au sens des distributions.

il oy = ma fu(z)]

Ck(Q),k € N ,désigne I'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur €2 et on écrit

C>(Q) = () ().

k>0

C;f(Q),k; r € N ,désigne I'espace des fonctions r fois contintiment différentiable par rapport a x

sur €) et désigne I'espace des fonctions k fois continiment différentiable par rapport a ¢ sur 2.
Naturellement on a H'(Q2) = W'2(Q) et H™(Q2) = W™2(Q).

1.2 Théoremes et formules fondamentaux

Nous rappelons ci-dessous quelques théoremes classiques d’analyse fonctionnelle qui sont fonda-

mentaux pour 'étude des équations d’évolution.

Théoreme 1.1 D’Otrogradski (ot théoréme de la divergence)

Soit S une surface, frontiére d'un domaine de volume V.

Choisissons comme sens positif de la normale a la surface, le sens qui va de Uintérieur du domaine a
Uextérieur.

Alors si A, Ay et As sont des fonctions continues dans le domaine ,le théoréeme de la divergence

s’exprime ainsi

ox dy 0z
S

\%4

Sous forme vectorielle avec A = (A;, Ay, A3) ceci peut s’écrire simplement

/V~AdV: /A-ndS. (1.2)

\% S

Ce théoréme est appelé encore théoréme de Green dans lUespace.

Preuve. Voir M. R. Spiegel[24] =

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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Formule de Green

Pour toute fonction u de H?(Q2) et toute fonction v de H'(f2), alors la formule de Green s’écrit

/(Au) vdr = —vda—/Vqu (1.3)

Q

Preuve. Voir H.Bresis[4] =

1.3 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder

Théoréeme 1.2 Soit p > 1 et q des nombres réels liés par la relation p + p = pp alors Yu € LP(2) et

v € LP(Q)
/\u z)|dx < /]u )P dx /]v(v)\pdx : (1.4)
0

Preuve. Voir Brezis[4] m

=

Inégalité de Young

Théoreme 1.3 Soit f une fonction continue et croissante sur [0;c] oit ¢ > 0 f(0) = 0, a € [0;¢] et

b € [0; f(c)], alors
a b
ab< | f(x)dz+ | £ (2)dx, (1.5)
[rone]

ou 1 est la fonction inverse de f.

Preuve. (Voir Mitrinovic, Pecaric et Fink [18]). =
La fonction f(x) = zP~'avec p > 1 dans chaque intervalle [0, ] satisfait les conditions précédentes.

On applique (1.5) utilisant p + p = pp ,on obtient
PP
ab < a_/ + —,Va;b € RT.
p p

Si on remplace la fonction f(x) par ez?~'dans (1.5) alors on obtient I'inégalité de Young avec ¢

ab < eXP +C(e)YP VXY € RT

1.3. Quelques inégalités utiles
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1.4 Formes Quadratiques

Définition 1.1 Une forme quadratique est un polynéme homogéne du second degré.

Une forme quadratique par rapport aux n variables uy, us, ..., u, peut étre représentée par

Z Qi UU (16)

ij=1

ott A = (a;j)1<i j<neSt une matrice symétrique.

n

Si nous désignons la matrice-colonne (uj,us, ..., u,) par u et la forme quadratique E a;;uiw; par

ij=1
A(u,u), nous pouvons écrire
Au,u) = ul Au = Au - u. (1.7)
Définition 1.2 Une forme quadratique A(u,u) est dit définie positive si
A(u,u) > 0,Yu € R", u # 0. (1.8)

Théoréme 1.4 Une forme quadratique A(u,w)est dit définie positive si et seulement si,tous les

déterminants principaux de cette matrice sont positifs.

det1 > 0,det2 > 0,...,detn > 0.

Preuve. Voir F R Gantmacher[9] =

1.5 Principe du maximum

Considérons le probleme

@—Au:Osuer [0, +o0],
ot
u =0 sur 9Q x [0, +o0] : (1.9)

u(x,0) = up(x) sur 2.
Théoreme 1.5 Soit uy € L>() et soit u la solution du probléme (1.9), alors on a

Min {O,igfuo} <u(z,t) < Mazx {O,sup uo} V(z,t) € Q x [0,400][. (1.10)
Q

Preuve. Voir H.Bresis[4] =

1.4. Formes Quadratiques
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Corollaire 1.1 Considérons maintenant le probléme non homogéene

%—Au: —f(u) sur Q x [0, +o0],
u = 0 sur 9 x [0, +o0], : (1.11)

u(x,0) = ug(x) sur Q.

ou f € C*(R,,Ry),ug € L®(Q).

Soit ug € L>®(Q) et soit u la solution du probléme (1.11) (puisque f(u) > 0Vu > 0,(ie) %—Au <0)
)si ug > 0 p p sur Q alors u > 0 sur Q x [0, +00].

st ug € L>(2) alors u € L>(Q) et [Jul[ 000y < [[t0l| poo(q) -

1.6 Systémes de reaction-difusion

Dans un milieu continu, soient NV especes chimiques (ou constituants fluides). On note
i =1,2,..., N I'une de ces espéces, soient alors w;(z, t) sa concentration (ou densité) au temps
t et au point x = (z1, za, ..., x,) de R", et D; son coeffecient de diffusion. Les concentrations
u;(z; t) représentent les variable étudiée dans un modele de réaction-diffusion dont ’évolution est
régie par le systéme d’équation aux dérivées partielles suivantes, appelées équations de réaction
diffusion

ou

i DAu = f(u), (R-D)

ot u(z,t) = (uy(z,t), us(x,t), ..., u,(z,t)) est 'inconnue

flz,t,u(z, b)) = (fi(x, t,u(x, b)), ..., fm(x, t,u(zx, t))),

est la réaction (généralement non linéaire) et D(x, ¢, u(x,t)) est une matrice carrée m x m définie
positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion. Les termes de réaction sont le résultat de
toute interaction entre les composantes de w.

En chimie u est un vecteur de concentrations chimiques et f représente I'effet des réactions
chimiques sur ces concentrations. Le terme DAu représente les diffusions moléculaires a travers
la frontiere de réaction.

En dynamiques des populations u représente le vecteur de densités des populations et f 'effet
des relations prédateurs-proie, des relations compétitions ou symbiose. Le terme DAuwu représente
des mouvement aléatoire d’individus de la population étudiée (voir M. Kirane and S.Kouachi[12]
, [13]et[14]).

En biologie par exemple, lors du transport sanguin du sucre u = (uq, us, u3) désigne les

1.6. Systémes de reaction-difusion
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concentrations respectives en sucre complexe (sucrose) et sucre simple (glucose et fructose)sucrose
hydrolysis by acid

sucrose hydrolysisbyasid  glucose @ fructose

up—u2du3

f(u) représente les réactions chimiques sur les sucres et DAu désigne, comme toujours, le
flux de ces sucres a travers la frontiere de la surface ou se produit cette réaction (voir Rothe[22]
,Morgan[19] , Feng[6]).

Définition 1.3 Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes couplés d’équations paraboliques

non linéaires qui peuvent s’écrire sous la forme

ou

ou linconnue u(x,t) = (uy(z,t), ..., un(z,t))" est un vecteur des variables dépendantes
flz, t,u) = (fi(x, t,u), ..., fm(x, t,u))est la réaction (généralement non linéaire)
et D(xz,t,u(x,t)) est une matrice carrée m * m définie positive et diagonalisable appelée matrice de

difusion

Fonctionnelle de Lyapunov

Pour démontrer I'existence des solutions des systemes de réaction diffusion, il y a plusieurs mé-
thodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de I'effet régularisant, méthodes
fonctionnelles basées sur des estimations a priori ou sur des fonctionnelles de Lyapunov. Ici, nous
n’exposons pas les deux premieres méthodes puisqu’elles ne donnent pas toujours l'existence
globale vu la difficulté et la complexité des termes de réaction de certains systemes de réaction-

diffusion, mais nous consacrons a la derniére méthode qui donne des résultats satisfaisants.

Définition 1.4 On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée au systéme (R-D),
toute fonction
L:R"— R', (1.12)

telle que

pour tout t > 0 et tout solution (u(t,.), ..., un(t,.)).

Existence locale et unicité

Pétude d’existence locale et d’unicité des solutions du probléme des équations aux dérivées

1.6. Systémes de reaction-difusion
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partielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations diffiérentielles semi linéaires
abstraites (voir A. Friedman [7] , D. Henry [11] et Pazy [20])

Soit (X, ||||) un espace de Banach et soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire,

f: X — X :Etant donné uy € X.

Considérons le probleme

du
u(0) = ug

Définition On dit qu’une fonction u de la variable réelle ¢ > 0 a valeurs dans X est
une solution locale du probléme (R-D), s’il existe « définie sur un intervalle maximale [0, 7™)
qui pour tout ¢ < T™* est l'unique solution de (R-D) dans C*([0,7%), X).

En particulier, 'une des deux éventualités suivantes a lieu

DT* =
)7 < oo et tlilzrpl* l|lul]| = oo
Remarque

-Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

-Si la propriété (ii) est satisfaite, on dit que la solution explose en temps fini.

1.7 Existence globale et positivité des solutions

Existence globale

Nous donnons dans ce paragraphe une idée de I’état des connaissances sur I'existence globale de
solution.

Il est bien connu que, pour démontrer I'existence globale des solutions d’un systeme de réaction

diffusion, il suffit de montrer que les termes de réaction sont dans L>°(0, 7, L”(£2)) pour un certain
p > 5 (voir J. A. Smoller[9]).

Théoréme 1.6 (Existence Globale par leffet régularisant)

Soit le probléeme :

0
6_? = DAu+ f(t,z,u)sur[0,T[xQ. (1.13)
Avec la condition initiale
u(x,0) = ug(x) x €, (1.14)
et la condition awx limite 5
v _ 0 sur [0, T[x 0%, (1.15)
on

1.7. Existence globale et positivité des solutions
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Si
f(t,x,u) € L*>(0,T, LP(2)) pour un certain p > g, ot n = dim 2, (1.16)

(i.e)

ftz,u) € L0, T, L)) < sup |[f(E,2,u)lppq) < +oo,
0<t<T™*

= /|f(t,x,u)|pdm < Cyvt e [0,T],

Alors la solution de U'équation (1.13) est globale.

Preuve. Voir D Henry[11]. =
Exemple
Considérons le systeme
— Au = —u® sur Q x [0,T7,
u =0 sur 0Q x [0, 77, . (1.17)
u(z,0) = up(x) sur Q.

Nous allons étudier I'existence globale du probleme (1.17) en appliquant le théoréme de l'effet
régularisant.

On prend n = dimQ = 1 oun = 2, d’apres le théoreme (1.6),il faut montrer que [, |-u®" dz < C
Pour un certain p > %, alors il suffit de montrer que [, u**'dxz < C' On multiplie I'équation du

probleme (1.27) par u®

uuy — u*Au = —u®,

Et en integre sur )

/uautda: — /u”‘Audx = — /uzo‘d:z: <0,

Q Q Q
donc

1 d a+1 2 a—1 2a
— [ u* T de+ | o|Vul[ v de = — | u*dx <0,
a+1dt
Q Q Q

On obtient

d d
d_/ a+ld$ <0= a/ua-‘y—ldw <0& /UOH‘l(t’x)dx < /u““((),x)dx = C,
Q

Q Q Q

Alors la solution est globale.

Positivité des solutions

1.7. Existence globale et positivité des solutions
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Théoreéme 1.7 Introduisons le systéme diagonale

U — diAU = F1(U,V) dans Rt x Q,

Vi — do AV = F5(U, V) dans R* x Q,
%—(tj = %—‘t/ = 0 sur Rt x 09,

U(0,x) = Up(x),V(0,2) = Vo(x) dans S.

, (1.18)

ol F; : R? — R sont des fonctions de classe C*,dy dy > 0

Supposons que les fonctions (F});—1 2 sont quasi-positive c-a-d
VU, Us > 0, F1(0,Us), F»(Uy,0) > 0. (1.19)
Lemme 1.1 Si les fonctions (F});—1 » sont quasi-positive, alors
Uo(z), Vo(z) > 0= U(t,x),V(t,z) > 0 pour tout t € [0,T™]. (1.20)

Preuve. Voir Friedman[7] =

1.8 La dérivation fractionnaire

Commencons d’abord par I'historique du concept ;nous connaissons que Leibnitz est I'inventeur
De la notation Z;—LZ{ mais en 1695 'hopital posa une question qui surprit leibnitz

Question :

-Que se passerait-il si n = 3 et leibnitz.,répondit que "ceci est un paradoxe duquel naitrait un jour
de belle conséquences "

-Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au calcul fractionnaire

jusquau milieu du 207 siécle inclut Fourier,Abel ; Liouville vint Reiman ..ect
La fonction Gamma

La fonction d’Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réelles et complexes.
Pour Re(a) > 0 on définie I'(«) par

“+o00
I'(a) = / t*te~tdt, (1.21)

0

la fonction I' s’étend (en une fonction holomorphe) a C \ Z~ tout entier.

Onal(a+ 1) =al(a) et pour n entier on a n! =I'(n + 1).

la fonction Béta

1.8. La dérivation fractionnaire
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La fonction Béta est définie par

B(p,q) = fol P71 — 1) dr = FF(ZZJI;E;) ,avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0.

Dérivation fractionnaire approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, | ,alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avecn—1 < p < n)
au sens de Riemann-Liouville est définie par

t

/(t — )P (7)dr. (1.22)

a

1 ar

Rp
Df(t) = T(n —p) dir

La dérivée a droite, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par

%” () = ﬁ (%)n ] (t — "L f(7)dr. (1.23)

a

La dérivée a gauche, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par

}gé)f(t) - ﬁ (-%)n /b (r — )" P f(r)dr. (1.24)

Exemple 1.1 La dérivée de 13‘; (1- %)lau sens de Riemann-Liouville (0 < o < 1)
t

(1) = ot () oo 5o

Onpose =X+ (1—MN)t,donct= (T —t)\+1.

Donc
7(-1) - e T
- —T‘lﬁ% (T — 1) /1 (1 =X A,
- T—ZH (T — t)l—“/l(l — N AT,
= 7! <ZFJ(F11_ O)‘) (T — t)la;(l +1,—a+1),
_ gy T (l+1)

l+1-a)T(+1-a)

1.8. La dérivation fractionnaire
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Dérivation fractionnaire Approche de Caputo.

Soitp > 0 (avecn — 1 < p < netn € N*) f est une fonction telle que dtnf € Ly |a,b].

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est défnie par

t

1 —r n—p—1 ¢£(n) T
)/(t ) M (r)dr. (1.25)

Cp
DIO = 50—

a

La dérivée a droite, de Caputo, correspondante est définie par

t

/@—Tﬁplﬂ”hMr (1.26)

a

1

BI0 = 5=

La dérivée a gauche, de Caputo, correspondante est définie par

b

/(r—wnplfmkﬂdr (1.27)

t

o ——
tbf( )= I'(n —p)
Exemple 1.2 La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo.
Soit pnon entier et 0 <n —1<p < naveca>n—1,alors on a
FO(r) = et (1 — q)*=" d'ou

I'(a—n+1)
G Pla+1) t
y a+
D(t —a)® = _ \n—p—1 — a)* "dr.
D(t—a) T(n—pT(a—n+1) /<t T — )T

a

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on aura

fé)(t —a) = ['(n— ;)(I(f(z: 1—)n +1) /(t —TTr e
= Lla+1) —a)® I e
T Th-pla—nsD" / o

0

T+ Dn—po-ntl), .,
= T Tmepia—ntn CoY

MNa+1)I'(n—pIl(a—n-1)

- Hn—@ﬂa—n+UNa—p+U@_an’
B [+ 1) _ gla-p
B F(oz—n—f-l)(t )

Propriétés

1.8. La dérivation fractionnaire
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Relation entre dérivée de caputo avec la dérivée de Riemann Liouville

Cp Rp
Soitp > 0 (avecn — 1 < p < n et n € N*)supposons que f est une fonction telle que l% et 12
a a

Existent alors o n
Df(t) = Da [f(t) = £(0)]. (1.28)

1.8. La dérivation fractionnaire



Chapitre 2

Existence globale des solutions classiques
pour des systemes de réaction diffusion

avec des dérivées classiques

Dans ce chapitre, on va étudier 'existence globale des solutions classiques pour des systemes de
réaction diffusion avec des dérivées classiques, on commence par des systémes avec deux équa-

tions, puis des systémes avec trois équations.

15
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2.1 Existence globale des solutions pour un systeme de réaction-

diffusion avec deux équations

Considérons le systeme de réaction-diffusion (voir[3])

%—aAu:g(u,v):A—/\(t)f(u,v)—,uudanSR*><Q, 2D
2.1
dv_ bAu — dAv = h(u,v) = A\(t) f(u,v) — pv dans RT x €.

ot
Avec les conditions aux bords 5 5
A gsur Rt x o9, 2.2)
on  On
et les données initiales continues et bornées
u(z,0) = up(x), v(x,0) = vo(z) dans Q, (2.3)

ou 2 est un ouvert borné de R" de classe C*,avec la frontiere 9, % désigne la dérivée normale
extérieure sur 0f2.

Les constantesa, b, d,A et u;sont telles que

a>0;b>0,d—a>bu>0etA>0. 2.4)

On suppose que t — A (t) est une fonction non négative et bornée sur C'(R"),et que f est non
négative continiment différentiables sur (0, 4+o00) x (0, +00) ,et satisfait

f(0,8) =0,Vs € R et
. In(1+ f(.,s)
lim (————2—~=

s§——+00 S

) = 0. (2.5)

2.1.1 Positivité des solutions

Puisque uq est non négative sur €2 on déduit du principe du maximum appliqué a la premiere

équation du systeme (2.1) que reste non négative et bornée sur (0,7*) x Q,et on a

A
0 < wu(z,t) <k =max (||u0]|OO : —) :
0

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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Et pour obtenir la positivité de v ,on suppose que

=

luolloe < -

Lemme 2.1 (voir [3])

Soit (u,v) la solution de (2.1) - (2.3).Si le donnée initial v, satisfait a la condition

Preuve. (voir [3])

En multipliant I'équation (2.1) par(;2-) , en I'ajoutant a 'équation (2.2)et posant

w=uv-— dfa(% —u) , le systeme (2.1) - (2.3) équivalent au systeme

% —alAu=A—\t)f(u,w) — pu dans RT x €,
88_1115) —dAw = (1 — d%a))\(t)f(u, w) — pw dans RT x

avec
{ u(-.0) =uo() 20
w(.,0) =wp(.) >0

(2.6)

2.7)

(2.8)

En utilisant (2.4) on déduit du principe du maximum appliqué a la deuxiéme équation du systeme

(2.1) on trouve que
w(z,t) > 0,¥(x,t) € Q x (0,7%).

Donc
b

v(x,t) > d—a<

—u(x,t)),¥(z,t) € Q x (0,T")

==

2.1.2 Existence globale

Il est bien connu que pour montrer I'existence globale des solutions pour (2,1) -(2,3) (voir

Henry[11],pp 35-62), il suffit de trouver une estimation uniforme de ||f(u,v)|, et [|g(u,v)]],

pour t € [0; T4, dans Iespace LP(Q2), pour un certain p > § Notre but est de construire une

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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fonctionnelle de Lyapunov a croissance exponentielle pour trouver des estimations a priori de la
solution.

Considérons la fonctionnelle J(¢) = / (14 0(u + u?))e*?dx (voir Haraux and Youkana[10]).

Q
Ou J et € sont des constantes telle que

m 28¢% 1
2A(1+2k)" a+b 1+2k

0 < ¢ < min( )3, (2.9)

et
) d—a

0 < —————min(1l
<5—1+6®+k%mm(’b

). (2.10)

Théoreme 2.1 (voir [3])
Soit (u(t,-),v(t,-)) une solution de (2.1) - (2.3) sur (0,7*), alors il existe une constante positive -y
telle que pour toute t € (0,7*) la fonctionnelle

J(t) :/(1+5(u+u2)ewd$, (2.11)
Q
satisfait la relation
d It
—Jt) < —=J(t . 2.12
() < =5 J() +v (2.12)

Preuve. (voir [3])

Dérivant J (t) par rapport a t, on obtient

jay—/{@u+2m@m+fu+5m+u%@ﬂf%

On remplace 0;u,et 0;v dans (2.1), on obtient

J(t) = / {[ad(1 + 2u) + eb(1 + 6(u + )] €} Audz + 6d/ {(1 4 6(u+u?)e™} Avda,
Q Q

—1—6/(1 +2u) (A — A(t) f(u,v) — pu)edr + 5/(1 +6(u +u?)(A®#) f(u,v) — pv)edz.
Q Q

En utilisant la formule de Green on obtient

’

J(t):G+H1+H2—|—H3,

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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ou
G = —5/ [2a + be(1 4 2u)] |Vu|® e dz,

Q

—5/ [6(a+ d)(1+ 2u) + be(1 4 6(u + u?))| VuVve™ds — dez/ (14 6(u+u?)] Vol e dx,

et

= /(Ali(al(ﬁzé) - Wli(al(ﬁ% — )1+ 0(u+ vu?))edr,
Q

o= [ )50
Q

H; = p/(l —ev)(1+ §(u+ u?))edx.

Q
On observe que G implique une forme quadratique par rapport aVu et Vv

Q = 020+ be(1+2u)] e |Vul” + de(1 + 6(u + u?))e | Vo|?
+e [0(a+d)(1+2u) + be(1 + d(u + u?))] €' VuVu.

et le discriminant

D ={e[6(a+d)(1+2u) + be(1 + 6(u+u?))] }2 — 46de® [2a + be(1 + 2u)] (1 + 6(u + u?),

est non-positif puisque les constantesd et ¢ satisfont (2.9) et (2.10).par conséquent

G < 0; pour toute t dans(0, 7). (2.13)

Maintenant, pour les termes H; ,i = 1,2,d’apres (2.9) et (2.10)
Oou

1 )
< < 2.1
O<5—2A(1+2k)’ O<€—1+5(kz+k2) (2.14)

On vérifie que

d(1 4 2u) d(1 4+ 2u)

il
i BV — " = < 20A(1+2k) —p < —= 2.15
14 0(u+ u?) ’w1+5(u+u2) = (1+2k) —p < 2’ (2.15)

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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et 6( ) 5
14+ 2u
I Sl b P 2.16
c 1+6(u+u2)—8 14+ 0(k+k2) — (2.16)
donc
H, < _gj(t), (2.17)
et
H, <0 (2.18)
Maintenant, pour le terme Hs,
la fonction
m:n— (1 —en)e,
est bornée sur R* En effet, on a ;
donc 7 est non croissante sur R* et
_ eny —
max((1 —en)e™) = 1.
On peut déduire qu’il existe une constante positive -y
v =l +3(k+E)) |0,
telle que
Hsy <~. (2.19)
D’aprés (2.13)(2.17)(2.18)et(2.19), on obtient
d
S < —gj(t) + 1. (2.20)

dt

Ce qui termine la preuve du théoreme. =

Corollaire 2.1 La fonctionnelle .J est uniformément bornée sur Uintervalle [0; T%], T* < Tax.

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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Preuve.

En multiple (2.20)par exp(4t) on obtient

d It It .

— L < L

= [Iwexn(Sn)] < yexp(h), v € (0.7,
alors

J(t) < J(0) exp(~ Ly + 22,
2 It
donc
J(t) < C,vt € (0,T%).

||

Corollaire 2.2 Sous Uhypothése (2.4) - (2.6), les solutions du systeme (2.1) - (2.3) avec les données

initiales dans L>°($2)sont globales non négatives et uniformément bornée dans (0, +00) x 2.

Preuve.

De (2.5), on voit qu’il existe une constante positive C' telle que
1+ f(,v) < Cen,Yv > 0. (2.21D)

Ou ¢ est choisi comme dans (2.10).

et
inf(1 + d(u+ u2))/e€”dx < C,
Q
donc
/e”dm < C.

Q
On choisie p = ne donc
f(,v) € L=((0,T7), LP(€2)).

Donc
g(u,v) € L=((0,T7), LP(©2)),

et
h(u,v) € L*=((0,77), LP(Q2)).

Donc d’apres le théoreme (1.6) , la solution (u;v) est globale (ie 7% = +00). =

Section 2.1. Existence globale des solutions pour un systéme de réaction-diffusion avec deux équations
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2.2 Existence globale des solutions pour un systeme avec trois
équations
Considérons le systéme de réaction-diffusion avec trois équations :(voir [2].)

wP1

— —alAu flu,v,w) =0 — byu+

g 91 (w’l’l +C) bl

—:; — asAv = g(u,v,w) = —bsv + ququrz r e t>0, (2.22)

o Aw = h(u,v,w) = —bsw + 2.

(9t v943w

avec les conditions de Neumann

0 0 0
I _ 9% _ ) dans 99 x {t > 0}, (2.23)
on on On

et les données initiales

v(z,0) = py(z) >0 dans Q, (2.24)

etp;(z) € C (Q) ,pour tout i = 1,2, 3,
ou Q est un ouvert borné de R” de classe C''avec la frontiere 052, % désigne la dérivée normale
extérieure sur 0f2.

¢, pi, qi, ; sont non négatifs avec o, b;, a; > 0, pour tout : = 1,2, 3

. a7 . 1
0 <p;—1<max min ,—, 1) ,psmin | ——, — 1 . 2.25
P {p2 (Q2+1 T2 ) b (7”3+1 qs )} (225
Posons A;; = ‘;:‘Zj pour tout i, j = 1,2, 3. «, 3 et v soient des constantes positives telles que
bs + b
a>2max{1, 2: 3}, (2.26)
1
1
5 > 243, (2.27)
et .
1 1 a—1
(ﬁ — A%2> <g — Ai;) > < A23 — A12A13) . (228)

2.2.1 Existence globale

Il est bien connu que pour trouver I'existence globale des solutions pour (2.22) -(2.24) (voir

Henry[11],pp 35-62), il suffit de trouver une estimation uniforme de |g(u,v)||,; |lg(u,v)||, pour

Section 2.2. Existence globale des solutions pour un systéme avec trois équations
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dérivées classiques

[0; Thnaz| dans 'espace LP (£2), pour un certain p > 3

Lemme 2.2 (voir [2])
On suppose que p, q,r, s, m et n satisfaisant

—1
p <m1n< a ,m,).
n

”
v) > 0et =0(a) € (0.1),telle que

Pour tout h,l,«, 3,y > 0l existe C' = C’(h,l,a B,

l.p—l—i—a
ayq+ﬁzm+v < ys+1+ﬁzn+v (yﬁz’V) , x>0,y >h,z>1. (2.29)
Preuve. (voir [2])
Pour toute les z > 0,y > h, z > | on multiplie (2.29) par >~ on obtient
P! x” 2o\
o < ) 2.30
yizm ~ ﬁySHZ” (yﬁﬁ) (2:30)
Et nous pouvons écrire
p—1
axp—l W —E 6 " r (5+1)€p71) _qzn(pfl) —m
yqzm - ys+1zn Yy '
m 1) rl

Pour chaque ¢ réaliser :0 < € < min (S .,

p—1 _

Pt _p=1 z" ot " ‘ (s+D)(p 1)_q np=1) _ .

a =af” 7 |\ B B yoor zor :
ys—l—lzn ys+lzn

p—

VN x” v
[0} :aﬁ r (6ys+1zn)
—) donc (%—q—l—e(s—l—l) <0et @—m+en<0)

l.a

1+€ Te
(i) L —Q+6(5+1)27"(pfl) —m-+en

TE

p—1
¢ l o 1 1 1
( ) h)(s+ )(p— )*q+6(s+1)l‘n(p_ ) _m+ten

zP1 _p=1l_, x" r
i <o (B

o (s4+1)(p—1)
=, —q+te(s+1
) (h) = ( )’

p—1
Pl p—1 x" AN
o < « R S _
yqzm - (ﬁys—i—lzn) <ZL’O‘
B qre
: (2.31)

n(p=1) _ Y\ & [z
e () ()
h [
p—'1_~_6 T
(=

x" T
< <6—y5+1z”)

Section 2.2. Existence globale des solutions pour un systéme avec trois équations
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oll Oy = a5 —op S marels )= B2 B —npen—

yre
o

En utilisant I'inégalité de Young on obtient

o (p x" B e yBZV :<16 x" +ICW yﬁyﬂ a(lfgi;l—e>
1 ys—l—lzn o — q ys+1zn q’ 1 xro )

>1a1+§:1

avee ¢ = Goiray

+ —1+47re

B o-1—re _ re
Donc on pose C' = C} et =1— ——5—,

ol ¢ est suffisamment petit, nous obtenons l'inégalité (2.31) =

Lemme 2.3 (voir [2])
Soient 1, T > 0 et f; = f;(t) une fonction intégrable non négative sur [0,T")
et0<0;<1(j=1,..J).
Soit W = W (t) une fonction positive sur [0, 1) satisfait a U'inégalité différentielle
dW<t) %
T +§:L W (t),0 <t <T.

Alors, on obtient que
Wt)<k0<t<T,

ol k est la racine maximale de U’équation algébrique suivante :

7 t

=3 | s [ e O de | ot =w0),
= \o<e<r
0

De plus,siT = +oo,alors

gg&supVV()__km,

ol ko, est la racine maximale de U'équation algébrique suivante :

7 t

x — Z 1>m Sup/e_“(t_g)fj(f)df 2% = 0.
Jj=1 0

Preuve. Avoir [Masuda.K et Takahashi. K [17],Lemme 2.2] =

Lemme 2.4 (voir [2])
Soit (u(.,t)v(.,t),w(.,t)) une solution de (2.1) - (2.3).
Alors pour tout (z,t) € Q X (0, Tmax| 0N @

u(e, 1) > e min(p, (2)) > 0,
v(e,1) > e min(py(z)) > 0,
> e

w(zx,t) b5t min(p4(z)) > 0.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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Preuve. Immédiate du principe du maximum m

Théoréme 2.2 (Voir [2])
Supposons que les fonctions f, g et h sont satisfaisants la condition (2.25).
Soit (u(.,t)v(.,t),w(.,t)) Une solution de (2,22) - (2,24) et soit

B u®(t, x)
L{t) = Q/ TG (2.37)

alors, la fonction L est uniformément bornée sur Uintervalle [0, T*] , T* < Tax

Preuve. (voir [2])

Dérivant L (t) par rapport a t, on obtient

d
dt <vﬁuﬂ> 4z,

u® u®
< P Oru ﬁ—vﬁﬂuﬂ o — ’y—vﬁuﬂﬂ 8tw> dx.

L(t) =

SE :0\

Remplacant d,u, 0,v,et J,w dans (2.1), on obtient

-1

u® u®
ala Au — GQBWAU — agnyAw

Uﬁ Y
f _ u
L(t) = / —blOévaW + b26v5w7 + b371;5w“f d.T,
wP1ta—1 b2t wP3to w1
Q v BwY (Wl 4c) Bvq2+5+1w7'2+7 = Y pasFByra Tl +oaz; vBwY
— I+

ou / contient des termes laplacien et J contient les autres termes

«

u*t u® u
I = Cl104/ P Audxr — agﬁ / mA’Ud.x - Clg’}// WAwda:,
Q Q Q

up1+a 1
J = (=bja+ by + bsy)L +a/ dx,

vB By (wmn + ¢)

Q
yb2ta Pt u®!
—6 —————dr+ o« dx
fo]2+5+1w7’2+’Y -7 qu+ﬁwrs+7+1 ”UB’U)'Y '
Q Q

Estimation de [ : En utilisant la formule de Green pour les termes [, %5~ Audz, [, 54— Avd et

Section 2.2. Existence globale des solutions pour un systéme avec trois équations
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o 77+t Awdz on obtient

—ayo(a — Uuﬁm IVul® + alaﬁvﬁﬂm VuVu + alcwvﬁwwl VuVuw
I = / +agﬁamVqu — BB+ 1) IVo|* — a2y e VoV | da;

© \ +azya o VuVw — a3yf o VoV — azy(v + 1) o5t | V)

ua—2
Q

mala—1) —afi2  —ayuis
Q= | —ap=m wB(F+1)  yee |

—ay g Byt agy(y +1)
@ est la matrice de la forme quadratique par rapport a :vwVu, uwVov et uvVw,sous forme matri-
cielle :7' = (vwVu, uwVv, uwVw)'.
La matrice () est définie positive si et seulement si tous ses déterminates principales sont positives.
Nous avons
1.

Ay = aja(a —1),

utilisant (2.26),nous obtenons A; > 0.
2.
aja(a — 1) —aﬁ—‘“;raz

0B a5+ 1)

Ay =

a—10+1
:a2ﬂ2a1a2( - %—Aﬂ),

utilisant(2.26) et (2.27),nous obtenons A, > 0.

3. En utilisant le théoréme 1 dans [1] on obtient

(a=1A; = (a—1)|Q],
= ‘)4(@57)2@1@@3 ((a;l% - A%z) (a; 17T+1 - A?:s) - (a

utilisant (2.26)-(2.28),nous obtenons A3 > 0.

1 2
A23 - A12A13> ) )

Par conséquence, nous avons I < 0,V(x,t) € [0,7*] x Q.

Estimation de J :

up1+04 1
J = (=bja+ by + bsy)L +a/ dx,

vi By (wm + ¢)

Q
yb2te ypsta ua—l
— dr + oo dzx.
6/vq2+5+1w7‘2+’7 7/0q3+ﬁ ra+vy+1 + V3w
Q

Q
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UQ3+BUJT3 +y+1

dérivées classiques 27
Selon le principe du maximum, il existe Cjy dépendant de ¢, ¢, et @,
telle que v, w > Cy > 0, alors nous avons
1 a—1 B o’ a—1 Bty
(O u® a 1\ (1)« < u® E 1 E
vwr  \wBw v w/)  — \wlw o ’
alors
ouly=|—
T (vﬁw7> 2 (C’O)
Nous avons
yP1to— 1
J = (=bia+ b8+ b3y)L +a/vq1+b’wv w“+c)d$’
Q
ubzte upsta w1
_ﬁ/ UQ2+5+1wT2+’Y 7/ Q}q3+/3w7’3+7+1dx+0-a/ Uﬁw’de7
Q Q
utilisant lemme (2 1),V(¢, z) € [0,7*] x §2.nous avons
up1+a—1 up1+a—1 up2+a u 0
< < .
avq1+ﬁwv(wr1 + C) - avq1+6w'y+7“1 — T pet+B+1lyyraty T vBwY (2.38)
ol ,
up1+0‘_1 up3+01 ue
<~ +C . (2.39)

&vq1+ﬁw'y+7’1
Utilisant (2.37) ou (2.38) alors
u® \? u® =
Jg(—b104+bzﬁ+b3’y)L(t)+/C’( 'Y) d£U+UCY/02( ) de,

vhw vhwY
Q Q

En appliquant I'inégalité de Holder, pour tout ¢ dans [0, 7*], nous obtenons

0 1-0

(0% 9 o 1
/C’(u )d:vg /(u )dx /Cl—ﬂ ,
vBw V8w
Q Q Q

o \ 0O
/C( v ) dr < C4LP(t), ot Cy = |,

vhwY

alors

Q

u® = u o
/02 (Uﬁuﬂ) dx S / (Uﬁuﬂ) dx /(02)
Q Q Q

nous avons
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alors

a—1

/02( u ) de < CLLE(t), ol Oy = Gy Q2
Q

1
@

Nous obtenons

J < (=bia + boB + bsy)L(t) + O3 L (t) + acCyL s (¢),
ce qui implique

J < (=bia + by + bsy) L(t) + Cs(LO(t) + ac L= (¢)).

Ainsi, d’apres les conditions (2.26), (2.27) et (2.28), nous obtenons
L(t) < (=bia + b3 + bsy) L(t) + Cs(LO(t) + acL s ().

Comme —bya + by + bgy < 0 et utilisant le lemme (2.2) on déduit que L(¢) est bornée sur
(0, Tmax| (ie) L(t) < k, ou k dépendante de ¢,, ¢, et ¢;. m

Corollaire 2.3 Sous les hypothéses du théoréme 1 toutes les solutions de (2.22) - (2.24) avec

les données initiales positives en C(£2) sont globales. Si, en outre by, by, b3, 0 > 0 ,alors (u,v,w) sont
uniformément bornées dans €. x[0, co).

uP1
vl (W'l +c)

sont dans L*°((0, Tinax), L™ (2)),pour tout m > %,alors d’apres l'effet regularisant

Preuve. Comme L(t) est bornée sur (0, T,,.x| et les fonctions

uP2 uP3
——=et

v92wT2 v93w"3

,1a solution du systéme (2-22)-(2-28) est globale et uniformément bornée dans 2 x (0, +o0). m

Section 2.2. Existence globale des solutions pour un systéme avec trois équations



Chapitre 3

Non existence globale des solution pour un

systeme de reaction-diffusion

On s’intéresse, dans ce chapitre a I’étude du non existence globale des solutions pour un systeme

de réaction-diffusion, avec des dérivées classiques.

29
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Considérons le probléeme d’évolution (voir [16])

up = Afa(z, tu,v)u) + A (b (2, t,u,v)v) + h(z, 1) o], 3.1)
v =A(c(z t,u,v)u) + A(d(z,t,u,v)v) + k(z, t) |ul?. ’
Le systeme (3.1) est complété par les conditions initiales suivantes
u(z,0) = ug(z) > 0;v(x,0) = vo(z) > 0,2 € RY. (3.2)

Lemme 3.1 (voir [16]) Soient L,y, F», F1, 1 et Iy positives et soient «; et 0;(i = 1,2, 3) des nombres
positifs telles que ay < oy et O < 01;0103 > 1 et azf3 < 101,51

Lo < FLL% + Ly,
y01 < l2£a3 + _’F2y92.

Alors il existe une constante C telle que

1601 0103 aq6q

L2101 <C |:F1a1—ﬂ2 + ]:291—92 lfl + (lfll?)W

Preuve. (voir [16])

Comme

y9163 < 9fs—1 (lg3£a393 + 7—"2933;9203) 7 (3.3)
Lo < gfhi—1 (.7'—1015&291 + l§1y9193) ] (3.4)

Afin d’estimer le membre droite de (3.3), on applique 'inégalité de Young pour un ¢ > 0 arbitraire,

on obtient
0163

F293y9293 < 8y9293 + 0(6)]’—;1_92.

En choisissant ¢ assez petit, on aura

0163
Y < C [zgsms"S + ]-“29192] . (3.5)
Ainsi, (3.5) avec I'inégalité (3.4) entrainent
, 0163
L < C {]—“1915("291 + 1§18 L0 4 lflfQ"l"Q] . (3.6)

Afin d’estimer le membre droite de (3.6), on applique 'inégalité de Young pour un ¢ > 0 arbitraire,

on obtient
16y

FLoet < L0 4 Oe)F ™,

Section
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et
1601

l?1lg3£a393 < §£a101 + C(E) (ZfllQS)m )

En choisissant ¢ assez petit, on aura

101 0103 16y

L < C []—"{”"‘2 + Fy R (10052 aTeats | (3.7)

Lemme 3.2 (voir [16]) Soient L,y, F», F1, 1 et Iy positives et soient «; et 0;(i = 1,2, 3) des nombres
positifs telles que ay < oy et 0y < 010105 > 1 et azfs < 16,51

Ecq S flﬁtm + llyeg,

y91 S l2£a3 + fgyOQ.

Alors il existe une constant C telle que

ajag 01

a6

ya191 <C |:lgfl]_‘1al_0‘2 + ]:291—% + (lgllgﬂalfhlfaﬁs
Preuve. (voir [16]) Comme

y9193 < ga1—1 (ZgILOBOél +f;1y92a1> ’ (3.8)
Lo < 2&3—1 (fla3£a2a3 + l?3y920<3) . (39)

Afin d’estimer le membre de droite de (3.9), on applique I'inégalité de Young pour un ¢ > 0

arbitraire, il vient

013

FRaLeees < eL 4 O(e)F 2,

Ainsi et en choisissant ¢ assez petit, on aura

01a3
Lo < C [ff”‘% + l?‘*y"?‘”s} : (3.10)
Ainsi,(3.10) avec I'inégalité (3.8) entrainent
, 013
y < [131}?1“2 + 15Ty + fé“y‘)z“l] : (3.11)

Afin d’estimer le membre droite de (3.11), on applique I'inégalité de Young pour un ¢ > 0 arbi-

traire, on obtient
3101

9
Ferye < gy 4+ Cle) R,

et

a16q

lgllfésyezag < gyalel + C(e) (lgal?l)m '

En choisissant ¢ assez petit, on aura
ajag 017

a6
Y0 < OIS FTT p FRR 4 (19159 ) mi st
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Définition 3.1 pour 0 < T < oo, on dit que (u,v) est une solution faible locale de (3.1) ; si
ue C([0,7], L, (RY)) N C([0,T], L, (& hdxdt)) N Ly, (Q)
v e C([0,T], L, (RY)) N C([0,T], L, (& kdwdt)) N Ly, (Q)
et satisfait
{ — Jou&i = fya (@ touv)ulE — [ob(w,tu,v)vAE = [, h(z |v|’;5 + Lquob,0) o
— Jov& = Joc (@t uv)udl = [ d (@, t,u,v) VAL = [ k(@) [ul* € + [, voé(x
pour toute fonction test 0 < £ € C?([0,T] x RY),vérifiant £(.,5) =0;0 < S < T.
SiT = +o0o, on dit que (u;v) est une solution faible globale.
Pour commencer, nous exposons quelques hypotheses :
Les fonctions h, k satisfaient
(BT, Ry)| > R, |k(R*r, Ry)| > R", ((H;))
pour R suffisamment grand et 7 > 0,y dans un domaine borné.
Théoréme 3.1 (voir [16])
Soit p > 1l et g > 1,et supposons que
Dmin(p,q) > 1 et min(A + 2,k +2) > 0,
i)les fonctions a, b, ¢, d, h, k sont positives et satisfaient||a|| _, ||b|| ., llcll o, |4l <
Et (Hy) est vérifie,si
N S max (91, 92) y (313)

ol
— i [((B2) O42)  g(A42)+(k+2)
6, = min 1 T 1
— i [(EE2) O+2) p(k+2)+(A+2) |
f; = min o e P

alors le systéeme(3.1) n‘admet aucu’une solution faible positive globale non-triviale.

Preuve. (voir [16])

Nous supposons que le probléme (3.1) admet une solution faible globale non-triviale, donc (u , v)

existe dans (0,7*)? pour tout 7* > 0
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Soit £ une fonction test positive .

Comme la condition initiale ug,(resp vy) est positive, la formulation variationnelle (3.12), entraine

h(:c,t)\v[pf’g u£t_ a(x,t,u,v)uA£— b(.’L’,t,u,U)UAf,
frea [ [svsvorc |

Q

/k:(:v,t)\u|q§§/v&t—/c(x,t,u,v)uAf—/d(x,t,u,v)vAf.

Q Q Q Q

et

Comme [, h(z,t) [v]"§ > 0 et [, k(z,t) [ul*§ > 0 ,alors

/h(w,t)|v|p§§/u|§t|+/a(m,t,u,v)u|A§]+/b(m,t,u,v)v|A§|, (3.14)
Q

Q Q Q

et
/k;(x,t)|u|q§ < /U|§t| +/c(m,t,u,v)u|A§| —|—/d(x,t,u,v)v]A§|. (3.15)
Q Q Q Q

La fonction test £ est choisie de facon qu’on a :

(fQT|§t Tg) < 400,
(o, 18617 (€k) Tq> < +o0,
(Jo 188 (@) )" < oo,
(for 16 1) 7)< oo
(Jo, 1€ () 7”) < +o0,
U (o, 126 (60)7) <+

V=

(3.16)

Afin d’estimer le membre droite de (3.14),En utilisant I'inégalité de Holder on obtient

/ ulg,) < (Q/ uqk‘é“) (@ fﬂ’(kf)qq') : (3.17)
Q T T

/a(x,t,u,v)u|A§| < c/u|A§| <c (@/ u%) (Q IAE| (€k) ;) , (3.18)
Q Q T

et

et

/b(x,t,u,v)v|Af| < C/U\Aﬂ <c (@ Uph£> (@/ IAEP - (€h) Pp) : (3.19)
Q T

Q
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Ainsi, (3.17), (3.18) et (3.19)avec I'inégalité (3.14) entrainent

1

/h|v[”§ < Q/ uqu) q A+ (Q/vph5> - Ay, (3.20)

Q

A = (@/ fﬁ”(kf)g‘f) +Q/ qu'(fk)f) , (3.21)

Q=

ou

T

Ay = C(@/A§ﬁ~(§h)?ﬁ> . (3.22)

Afin d’estimer le membre droite de (3.15),En utilisant I'inégalité de Holder nous obtenons

/ &) < (Q/ v%) (@/ 5#"(%@5) : (3.23)
Q T T
/ c(z,t,u,v)u ALl < ¢ / “A€<C(/ u%) (@/ As%k)f) : (3.24)
Q Q T

Q

/d(:c,t,u,'u)v\Af\ < c/uyAg| <c (/th) : Q/Agﬁ (gh)f) . (3.25)
Q Q Q T

Ainsi, (3.23), (3.24) et (3.25) avec I'inégalité (3.15) entrainent

et

NP

et

SN

1

/k|uyq,gg Q/ v”hf) Az + (@/ uqkf) - Ay, (3.26)

Qr

ou

/ @lﬁ(hf)f') +c(@/ A&%h)f) : (3.27)

T

Ay = Q/ Aﬁq'(&k)f) : (3.28)

T
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Prenons maintenant ) .
e frurne) = [rree) .
T T
alors
L1 < yAs+ LA,
{ = Uis A (3.29)

yP < LA + yAs.

En utilisant le lemme (3.1) on obtient

£ < CLA]T + ABAT T + (4547

En utilisant le lemme (3.2) on obtient

YOS O AL AJATT 4 (A1) |

Maintenant, en prenant la fonction test de la forme

ou & € C§°(R) est une fontion test positive décroissante vérifiant
0<d< 1,r“13(r)‘ < C,
pour tout r > 0 ,on a

1, sir<1
@ — b f— )
(r) {O, sir > 2,

I'existence de £ et @ est claire.

Par exemple

1 si |z| <,
e
P(x) = (2 — ‘f—') Tsir < || <2,
0 si |x| > 2r,

ou ¢* est proche de 1,si § est choisie assez grand, alors on a les convergences des integrales (3.16)

Par exemple, comme
2 5p

NN

’

€77 ~ o776
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et si nous choisissons ¢ tel que
op
0—1)—— >0,
(0—1) )
alors )
[1er <h5>p”) < +oo.
Afin d’estimer le membre droite de (3.29), on applique le changement de variables suivant
t T
=25l = 5 (3.30)
nous obtenons
/ I ROT | < RIS / |23 (@)56) , (3.31)
T Q
1 1
[iagien™) < rET| [ |ae @) (3.32)
Q
Ainsi, (3.31) et (3.32) avec l'inégalité (3.21) entrainent
N+2 —92
Ay <R T Ay, (3.33)
ou ) )
( J ) ve ( [ 120 <¢>f) |
Q
et
/ IAEP (ch)7 | <R T2 / }A(Iﬂﬁ (@) > (3.34)
Q
Ainsi, (3.34) avec l’inegahte (3.22) entrainent
M,Q
A2 < R P AQ, (335)

ou

RSNE

Ay =c (/ A" (cp)é”)

Q
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Et
p =B ' Ay N+2_ g 5P i 2} '
L7 < RS B (@) | (3.36)
T Q
/ INTUGORN IS ( / ag? [ @)55) . (3.37)
T Q
Ainsi, (3.36), et (3.37) avec l'inégalité (3.27) entrainent
Ay < R7 5 2 A,, (3.38)
ol X X
5 *”5 ' S|P [y 22 '
/|<I> +c /|A<I>\(q>)p
Q
Et ) )
/ Agf (fk)f> <RV ( / Ao’ (@)55) (3.39)
T Q
Ainsi, (3.39) avec I'inégalité (3.28) entrainent
Ay < Ra P24, (3.40)
ol X
Ai=c (/ A<1>5|q'(q>)55) .
Q
Ainsi, (3.33), (3.35),(3.38)et(3,35) avec I'inégalité (3.40) entrainent
Lr < C(R™ 4+ R™ + R%), (3.41)
ou
(=18 = p[N(g—1)—(k+2)],
(p—1)5 = p[N(p—1)—(A+2)],
(pg—1)Ss = p[N(pg—1) — (k+2) —q(A+2)].
Et
y" < C (R" + R + R%), (3.42)
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ou

P-1DJN = ¢[Np-1)-(A+2)],
(=12 = ¢q[N(g=1) = (k+2)],
(pg—1)Js = q[N(pg—1) = p(k+2) = (A+2)].
Maintenant, dans le cas max(sy, s2, s3) < 0 ou max(.Jy, Jo, J3) < 0 I'exposant de R dans (3.41) ot

(3.42) est négatife.

En faisant tendre R vers I'infini on obtient

/ ul* k§ =0, (3.43)
RN xR+
ou
/ [P h¢ = 0, (3.44)
RN xR+

alors que © = 0 ou v = 0 Ceci contredit le fait que (u,v) est une solution faible non-triviale de
(3.1).

Maintenant, dans le cas max(sy, s2, $3) = 0 ou max(.Jy, Ja, J3) = 0,

d’aprés la convergence de I'integrale (3.43) et (3.44) si

Cr={(y,7) RV xR*, R* < [y|" +1* < 2R*}.

Comme
y" < C,
ou
L1 < C.
Comme
Jurke= [ e [ ke
Cr ly|?+t2<2R2 |y|?-+t2<R2
et
Jurne= [ wpne- [ e
Cr ly|?+t2<2R? ly|?+t2 < R?
En faisant tendre R vers I'infini on obtient
}%im /|u|q k& =0, (3.45)
Cr
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ou

}%im /]v|p h¢ = 0. (3.46)
Cr
Comme )
,ﬁW%S%,ﬂWM +A1/M%£, (3.47)
Qr R T
ou ) )
Jrorne<ac| [rurne) +an( f1orne
Qr T R

En faisant tendre R vers I'infini on obtient
[ wrne=o
RN xR+

ou
/ lu|* k& = 0, (3.48)

RN xR+

alors que u = Oou v = 0Ceci contredit le fait que u est une solution faible non-triviale de (3.1). m
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Chapitre 4

Non existence globale de solution
d’équations
Et systemes de réaction-diffusion avec des

dérivées fractionnaires

Ce chapitre est consacré a 'étude du non existence des solutions pour une équation d’évolution,

ainsi que pour un systeme de réaction-diffusion (2x 2)
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4.1 Non existence de solution globale pour une équation dif-

férentielle fractionnaire
Considérons le probleme d’évolution :(voir [15])

D%u+ (—=A)3 (u) = h(z,t) [ul”, pour (z,t) € RN x R* =: Q,
0/t (4.1)
u(z,0) = up(z) > 0, pour z € RY,

ou N > 1, p est un nombre réel positive.
l/)adésigne la dérivée fractionnaire en temps d’ordre « € (0, 1) au sense de Caputo., (—A)g,
0/t

B € [1,2] est le laplacien fractionnaire, par rapport a x, d’ordre g,lequel est défini par

@

(=A)20(z,t) = FHE[" F(0)(€)) (1), (4.2)

ou F désigne la transformée de Fourier et 7~ !son l'inverse.

Définition 4.1 Soit p = p + 1.Une fonction u € L}, .(Q7) est une solution faible locale pour le

loc

probléme (4.1) définie sur Qr ; si uhv € L} (Qr, dxdt)

loc

et est telle que :

NI

/uo(x) l/)Taw(x,t)dxdt + /h |ul” o(x, t)dxdt = /u%ago(:z:,t)dxdt + /u(—A)
¢ ¢
Qr Qr Qr Qr

o(x, t)dxdt, (4.3)

pour toute fonction test p € CZ/(Qr),vérifiant o(x,T) = 0.
Les intégrales dans la défintion ci-dessus sont supposées étres convergentes.
Si,dans la définition T' = +o0, la solution est dite globale.

Concernant la fct h(x,t),on pose la condition (H) :
h(z,t) > Cy|z|° t*, Ve € RN £ > 0,C) > 0. (H)

Les hypothéses sur o et p sont déterminées par la convergence de certaines integrales dans la preuve

(voir (3))

Remarque 4.1 Soient T et R deux réels positifs et soient (x,t) € RN x R¥,

pour le changement de variable suivant : 7 = RL% ety = %,ona

4.4)

Section 4.1. Non existence de solution globale pour une équation différentielle fractionnaire
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(4.5)

D “ple,t) = B Doo(|y +17),

t/TR?

D“désigne la dérivée fractionnaire en temps d’'ordre o € [0, 1] au sense de Caputo.(—A)g, g e ll,2]

0/t
est le laplacien fractionnaire, par rapport a x, d’ordre g

Preuve.
| <

B

2

Et
2
TR?

On pose P:i% — M alors d§ = RidM donc

D O‘gp ‘x?t = [e%
i T BT =) dr) (M=7)
donc
D “g(z,t) =R D®(ly|* + 7).
t/TR? 7/T

Théoréeme 4.1 (voir [15])
Soit N > 1 et p > 1.Supposons que la condition (H) est vérifié.

Si
a(f+a)+Bp
l<p<p =1 :
<P=P +04N+B(1—04)

alors le probléme (4.1) n’admet auqu une solution faible non négative globale non triviale.

Section 4.1. Non existence de solution globale pour une équation différentielle fractionnaire
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Preuve. (voir [15]) (Par contradiction)

La méthode est basée sur un choix convenable de la fonction test.

Nous supposons que le probléeme (4.1) admet une solution faible globale non triviale, et donc
ug.existe dans (0,7*) pour tout 7* > 0.

Soient 7" et R deux réels positifs tels que 0 < TR < T* et soit ¢ une fonction test positive de
classe C'(Qr)..

Comme la condition initiale uq est positive, la formulation variationnelle (4.3) entraine

/h|u|p o(x, t)dedt < /u%“gp(m,t)da:dt—i— /u(—A)ggo(Lt)da:dt. (4.6)
t
Qr Qr Qr
La fonction test ¢ est choisie de facon qu’on a :
/ ‘ ggo hgp T < oo. 4.7)

Afin d’estimer le membre droite de (4.6), on applique 'inégalité de Young pour un ¢ > 0 arbitraire,

on obtient
8 g, \|P =
[ uleaielze [ wrnesce [ |eaie] 6o 4.8)
Q 2 Q 2 Q 2
TRO TRO TRO
et \
p N
/ ul D “p|<e / lul” hp + C(e) / D “p (ho)7 . (4.9)
o, luTHd o’ o7, TR
TRO TRO TRO
En choisissant ¢ assez petit, on aura
5 p
8 N —p
[rwres<ce [ Sleake] +| Dol bne?. (4.10)
Q2 Q2 TR
TRO TRO
Prenons maintenant :
o + ¢
plz,t) =@ (T ;
ou ® est une fonction de classe C*°(Qr) décroissante telle que
1,siz2<1
(P — ’ - *
(2) {O, siz > 2, )

Section 4.1. Non existence de solution globale pour une équation différentielle fractionnaire
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et0<d <1,
et R et f sont des réels positives.
Afin d’estimer le membre droite de (4.10), on applique le changement de variables suivant

=

Y=

t
R

SSIN

T =

uly, ) = ly|* + 77,

Posons
et
Q={(y,7) eRY xR,y +7° < 2}.
Comme (Am)g = R‘ﬁ(Ay)g(voir remarque (4.1)) et dzdt = RY +%dydr nous obtenons
2P . —Bp+N+3—2(5+32) g p 51 1p H
()5 )| ()T < R [ ca)yioo ) (Gulyl P @op)  dydr
Q 2 Q
TRO
“4.11D)
En tenant compte de la définition de la dérivée fractionnaire en temps au sens Riemann-Liouville, (voir
remarque (4.1)) nous obtenons
P , s i P #
/ D “p| (hg)? < R_eaerNJre_g(‘S*ep)/ ‘ D%®op (C’h ly|° \T|p®ou> dydr. (4.12)
t/TR? /T

Q 2 Q

TRO
Pour que les membres droites de (4.11)et (4.12) ont le méme ordre en R, on choisie § = %a on a
donc l'estimation

/ hlul’ ¢ < CRY, (4.13)
Q 2
TRO
ou
vz—ﬁp+N+§—]—9(5+@>,
a p e

(4.14)

) dydr.

,5) ((cmyﬁ 7’ @ o)

et
5 »
0:0(5)/ ()(—A)z@ou‘ +|Dovop

Q
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Maintenant, dans le cas ou, v < 0, (ie p < p.), 'exposant de R dans (4.13) est négatif.
En faisant tendre R vers l'infini on obtient :

/ hlul” <0, (4.15)

RN xR+

ce qui implique que u = 0. Ceci contredit le fait que u est une solution faible non-triviale de (4.1).

Finallement, dans le cas, v = 0, (ie p = p.),

d’ apres la convergence de I’ intégral dans (4.13) si

Cr={(y,t) €ERYN xR, R? < [z" + % < 2R?}.

Donc
[nlre= [ bure- [ nre
Cr |z|2+t0 <2R2 |z|?+t0 < R2
alors
: P _ : [ T P
dm [phre = hm [ b= m [ bl
Cr |z|2+10 <2R2 ]2+t < R2
_ /hw_ /h\u]p—O.
RN xR+ RN xR+

En utilisant 'inégalité de Holder,dans (4.8)et(4.9) nous obtenons

hSal

B —p
IRIESE /|u|p/w Q/ el )7 |
QR s
TR«
et )
/ u / l? (hi) (J “g| (hp)
o t/TR9 t/TR?

olie

TR

On applique le changement de variables présidente nous obtenons

p

/ ‘ w‘ < /|u|p he) (7/ <I>O;z’ (Chlyl ITI'OCPO#)ppdydT :

B

T ,

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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et
1
P P =2 b
/ u| D “p| < /|u|p (hp) / D “®oy <C’h ly|° |7 ® o M) dydr | , (4.20)
t/TR? +/TR?
Q B R 1
TR«
telle que

Q ={(y,7) e RV xR, 1 < [y|+ ¢ <2}.

Par la somme de (4.19)et(4.20) nous obtenons :

hSAl

/ h|ul’ pdxdt < L - /|u|p (he)dzdt | (4.21)
Q

TR

L - (ﬁ/
+ (7/ )(—A)gq) o ,u‘p (C’h ly|° |77 ® o ,u> ’ dydr

En faisant tendre R vers l'infini et en utilisant (4.16) nous obtenons

R

N

ou

D —p P
P

(Ch yl” |7 ® o M) dydr |

D “®opu
T/TR%

=

/ h|ul? dzdt = 0,

RN xR+

ce qui implique que u = 0. Ceci contredit le fait que u est une solution faible non-triviale de

(4.1),d’ou la preuve. =

Remarque 4.2 la condition (v < 0)

a(B+o)+Bp
aN + (1 —a)’

p<1+

nous fournie un critique exposant tres connu qui est l'exposant de Fujita dans le cas 0 = p = 0, =
1,8 =2.

Section 4.1. Non existence de solution globale pour une équation différentielle fractionnaire



Chapitre 4. Non existence globale de solution d'équations
Et systemes de réaction-diffusion avec des dérivées fractionnaires 47

4.2 Non existence de solutions pour un systeme d’équations

différentielles fractionnaires

Considérons le systeme suivant (voir [15])

[N

D(u —ug) + (—A)2(u) = f(x,t) |v|’ dansQ,
o (4.22)

Olz‘s(v — o) + (=A)2 (v) = g(x,t) [ul* dansQ.

(S

Oou 1/)'” (resp l/)‘;)désigne la dérivée fractionnaire en temps d’ordre a; v € (0,1) (resp § € (0,1))
0/t 0/t

, au sens de Caputo.,(—A)g(resp (=A)2),5 € [1,2] (resp § € [1,2]) est le laplacien fractionnaire,
par rapport a z, d’ordre g (resp 7).

Le systeme (4.22) est complété par les conditions initiales suivantes :

u(x,0) = up(z) > 0;v(x,0) = vo(x) > 0,2 € RY, (4.23)

ou
a>0a5<1§776§27

ol les fonctions f et g sont supposées satisfaire aux conditions :
fla,t) > Cotr [2|™  g(a,t) > Cot® ||, (Hy)

pour
t > 0,$ > 1,W1,WQ > O.dl,dg > 0.

Pour le systeme (4.22), nous avons

Définition 4.2 soit Q7 = (0,7) x RV ;0 < T < oo, On dit que (u;v) € (LL, (Q1))? est une solution
faible locale de (4.22) définie sur Qr si

up vt e Lloc (QT) ;pourz' = 17 27

et satisfait

[ e+ / Flore = / uD o6+ [ul-)i, (424)
QTR QTR QTR

et
[wpia+ [onre= [vpi+ [ (4.25)
QTR QTR QTR QTR
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pour certaines fonctions test §; € C2(Qr),telle que &,(x,T) = O.pour i = 1,2.

Si T' = 400, on dit que (u;v) est une solution faible globale.

Théoréme 4.2 (voir [15])
Soit p > 1,q > 1. Supposons la condition (Hy) est vérifié,Si

N < max{Ny, N2},

ol
N — S ta—(1— )+ (Wit 2d)+ (w2 + G d2)
L o ’ 26
Yqp q
N, — 25— (1— L)+ (wat Gda)+ 1 (wi+2d1) (4.26)
2 — a T 6 I
Bpd " P

alors le probléme (4.22) n’admet aucune solution faible non négative globale non triviale.

Preuve.

Comme dans la preuve du Theorem (4.1),on raisonne par I'absurde.

Supposons que le probléme (4.22) admet une solution faible globale non triviale, et donc (u , v)
existe dans (0, 7*)* pour tout 7* > 0 .

Soient 7" et R deux réels positifs tels que 0 < TR% < T* et soit © une fonction test positive assez
réguliere.

Comme la condition initiale wug,(resp vy) est positive, la formulation variationnelle (4.24),(resp
(4.25)) entraine

Jonre< [upee+ [uaie, (4.27)
QTR QTR QTR

et
/9|u’qf2 < /U/ZT)R6£2 /U'<_A);/§2- (4.28)
Qrr Qrr QTR

En utilisant I'inégalité de Holder, il vient
/f "€ < / [ul"€9 | - A, (4.29)

ou :

Qi

D “& 529>Tq

t/TR

\ (£29)7 / ‘

Section 4.2. Non existence de solutions pour un systéme d’équations différentielles fractionnaires
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Et
1
[ures<| [rrar) b (4:30)
ou : 1
B= D ‘ 0
/| ") / (&)

TR

En Combinant (4.29) et (4.30) on aura

1—L
/ P&, f < Bi A, (4.31)
et:
-5
/ [ul? €59 < Av - B. (4.32)
Prenons maintenant
o + 2
ou ® est une fontion test positive et décroissante vérifiant (*) et
B Y
0 =—.0y = —.
1 Oé’ 2 6
Maintenant ,on utilise le changement de variables dans (A) suivant
t=Rr,x= R%y,
et
28
0 = {(y,r) cRY xR, 724+ |yl " < 2} ,
Choisir 4 telle que
1
q ) i aa-fwat )
D q < (1R a 4.33
[ Bl @) <c , (4.39)

TR
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ou
—q
q

‘? <C’2T“’2 ]y|d2 CID) dydr

Cy, = (n/ ‘ D*®
/T

= R*O‘(Ay)g (voir remarque (4.1)) et dedt = RN*% dydr nous obtenons

[Miey

Et comme (A,)

[levial @) <7 (434)
TR
ou
Gy = (”/‘(A)Q(ID‘(I (Cor Iyl @) dyar
1
Par la somme de (4.33) et (4.34) on obtient
A<CiR™™, (4.35)
ou
Cy = é'1 + OQ,
. 1 N 7 d
(0% q Qo
Li=a—<(14+— — 2 (w +—>.
' q ( B q( 1B )
Maintenant ,on utilise le changement de variables dans (B) suivant
t=Rr,xv = R%y,
et
25
Q= {(y,r) ceRY xR, 72+ |y|” < 2}.
On obtient )
5 P b ? , 1-apr MO 2y, 4%,
D a < P .
[ bl @n?| < , (4.36)
TR
ou

1
b . ’
03(7/ D' (Cﬂwl \y|d1<1>) dydr | .
1
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ol
2

Et comme (A,)? = R~7(A,)? (voir remarque (4.1)) et dzdt = R" +%dyalT nous obtenons

=

p D od
s NS _p 1
1-6p+ T p (w1+ 5 )

[leaief @n?) sar——577 (437)

ou

=

, PP 7
- (/<A)2@ (crrr [y @) dydr

Par la somme de (4.36) et (4.37) on obtient

B < CyR™ 12, (4.38)
ou
Cy = C,'3 + 6'47
et
1 No p ad
Ly=60— -1+ — — (w1 + —
2 p( 5 (w1 3 )
Ainsi,de (4.35) et (4.38), il suit
(@ [P &, f < G R Glati), (4.39)
et
=
(Q/ [ul" €29 < CpR-GhrtLe), (4.40)
TR

Maintenant,dans le cas oll max {— <L1 + %Lg) - (LQ + %Ll)} < 0.
Lexposant de R dans (4.39) et (4.40) est négatif,En faisant tendre R vers I'infini, nous obtenons

1

1—L1
(fRNX]R|u’qg> S 07

1

(Javse ol £) 7 <0,
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alors que v = 0 et u = 0, Ceci contredit le fait que (u,v) est une solution faible non-triviale de
(4.22).

Finallement ,dans le cas ol max {— (L1 + %L2> - (Lg + %Ll)} =0,

d’apres la convergence des intégrales (4.39) et (4.40) si

Cr={(y,7) €RY x RY B2 < y|¥ + 4 < 2R},

et
Cr = {(y,T) eRY xRT R? < |y|2% +1? < 2R2}.

Donc

R
ou

: q —
REIBQQ /\u| &9 =0. (4.42)
R

D’aprés (4.31), on obtien

[rora < [rure) e
QTR R

D’aprés (4.32),on obtient

‘/hﬁggé /wwgg Y 4.43)
QTR n

En faisant tendre R vers I'infini, et on utilisant (4.41) ou (4.42) nous obtenons

[ wre=o

RN xR
ou
ulg =0,
RN xR
alors que v = 0 ou u = 0, Ceci contredit le fait que (u,v) est une solution faible non-triviale de
(4.22). m
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Remarque 4.3 lorsque o = 6 = 1; 3 = v = 2,nous retrouvons le cas étudié par Escobedo et Herrero
[5],mais nous avons besoin d’imposer
les contraintes p > 1;q > 1 tandi que Escobedo et Herro nécessite pq > 1.

Section 4.2. Non existence de solutions pour un systéeme d’équations différentielles fractionnaires



Chapitre 5

Les Conditions nécessaires pour ’existence
locale et globale de certains problemes

d’évolution

Dans ce chapitre, on établit des conditions nécessaires pour I'existence des solutions locales et

globales pour un systeme de réaction-diffusion avec des dérivées fractionnaires.
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5.1 Les Conditions nécessaires de I’existence locale et globale

pour un systeme d’équations différentielles fractionnaires

Considérons le probleme d’évolution (voir [21])

B

{5%“ + (=A)% (u) = [uf" |o|" dansQr,

5 (5.1)
D*v 4+ (=A) 7 (v) = [ul™ |[v|* dansQr,
ol l/)o“ (resp l/)‘”)désigne la dérivée fractionnaire en temps d’ordre ;1 € (0, 1)
0/t 0/t
(resp ap € (0,1)) , au sens de Caputo.(—A)%l(resp (—A)%Q) ;81 € [1,2],(resp 5, € [1,2])
. . . \ 5 B By
est le laplacien fractionnaire, par rapport a z, d’ordre 5! (resp 32) ,avec
o > O7a1 < 61,042 < ﬁZ?B <2

Le systeme (5.1) est complété par les conditions initiales suivantes

u(z,0) = up(w) >0 # 0;v(x,0) = vo(x) >0 # 0,7 € RY. (5.2)

Définition 5.1 soit Qr = (0,7) x RN ;pour 0 < T < oo, on dit que (u;v) € (LL, (Qr))” est une
solution faible locale de (5.1) défini sur Qr si

uPi, v% € Ly (Qr);pouri=1,2,

et satisfait

fQT uo D T o+ fQ Jul” o] ¢y = fQT UDOQ% fQT 719017 (5.3)
Ba .

fQT Yo D P2+ fQT Jul™ 0], = fQT U% g + fQT v(=A)7 @y,
pour toute fonction test ¢; € C2}(Qr),vérifiant ¢,(x,T) = O.pour i = 1,2.
SiT = +o0, on dit que (u,v) est une solution faible globale.
Théoréme 5.1 Soit (u,v) une solution faible locale non triviale du probléme (5.1),
alors, on a les estimations suivantes :

—(g1@p+aq)
lim inf [ug(z)] < CT rea-T | 5.4)

|| —o0

Section 5.1. Les Conditions nécessaires de |'existence locale et globale pour un systéeme d’'équations
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et
. . , —(agtpgay)
| 1‘1H1 inf [ug(z)] < C'T r2ar-1 (5.5)
ot C' et C' sont des constantes positives.
Preuve.
Grace a la formultaion variationnelle (5.3), nous avons
( B
D% < [uD™ ~A)?
/Uot/T 901_/Ut/T 901"‘/“( )2 01,
Qr Qr Qr (56)
ey @ B2
/Uot% 2oy < /Utl/DT 2y + /U(_A> 3 ¥2;
\ Qr QT Qr

pour toute fonction test positive p, € Ci’tl(QT) vérifiant

o(.,T)=0pouri=1,2.

En utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

1

p2

Jul Do dode < | [pur o, |4
t
Qr T
et
1
P2
8
[ulea¥e |t | [urpee,)| B
Qr T
ou
, N\
Do —Plzm —py \ P2
A= [|Dog| v 5
/t/T 801 902 9
T
et
L]
81 P fplng —rp | "2
B = /<_A)2<P1 v P2y
s
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Ainsi
/uo %algpldxdt < / [ul” [v]® p, Ay, (5.7)
¢
Qr T
ou
A=A+ B. (5.7.1)

Comme ci-dessus, en utilisant une seconde fois I'inégalité de Holder, il vient

q1

/vg %a2¢2dxdt < / [t o] @, | A, (5.8)
t
Qr T
avec
Ay = A+ B, (5.8.1)
ou
/ P\ T
, q1 _qu; —q a1
A= D2 “
T
et

t/mww@¢¢;$/wwww¢g A

Qr T
Jurme, < { [l pre ) 4.
Qr \QT

Par conséquent,

1— 1
p241

Jureme ) < apa 59)

Section 5.1. Les Conditions nécessaires de |'existence locale et globale pour un systéeme d’'équations
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et
1

" paq

1
/ ul” [v|* @, < AP A,. (5.10)
T

Appliquant (5.10) et (5.9) respectivement dans (5.7) et (5.8), on aura

1
P24q1

/uot%algol < A? A, (5.11)
T
et
I=pa
1
D < AT A, 5.12
/ WD, < AT A, (5.12)

T

Maintenant, en prenant des fonctions test de la forme

ey [(=2)0<t<T
pi(z,t) =P <E> { 0.t <T : (5.13)

ol ® € WhH(RY) est positive, & supp ® C {1 < |z| < 2} et vérifie

B1
2

<(—A) <I>> < k® pour une certaine constant k£ > 0
g A7 : (5.14)
((—A)7 (D) < h® pour une certaine constant i > 0
+
Iexposant [, introduit dans (5.14), est un nombre réel positif quelconque si
min <p2 - 1,1011 y 1 — ]_,1012) Z 0
,et [ > max (alp; — 1,041q'1 — 1) Si min <p2 — ﬁ,ql — 1_1a2> < 0,
oll ¢ et p'sont respectivement les exposants conjugués de p et .
De plus, notons que
" l " l—aq
D(1—= | =AT"™(1-= 5.15
o (eg) o (eg) 515
<A DD
oul = e
De facon analogue,
¢ l ¢ l—ao
D?|1—=| =YT"*(1-= 5.16
5 () - fimg) 519
N )

ouT = F(1+l—az) "
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Considérons le changement de variables suivant

t=TT1etx = Ry,

Il vient
T ¢ l—on
aq x —a
/U,O(l’)t% oy (z, t)dedt = //U()(Q])A(I)(E)T 1(1_T> dxdt,
Qr 0 RN
RNATI—
= — Ry)®(y)dy. 5.1
l_a1+1/uO( y)®(y)dy (5.17)
RN
et
P’ _p2q2 / . , —p2q2 £C e
/ Dalgpl v P2 902:02 dtdzx S Ap2T apoS P2 / — / ]_—’7' p2 del’
t/T R
Qr RN 0
RNAp/?Tl_O‘lp; *pgtm
= ; P2 O (y)dy. 5.18
e [ e (518)
RN
et
B P —paaz r: T —ran B, Ty P
JlemFa) B dae < o [0 e eE) s
t/T +1 R R
Qr RN
TRNfﬁlplzk;plz ~r30
< - p2 . .
< 1 S O (y)dy (5.19)
RN

Appliquant (5.17),(5.18) et (5.19) dans (5.7.1) ,on aura

N ’ N ’ *p;qz g N_B ro *P;qz plz
RN AP2T —*1P2 P2 TR P1P2[P2 P2
Al S l—alp/2+1 51 fRN é(y>dy + I+1 81 fRN (b(y)dy )

Ou encor

1 1 ”/2
N —n AT T# R-51k
Ay < R¥s s SRR o(y)dy | (5.20)
((l—ozl)plg—lp—i—i—l)?’z (l 1)p2 N
De méme,il vient
¥ on UK T R~
Ay < Ra g, i — + : + /@(y)dy : (5.21)

(= ooy 12+ 0% gy |\
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Ainsi , (5.17), (5.20) et (5.21) avec I'inégalité (5.11) entrainent

1 1_p1q Loy . o - pi

0o (- 55) (|i|nf1u()(Ry>> ey (ClT noHGTn R_ﬂl) (ngm CroriR)”
y|>

(5.22)

ou (4, Cs, (5,04 et Cssont des constantes positives indépendantes de R et 7.

En faisant tendre R — oo dans (5.22), on conclut que

1

= Ay L o2
T(l—a1)<l_ﬁ> <1nf u0<Ry)) 2 < CTrz2 1TP2€!1 p2,

ly|>1

I'estimation (5.4) est ainsi prouvée.

De méme, il vient
1

1- _1_e1 1,
T(l_‘m)(l_ﬁ) (lnf UO(Ry)) e S C’,TPIQQ q1 T‘I,1 2’

ly|>1
I'estimation (5.5) est ainsi prouvée m

Concernant les résultats d’existence de solutions locales et globales, on établit les conditions né-

cessaires suivantes :

Corollaire 5.1 Si on suppose que le systéme (5.1) admet une solution faible positive globale et non-

triviale ,alors

lim infug(z) = lim infvy(z) = 0. (5.23)

Corollaire 5.2 Si liminfug(x) = 400 ou si liminfvy(z) = +oc,alors le systéme (5.1) n’admet au-

|z| =00 |z|—o0

cune solution faible ;locale ;positive et non triviale.

Corollaire 5.3 Si on pose B; = liminfug(x) > 0 et By = liminfug(x) > 0 ,alors

|z|—00 |z|—00
qragtog C
T paar < — 5.2
< B (5.24)
et o
agtpaag
T rea < — 5.25
SR (5.25)

ot C et C sont les constantes introduites dans (5.4) et (5.5).
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Notre deuxiéme principal résultat est le suivant

Théoréme 5.2 Supposons que le probléeme (5.1) admet une solution faible ,positive ,globale et non-

triviale, alors il existe deux constantes H et K telles que

Nt

1|1I‘Il infug(x) || P21 < H, (5.26)
e

l‘m‘n infug(x) |x| < K. (5.27)

Preuve.
. . - ST | Slegran L o
Retournons a I'expression (5.22) que 'on multiplie par |z| |z| P2a-T 4 l'intérieur de l'inté-

grale et dans les deux membres.et En prenant 7" = R, il suit

@ agtog (1—ﬁ) 41 anta )
( inf uU(Ry) ‘l" e ) o <2 1p22;1 . (Cl 4 C2Ra1*51) (CS + C4Ra2752)5 )

ly[>R

Comme «; < [, et as < 3, on passe a la limite par rapport a R et on obtient

. g agtog <l_ﬁ) qrootaq L
inf uo(Ry) |x| rzor—1 <2 mua (1057,

ly|>R

donc ,on obtient 'inégalité (5.26) avec

g1agtag

a2t L p2q1—1
H =2ra-1 | C1C5? .

De méme, on obtient I'inégalité (5.27) avec

agtpaay

ag+pgo qi poa;—1
K:2p2q171 01103 .
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Conclusion

Nous avons étudie dans ce mémoire I’existence et la non existence des solutions pour quelques
problémes d’évolution du type parabolique, représentés dans des systemes de réaction-diffusion
avec des dérivées classiques et systemes de réaction-diffusion avec des dérivées fractionnaires.
Une extension éventuelle de ce travail peut traiter des problémes d’évolution du type hyperbo-

lique.
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