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Introduction Générales

Il est bien connu que beaucoup de phénomenes dans la nature sont gouvernés par des systémes
d’équations aux dérivées partielles du type parabolique dits " Systemes de Réaction -Diffusion".
Ces systemes s’écrivent dans leur forme la plus simple :

ou

E — DAu = f(t,.’K,U(t,l’))

u(t,z) = (ur(t,x), ..., un(t, z))

est 'inconnue,
flt,xu(t,x)) = (fi(t,z,u(t,x)), ..., fo(t,z,u(t,z)))

est la réaction (généralement non linéaire), et D est une matrice carrée n x n définie positive et
diagonalisable, appelée matrice de diffusion.

Notre contribution dans ce travail est d’essayer d’étendre les résultats connus dans le cas diagonal
a la situation pleine. Pour cela, nous construisons des régions invariantes ot nous pouvons mon-
trer que pour toute donnée initiale dans la région ) la solution reste dans >, le probleme posé
est équivalent a un probleme dont I'existence globale résulte par une technique usuelle basée sur
la fonctionnelle de Lyapunov (voir Kouachi ([19],[20]), Kouachi et Youkana[24]).

Ce travail, se compose de trois chapitres :

Chapitre 1 : Notations et notions générales

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques notations, notions préliminaires, symboles utilisés
dans ce travail, certains opérateurs et quelques espaces avec leurs normes, définitions, théoremes,
propositions et des remarques qui nous utilisées dans les chapitres suivants, aussi on donnera
introduction générale au systeme de réaction-diffusion, ainsi que la notion de I'existence locale et
I'existence globale.

Chapitre 2 : Existence globale pour les S-D-R a matrice de diffusion diagonale

Ce chapitre est consacré a I'étude d’existence globale des systémes de réaction-diffusion a la
matrice de diffusion est diagonale, pour cette raison on utilise une fonctionnelle de lyapunov de

la forme
t— L(t) = /Hn(u(t,x),v(t,x),w(t,x), z(t, x))dx,
Q
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Le systeme que nous étudions est la suivant

(

g_aAu_fl(UUWZ) sur R™ x Q
——bAv—fg(uvwz) sur RT x Q
%cAw = f3(u,v,w, 2) sur Rt x
——dAz—f4(uvwz) sur RT x Q

\
avec les conditions aux bords :

ou 81}7810782

=0 sur R x 09

o on o oy
et les données initiales :
u(0,2) = ug(x),v(0,2) = vo(x), w(0,z) = we(x), 2(0,z) = 2o(z) sur

Troisieme chapitre : Existence globale pour les S-D-R a matrice de diffusion pleine
Nous étudions, a 'aide de la région invariante, ’existence globale de solutions de systemes de

réaction-diffusion a matrice de diffusion pleine de la forme

( 8—1: — alAu — bAv — cAw — dAz = f1(u,v,w, z) sur R x
— — cAu — alAv — bAz = fo(u,v,w, z) sur RT x Q
(;% — bAu — aAw — cAz = f3(u,v,w, z) sur R x Q

\ E—dAu—cAv—bAw—aAz— 1(u,v,w, 2) sur RT x

avec les conditions aux bords :

(9u_(9v_8w_8z

—=—=—=_2=0 R* x 09
o0 = on = on = o sur R" x

et les donnée initiales :
u(0,2) = ug(x),v(0,x) = vo(x), w(0,r) = we(x), 2(0,z) = 2o(z)

Le technique usuelle basée sur la fonctionnelle de lyapunov.




Chapitre 1
Notions et résultat préliminaires

Lobjectif de ce chapitre est rappelé quelques notions et résultats préliminaires qui nous seront
utiles dans les chapitres ultérieurs. On donne des définitions, des théoremes, des propositions,
des remarques et des symboles utilisés dans ce travail, certains opérateurs et quelques espaces

avec leurs normes, afin de faciliter aux lecteurs la compréhension de notre travail.

1.1 Notations et notions générales

1.1.1 Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note = = (1, xs...., ,,) un point (ou vecteur) de R".
On appelle champ des vecteurs sur R" une application v : R" — R", qui a = = (x1,Z3...., T,)
associe v(x) = (vi(x), va(T)...., v, (x)).

Pour une fonction u : R™ — R", son gradient est le champ de vecteurs défini par

grad u(x) = Vu(z) = (aa—;l(a:), aa—;l(x), ey %(x)) : (1.1)

alors

"/ ou\?
| Vu |*= Z <8xl)

=1
Pour un champ des vecteurs v : R” — R” on appelle divergence de v la fonction définie par
ov v Jv

divo(z) = Vo= P x a—xz(x) + ...+ o

() (1.2)
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On appelle Laplacien d’une fonction u : R™ — R™ la fonction définie par

. 0 0? 0?
Au(z) = div(Vau)(z) = a—;%(x)+a—;§(x)+....+ axg(”“") (1.3)
" 0%

Soit 2 un domaine borné de R", avec frontiére réguliere 02 = I" et do est une mesure de surface
sur I

On appelle normale a I un champ des vecteurs n(x) défini sur le bord I" tel qu’en tout point x € T,
n(x) soit orthogonal au bord et unitaire.

On appelle normale extérieure une normale qui point vers '’extérieure du domaine en tout point.

On appelle dérivée normale d’'une fonction réguliere u sur le bord I' la fonction définie sur les
ou

5 (z) = Vu(z)-7 (produit scalaire du vecteur Vu(z) avec le vecteur 7(z)).[17]
Ui

points de I' par

1.1.2 Espaces fonctionnels

L(E, F) désigne I'espace des opérateurs linéaires et continues (ou bornés) de E dans F' muni de
la norme

I Alloe,m= sup || Az [[F (1.4)
zel

Izl <1
On pose L(E, E) = L(E)
On désigne par L7(Q), 1 < p < oo l’espace des fonctions définie par :

P =Ru:Q— R, mesurable:/|u|pdx<oo, 1<p<
Q

muni de la norme
1
I ey= g7 Nl 1.5
Q

On désigne par L>(2) 'espace des fonctions « mesurables et vérifient
|u|<c¢ p.psurf)
oll ¢ est une constante positive. L>°(€2) est muni de la norme

| w[|eo(y=inf{c,| u |<c p.psur Q} (1.6)

1.1. Notations et notions générales
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On définit les espaces LP(0, 7, X), 1 < p < oo et L*(0,T, X) comme suit :
T
20,7, X) = du:[0,7] — X mesurable, / | dt < oo
0

muni de la norme

T
I o= [ Iu I d a7
0

L>*(0,T,X) = {u :[0,7] — X mesurable, supess || u [[x< oo} :
te(0,T)

muni de la norme

| u ||L(o,r,x)= sup ess || u||x (1.8)
te(0,7)

D’autre terme :

u(t, ) € L%(0,T; LP(Q)) <= sup || u(t,z) ||pre)< oo
te(0,T)

Naturellement on a
LP<O>T7 LP(Q)) = LP((OaT) x ),1 <p< oo

C'(€2) désigne I'espace des fonctions continues et bornées sur €2 muni de la norme
lullo@= max | u(e)| (1.9)

Ck(Q), 0 < k < oo désigne l'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre
inférieure ou égal a k existent et sont continue dans ).

CE(), 0 < k < oo désigne les sous-espaces vectoriel des fonctions de C*(2) a support compact
dans €.

D(Q) c’est 'espace des fonctions C'* a support compact contenu dans ).

D’(Q2) désigne l'espace des distributions sur €2 c’est-a-dire 'ensemble des formes linéaires conti-
nues sur D(€2).

H'(Q) c’est 'espace de Sobolev défini par

HY(Q) = {u € L(Q) : g—“ €L¥Q), 1<i< n} (1.10)
T
muni de la norme
"L Ou
| u ||?p(g)=/ | u Izdx+/z | 52 ? dx (1.11)
Q o =1 '

1.1. Notations et notions générales
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:/|u|2d:1:+/|Vu|2d:13
Q ¢

Hy(Q) ={ue H(Q) : u|r=0} (1.12)

donc
D’une facon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™(2) et W™?(Q2) sont
définis comme suit :

H™Q) = {u e L*(Q) : D*u € L*(Q2) pour tout o € N" vérifient | a |[<m}, (1.13)

muni de la norme
o= 3 [ 1D% P do (1.14)

lal<m’
= Z | D%u H%?(Q)
la]<m
WmP(Q) ={u € LP(Q) : Du € LP(Q),| a |< m}, (1.15)
muni de la norme
lu b= D I D ullfeq), (1.16)
la]<m

ou
8al+~--+an

n
D = ;D lal= E a;
a1 a9 Oln7 7

Ox ' 0x5?....0x¢ —

est la dérivée au sens des distribution.
Naturellement on a : W2(Q) = H'(Q) et W™2(Q) = H™(Q).[17]

1.2 Théorémes et formules fondamentaux

Nous présentons des propositions, des théorémes avec démonstrations utilisés dans les chapitres

suivants

Théoreme 1.1 (D’ostrogradski ou théoréme de la divergence) Soit S une surface fermée, fron-
tiere d’'un domaine de volume V. Choisissons comme sens positif de la normale a la surface, le sens qui

va de lintérieure du domaine a Uextérieur; et désignons par «, [3 et \ les angles que fait cette normale

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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avec la direction des x,y et z positifs respectivement alors, si Ay, Ay et A3 sont des fonctions continues

ayant des dérivées partielles continues dans le domaine, le théoréme de la divergence s’exprime ainsi

/ 04y + 04y + 04s dv = /Aldxdz + Asdzdr + Asdzdy
ox dy 0z

sous forme vectorielle avec A = (A, Az, A3), ceci peut s’écrire simplement

/V-Adv = /A-nds
%

S

Ce théoréme est appelé encore la théoréme de Green dans Uespace.[4]
Preuve. Voir (M.R.Spiegel [15]) m

1.2.1 Formules de Green

Nous rappelons maintenant quelques formules de Green qui généralisent au cas multidimen-
sionnel la formule d’intégration par parties de la dimension un. Elles s’écrivent de la maniere

suivante :

Théoreme 1.2 On suppose que €2 est un domaine ouvert de frontiére 0S) continue par morceaux.

Alors, si u et v sont des fonctions de H'(Q2), on a

/ 6uvdx:—/u§v dm—i—/uvnida, 1<i<n (1.17)
Q

Z;

i
Q o0

on désigne par 0, le i°™ cosinus directeur de la normale n & 99) dirigée vers Uextérieure de ) et on
écrit m; = (77.°€). do la mesure de surface sur T.

Preuve. Si u (resp v) appartient a H'(Q), il existe une suite (u,,)(resp v,) de D(Q) qui converge vers
u dans H'(Q)(resp vers v dans H'())

D(9) dense dans H*({2). On a pour les fonctions u,, et v, de D(Q)

ou ov
—updr = — [ U2

oz, oz, dr + /umvpnida , 1<i<n
Q Q a0

on obtient Uexpression (1.17) par passage a la limite dans la formule de Green précédent. m

Corollaire 1.1 Pour toute fonction u de H*(Q)) et toute fonction v de H'(Q), on a la formule de

/(Au)v = %vda - /VUVU.
Ui

Q o Q

Green

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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Preuve. Donnons une conséquence de théoréme précédente (1.2)
n 0% : g : : ,
on pose Au = Y ——, le Laplacien d’une distribution u. Alors, si u est fonction de H*(Q),d’apres
i =1 :

(1.17) pour toute fonction v de H'(2)

—/(Au)v _ —i/%vdm

Q i=1"q

u Ju Ov ou
Q [2)9]

= ou Ov ou
B Z /alliz‘ aﬂ?idz a /89 a—nvda

- Q

= /VUVU — /@vda.
on
a0

Q

1.2.2 Inégalité de Holder

Soient u € LP etv € LY avec ]lj + é =1letl < p,q < oo.Alors I'inégalité de Hblder s’écrit :

1
/|uv[dx§ /|u\pdx /|U|qu
0 0 0

Fuv (<[l wllee - v

1

(i.e) uv e L' et

1.2. Théoremes et formules fondamentaux [
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1.2.3 Formes quadratiques

Définition 1.1 Une forme quadratique est un polynéme homogeéne du second degré relativement aux

n variables uy, us, ....u,. Une forme quadratique a toujours la représentation

n

E CLijuin

ij—1
ou
A = (aij)1<ij<n

est une matrice symétrique.

Si nous désignons la matrice-colonne (u; us, ...., u,) par u et la forme quadratique ) a;ju;u; par
i,j =1
A(U,U),
2,7 =1

nous pouvons écrire
AU U) =U'AU = AU.U

Définition 1.2 Si A = (a;j)1<i j<n est une matrice symétrique réelle, la forme (1.18) est dite forme
quadratique réelle.

Dans ce travail, on s’intéresse que des formes quadratiques réelles.
Définition 1.3 Une forme quadratique (1.18) est dite définie positive si
AU, U) >0, Vu e R", u#0

Théoreme 1.3 Une forme quadratique (1.18) est définie positive si et seulement si tous les détermi-

nants principaux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs
det1 > 0,det2 > 0,....,detn >0
Preuve. Voir (E R. Gantmacher [7]). =

Définition 1.4 (Régions invariantes) Un sous- ensemble fermé > C R™ est appelé une région
invariante pour le systéme de réaction-diffusion si, toute solution u(t,x) ayant ses valeurs initiales
dans Y pour tout (t,z) € [0, Trax) X €2

1.2. Théorémes et formules fondamentaux
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1.3 Semi-groupe et générateurs infinitésimaux

Définition 1.5 Soit X un espace de Banach, on dit que {S(t)},., est un semi groupe fortement

continu sur X (en abrégé semi-groupe sur X) si les conditions suivantes sont satisfaites :

a) S(0)=1.
b) S(t)S(s) = S(t+ s), pour tout ¢t et s > 0.

)
) lim+S(t)u —u = 0 dans X, pour tout u € X.
t —0

Définition 1.6 On dit que A :D(A) C X — X est un générateur infinitésimal du semi-groupe
{SO)} 50 st

t —0t+

D(A) = {u € X: lim M existe}

St)u —u

Au = lim , pour tout u € D(A).

t —0t

Proposition 1.1 Soit S(t) un semi-groupe continu sur X de générateur infinitésimal A, alors :

a) A est un opérateur linéaire fermé, de domaine D(A) dense dans X (D(A) est muni de la norme
du graphe).
b) pour v € D(A); S(t)u € D(A) et

%S(zﬁ)u = AS(t)u = S(t)Au, pour tout ¢t > 0.

c) pour u € X, fg S(s)uds € D(A) et A(fot S(s)uds) = S(s)u — up.
Preuve. Voir A. Pasy [2] page 5. m

Théoreme 1.4 (de Hille-Yoshida) La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un opérateur A
fermé de domaine dense dans X soit un générateur d’un semi-groupe fortement continu est qu’il

existe w € R tel que :

i) (A — A)~! existe pour tout A : Re A > w,
i) |(M — A)7F|| < ﬁ, k=1,2,.. pour Re A > w.
Preuve. Voir H.Bresis [9] page 105. m

Proposition 1.2 Le Laplacien dans R™ est un générateur infinitésimal d’'un semi-groupe fortement

continu dans L*(R") (d’autre choix sont possible, par exemple X = HJ(f2)).

Preuve. Voir H.Bresis [9]. =

1.3. Semi-groupe et générateurs infinitésimaux E
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1.4 Notion de I’existence locale et globale

1.4.1 Existence locale et unicité

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire, f : X — X.
Etant donné u, € X; considérons le probleme d’évolution non homogene a valeur initiale :

du
E—Au:f(u), t>0 (1.19)
u(0) = ug

Définition 1.7 On dit qu’une fonction u de la variable réelle t > 0 a valeurs dans X est solution
locale du probléme (1.19), s’il existe u définie sur un intervalle maximal [0,7*) qui pour tout t < T*
est lunique solution de (1.19) dans C*([0, T*[, X).

En particulier, 'une des deux éventualités suivantes a lieu.
i) T = oo,

i) T* < oo et tlinT1*||uH = 0.

Remarque 1.1 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale. Si (ii) est satis-

faite, on dit que la solution explose en temps fini.

Exemple 1.1 Considérons le probléeme :

du

_— = t

o = W), >0
u(0) =1

1
- Si f(u) = u?, la solution du probléme est donnée, pour 0 < ¢ < 1, par u(t) = T3 La solution
explose lorsque ¢ s’approche de 1, donc il y a une solution non globale.
- Si f(u) = u, la solution du probléeme est donnée par u(t) = ¢, donc le probleme de Cauchy

admet une solution unique globale.

Théoreme 1.5 On suppose que A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique G(t)
dans X. Alors pour tout uy € X et tout f localement lipchitzienne, il existe une fonction u unique

solution du probléme (1.19).

De plus, u est donné par la formule :

u(t) = G(t)uo + /0 G(t — s)f(s)ds,

1.4. Notion de I'existence locale et globale [EJ
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ou
G(t) = e

Pour la preuve de ce théoreme voir D. Henry [6].

1.4.2 Existence globale

Nous donnons dans ce paragraphe une idée de I'état des connaissances sur I’existence globale des
solutions. Il est bien connu que (voir J. Smoller [11]), pour démontrer I'existence globale des
solutions d’un systeme de réaction-diffusion, il suffit de montrer que les termes de réaction sont

dans L>°(0,7T; LP(2)) pour un certain p > g

Théoreme 1.6 (Existence globale par Ueffet régularisant)

Soit le probleme

up — alu = f(t,z,u) sur (0,7 x Q
u=20 sur [0, x 909
u(0,x) = ug(x) x €}

Si f(t,z,u) € L=(0, T; LP(Q)) pour p > g ottn = dim, (i.e)
ft,z,u) € L™(0,T;LP(Q)) <= sup ||f(t,z,u)|rr@) < 00
0<t<T*
= / | f(t,z,u) |Pde < C, Vte|0,T]
Q

alors la solution de I'équation est globale (voir D. Henry [6]).

Exemple 1.2 Considérons le systéeme

uy — Au = —u? sur [0,7] x
u=0 sur 0,7 x OS2 (1.20)
u(0,x) = up(x) x €}

Nous allons étudier I'existence globale du probléme (1.20) en appliquant le théoréme de l'effet
régularisant (théoreme 1.6). on prend n = dim ) = 1, d’apres le (théoreme 1.6), il faut montrer
que [, | —u® [P dz < C pour un certain p > g, alors il suffit de montrer que [, u?dz < C. On

multiplie I'équation du probléme (1.20) par u :

uwup — ulu = —u?

1.4. Notion de I'existence locale et globale
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et on intégre sur )

/uutdx—/uAudx:—/u4dx§O
Q Q Q

1d
—— u2d$—i—/ | Au | dr <0
on obtient ;
1
—— [ W?dx <0
2dt Jq

d
:>—/u2dx§() <:>/u2(t,x)dx§/u2(0,w)dw:0
dt Jq Q Q

— la solution est globale.

1.5 Systeme de réaction-diffusion

1.5.1 Introduction

Dans un milieu continu, soient N especes chimiques (ou constituants fluides). On note i =
1,2, ..., N 'une de ces especes, soient alors u;(x,t) sa concentration (ou densité) au temps ¢ et au
point z(x1, xe, ..., z,) de R", et D; son coefficient de diffusion. Les concentrations w;(z,t) repré-
sentent les variables étudiées dans un modeéle de réaction-diffusion dont I’évolution est régie par

le systéme d’équations aux dérivées partielles suivantes, appelées équations de réaction-diffusion :

ou
i DAu = f(u) (1.21)

u(z,t) = (uy(z, t), us(z, t), ..., up (2, )

est un vecteur de variables,

fz tou(z,t) = (fi(z, t,u(x, b)), ..., fulz, t,u(x, b))

est une fonction vectorielle (généralement non linéaire) qui se nomme les termes de réaction, et
D(z,t,u(z,t)) est une matrice carrée n x n définie positive et diagonalisable appelée matrice de
diffusion. Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les composantes de u :
En chimie u est vecteur de concentrations chimiques et f représente I'effet des réactions chi-
miques sur ces concentrations. Le terme DAu représente les diffusions moléculaires a travers la

frontiére de réaction.

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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En dynamiques des populations, u représente le vecteur de densités des populations et f l'effet
des relations prédateurs-proie, des relations de compétitions ou de symbiose. Le terme DAu
représente des mouvements aléatoires d’individus de la population étudiée.(voir M. Kirane and
Kouachi) [12], [13] et [14].

En biologie, par exemple, lors du transport sanguin du sucre ;u = (uq, us, uz) désigne les concen-

trations respectives en sucre complexe (sucrose) et sucres simple (glucose et fructose) :

sucrose hydrolysis by acid glucose & fructose

Uy — Us D us
f(u) représente les réactions chimiques sur les sucres et D/ Au désigne, comme toujours, le flus de

ces sucres a travers la frontiere de la surface ou se produit cette réaction...
(voir ERoth[8],J.Morgan[10],W.Feng[26]).

1.5.2 Modélisation

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (1.21) ; d’ailleurs qui est la méme pour tous
les phénomenes cités dans I'introduction, puis nous donnons un exemple en chimie.

On considére une région bornée 2 de R? ou R3 (qui peut étre une surface géographique, une
cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ses réactions peuvent
étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire, d’ailleurs la cellule vivante est
le siege de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lieux
de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z, ) la concentration de la i*®™ espéce prenant part dans ces réactions,

filz, t,ug(z,t),...,u,(x,t)) son taux de formation dans la réaction en question au point x et a
l'instant ¢ > 0 et soit J; le flux de ces especes a travers la frontiere I" de notre région (2. Considérons
un volume V infiniment petit de la région (2 de frontiere S = JV. La vitesse de formation de la
i*“me espéce dans le volume V est égale a la quantité formée par la réaction 6tée de son flux a

travers S ; en termes d’équations

2/ w;(x,t)dr = / filz,tyug(z,t), .y up (2, t))de — / Jido (1.22)
ot Jy v s
donc
(9uz- .
( — fi+VJ)de=0, i=1,...n (1.23)
v Ot
Puisque le volume V' est infiniment petit et arbitraire, on en déduit
du; :
01; YVSi=f, i=1..n (1.24)
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Remarque 1.2 Dans le cas d’une réaction chimique, le terme de réaction f; vient de Uapplication (sur
le plan microscopique) de la loi d’action des masses (ou loi de Gulberg et Waage). D’ailleurs dans le
cas des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable. Le flux (ou la diffusion) est

donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick)

Ji=— Zn: a;;Vu; (1.25)
j=1
ou
A= (aij)i<ij<n
est une matrice définie positive appelée matrice de diffusion. En substituant (1.25) dans (1.24),

on obtient
(9uz- -

Jj=1

normalement les a;; sont constants, quoi qu’ils peuvent dépendre de ¢, = et u. Aussi on va consi-

dérer des termes de réactions dépendant seulement de u, dans ce cas on a

ou
o5 Al = f(u) (1.27)

Remarque 1.3 Par un simple changement de variables linéaire, la matrice A peur étre ramenée a
une matrice diagonale D = (dy, ...,d,) avec d; > 0, i = 1, ..., n, et le systéme (1.27) devient :

ov
— — DAv = 1.2
5 v =g(v) (1.28)

Remarque 1.4 Remarquons que, pour établir (1.27), on a simplifié plusieurs termes, sinon on abou-

tirait a des équations trés compliquées et difficiles a étudier.

Exemple 1.3 En chimie

Considérons le schéma réactionnel
_.h _ _
> niRi =Y nR; avec IUJ={l,..p}etIn)=g, (1.29)
iel j=I
ou ny, ng, ..., N, sont respectivement les nombres de molécules des réactants R, Rs, ..., R, interve-
nants dans la réaction, les constantes h et [ dépendent de la température, de la position x et du
temps ¢. Lapplication de la loi de conservation de masse et de la seconde loi de Fick (flux) donne :

aCk

mes = VediVe, = [ +1]]c7, kel (1.30)
icl jeJ
= V-diVer+ ][ —1][ ¢ ked
el JjeJ
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ol ¢y, ¢o, ..., ¢, Teprésentent les concentrations des réactants Ry, Ry, ..., R, et ny, ng, ..., n, sont des
constantes positives appelées ordres de R, R», ..., R, respectivement. Les constantes h et [ sont
positives.

Remarque 1.5 La matrice diagonale D peut dépendre de t,x et u, comme elle peut ne pas etre

diagonale (c’est le cas ot la diffusion d’une espéce affecte le taux de production des autres).

Pour Iébullition de I'eau, par exemple, on prend dans (1.29)
p=3,1={1,2},J={3},n1 =ng =2etny, =1, Ry = hydrogéne, Ry = oxygéne et Ry = l'eau,
on obtient la réaction classique :

2H, + Oy = 2H,0 (1.31)

Les équations décrivant cette réaction s’écrivent alors d’aprés (1.30) :

28[52} = A [Hy) — h[Hy)? [05] + 1 [H,0) (1.32)
8[80;} = dyN[Oy] — h[Hy)? [Os] + 1 [H,O] re t>0
28[[;50} = d3A[Hy0] + h[Hy)? [05] — 1 [Hy0)?

avec conditions aux bords appropriées par exemple

o] 0[0)  0[H0)
pr— p— p— Q
o o n 0, t>0,z€0

et conditions initiales positives (i.e)
[Hs],_y = [Ha]y >0, [O2],_y = [02]y >0, [H20],_y = [H20]; >0

Les coefficients i et [ sont supposés des constantes positives, qu’ils peuvent dépendre de la tem-

pérature :

FE
h,lchﬁexp—(ET),1§6§2 (1.33)

voir S.L.Hollis[25] ,J.Morgan[10] avec différentes conditions aux bords.

1.5.3 existence locale et 'unicité

Les normes usuelles dans les espaces L (2), L>(9) et C(Q2) sont notées respectivement par :

Pi pd
ARSI

| [|oo= supess | u(z) |
zEQ
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pour toute donnée initiale dans C(f2) ou dans L(f2), p € |1, +oo| l'existence locale et 'unicité
de solutions du probléme (3.1.3) découlent de la théorie de base de I'existence pour les équa-
tions différentielles abstraites semi-linéaires (voir A.Friedman[1] D.Henry [6] et A.Pazzy[2]).

Les solutions sont classiques sur |0, 7*[ ot 7 est le temps maximal d’existence des solutions.

1.5. Systéme de réaction-diffusion
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Existence globale pour les S-R-D a matrice

de diffusion diagonale

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1'étude de l'existence globale des solutions d’un systeme de

réaction-diffusion a matrice de diffusion de la forme suivante :

up — alAu = fi1(u,v,w, 2) sur R x Q
vy — bAvV = fo(u,v,w, 2) sur R x Q
wy — cAw = f3(u,v,w, z) sur RT x
2z — dAz = fy(u,v,w, z) sur R™ x Q

Définition 2.1 On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systéme de réaction-diffusion
formé de n équations, toute fonction
L:Rt — R"
dL (uq(t,.), ..., un(t,.))
dt

telle que < 0 , pour tout t > 0 et tout solution (u(t,.), ..., un(t,.)) .

Dans ce paragraphe, on montre I'existence globale en temps des solutions (non nécessairement
bornée) des systemes d’équations aux dérivées partielles du type parabolique (systemes (2.1)),
avec conditions aux bords homogenes de Neumann (2.2) et conditions initiales positives (2.3).
Ce sont des systemes de réaction-diffusion dont la matrice de diffusion est diagonale. l'idée de la

démonstration est basée sur une fonctionnelle polynomiale L(t) de la forme :

F L(t) = / Ho(u(t, 2), v(t, 2), w(t, 2), 2(t, 2))dz.

16
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ou

n k J
S o9 42 g9 . e
H,(u,v,w,2) = g E E CﬁC’iC’;Q’l 0} 05wl kIR

k=0 j=0 i=0
ou

2 j2 k2 . . 7.
0,0, et O3 sont trois suites numeériques.

2.1 Construction de la fonctionnelle polynomiale

Considérons le systeme formé de quatre équations aux dérivées partielles du type réaction-diffusion :

uy — aAu = fi(u,v,w, 2) sur RT x
vy — bAY = fo(u,v,w, 2) sur RT x @.1)
wy — cAw = f3(u, v, w, z) sur RT x € .
2z — dAz = fy(u,v,w, 2) sur RT x Q
avec les conditions aux bords :
ou Ov Ow 0z
22 R* x 0Q 2.2
on On On On sut ~ (2.2)
et les données initiales :
u(0,2) = ug(x),v(0,2) = vo(x), w(0,r) = we(x), 2(0,z) = 2o(x) sur (2.3)

ou (2 est un ouvert borné de R", a, b, ¢ et d sont des constantes positives. Les conditions initiales
sont supposées étre non négatives. Les fonctions f1, f5, f3 et f, sont continiment différentiables

sur R avec
fl(O,U,'lU,Z) 2 O,fg(U,O,w,Z) Z O,fg(U,U,O,Z) Z 0,f4(u,v,w,0) 2 0

pour tout u, v, w, z > 0 et vérifient

(Crifi 4+ Crafo+ Cisfs + fa)(u,v,w,2) < Ci(u +v+w+ 2+ 1) (2.4)
et
| fi(u,v,w, 2) |, | fo(u,v,w,2) |[< Co(u+ v+ w4+ z+ 1) sur [0 T*[x 2.5)
| fs(u,v,w,2) |,| falu,v,w,2) |< Cou+v+w+2z+1)"sur [0 T*[xQ .
pour C11, Cy, C13, C1, Cy des constantes strictement positives, m entier positif.

Soient

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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a+b a+c a-+d
A=—— B= ,C' = ,
2V ab 2y/ac 2v/ad
b+c 7b+d c+d

D:

PN - 7F -
2v/be 2v/bd 2Ved

Soient 61, 0, et 03 trois constantes positives telles que :

0, > A (2.6)
(07 — A%)(05 — D?) > (B — AD)? (2.7)
(07 — A%)(05 — D*)(05 — F?) > (B — AD)*> + (C — BE)? (2.8)

Le résultat principal de cette section est énoncé dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.1 Voir (N Boumaza and A Toualbia [16 ]) Soit (u(t,.),v(t,.),w(t,.), z(t,.)) une so-
lution positive de (2.1), (2.2) et (2.3), on introduit la fonctionnelle

— / Ho(ult, 2), o(t, ), w(t, z), 2(t, 2))dz, 2.9)
ou
H,(u,v,w, 2) ZZZO’“C]CW 0 05 uivd bk (2.10)
k=0 j=0 =0
|
avec n un entier positif et C* = k'(n—k:) Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur
\n — .

Iintervalle [0, 7.

Pour démontrer le théoreme (2.1), nous avons besoin de quelques lemmes préparatoires.

Lemme 2.1 Voir (N Boumasza and A Toualbia [16 ] ) Soit H,, le polyndme homogéne défini par
(2.10). Alors

n-1 &k J
_nzzz 10302 (i+1) 9§J+1)29§k+1)2uivj—i,wk—jz(n—l)—k: (2.11)
k=0 j=0 i=0
n-1 &k J
St GO e -t 212
k=0 j=0 i=0
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oH, I o
o= 1Y D > Oy CLOI0T 0 05 uied itk (2.13)
w
k=0 j=0 i=0
OH, A Caa
o= nY N> CE L CLCIOT 05 04wt Tk LDk (2.14)
k=0 j=0 i=0

Preuve. Voir (A. Salem[4])
Dérivons H, par rapport a u, nous obtenons

OH, em
S = 20D CKCICHA 6 0 T
u k=1j=1 i=1
En utilisant le fait que
iC) = jCI~{, jC} = kC{_} et kCF =nCi~} (2.15)

pouri=1,2,.....5,j=1,2,...,ket k=1,2,....n, on obtient

ko J

OH n e o .

) D) et e/ A AT T
k=1 j=1i=1

Si en changeant dans les sommes les indices i — 1,7 — 1 et k — 1 par i, j et k respectivement, on

déduit (2.11).

Pour la formule (2.12), la dérivation de H,, par rapport a v donne

E I i) CECLCi0Y 03 08" ui= /L gk
v
k=1 j=1i=0

En tenant compte de

Ci = i =0....j—1.7=1. ..k
{ J J pour 7 yeees ] ] PR (2.16)

C,g = C,f_j pour j =0,...k—1,k=1,..n

En utilisant (2.15) et en changeant I'indice j — 1 et k — 1 par j et k respectivement, on obtient
(2.12).

Pour la formule (2.13), la dérivation de H,, par rapport a w donne

Jw DD k- JCECICIT 03 68w/t vi k=i =1,
w
k=1 j=0 i=0

Appliquons (2.16) et puis (2.15) et en changeant l'indice k£ — 1 par k, on déduit (2.13).

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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Enfin, si nous dérivons H,, par rapport a z, nous obtenons

8Hn n—1 k .7 ' o, L N |
=SS S (0= RGO 057w
z
k=0 j=0 =0

Comme (n — k)CF = (n — k)O? % = nC"~*1 = nC* | alors on déduit(2.14). m

n n

Lemme 2.2 Voir (N Boumaza and A Toualbia [16 ]) Les dérivées partielles secondes de H, sont

données par
aQH n-2 k J 2 2 ... )
s n _ 1 ZZZ QC]CZ l+2) 9§]+2) ei()’kJr?) uzvj—zwk—jz(n—2)—k (217)
u k=0 7=0 =0
82H n-2 k ‘7 2 2 ... .
5 8" TL _1 ZZZ QCJC'L H—l) 05]4‘2) 9(k+2) Uzvjfzwksz(nfﬁfk (218)
uov k=0 j=0 i=0
aQH n—2 k J . 2 2 . . . .
5 a” n _ 1 ZZZ 20]01 (14+1) 93+1) 9§k+2) uzvj—zwk—jz(n—Q)—k (219)
uow
k=0 j=0 i=0
82H n—-2 k J 12 D2 (bt 1
5 an n_ 1 ZZZ 2OJOZ (i+1) (9%7-1- ) 9( +1)2 uvj z k—j (n 2)—k (220)
uoz k=0 j=0 i=0
a2H n2k ] - .22 . 2 2 . .. .
Ol 0SS O GO e
k=0 j=0 i=0
82[_[ n—-2 k J
508 TL— 1 ZZZ 20]0201 ]+1 g(k-‘r?) UU] i k —j (n 2)—k (222)
vow k=0 j=0 i=0
aZH n—=2 k J 2 ... .
5 6” n . 1 ZZZ 20]019z J+1 9(k+1) uzvj—zwk—jz(n—2)—k (223)
voz k=0 j=0 i=0
82Hn n-2 k J . i i a2 i i ki i
5 =n(n - DY YN CFLCLCi0y 6 05wt kT ) (2.24)
k=0 j=0 i=0
82Hn n—2 k J . . 9 .9 (k}+1)2 .. .
=n(n—1 Ck ,CICi07 0% 05 uind ki (=2 7k (2.25)
a a n—2~k>~35371 V2 VY3
woz
k=0 j=0 i=0
0%H, Sen )
S =n(n=1) Y SN Ok L8 05 08 w2k (2.26)
k=0 j=0 =0

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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Preuve. Voir (A Salem[4])

0
Dérivons ——, donnée par la formule (2.11) par tapport a u, on obtient

6u
n—1 k J . ]
8 2 HZZZZ 1CJCZ s ‘95]“) 9§k+1) W L ik (=) —k
U
k=1 j=1 i=1

Utilisons (2.15), on déduit (2.17).

. H, . \ :
Dérivons B’ donnée par la formule (2.11) par rapport a v, on obtient
U

5 an = nZZZU _ Z)C'k CJCZG (i+1)? 0 (j+1)? 9 (k+1)2 u ,U_]—’L—lwk‘—jz(n—l)—k"
uov

k=1 j=1 =0

Utilisons (2.15) et (2.16), et en changeant l'indice j — 1 et k — 1 par j et k respectivement, on
obtient (2.18).

Dérivons ——, donnée par la formule (2.11) par rapport & w, on obtient
Uu

Sudw =0 SNk~ J)CE_ OO0 YT g i ki L D

k=1 j=0 i=0

Utilisons (2.15) et (2.16),et en changeant I'indice k£ — 1 par k, on obtient (2.19).

. H, . \ .
Dérivons B donnée par la formule (2.11) par rapport a z, on obtient
U

n—2 k J
8 a ZZZ n—k—1)C C]Czé’“rl 9§J+1)29§k+1)2uivﬂ‘—iwk—jz(n_z)—k
uoz

k=0 75=0 =0

Comme (n —1—k)C* | = (n—1—k)C" 7" = (n—1)C" 2% = (n — 1)C*_,, on déduit (2.20).

H,
Dérivons —— 5 , donnée par la formule (2.12) par rapport a v, on obtient
v

aQHn n—1 k j—1 L . . .
DI (Rt ol A A T
v
k=1 j=1i=0

En utilisant (2.16) et puis (2.15), et en changeant l'indice j — 1 et £ — 1 par j et k respectivement,
on obtient (2.21).

Dérivons —— 5 ", donnée par la formule (2.12), par rapport a w, on obtient
v

—
e
—

J

a2H -n S Z Ck CJ Czez 0 J+1)29(k+1)2uivjfiwkfjflz(nfl)fk
Ovow —

i)
Il
=)

1y

En utilisant (2.16) et puis (2.15) et en changeant I'indice £ — 1 par k, on obtient (2.22).

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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0 .
Dérivons —— 5 ", donnée par la formule (2.12), par rapport a z, on obtient
v

0*H,, n-2 k - |
=n) > D (n—1=k)Ck Oy 6 65 uiv' 't 2027

Comme (n —1—k)C* | =(n—1—-k)C" 7% = (n - 1)C" 2% = (n — 1)C*_,, on obtient (2.23).

H, . :
Dérivons 0 donnée par la formule (2.13), par rapport a w, on obtient
w

O2H nlkl g e
53 =" > (k — §)Ck _,ClCiy gy 08 iy —iph=i=1 (=1 =k
w
k=1 j=0 =0

En utilisant (2 16) et puis (2.15) et en changeant l'indice & — 1 par k, on obtient (2.24).

Dérivons —— 5 ", donnée par la formule (2.13), par rapport a z, on obtient
w
aZHn n-2 k_ j . g S .
500, " Z (n—1- k)C’ﬁ710,?30;9’126’%20§k+1)2u’1ﬂ_zwk_]z("_Q)_k
wos k=0 j=0 i=0

Comme (n —1—k)C* | =(n—1—-k)C" 7% = (n—-1)C" 2% = (n — 1)C*_,, on obtient (2.25).

Dérivons —— . ", donnée par la formule (2.14), par rapport a z, on obtient
z
n—2 k 7 ,
e e
=n Z n — k=1 Ck C[ic«]z@zl 0]2 91; uzv]—zwk:—]z(n—Q)—k
k=0 7=0 =0

Comme (n — 1 —k)C* | = (n —1—-k)C" 17" = (n—1)C" 2% = (n—1)C*_,, alors on déduit
(2.26). m

Preuve. [Preuve du théoréme (2.1)] Dérivons L(¢) par rapport a ¢, on obtient

L’(t)—/ aHn@+8Hn@+8Hn8_w+8H 0z s
N ou Ot ov Ot ow Ot 0z Ot

B / OH, , . OH, OH, OH.,
~ J \ "o B w 0z

/(fl +f2 il +f3 il +f4 H)dl’

Az) dx

L'ty=1+J
OH, OH, OH, 0H,
[_/( du 0 ow —" 0z )d”

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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/(fl +f2 Oty +f3 0l +f4aH)d$-

En appliquant la formule de Green a la premiere intégrale, on obtient I = I; + I, ou

I _/ 8Hn@+ 8Hn@+ 8[1Tn@_w+ 0H, 0z g
b “ou on ov On “ow on dz dn 7

ou? ov ow? 022
2 2 2

+(a+b) 0 H"VuVU + (a+¢) O H, VuVw + (a + d) 0 HnVqu
Oudv dudw oudz

2 2 2

0 9] 0°H,,
+(b+¢) avawVvVuH—(b—Fd) 6U8ZVUV2+(c+d) 50

Alors I; = 0 sur [0,7*], maintenant nous prouvons /> < 0. En appliquant le lemme (2.2), on

0’H, 0’H, 0*H, 0*H,
12:_/[a | Vu |? +b——- | Vo |* +c | v |? + 2 |?
Q

Vsz] dx

obtient
n—2 k 7

Iy = n_]_ ZZZ QCJCZUZU] i, k— ]Z(n 2)—k

Q k=0 j=0 i=0
x |afT D gUr D% g D” | gy 2 pgt gl gk | gy 12 4ep 03" 0D | gy |2
+dOT OV 05 | V2 2 + (a+ b) 08T 05D 0% Gugy 4 (a + o) 0T gV gD gy gy
+(a—+d) 08 0V 0 Guv s + (b + ) 0705 08 vovw + (b + d) 0705 08 vz

4 (et d) 67 ey euT” va,z] dz.

n—2 k 7
I = —n(n— 1)/ Z Z C,’;ZC’,{C’J’:uivj’iwk’jz("’m’k (T'Byji,) T'dz. (2.27)
© k=0 j=0 i=0
Oou ,
AETETRT (G ()
B, (437) iz ber 65 6+ (5) am — (557) oo (2.28)
T ) Coom O () a
(%3%) as (%37) a2 (%) ass  de63 605
Oou

, = Q(1i+1)29(2j+2)29(k+2)27 (13 = 9(i+1)29(j+1)2g(k+2)27 1q = 0§i+1)26’§j+1)29§k+1)2

asg = 0005 0T gy = 0705 05" agy = 0703 65

Pouri=0,1,...,5,7=0,1,...,k,etk=0,1,...n—2,et T = (Vu, Vv, Vw, Vz). Les formes quadra-
tiques (par rapport aux Vu, Vv, Vw et Vz ) associées aux matrice B;;;, sont positives, puisque leurs
déterminant principaux successifs A1, Ay, A3 et /A4 sont aussi, selon critére de sylvister. Pour voir

ceci, nous avons :

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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1 Ay = ad{ 05 0 g,
Pour:=0,1,...,7,7=0,1,...k,etk=0,1,....n — 2.

2.
a a9§z+2)295]+2)29:(3k+2)2 (a+b) a1
9 =
(a+b) 1o bez 9]-‘1-2 0(k+2)2

= by U gRR (g2 42y

Pour:=0,1,....,7,7=0,1,....k,etk=0,1,....n — 2.
En utilisant (2.6) on obtient Ay > 0.
3.
i 2 . 2 2 a atc
a9§ +2) 9(J+2) 9§k+2) ( +b) a1 ( t )alg
. 2
Ny = (2£2) ary N S (S Y
2 2
(255 o CET

— b0 AT 2T 2R AR R (g2 _ 42) (9% — D?) — (B — AD)?].
Pouri=0,1,....5,j=0,1,....k,etk=0,1,....n — 2.
En utilisant (2.7) on obtient A3 > 0.
4.
Ay =| Byjy |
_ abcdei(i-l-lﬁ9?(i+2)20§(j+1)29;‘293(164-2)29];2
x [(07 — A%) (05 — D?) (05 — F*) — (B — AD)* — (C — BE)?]
Pour:=0,1,...,7,7=0,1,....k,etk=0,1,....n — 2.
En utilisant (2.8) on obtient A4 > 0. Par conséquent, nous avons I, < 0.
Concernant le terme .J, nous substituons les expressions des dérivées partielles données par le
lemme (2.1) dans la deuxieme intégrale, nous obtenons :

1 J

n k
= / (nzzz 1C£C;uivj_iwk_jz("_1)_k>

k=0 j=0 =0

% <9§i+1)29§j+1)29§)k+1)2f1 + eiQng+1)29§k+l)2f 91 9] k+1 f3 + 02 9] 6k2f4> "

1 J

n k
:/ (nzzz 1C’,ZCjuivj_iwk_jz("_l)_k>
k=0

7=0 =0

0§¢+1)2 egj-i-l)Q ez())k-‘rl) ng-&-l) 0§k+1)2 ng+1)2 Y s s
X : . fi+—=2 fa+ fa+ fa ] 006505 du.
( 9212 9%2 elgz 1 0%2 9152 2 9];2 3 4 1 Y9 Us

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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En utilisant la condition (2.4), il résulte que :

1

n— k 7
J < Cs/ ( Z Z CF_ ClCW b T2 (v +w + 2 + 1)) dx
k=0 j=0 i=

Remarquons que

1

3
I

ko
Z Z C,li_lC,ZC;uivj_iwk_jz(”_l)_k (u+v4+w+z+1) =R, (u,v,w,2) + Sp_1 (u,v,w, 2)

0 j=0 i=0

b
Il

Ou R, (u,v,w, z) et S,,_1 (u,v, w, z) sont deux polynomes homogenes de dégrées n, n — 1 respec-
tivement.
Puisque les polynémes H,, et R, sont les deux de degré n, il existe une constante positive C, telle
que :
/Rn(u,v,w,z)dm < C4/Hn(u,v,w,z)dx (2.29)
Q Q

Pour majorer la deuxiéme polynéme S,,_;(u, v, w, z), utilisons I'inégalité de Holder. Donc

/Snl(u,v,w,z)dx = /1-Sn1(u,v,w,z)da:
Q

Q

n—1

< [/ﬂldxr Uﬂ (So1 (w0, w, 2)) 7T da

Comme . .
(Sn-1(w,v,w,2))" 1 (Sh_1(z,y,e,1))" T
H,(u,v,w, 2) N H,(z,y,e,1)
Pour u > 0etv,w,z> 00Uz = g,yzg,ezget
z z z

=
lim (Sn—l(‘r7y7 €, 1))
zye—+oo  Hy(x,y,e,1)

< 400

Alors il existe une constante positive (5 telle que

g =
(Sn-1(u,v,w, 2)) < (Cs; pour tout u,v,w,z >0
Hn(uuvﬂsz)

Alors
(Sp_1(u, v, w,2))"1 < CsHy,(u,v,w, 2) (2.30)

de (2.29) et (2.30), il est aisé de voir que :

L'(t) < CoL(t) + C-L™+ (t)

2.1. Construction de la fonctionnelle polynomiale
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(s et C7 deux constantes positives, posons
M = Ln

On obtient :
nM' M < CeM™ + CoM™ !
d’ou
TlM/ < CGM -+ 07

La solution de cette inégalité différentielle est majorée par la formule

Ainsi, la fonctionnelle L est uniformément bornée sur I'intervalle [0, 7], ce qui termine la preuve

du théoréme (2.1). m

2.2 Conséquences de la construction

Théoreme 2.2 On suppose que les fonctions fi(u,v,w,z), fo(u,v,w, z), f3(u,v,w,2), fs(u,v,w, z)
sont contintiments différentiables sur R’ et vérifient la condition (2.4), alors les solutions positives
du problémes (2.1), (2.2), (2.3) appartiennent a Uespace L>(0,T, LP(2)).

Preuve. Supposons d’abord p € N*, il est évident que :

/Q (u(t,z) +v(t,z) + w(t,z) + 2(t,2))’ de < L(t)  sur [0,T7],
et comme L(t) est bornée, alors il existe une constante C; telle que

/Q (u(t,z) +v(t,z) + w(t,z) + 2(t,z))’de < Cy  sur [0,77],

ce qui implique u(t, x), v(t, ), w(t, x), 2(t,x) € L>(0,T, LP(Q2)).
Reste dans le cas ou p est réel, utilisons I'inégalité de Holder

S

/Q (u(t,z) +v(t,z) + w(t,z) + 2(t,z))’ de < (mesQ)% (/Q (u(t,z) + v(t, z) + w(t,z) + 2(t, :p))T) ,

ol r est le premier entier supérieur a p, et donc

3

/Q (u(t,z) + v(t,z) + w(t,z) + 2(t,x))" de < Cy (L(t))

< Cs.

2.2. Conséquences de la construction
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Proposition 2.1 Siles seconds membres f1, fo, f3, f1, remplissent les condition (2.4), alors la solution

du systéme (2.1) vérifiant les conditions initiales (2.2) et aux limites (2.3), existe pour tout t > 0.

. mn \ (o S
Preuve. Soit mp > 5 d’apres (Théoreme (2.2)), il existe une constante C, telle que

/ (u(t, z) + v(t, 7) + w(t, ) + 2(t,7) + 1) de < Cy  sur 0,77,

et grace a la condition (2.5), il s’ensuit que

(2.31)

/ | fl(u,v,w,z) |p§ 03
Q
par conséquent
fi(u(t,x),v(t,x), w(t,z),z(t,x)) € L>(0,T, LP()).

De facon analogue, utilisant les formules (2.4), (2.5) et (2.31), on obtient

fo(u(t,x),v(t,z),w(t,z), z(t,x)), fs(u(t, z),v(t,x),w(t, x), 2(t,x)) € L>(0,T, LP(2))

et

fi (ult, 2), o(t, 2), w(t, 2), (t,2)) € L=(0, T, L"(%2)).
D’autre part, d’apres (2.5) on a

| fl(U,U,w,Z) |%7| fg(U,'U,lU,Z)

|
| f3(uavawaz) |%v’ f4(u,v,w,z) ’

ik 3bk

}§C4(u~|—v+w+z+1)p sur [0, 7% x Q.

Comme u, v, w, z sont dans L>°(0,7, L?(f2)), alors la solution du systeme (2.1) vérifiant les condi-
tions initiales (2.2) et aux limites (2.3), existe globalement. m

2.2. Conséquences de la construction



Chapitre 3

Existence globale pour les S-R-D a matrice

de diffusion pleine

Nous nous intéresserons dans ce chapitre I’existence globale des solutions d'un systeme de réaction-

diffusion a matrice de diffusion pleine sous la forme suivante :

u — aAu — bAv — cAw — dAz = fi(u,v,w, 2) sur R x Q
vy — cAu — aAv — bAz = fo(u,v,w, z) sur R x Q 3.1
wy — bAu — aAw — cAz = f3(u,v,w, z) sur RT x Q .
2z — dAu — cAv — bAw — alAz = fy(u,v,w, 2) sur Rt x
avec les conditions aux bords :
ou Ov Jw Oz
I gy RT x 90 3.2
an ~ an an n sur X (3.2)
et les donnée initiales :
u(0,2) = ug(x),v(0,x) = vo(x), w(0, ) = we(x), 2(0,z) = 2o(z) (3.3)

ou 2 est un ouvert borné de R", a,b, c et d sont des constantes positives vérifiant la condition
1 . R .. . A
(a + §(d — p))(a —d) > 0 (la parabolicité du systeme) qui implique en méme temps que la

matrice de diffusion :
a b ¢ d

c a 0 b
b 0 a ¢
d ¢ b a

est définie positive et aussi que les valeurs propres \;, Ao, A3 et Ay de A’ sont positives. Les condi-

tions initiales sont supposées étre non négatives et dans la region

28
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(Uo,Uo,wO,Zo) c ]R4 :

(Uo,’Uo,’LUo,Zo) c ]R4 :

\

( 2(b—c
ug < — ;+u>(vo—wo)+20
2(b—c)
ug < — d— (vo — wo) + 2o
2(b+
Uy + (_C>(Uo+w0)+2020
2(b+c)
>
k’LLO—i— d+pj (U0+w0>+20_0
e 2h —
ug < — EZ— (vo — wo) + 20
2(b—c
: _b£l+u)(vo_w°)+zo
2
Ug El__l—c)(vo—i‘wo)—f—zozo
2(b+c)
>
\UO—F d—i—u (U0+w0>+20_0

on va traiter le premier cas de >, nous pouvons utiliser la méme méthode pour traiter le 2¢¢

cas.

ou

= V/4b2 + 8bc + 4c? + d?

les fonctions f1, fo, f3 et f4 sont contintiment différentiables sur RT x R™ x Rt x R™, non négative

sur »_ avec

(—=f1—

(=fi-

(fi+

(fi +

et vérifient

2= (- )+ 1)
== )+ £
2D (s o)+ £
2D (ot i)+ £

(—2((ij::) (v—w)+z,v,w,2) >0
(—%(v—w} +z,v,w,2) >0
—25)_—‘_:) (v+w) —z,v,w,2) >0
—2<b+c)(v+w) Cavw2) 30

d+p

(Ciifi + Crafo+ Cisfs + fa)(u,v,w,2) < Ci(u+v+w+2z+1)

3.4)

3.5)

(3.6)

3.7)

(3.8)

pour tout u, v, w, z > 0 et C1, Cy1, C12, C13 sont des constantes positives telle que C1, Ci2, C13 < 1
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le systeme (3.1) peut recopier sous la forme matricielle

Ut a
V¢ C
Wi b
Zt d

est la matrice de diffusion.

@) S QL

Q

o & o

@)

Au filu,v,w, z)
Av | | felu,v,w,2)
Aw | fa(u,v,w, 2)
Az fa(u,v,w, 2)

c d

0 b

a c

b a

3.1 Construction d’une région invariante

Dans ce section, notre objectif est de prouver que la région ) citée au-dessus est invariante.

Introduisons le systéme diagonal :

\

avec les conditions aux bords :

oU 9V oW  9Z

oy on 9 on

et les données initiales :

U(0,z) = Up(x) >0,V (0,2) = Vo(z) > 0, W (0,2) = Wy(z) > 0,2(0,2) = Zo(x) >0 surf

( a—[t]—dlAU:Fl(U,V,W,Z) sur Rt x Q
& — oAV = Fy (U, V, W, Z) sur RT x
ﬁ—dgAW:F:g(U,V,WZ) sur R™ x Q
% — dyAZ = Fy(U,V,W, Z) sur RT x Q

0 surR™ x 90

ou F; : R* — R sont des fonctions de class C'; d;, ds,ds,d, > 0. Supposons que les fonctions

(F})i—1.4 sont quasi positive, c-a-d

VUa‘/aVVaZEO7F1(07‘/7W>Z>aFZ(U70>VV)Z)aFS(U7M07Z)7F4(U7‘/7W70) >0

3.1. Construction d'une région invariante
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Lemme 3.1 Si les fonctions (F;);—1 4 sont quasi positive alors :
Uo(z), Vo(z), Wo(x), Zo(xz) > 0 = U(t,x),V(t,x), W(t,z), Z(t,x) > 0 pour toutt € [0, T
Preuve. Voir (A. Friedman [1]). m

Proposition 3.1 Voir (A. Salem[3]) Supposons que les hypothéses (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) sont sa-
tisfaites, alors pour tout (ug, vg, wo, z0) dans »_ la solution (u,v,w, z) du probléme (3.1), (3.2), (3.3)
reste dans > pour tout t € [0 T*|

Preuve. Le systeme (3.1), (3.2), (3.3) peut recopier sous la forme matricielle

U a b c d Au fi
Ol v ] | cad0 b Av | | f2 sur R* x )
ot | w b 0 a c Aw f3
z d c a Az fa
La matrice de diffusion A est pleine,
M= (a—Li(d+p))
Ao = (a— 4(d — )
Ay = (a+3(d—p)
A= (a+ 3(d+p)
sont les vecteurs propre de A, et
—1 —1 1 1
_2(b-0) _2(b-0) 2(b+e) 2(b+0)
_ d _ - _ d -
U1 = 2(b—+c;)L V2 = 2(b—c) U3 = 2(1;;“0) V= oy
d+p d—p d+p d—p
1 1 1 1

sont des vecteurs propres associés aux valeurs propre A\, A2, A3 et A\, respectivement.
On va transformer le systeme (3.1), (3.2), (3.3) a un systeme dont la matrice de diffusion est dia-
gonale, pour cela

-En multipliant successivement la premiere équation dans (3.1) par —1, la deuxiéme équation par
2(b—c) 2(b—c)

d+ d+
équations résultantes, on obtient la premiére équation dans (3.1)*.

, la troisieme équation par

, et la quatrieme équation par 1, et additionnons les

-En multipliant successivement la premiere équation dans (3.1) par —1, la deuxiéme équation par
2(b—c) 2(b—c)
d

équations résultantes, on obtient la deuxieme équation dans (3.1)*.

, la troisieme équation par

, et la quatrieme équation par 1, et additionnons les

3.1. Construction d'une région invariante
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-En multipliant successivement la premiére équation dans (3.1) par 1, la deuxieme équation et

2(b+c)
d+

résultantes, on obtient la troisieme équation dans (3.1)*.

la troisieme équation par , et la quatrieme équation par 1, et additionnons les équations

-En multipliant successivement la premiére équation dans (3.1) par 1, la deuxieme équation et

2(b+c)
d

résultantes, on obtient la quatrieme équation dans (3.1)*.

, et la quatrieme équation par 1, et additionnons les équations

la troisieme équation par

-additionnons les équations dans (3.1), on obtient la deuxiéme équation dans (3.1)*

U —(a—3(d+ p)AU = B (U,V,W,Z)  sur]0T*[xQ
Vi —(a— 3(d— p)AV = KU, V,W, Z) sur |0 T*[xQ (3.1)*
Wi — (a+ 1(d — w)AW = F3(U,V,W, Z)  sur |0 T*[xQ '
Zy— (a+ 3(d+p)AZ = Fy(U,V,W, 2) sur |0 T*[xQ
avec les conditions aux bords :
ou oV ow  oZ . .
et les données initiales :
U(0,z) = Up(x), V(0,2) = Vo(z), W(0,z) = Wy(z), Z(0,z) = Zy(z) sur (3.3)*
ou )
Utt,0) = —ult, ) + 2=t ) — v(t.0)) + 2000
V(t.x) = —ult.) + 22"V w(t,a) — oft,2) + 2(t.2)
2b+ o) (3.9)
W(t,z) =u(t,z)+ ﬂ(w(t, x) +o(t,r)) + 2(t, )
B 2(b+c¢)
\ Z(t,x) =u(t,z) + i (w(t,z) +v(t,x)) + 2(t, )
pour tout (¢, x) €]0, 7*[xQ
( h—
FI(U7 V7 W7 Z) = <_f1 + 2;+ :) (f3 - f2) + f4)(U,'U,w,Z>
2(b —
BUVW,2) = (~ i+ 20Dy )+ w2
TH (3.10)

2§Zb +:) <f3 + f2) + f4)(U,U,'LU, Z)

| ROV2) = G 2k )+ ) w,2)

pour tout (u,v,w, z) dans » .

EU VW, Z) = (/i +

3.1. Construction d'une région invariante
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Il faut noter que la condition de la parabolicité du systéme (3.1),(3.2),(3.3) implique aussi la

1 1
parabolicité du systéme (3.1)*, (3.2)*, (3.3)*, puisque (a+ 5(61—#))(@—61) >0= (a+ §(d—u)) >

0,(a—%(d—|—u))>Oet(a—%(d—u))>0.

Pour prouver que (u,v,w, z) reste dans »_, il suffit de prouver que la région
{<U07%7WO,ZO) : UO > 0,‘/0 > O,WU > O,ZO > 0} =R" xRt x R" x R"

est invariante pour le systeme (3.1)*, (3.2)*,(3.3)*.

On peut voir facilement que sous les hypothéses (3.4), (3.5), (3.6), (3.7), on a F1(0,V,W,Z) > 0,
VV,W,Z >0, F»(U,0,W,Z) > 0,YU,W, Z > 0

FU,V,0,7Z) > 0,YU,V,Z > 0 et F,(U,V,W,0) > 0,YU,V,IW > 0 donc d’apres la proposition

(3.1), la région est invariante. m

3.2 Existence globale

Comme le déterminant du systeme algébrique (3.9) est différent de zéro, alors pour prouver
l'existence globale du systéme (3.1),(3.2), (3.3) (dépend de u, v, w, z dont la matrice de diffusion
est pleine) il suffit de le prouver pour le systéme (3.1)*,(3.2)*, (3.3)*(dépend de U, V, W, Z dont la
matrice de diffusion est diagonale).

D’apres (Théoreme de l'effet régularisant), pour démontrer 'existence globale des solution d'un
systeme de réaction diffusion, il suffit de monter que les termes de réactions sont dans L>°(0,7"; L”(2))
pour un certain p > g La méthode suivie pour appliquer ce théoréme, est basée sur la construc-
tion d’une fonctionnelle de lyapunov

n k 7

L(t) = / SN ke 0 0y UVt W Zn Ry
o k=0j=0i=0

ol 032, (9%2 et 9’;2 sont trois suites numériques.

Considérons le systéme (3.1)* avec les conditions aux bords (3.2)* et les données initiales (3.3)*.

Soient

_)\14‘)\2 _)\14‘)\3 _)\1+)\4

A —a A — 5 A )
Y5 VO VA W VO Ve W VO

)\24‘)\3 /\2+>\4 _)\3‘0‘)\4

Agg = —— = e 7=
SRV TS W WO VARG WO Y

Soient 64, 0, et #5 trois constantes positives telles que :

01 > A12 (311)

3.2. Existence globale
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(07 — AL,) (05 — A3) > (A1z — Ai2As)? (3.12)

(67 — A3,)(05 — A3) (035 — A3,) > (A1z — A12As3)" + (Ary — ArzAay)? (3.13)

Théoreme 3.1 Soient U(t,.),V(t,.),W(t,.), Z(t,.) sont la solution du (3.1)*,(3.2)*,(3.3)*, on in-
troduit la fonctionnelle

t— L(t) = /Hn(U(t,x), V(t,x), W(t,x), Z(t, x))dx,

Q
ol
n K J - .9 2 2 . L. .
H,(UV,W,2) =YY Y CECiCio} 05 05 U'VIZWh zn =+
k=0 j=01i=0
. .. n!
avec n un entier positif et C? = ——
pl(n —p)!

alors, la fonctionnelle L est uniformément bornée sur Uintervalle [0, T*],T* < Trax

Preuve. Dérivons L(t) par rapport a ¢, on obtient

L - /(8Hn8_U %a_v+aﬂnaw+af1na_z)d
B ou ot~ ov ot T ow ot oz o™
Q
OH, OH., OH, oH,
- /()\1 S AU+ A A £ A S AW A AZ ) da
Q
OH, OH., OH, oH,
Q
— I+J
ou OH OH OH OH
1:/@1 S AU + da s AV + Ay BAW 4 Ny S AZ )d
Q

0H, OH, 0H, 0H,
Q

En appliquant la formule de Green a la premiére intégrale, on obtient [ = I; + I, ou
0H, oU 0H, oV OH, oW 0H, 0Z
Il = )\1 do.
o0

n Y T TY A 7z
oU oy v an oW an T M7 dn

3.2. Existence globale
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0*H, 2, 82Hn 5 0*H, 5 0*H, 5
I = /[AlaUvaU\ 8V2WV]+/\38W2WW\+A4822]VZ\

092H,, 0?H,, 0?H,,
aUavavV + (A1 + As) aUaWVUvW + (A1 + M\y) 5057

2 2 2

0°H, 0°H, 0°H,
+(>\2+)\3) avaWVVVW+ ()\2+>\4) avanVVZ—F ()\34‘)\4) BV

Alors I; = 0 sur [0,7*], maintenant nous prouvons /; < 0. En appliquant le lemme (2.2), (avec

vUvZ

+ (A + Ag)

VW Z| dx

remplacant u, v, w, z par U, V, W, Z respectivement), on obtient

n—2 k J
L =—n(n—1) Lkzojzozocﬁ LCLCIU VI WE=I Z0 ==k (T B, T da

ou (i+2)? h(5+2)* y(k+2)* AL+A A+A A1)
A0; 05 05 (21722)2&1i . (173) a3 ( 1t 4) a1
Biji, = (%) 412 Aoty 9&” : 95’) i (%) 23 ) ( er 4) (24
Can (a5 o
(%) a14 (%) 24 (%) 34 )\491 9]29k2

ou

a1y = 9§i+1)29;j+2)29(k+2)2 _ 9§i+1)29§j+1)29§k+2)2’ O1q = egi+1)29§j+1)29§k+1)2

? Y

ass = 070500 agy = 6709700 ag, = 670305

Pour:=0,1,....,5,7=0,1,....k, etk =0,1, ..

tiques (par rapport aux Vu, Vv, Vw et Vz ) associées aux matrice B;;;, sont positives, puisque leurs

sn—2,etT = (Vu, Vv, Vw, Vz). Les formes quadra-

déterminant principaux successifs /A1, Ay, A3 et /A4 sont aussi, selon critére de sylvister. Pour voir
ceci, nous avons :

1. A, = )\legi+2)29gj+2)29§k+2)2 >0,

Pour:=0,1,...,7,7=0,1,....k,etk=0,1,....n — 2.

2.
o /\10§1+2)2€gj+2)20§)’k+2)2 ()\1+)\2) a1
g =
()\1—5)\2> (1o /\ 91 93+2 egk+2)2

= MOV 2027 227 (2 42

Pouri=0,1,....5,j=0,1,...k, etk =0,1,...n— 2.
En utilisant (3.11) on obtient Ay > 0.

3.
MO O () () ag
2
A3 — ()\142r)\2> Ao /\201 0 (j+2) 0§k+2) ()\2+)\3> (s
()\1-;/\3) a1 ()\2-5)\3) 93 )\391 9] 9 (k+2)?2
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_ )\1/\2/\30 (i+1)2 g (i+2)29§(j+1)29§(j+2)2g§(k+2)291§2 [<9% o AfQ) (03 B Ags) (A — A12A23)2] ‘

Pour:=0,1,...,7,7=0,1,....k,etk=0,1,....n — 2.
En utilisant (3.12) on obtient A3 > 0.
4.

Ay =| Bij |

= )\1)\2/\3/\49§(i+1) 0; (Z+2)202(j+1 9] 0 (k+2) 9k2
X [(ef - A%z) (93 - A§3) (9% — A§4) — (A13 — A12A23)2 _ (A14 . A13A24)2}

Pour:=0,1,...,7,7=0,1,...k,etk=0,1,....n — 2.
En utilisant (3.13) on obtient /A, > 0. Par conséquent, nous avons I < 0.
Concernant le terme .J, nous substituons les expressions des dérivées partielles données par le

lemme (2.1) dans la deuxieme intégrale, nous obtenons :

n—1 k ]
/ < ZZXJ: logojUivj—iWk—jZW—l)—k)

k=0 j—0 i—=0
% (9(2+1 9(j+1)20 (k+1)2 F +92 0]+1 9(1€+1 F +91 9] 9 (k+1)2 F3 +92 9] 0k2F4) dr.

j- /(zz

k=0 j=0 i=0

CS—logo;Uivj_iWk_j Z(n_l)_k>

egiﬂ)? engrl)Q egk+1) egj+1)2 Hng)Q 0§k+1)2 PP
X QZQ sz QkQ Fl + 93’2 sz F2 + 9k2 Fg + F4 91 9% 93 dz.
1 2 3 2 3 3

En utilisant la condition (3.10), on obtient :

/ ZZZ C,zC;UiVj*ikajz(nfl)fk
Q

k=0 7=0 =0
i+1)2 ,G+1)2 ,(k+1)2 i+1)2 ,(k+1)2 k+1)2
_95 '2) og] .2) 9; 2) . H;J .2) eg 2) + 9;(1, 2) + 1
o 0% 0} 0% 0} 0% 0% !
(i+1)2 f(+1)2 p(k+1)2 G102 p(k+1)2 (k+1)2 1
07 . 05 . 04 ) 05 . 04 ) 05 , + 1
07 e 6% 0> o} ok

. 2 . 2 2 . 2 2 2
2(1)—6) 0(11+1) 05]"‘1) egk"'l) Q(b—c) 9%]"’1) Gék+1) 2(b+c) egk+1) 2(b+C)

dtp o gt ok d—p g% oh” d—p gk* d+p

gliTD? gU T2 D2 (D2 G2 )2 2

3 + 3 + 1
2 2 2
05 05

2 ) 2 :
0 A 03 6’
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) 2 . 2 2 . 2 X 2 2
2(()—6) 9;1"!‘1) 9&]"!‘” egk"'l) 2(()—6) 95]"!‘1) 9:(3]‘1"!‘1) 2(b+c) 0:(;@"!‘1) + 2(b+C)

N dtp 07 g7 0% d—p g o5 d—p gk? d+p
Pl D? gG+12 g2 pG+12 p(k+1)2 (k1) 3
1 . 2 . 3 2 . 3 3 + 1
0,12 0]22 9152 9%2 9152 9];2

1] 07603708 d.

k
Z C’T’j_lC,ZC’;UiVj_iWk_jZ(”_l)_k (Ci1fi + Ciafa + Cisfs + fa) 9126%29];%”

En utilisant la condition (3.8) et la relation (3.9) successivement, on obtient pour une constante

04 .
n k 7 '
J < 04/ ( Y CE L ClCiUVIT W Z TR (U 4 V4 W+ Z + 1)) da
Q

k=0 j=0 i=0

-1

de facon analogue au paragraphe (2.1) on peut montre que

n—1

L'(t) < CsL(t) + C7 L (t)
Cs et C7 deux constantes positives, posons
M =1Ln
On obtient :
nM' < CeM + C;

Ainsi, la fonctionnelle L est uniformément bornée sur I'intervalle [0, 7*]. =

Corollaire 3.1 On suppose que les fonctions fi(u,v,w, z), fo(u,v,w, 2), f3(u,v,w,z) , fa(u,v,w, 2)
sont contintiments différentiables sur RT™x R* x RT x R™ et vérifient la condition (3.8), alors les
solutions positives du problémes (3.1),(3.2), (3.3) avec des données initiales dans ¥ et uniformément

bornées sur 2 sont dans Uespace L>(0,71, LP())) pour tout p > 1.

Preuve. La preuve de ce corollaire est une conséquence immédiate du Théoréme (3.1), I'inégalité
évidente
/ U+V+W+Z+1)"de < L(t) sur [0,T%]
Q

et les expressions (3.9). m
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Proposition 3.2 Sous les hypothéses du Corollaire (3.1), si fi, fo, f3 et f, sont polynomialement
bornées sur X, alors toutes les solutions de (3.1),(3.2),(3.3) avec des données initiales dans ¥ et

uniformément bornées sur 2 sont globales.

Preuve. Comme il a été mentionné ci-dessus, il suffit de trouver des estimations uniformes de
| B (U, VoW, Z) [l || B (U, VW, Z) [l || Fs (U, V, W, Z) |l et | Fi (U, V,W, Z) ||, sur [0, pour
certain p > % Puisque les réactions fi, f>, f3 et f; sont polynomialement bornées sur ¥, en
utilisant les relations (3.9), (3.10).

Nous obtenons que Fi, Fy, F3 et Fy sont aussi polynomialement bornées et la preuve devient une

conséquence immédiate du Corollaire (3.1). m

3.3 Remarques

Dans la formule de la région invariante citée au-dessus, nous étudions le deuxiéme, troisieme et
le quatrieme cas avec la méme maniére que nous avons fait avec le premier cas.

le deuxiéme cas : le systeme (3.1), (3.3) peut étre réécrit comme suit :

u; — alA\u — bAv — cAw =f
vy — cAu — alv — dAw — bAz = fo
wy — bAu — dAv — alNw — cNz = f3
Z —cAv — bAw — al\z = fy

(3.14)

avec les mémes conditions aux bords (3.2) et les données initiales (3.3).

Dans ce cas, la matrice de diffusion du systéme devient

0
b

C

a

o

c
b

0

QU & oo
ISEESH

o

a

Alors tous les résultats précédentes reste vrais dans la région

4 ( 2 —
ug < — EZb— C)(Uo—wo)—i‘zo
2(b —
Uo — Ei—i— C)(Uo—w0)+20
Y= (U(),'U(),U}Q,Z())ER41< 2(b+0)'u
Ug d—pJ (Uo+w0)+2020
2(b+¢)
U vo +wy) + 29 >0
\ \ 0 d—i—,u (0 0) 0 —
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et le systeme (3.12) devient :

( OU 1
g_t —(a— §(d — w)AU = I
Vv I
= (a—=(d AV = F,
(9% (a %( + ) 21 (3.15)
? —(a+5(d- 1) AW = Fz
| (a5 0)AZ = Fu
ou
( Ut,z) = —u+ 2((;_’__: (w—v)+z
Vi) = -t 5= D)+ (3.16)
W(t,z) =u+ Z;bj:)( )+ 2z .
\ Z(t,x):u—l—lebTT(w )+ 2z
pour tout (¢,z) dans |0, 7*[ x
(- -+ Q;b__:) (fs = f2) + f1
) Fio=—fi+ 2;b£:)(f3—f2)+f4 5.17)
F13=f1+2£lb_+:>(f2+f3)+f4 |
\ Fiy=fi+ QE;:F:) (fo=f3) + fa
pour tout (u, v, w, z) dans X.
avec les meme conditions aux bords (3.2)*, (3.3)* :
Les conditions (3.4) — (3.7) devient respectivement :
(f1 + Q;bj:) (f2+ f3) + f4) (—Qéb_—'—:) (v+w) —z,v,w,2) >0 (3.18)
<—f1 _ QS?_—FMC) (fo— f3) + f4) (—QEZbT_MC)(U —w)+ z,v,w,z) >0 (3.19)
(f1 + 2fib_+:) (ot f3)+ f4) (_%(U +w) — z,0,w,2) >0 (3.20)
(f1 + 25;::) (f2+ f3) + f4) (—Q;b_:—:) (v+w) —z,v,w,2) >0 (3.21)

3.3. Remarques



Chapitre 3. Existence globale pour les S-R-D a matrice de diffusion pleine

le troisieme cas : le systeme (3.1) peut étre récrit comme suit :

uy — alNu — bAv — cAw —dAz = fi
v — cAu — aAv — bAw = fo
wy — bAu — alw — cAz = f3

2z — dAu — cAv — bAw — alNz = fy

avec les mémes conditions aux bords (3.2) et les données initiales (3.3).

Dans ce cas, la matrice de diffusion du systeme devient

a
c
0
d

Alors tous les résultats précédentes reste vrais dans la région

( (

(UO,'U(),U}Q,Z()) € R4 :

\ \

le quatrieme cas : le systeme (3.1) peut étre récrit comme suit :

uy — alu — bAv — cAw — dAz = f

vy — aldv — cAw — bAz = fo

(3.22)
b ¢ d
a b
b a ¢
C a
2(b—c
Uy S — EZ— )(Uo—w0)+ZO
2(b —
Uo _bEZ—l—:)(UO_wO)—i_ZO
2
Ug C(Zj;)(vo—i‘wo)—i‘Z()ZO
2(b+c
Ug El_'_lu)(vo—i"wo)—i‘ZOZO
(3.23)

wy — bAu — cAv — a\w = f3
2z — dAu — cAv — bAw — al\z = f,

avec les mémes conditions aux bords (3.2) et les données initiales (3.3).

Dans ce cas, la matrice de diffusion du systéme devient

QU o O 2

b
a
c

Cc

c d
c b
a 0

a

Alors tous les résultats précédentes reste vrais dans la région
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(UO,Uo,wo,ZQ) c R4 :

2(b—
ug < — ;_:)(Uo—wo)+zo
u —Q(b_c)(v —wp) + 2
0 de-i—,u 0 0 0
+
up + (_:)(Uo+wo)+2020
2(b+
Ug ( C)(Uo+w0)+2020
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons présenter quelques résultats concernant I'existence en temps de so-
lutions pour des systemes de réaction diffusion ou la structure des termes non linéaire assure a
priori que la masse totale de la solution est bornée.

Ces résultats vont dans deux directions :

Dans la premiere partie, nous avons présenter un résultat d’existences globales pour des systemes
de réaction-diffusion 4x4 , I'idée est basé sur l'utilisation d’'une fonctionnelle de Lyapunov

Dans la seconde partie, nous avons présente un résultat d’existences globales pour des systemes
de réaction-diffusion 4x4 , I'idée est basé sur l'utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov et

techniques des régions invariantes.
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