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Résumé

Le travail abordé dans ce mémoire porte sur la synchronisation des systémes chaotiques
fractionnaires,

Il est articulé autour deux schémas fondamentaux de synchronisation ; La synchronisation par
rapport a l'ordre de la dérivée fractionnaire du systéme esclave, et la synchronisation par
rapport a l'ordre de la dérivée fractionnaire du systéeme maitre.

Au début nous avons fait quelques préliminaires sur les systéemes dynamiques et la théorie du
chaos, ensuite quelques notions de base sur les systemes fractionnaires sont données, en
outre nous avons présenté des exemples des systemes chaotiques fractionnaires. En fin nous
avons mentionné a quelques types et méthodes de synchronisation.

Mots clés :

Systémes dynamiques, chaos, calcule fractionnaire, synchronisation.
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Abstract

The work discussed in this paper addresses the synchronization of chaotic systems
fractional.

Itis articulated around two basic schemes of synchronization; Synchronization with
respect to the fractional derivative order of the slave system and Synchronization with
respect to the fractional derivative order of the master system

At first we did some preliminary dynamical systems and chaos theory, then some basics

about fractional systems are given, in addition we have presented examples of
fractional chaotic systems. In the end we mentioned a few types and synchronization
methods.
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Dynamical systems, chaos, Fractional calculus, Synchronization.
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Introduction générale

Dans les dernieres années, le calcul fractionnaire est devenu un excellent outil dans la modé-
lisation de nombreux phénomenes physiques [1, 2] et des problemes d’ingénierie [3, 4, 5, 6, 7].
Lun des domaines d’application trés important du calcul fractionnaire est la théorie du chaos. Le
chaos est un phénomene non linéaire tres intéressant qui a été intensivement étudiée au cours des
deux dernieres décennies [3, 9]. La théorie du chaos se trouve étre utile dans de nombreux do-
maines tels que le cryptage des données [10], les systemes financiers [11] et de génie biomédical
[12].

Les systemes dynamiques chaotiques d’ordre fractionnaire ont commencé a attirer beaucoup d’at-
tention dans ces derniéres années. Les systemes dynamiques chaotiques d’ordre fractionnaire
peuvent considérés comme une généralisation des systemes dynamiques chaotiques d’ordre en-
tiere. Les chercheurs ont démontré que les systémes d’ordre fractionnaire peuvent aussi exhibent
un comportement chaotique tels que, le systeme de Lorenz fractionnaire [13], le systéme de
Chua fractionnaire [14], le systeme de Chen fractionnaire [15, 16], le systeme de Lii fraction-
naire [17], le systeme de Rossler fractionnaire [18], le systéme Duffing fractionnaire [19] et le
systeme d’Arneodoe fractionnaire [20]. Il a été démontré que certains systémes fractionnaires
peuvent produire des attracteurs chaotiques avec ordre inférieur a 3 [21]. De plus, des études
récentes montrent que les systemes de fractionnaires chaotiques peuvent également étre synchro-
nisés [22, 23].

Récemment, 'étude de la synchronisation des systemes chaotiques d’ordre fractionnaire est de-
venu un domaine de recherche actif en raison de ses applications potentielles dans la communi-
cation sécurisée et la cryptographie [24, 25, 26, 27]. Jusqu’a présent, une grande variété d’ap-
proches et de techniques ont été proposées pour la synchronisation des systemes chaotiques et
hyperchaotiques fractionnaires tels que méthode de contréleur en mode glissan [28], méthodes
de controleur actif et adaptif [29], méthode de controle feedback [30], techniques de controle
lineare et nonlinear [31, 32], technique du signal scalaire [33]. En outre, de nombreux types de
synchronisation pour les systemes chaotiques fractionnaire ont été présentés, tels que synchroni-
sation compléete [34], anti-synchronisation [35], synchronisation projective [36], synchronization
de phase [37], synchronization en temps finie [38], synchronisation generalisée [39], etc.

Les objectives de ce mémoire sont :

1. Développement de nouveaux schémas de synchronisation pour les systemes chaotiques frac-
tionnaires.
2. Recherche de nouveaux critéres de synchronisation dans le cas des systemes chaotiques frac-

tionnaires.




Ce travail est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre : nous faisons un panorama sur les systémes dynamiques non-linéaires
et la théorie du chaos déterministe.
Le deuxieme chapitre, est consacré aux notions de base sur les systemes fractionnaires tels que :
I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, la dérivation fractionnaire au sens de Caputo et la
stabilité systémes fractionnaires
Dans le troisiéme chapitre : des exemples concrets sur des systemes chaotiques et hyperchao-
tiques fractionnaires sont donnés.
Dans le quatriéeme chapitre : on trouve des différents types connus de synchronisation et les
méthodes les plus usées.
Le cinquiéme chapitre, expose le contenu de notre travail qui consiste en quelques nouveaux

schémas sur la synchronisation des systémes chaotiques fractionnaires.

A la fin, notre mémoire sera terminé par une conclusion générale suivie d'une bibliographie.




Chapitre 1

Généralités sur les systemes dynamiques

chaotiques

Dans ce chapitre, apres un rappel sur les systemes dynamiques non linéaires et leurs propriétés
générales, nous présentons des différents outils mathématiques qui nous servent a caractériser le

comportement chaotique.




Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques chaotiques

1.1 Systemes dynamiques

1.1.1 Définition

Un systéme dynamique est présenté par un systeme d’équations différentielles de la forme :

T =F(z,t,\) (1.1)
x € R" est le vecteur d’état, A € R? est le vecteur des paramétres et ' : R" x R* x R est appelé

champ de vecteur.

1.1.2 Points d’équilibres

On appelle "point d’équilibre" d’un systeme dynamique tout point x tel que

F(z)=0 (1.2)

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points stables

1.1.3 Points périodiques et p-cycles

S'il existe k > 1, tel que F* (z) = 0, on dit que z est un point périodique. La période d’un point

périodique x est le plus petit entier £ > 1 tel que :

FF(z)=0 (1.3)
Un ensemble {zo,z,...7,_1} forme un cycle d’ordre p (ou une orbite périodique d’ordre p, ou

encore un p—cycle), si :

{ F(z(i)) =0, i=01,..,p—1, 14

F(z(p—1)) ==(0).
Autrement dit, chaque point d’'un cycle d’ordre p est un point fixe pour F? ou F? (x (i)) = 0, pour

i=0,1,....p— 1 et n’est pas un point fixe pour F* si k < p.

1.2 Stabilité

Iétude du comportement d’un systeme dynamique discret, correspond a I'étude de stabilité
des points d’équilibres. Nous n’abordons ici que le probléme du point d’équilibre et pour les points

périodiques de période p, il suffit de considérer la p-iéme itérée de I'application.

1.1. Systémes dynamiques



Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques chaotiques

Soit le systeme dynamique non linéaire

T (t) = F(x(t)) (1.5)
dont la réponse est telle que :
z(t) =z (t, 10,z (to)) (1.6)
et les condition initiales définies par
z (0) = xg 1.7)

Soit z. un point d’équilibre du systéme, on a :

F(x,) =0 (1.8)

1.2.1 Définitions

Définition 1.1 Le syteme est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point d’équilibre x. si

pour des conditions initiales x (to) suffisament proches du point d’équilibre soit :
Ve >0, 30>0: ||x(to) — || <0 = ||x(t,z(ty)) — x| <&, Vt>to. (1.9)
Définition 1.2 Le point d’équilibre x. est asymptotiquement stable si
Vo >0: ||z(ty) — x| <= tliglo |z (t,z (tg)) — xe|]| =0 (1.10)
Définition 1.3 Le point d’équilibre x. est exponentiellement stable si :

Ve >0, 36,a,0>0: |z (ty) — x| <= ||z (t,x(to)) — zc|| < allx (to) — x| exp (=bt), Yt > to.
(1.11)

Définition 1.4 Le point d’équilibre x. est instable si 'équation (1.9) n’est pas satisfaite.

1.2.2 Linéarisation

On considere le cas ou le systéme non linéaire décrit par (1.5) admet, au voisinage de z., un

développement limité de la forme :
i (t) = Az (t) +r ([|lz]]) , (1.12)

tel que

1.2. Stabilité
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OF (xe) OFi(ze) .. OFi(we)
(9331 a.'rg (933m
8F2(a:e) 8F2(xe) . OF>(xe)
ox1 Oxo Oxm
A=DF(z,) = : SRR , (1.13)
OFn(xze) OFn(ze) OFn (xe)
o1 Oz T OTm
et:
iy I UeDIE (1.14)
w=0 [z

Le systéme linéaire décrit par la relation :
(t) = Ax(t), (1.15)

peut étre considéré comme la linéarisation de (1.5) autour z. il permet de statuer, localement,

sur la stabilité du systéme non linéaire au point z..

Théoreme 1.1 1- Si les valeurs propres de DF (x.) sont toutes a partie réelle strictement négative,
alors x. est un équilibre asymptotiquement stable au sens de Lyapunov.

2- Si l'une des valeurs propres de DF () posséde une partie réelle strictement positive alors x, n’est
pas un équilibre stable au sens de Lyapunov.

3- Si la matrice DF (z.) admet au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur propre avec partie

réelle strictement positive, on ne peut pas conclure si U'équilibre est stable ou instable

1.2.3 Fonction de Lyapunov

La deuxieme méthode de Lyapunov permet I'analyse de la stabilité directement a partir des équa-
tions qui décrivent le systeme et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs solutions.
Nous introduisons une fonction continue V (z) : R* — R™, dite de Lyapunov, vérifiant : V (z (¢))
défine positive, c’est-a-dire V' (z.) =0 et V (z) > 0, Vo # ..

Le principe de la deuxieme méthode de Lyapunov consiste a remplacer ’étude de convergence de
x vers x, = 0 par celle de V (z (t)) = V (z (¢, 0,2 (t9))) . En effet, si V (x (¢)) est définie négative
pout tout ¢ et pour z (t) au voisinage de z, tels que :V (z (t)) < 0, (V décroit le long de toutes les
trajectoires) nous pouvons alors conclure a la stabilité du point fixe z..

Il n’y a aucune méthode générale pour déterminer une fonction de Lyapunov. Mais en méca-
nique et pour les systemes électriques on peut souvent utiliser 'énergie totale comme fonction de

Lyapunov.

1.2. Stabilité
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1.3 Bifurcations

1.3.1 Définitions

Soit le systeme dynamque non-linéaire suivant
T(t)=F(x(t),q), (1.16)
dotuz(t) e R",a e R"et FF: R" x R — R".

Définition 1.5 Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution z. du systéeme (1.16)
lorsqu’on modifie le paramétre de contréle «, c’est a dire la disparition ou le changement de stabilité

et Uapparition de nouvelles solutions.

Définition 1.6 Un diagramme de bifurcation est une portion de Uespace des paramétres sur laquelle

sont représentes tous les points de bifurcation.

1.3.2 Types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcation selon les propriétés des secondes dérivées de la famille
des fonctions F' (z (t) , ). Chacune de ces bifurcations est caractérisée par une forme normale, qui
est '’équation générale typique de ce type de bifurcation. Parmi les différents types de bifurcation
on trouve [41, 42, 43] :

1- Bifurcation de type noeud-col (ou tangente, ou pli) : Sur le diagramme des bifurcation on
observe, dans ce cas, une courbe de points fixes continue tangente a la ligne droite verticale. Deux
points d’équilibres existent (un stable et un instable) avant la bifurcation. Apres la bifurcation,plus
aucuun équilibre n’existe.

2- Bifurcation transcritique : sur le diagramme de bifurcations cela se traduit par deux branches
différentes de points fixes qui se croisent en un point et par le changement de stabilité des deux
branches au passage par le point d’intersection.

3- Bifurcation de doublement de période (ou flip) : Un cycle d’ordre & qui subie cette bifur-
cation va changer de nature et crée un cycle d’ordre 2k.Un point fixe stable d’ordre 1,devient

instable en méme temps que I'apparition d’'un cycle d’ordre 2 stable.

1.3. Bifurcations
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1.4 Chaos

1.4.1 Définition du chaos

On trouve dans la littérature plusieurs définitions mathématiques du chaos, mais jusqu’a
présent, il n’existe aucune définition mathématique universelle du chaos. Avant de donner la

définition du chaos, due a R.L Devaney, quelques définitions de base sont necessaires [45, 46].

Définition 1.7 Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y est dense dans X
si, pour n’'importe quel élément x € X , il existe un élément y dans le sous-ensemble Y arbitrairement
proche de x, c’est-a-dire si la fermeture de Y est égale a X : Y = X . Ce qui revient a dire que Y est
dense dans X si pour tout x € X on peut trouver une séquence de points {y,} € Y qui convergent

vers x.

Définition 1.8 f est dite avoir la proprité de sensiblité aux conditions initials s’il existe 5 > 0 tel
que pour x (0) € I et tout ¢ > 0 il exist un point y (0) € I point et un entier j > 0 satisfaisant :
[(z(0), y(0) >¢e = d(FY(z(0), FY (y(0))) > 4, ou I reprsente la distance et F'V) la j ieme

itération de F.

Définition 1.9 f est dite topologiquement transitive si U et V étant deux ensembles non vides ouverts
dans I, il exist x (0) € U et un indice j € Z*, tel que pour FY) (z (0)) € V ou, de facon équivalente,
il exist un indice j € Z*, tel que pour FY (U) NV # ().

On est maintenant en position d’énoncer la défintion du chaos, au sens de Devaney [47].

Définition 1.10 Une fonction F' : I — [ est dite constituée d’ une dynamique chaotique si :
(i) F posséde une sensibilité aux conditions initiales,
(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) Lesemble des points périodiques de F' est denses dans 1.

Bien qu’il n’existe pas de définition universellement acceptée de la notion du chaos, cette défini-

tion reste la plus intéressante car les concepts sur lesquels elle repose sont facilement observables.

1.4.2 Propriétés du chaos

Sensibilité aux conditions initiales

Cette sensibilité explique le fait que, pour un systeme chaotique, une modification infime

des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long terme. Le degré de

1.4. Chaos
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sensibilité aux conditions initiales quantifie le caractére chaotique du systeme [48, 49].

Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent a mesurer la divergence possible entre deux orbites issues
de conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales
d’un systeme chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal a la dimension de ’espace
des phases [50, 51, 52]. Tun des algorithmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme de
Wolf. Les étapes de I'algorithme sont les suivantes :

1. Changement du parametre de contrdle,

2. Choix aléatoire d’une condition initiale,

3. Evolution du systéme dans le but d’atteindre un attracteur,

4. Création d'une nouvelle trajectoire a partir de la trajectoire courante a laquelle on ajoute une
petite perturbation,

5. Evolution dans l'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calculs de la moyenne de la
divergence renormalisée entre ces deux trajectoires,

6. Réajustement de I’écart, permettant ainsi a chaque pas de temps de I'évolution du point précé-
dant le calcul d'une moyenne de la divergence,

7. Retour au point (5) effectué selon un nombre donné,

8. Retour au point (1)

9. Dessin de 'exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du parametre de contréle donné.

Dimension fractale

Il existe plusieurs types de dimensions fractale (dimension de capacité, dimension d’informa-

tion, dimension de corrélation,...) pour les attracteurs chaotiques, parmi celle-ci on peut citer :

Dimension de Hausdorff La dimension de Hausdorff de M C R"est définit par, [53] :
Dy =sup{d, uy; (M) =+oo} =inf{d, u, (M) =0}, (1.17)

d’ot p, (M) est la mesure d-dimensionnelle de Hausdorff de 'ensemble M. Ce type de dimen-
sion dépend uniquement des propriétés métriques de I'espace dans lequel se trouve ’ensemble

(attracteur ou non).

Dimension de Lyapunov La dimension de Lyapunov est donné par, [54] :

Y
DL_ =1 ""

— + 7, (1.18)
[Aj1]

1.4. Chaos
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d’ou A, < ... < )\ sont les exposants de Lyapunov d’un attracteur d’un systeme dynamique et j le
grand entier naturel tel que : Zgzl A; > 0. Ce type de dimensions tient compte de la dynamique

du systéme .

Attracteur étrange

Fattracteur étrange est une caractérstique géometrique du chaos. Il n’existe pas une définition
rigoureuse d’'un attracteur étrange ou chaotique et toutes les définitions qui on trouve dans la

littérature sont restrictives [55, 56, 57, 58, 59].

Définition 1.11 Un sous-ensemble borné A de Uespace des phases est un attracteur étrange pour une
transformation T de Uespace s’il existe un voisinage U de A, c’est a dire que pour tout point de A il
existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T' dont le point initial est dans U est
entiérement contenue dans U. De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche de A que
l'on veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux conditions initiales.

3) A est un objet fractal.

4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que 'on veut de

ce point.

1.4.3 Scénarios chaotiques

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage vers le chaos. On peut citer trois sénarios
de transition d'une dynamique réguliere a une dynamique chaotique lors de la variation d'un

parametre :

Doublements de période

Ce scénario est caractérisé par une succession de bifurcation de fourches. A mesure que la contrainte
augmente, la période d’'un systeme forcé est multipliée par 2, puis par 4, puis par 8, etc.,. Ces dou-
blements de périodes sont de plus en plus rapprochés, lorsque la période est infinie, le systeme

devient chaotique [60, 61].

Par intermittence

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulance. Lorsqu’on aug-

mente le parametre de contrdle, les bouffées de turbulence deviennent de plus en plus fréquentes,

1.4. Chaos H
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et finalement, la turbulence domine.[62, 63].

Via la quasi-périodicité

Ce scénario via la quasi-périodicité a été mis en évidence par les travaux théoriques de Ruelle et
Takens [64]. Dans un systéme dynamique a comportement périodique a une seule fréquence, si
nous changeons un parametre alors il apparait une deuxieme fréquence. Si le rapport entre les
deux fréquences est rationnelle comportement est périodique. Mais, si le rapport est irrationnel,
le comportement est quasi périodique. Alors, on change de nouveau le parametre et il apparait

une troisieme fréquence et ainsi de suite jusqu’au chaos.

1.4. Chaos H
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Notions de base sur les systemes

fractionnaires

Dans ce chapitre, nous avancons un rappelle récapitulatif sur le calcule fractionnaire et la stabilité

des systémes fractionnaires.
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2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

2.1.1 Définition

Lopérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre @ € R* de la fonction f(¢) est

définie comme suit [65] :

() (1) = ﬁ [ =0 @ @D

d’ou I' la fonction de Gamma, donnée par I'(a) = 0+°° te~te7tdt, et t € [a, b).
Lopérateur J*, est définit sur L,[a, b], existe pour tout ¢ € [a,b] et la fonction J* f elle méme est

un élément de L4 [a, b] [66, 67].

2.1.2 Propriétés

1-Pour o >0et3 >0ona [68] :

JUJPf(t) = JTP (), (2.2)

2- La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire Riemann-Liouville est décrite comme

suit :

LIJf(#)y =sF(s), (a>0). (2.3)

Certaines propriétés de 'opérateur J* peuvent étre trouvés, par exemple, dans [69].

2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Il existe plusieurs définitions de dérivés fractionnaires. Dans les applications réelles, la dériva-
tion au sens de Caputo est plus populaire puisque les conditions initiales non homogenes sont

autorisées.

2.2.1 Définition

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo [70] est définie par
t

/(t — T)"fp*l ) (1)dr 2.4

a

1

SDYf(t) = Th_p)

2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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i.e

C nyp n—p d"
cotr (0 =1 (40 ) 2.5)

2.2.2 Propriétés

1- Copérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville
CDEIEF ()] = f(t) (2.6)

mais il n’est pas un inverse droite

nlf t—a)k

2 [SDy f (t 2.7)
k=0

3- La formule de transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est la suivante :

3
,_.

L{“Dyf(t)} = s"F (s) — saklf (0). (>0, n—1<a<n), (2.8)
0

e
i

en particulier, lorsque a € (0, 1], nous avons
L{°Dyf(t)} = s“F (s)—s*'f(0) (2.9)

Pour plus d’informations sur la dérivation fractionnaire au sens de Caputo voir [70].

2.3 Stabilité des systemes fractionnaires

2.3.1 Stabilité des systemes fractionnaires linéaires

Soit le systeme fractionnaire linéaire suivant

n

CDfai(t) =Y ayw(t), i=1,2,..n, (2.10)

j=1
d’out o; est un nombre rationnel entre 0 et 1 et D;* est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre

a;, pour i = 1,2, ...,n. Soit M est le multiple commun des dénominateurs de «;.

Théoreme 2.1 [/1] Siay = ap = ... = «,, = «, alors le systeme (2.10) est asymptotiquement stable

sii |arg (spec(A))| > aF.

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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Théoreme 2.2 [72] Si «; sont différents nombres rationnels, alors le systeme (2.10) est asymp-
totiquement stable si toutes les racines A de Uéquation det (diag (A\M*, AMe2 . AMen) — A) = 0,
satisfont |arg (A)| > 537, dott A = (aij),; <, -

2.3.2 Stabilité des systemes fractionnaires non linéaires

Maintenant, considérons un systeme fractionnaire non linéaire donné par

“Ditai(t) = f; (X (1), i=1,2..n, (2.11)

d'ou f; : R® — R a dérivées partielles secondes continues dans une boule centrée sur un point
d’équilibre x* = (z1, zs, ..., x,) cest dire f; (z* = (z1, 22, ..., x,)) = 0, alors nous avons les résultats

suivants :

Théoreme 2.3 [73] Si a; = o = ... = «u,, = «, alors le point d’équilibre x* du systéeme (2.11) est
asymptotiquement stable si sii |arg (spec(J
(2.11).

)| > aF, d'ott J est la matrice jacobienne du systéme

Théoreme 2.4 [74] Si a;’sont différents nombres rationnels, alors le point d’équilibre x* du systéeme
(2.11) est asymptotiquement stable si toutes les racines A de Uéquation det (diag (A", AM2, ..., AMm)

0, satisfont |arg (\)| > 557

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires

—A)



Chapitre 3

Exemples de systemes chaotiques et

hyperchaotiques fractionnaires

Dans ce chapitre nous présentons quelques exemples sur les systémes chaotiques et hyperchao-
tiques fractionnaires. Ces systémes sont utilisés ultérieurement comme des applications de simu-

lations.
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3.1 Systeme chaotique fractionnaire de dynamos couplé

Le systeme chaotique fractionnaire de dynamos couplé, est donné comme suit

Dz = —awy + (x3+ F) 22
DPryy = —axg+ (13— 8) 13 (3.1
Dp3I3 = I3 — T1T2

Ce systeme, comme indiqué dans [75], présente des comportements chaotiques lorsque (p1, p2, p3) =
(0.9,0.93,0.96) et (, 5) = (2,1). Les attracteurs chaotiques du systéme de dynamos couplé sont

présentés dans la figure 3.1.

Figure 3.1 : Les attracteurs chaotiques du systeme fractionnaire de dynamos couplé pour les
valeurs (p1, p2, p3) = (0.9,0.93,0.96) et (o, ) = (2,1).

3.1. Systeme chaotique fractionnaire de dynamos couplé
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3.2 Systeme chaotique fractionnaire unifié

Le systeme chaotique fractionnaire unifié, est est défini par

pDa 1
qu:l?g

DQ3I3

= (25a + 10) (z2 — 1)

= (28 —35a)y; + (29a — 1)ys + x123

—(a+8
= —(3 )$3+$1$2

(3.2)

Ce systeme, comme indiqué dans [76], présente des comportements chaotiques lorsque (¢4, g2, g3) =

(0.85,0.9,0.95) et a = 1. Les attracteurs chaotiques du systéme (3.2) sont présentés dans la figure

3.2

401

x2(t)

20

_4 I I I I I 1
g!(} 20 10 0 10 20 30
x1(t)

50, 50,

x3(t)

20 40 o0 10 2 1% 20 0 20 40
x1(f) x2(t)

Figure 3.2 : Les attracteurs chaotiques du systéme fractionnaire unifié
(q1,q2,q3) = (0.85,0.9,0.95) et a = 1.

3.2. Systéme chaotique fractionnaire unifié
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3.3 Systeme hyperchaotique fractionnaire de Lorenz

Le systeme hyperchaotique fractionnaire de Lorenz, est représenté par :

Dfxy = a(xe—x1)+ 24

Difzy = cy1 —y2 — 1123 (3.3)
DFrs = —bys+ x129

D¥x, = dzy + zo13

Le systeme (3.3) est hyperchaotique lorsque les valeurs des parametres de bifurcation sont consi-
dérés comme (q1, g2, g3, ¢1) = (0.94,0.96,0.97,0.99) et (a,b,c,d) = (10, 3,28, —1) [77]. La projec-

tion de l'attracteur hyperchaotique du systeme (3.3) est représenté sur la figure 3.3.

Figure 3.3 : des attracteurs en 3D hyperchaotique du systeme (3.3).

3.3. Systeme hyperchaotique fractionnaire de Lorenz
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3.4 Systeme hyperchaotique fractionnaire de Chen

Le systeme hyperchaotique fractionnaire de Chen donné par

Diz, = a(ry — x1)
Diwy = dyi +cy» — w123 (3.4)
Dizs = —byz + 1122
Dilxy = kxy + x93

a été présenté dans [77]. Le systeme (3.4) a un comportement hyperchaotique, voir la figure 3.4.

(a) ib)
40 150.
100
30
a0 .|
= 20, = 0l
= =
50 .
10|
100
0, 150
50 40
/an 50
0 0
y2(t) i 20 yﬁ{tf 0
5" yi(t) el y2(t)

Figure 3.4 : des attracteurs en 3D hyperchaotique du systeme (3.4).

3.4. Systeme hyperchaotique fractionnaire de Chen



Chapitre 4

Synchronisation

Lobjectif principal de ce chapitre est de présenter, des différents type de synchronisation et une

méthode de synchronisation la plus performante.
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4.1 Types de synchronisation

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation a savoir la synchro-
nisation complete, I'anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la synchronisation générali-

sée, et la synchronisationn Q-S.

4.1.1 Synchronisation complete

On considére un systéme chaotique maitre représenté par
DX (1) = F(X (1)), @.1)

dott X(t) € R" est 'état du systéme (4.1) et F' : R* — R", 0 < p < 1, “D? est la dérivée
fractionnaire de Caputo d’ordre p.

Et un systeme chaotique esclave donné par
DY (t) =G(Y () + U, (4.2)

d’ot1 Y(t) € R™ est I'état du systéme (4.2), G : R* — R", 0 < g < 1, “D{ est la dérivée fraction-
naire de Caputo d’ordre ¢ et U € R" est un vecteur de controle a déterminer. On définit 'erreur

de la synchronisation complete en tant que
e(t) =Y (t) — X(t). (4.3)
Ainsi, le probleme de synchronisation complete est de déterminer le contréleur U de sorte que

lim [|e(t)]| = 0. (4.4)

t—o00

ol ||.|| est la norme euclidienne.

Si F' = G, la relation devient une synchronisation complete identique.

Si F' # @, c’est une synchronisation complete non identique.

La synchronisation complete est donc une coincidence compléte entre les variables d’état des

deux systémes synchronisés [/8].

4.1.2 Anti-Synchronisation

Théoriquement, deux systemes sont anti-synchronisés si d'une part, le systeme maitre et le sys-
téme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des signes opposés et
que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systemes tend vers zéro lorsque le temps

tend vers l'infini [79]. Lerreur d’anti-synchronisation peut donc étre définie comme suit

4.1. Types de synchronisation
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e(t) = Y(t) + X(1). (4.5)

4.1.3 Synchronisation projective

On dit qu’on a une synchronisation projective si les variables d’état Y (t) = (y; (t)),<;,, du sys-
teme chaotique esclave se synchronisent avec une constante multiple de I'état X (¢) = (z; (t)),<;<,

du systéeme chaotique maitre, tels que [80] :

Le cas ou tous les «; sont égaux a 1 répresente un cas de synchronisation compléte. Le cas ol tous

les «; sont égaux a —1 répresente un cas d’anti-synchronisation complete.

4.1.4 Synchronisation généralisée

La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la synchronisation
complete, I'anti-synchronisation et la synchronisation projective pour synchroniser des systémes
chaotiques de dimensions et de modele différent [81]. Elle se manifeste par une relation fonc-
tionnelle entre les deux systémes chaotiques couplés. On considere un couple de systémes maitre-

esclave représenté par

{ CDIX(t) = F(X(1)), 47

“DiY(t) =G(Y (1) + U,
d’'ou X (t) € R", Y (t) € R™ sont les états du systéme maitre et systéme esclave, respectivement,
F:R*"—=R",G:R™ - R™ 0<p,q<1,°D YD} sont les dérivées fractionnaires de Caputo
d’ordres p est ¢, respectivement, et U € R™ est un controleur a déterminer.
S’il existe un contréleur U € R™ et une fonction ¢ : R* — R™, telles que toutes les trajectoires

des systemes maitre et esclave, avec les conditions initiales = (0) et y (0) , vérifient :
lim [[Y (1) = 6 (X ()| =0, ¥z (0), ¥y (0). 4.8)

alors, les systemes maitre-esclave (4.7) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la
fonction ¢. Si la fontion ¢ est definie par ¢ (X (¢)) = AX (¢) tel que A = (A;;)

une synchronisation full-state hybrid projective [32].

on dit qu’on a

mxn?

4.1.5 Synchronisation Q-S

La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de synchroni-

sations précédentes [83]. Nous disons qu'un systeme maitre, n-dimensionelle, X (¢) et un systéme

4.1. Types de synchronisation
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esclave, m-dimensionelle, Y (¢) sont en synchronisation () — S dans la dimension d, s’il existe un
contrbleur U € R" et deux fonctions @ : R* — R? S : R™ — R telle que l'erreur de synchronisa-
tion

e(t) =Q (X ()-S5 (1), (4.9)

vérifie limy_, [le (£)] = 0.

4.2 Meéthode du controleur actif

La méthode du contréleur actif est une technique efficace qui a montré sa puissance non

seulement pour la synchronisation des systemes non identiques, mais aussi pour la synchronisa-

tion des systemes hyperchaotiques [84, 85]. Soit deux systemes chaotiques a synchroniser, maitre
et esclave, définis par :
“Dix(t) = F(x(1)), (4.10)
et
“Diy(t) = G(y(t)) + U, (4.11)

d’ou z(k) € R", y(k) € R" sont les état des systemes maitre et esclave, respectivement, F' : R” —
R, G:R" — R", 0 < q < 1, “D] est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordres g et U = (u;), <i<n
est un contrOleur a déterminer.
Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que I'erreur entre les trajectoires des deux
systemes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini. Cette erreur est obtenue comme
suit :

e(t) =y(t) —x(t) (4.12)

alors,

“Die(t) = “Diy(t) - Djx(t)
= G(y(t) - Fz(t) + U.

Si on peut écrire la quantité G(y(t)) — F'(z(t)) de la facon suivante
Gy(t)) — F(x(t)) = Ae(t) + N(x(t), y(t)), (4.13)
I'erreur peut étre exprimée comme suit :

CDie(t) = Ae(t) + N(z(t), y(t)) + U, (4.14)

4.2. Méthode du contréleur actif
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d’ott A € R™ ™ est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le contrbleur U est

proposé comme suit :
U=V —N(z(t),y(t)), (4.15)

d’ot1 V est le controleur actif, défini par :
V = —Le(t), (4.16)
d’ou L est une matrice de controle inconnue. On obtient donc, la formule finale de l'erreur :
“Die(t) = (A— L)e(t). (4.17)

Donc le probléme de la synchronisation entre le systéme maitre (4.10) et le systéme esclave
(4.11) est transformé en probléme de zero-stabiltée du systéme (4.17). Le théoreme qui suit est

un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systemes fractionnaires linéaires.

Théoreme 4.1 Le systéme maitre (4.10) et le systeme esclave (4.11) sont globalement synchroni-
sés sous la loi du contréle (4.15), si et seulement si la matrice de contrdle L est choisie telles que

|arg (spec(A — L))| > aF.

4.2. Méthode du contréleur actif
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Nouveaux schémas de synchronisation

Le présent chapitre expose quelques nouveaux schémas de synchronisation pour des systemes

chaotiques fractionnaires.
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5.1 Résultats analytiques

5.1.1 Synchronisation par rapport a ’ordre de la dérivée fractionnaire du

systeme esclave

Dans ce cas, considérons le systeme maitre sous la forme suivante

Dl (t) = f;(X (1), i=1,2...,n, (5.1
d’ott X (t) = (21 (t), 22 (1), ...,z (t))" est le vecteur d’état du systéme maitre (5.1), f; : R* — R,
i=1,2,...n,0 < p; <1, et “DY est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre p;.

Comme systéme esclave, nous considérons le systeme chaotique suivant

“Diiy; (t) way] )+ (Y (#)+uw, i=12.n, (5.2)

dot Y(t) = (y1 (), 92 (t), ..., yn (t))" est le vecteur d’état du systéme esclave (5.2), (b;;) € R™*",
gi : R" — R, sont des fonctions non linéaires, 0 < ¢; < 1, and “ D} est la dérivée fractionnaire de
Caputo d’ordre ¢; et u;, 1 < i < n, sont des contrbleurs.
Notre but, pour réaliser la synchronisation entre le systéme maitre (5.1) et le systeme esclave
(5.2), est de déterminer les contréleurs u;, 1 < i < n, qui stabilisent les erreurs de synchronisation
suivantes

e;i(t) =y (t) —z; (t), 1<i<n, (5.3)

alors le but de la synchronisation est de faire lim; . e; (t) =0, i=1,2,..n.

Théoreme 5.1 Le systéeme maitre (5.1) et le systeme esclave (5.2) sont globalement synchronisés

sous la loi de contrdle suivante

d’otl

Vi = ‘bm| e’L Z bljyj (55)

Preuve. La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre ¢; du systeme d’erreur (5.3) peut étre décrite

comme

“Dfre, ) Z% (1) + 9 (Y () + s~ CDF ai(t), i=12.m. (5.6)

5.1. Résultats analytiques
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En substituant 'équation (5.4) dans I'équation (5.6), les erreurs de synchronisation peuvent étre
donnés sous la forme
Cszel (t) = —‘b“|€l (t), 1= 1,2,...,n, (57)

Le systeme d’erreur (5.7) peut étre écrit sous la forme compacte comme suit
“Die(t) = Be(t) (5.8)

dotie (t) = (e (t),es(t),...,en ()T, DI = [“Di*.© D, ...¢ Di"] et

b 0
0 0 _|bnn|

Alors, nous pouvons voir que toutes les racines A de I'eqaution det (diag (\**%, ..., AM) — B) =

0, d’'ou M; est le multiple commun des dénominateurs des ¢;, peuvent étre écrites comme suit
# . . . . .

A = |by|Mrai [cos( e ) +isin (qui)]’ i = 1,2,...,n, cela implique que arg (\) = - >

™
Mg, q; M 2My°
i = 1,2,...,n. En suite, selon le lemme 1, le systeme d’erreur (5.8) est asymptotiquement stable.

Par conséquent, les systemes (5.1) et (5.2) sont globalement synchronisés. m

5.1.2 Synchronisation par rapport a I'ordre de la dérivée fractionnaire du

systeme maitre

Maintenant, le systeme maitre et le systeme esclave sont donnés par

CszxZ <t> = E?:l i T (t) + fl (X (t)) , 1=12,..,n, (5.9
DIy (1) = g (Y () s, i =120, (10

dott X (t) = (z1 (), 22 () ez ()T, Y () = (g1 (1), 42 (1) , ..., yn ()" sont les vecteurs d’état du
systeme maitre (5.9) et du systeme esclave (5.10), respectivement, (a;;) € R™", f; : R* — R,
sont des fonctions non linéaires, ¢g; : R — R, 0 < p;,q; < 1, “DV et “D{ sont les dérivées
fractionnaires de Caputo d’ordres p; et ¢;, respectivement, et u;, 1 < 7 < n, sont des contrbleurs.

Dans ce cas, les erreurs de synchronisation, entre le systéme maitre (5.9) et le systeme esclave

(5.10), peuvent étre définies comme suivants
ei(t) =a; (1) —wyi(t), 1<i<n, (5.11)

Le systeme d’erreur (5.11) peut étre décrit comme suit :

5.1. Résultats analytiques
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n

“Diiei(t) = ) ay; () + fi (X (1) = “DY'wi(t), i=12,..n. (5.12)
j=1

Dans ce cas, nous supposons que ¢; < p;, ¢ =1,2,...n

Théoreme 5.2 Le systéme maitre (5.9) et le systeme esclave (5.10) sont globalement synchronisés

par les contréleurs suivants
U; = _gl<Y(t)) + JP (UZ) ) L= 17 27 ey 10, (513)

d’otl

= |ag]| & (t +Z%x] )+ fi (X (1)) (5.14)

Preuve. En insérant Eq. (5.13) dans Eq. (5.10), on peut réécrire le systéme esclave comme suit :

CDEy; (t) = JP% (v;), i=1,2,...n. (5.15)
Fapplication de la transformée de Laplace a Eq. (5.15), nous donne
sUTFy(s) — s 1y (0) = 8% PL (v;), i=1,2,..,n, (5.16)

dou F;(s) = L (y:(t)), i=1,2,...,n. Multipliant '’équation (5.16) par s?'~% et par 'application

de la transformée de Laplace inverse au résultat, nous obtenons
“DPiy; (t) = vs, i=1,2,....n. (5.17)

Par substitution de Eq. (5.17) dans Eq. (5.12), les erreurs de synchronisation peuvent étre écrite
comme suit
CDtpiGZ‘ (t) = — |aii|€i (t), 1= 1,2,...771. (518)

Le systeme d’erreur (5.18) peut étre écrit sous la forme compacte comme suit
“DPe(t) = Ae(t), (5.19)

dotie (t) = (e1 (1), ea (1) ,ven (1), “DF = [CDP" O DP,..0 D] et

—|a11| 0
A 0 —|CL22| 0
0 0 oo — |a]

5.1. Résultats analytiques
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Alors, nous pouvons voir que toutes les racines A de 'eqaution det (diag ()\M2p1, s )\Mﬂ’") —A) =
0, d’ou M, est le multiple commun des dénominateurs des ¢;, peuvent étre écrites comme suit
A = |a|Mer [cos (M;’pz) + isin (ﬁ)], i = 1,2,...,n, cela implique que arg (\) = Thp > 3G

1 =1,2,...,n. En suite, selon le lemme 1, le systeme d’erreur (5.19) est asymptotiquement stable.

Par conséquent, les systemes (5.9) et (5.10) sont globalement synchronisées. m

5.2 Teste numérique

Dans cette section, pour valider les résultats théoriques dérivés ci-dessus, nous considérons le sys-
téme chaotique fractionnaire de dynamos couplé comme systeme maitre et le systéme chaotique

fractionnaire unifié comme systeme esclave. Le systeme maitre est décrit comme suit :

DPzy = —axy + (23 + ) 29,
DPrgy = —axe+ (x5 — ) 1, (5.20)
Dp3$3 = I3 — T1T2.

d’ott (py, p2,p3) = (0.9,0.93,0.96) et (o, §) = (2,1).
Le systeme esclave est défini comme suit :

Doy, = (25a+10) (2 — 1) +
D%y, = (28 —35a)y; + (29a — 1)ys + y1y3 + ua (5.21)
D%ys = @93 + y1y2 + us

d’'ott u;, 1 <i < 3, sont les des controleurs, (¢1, g2, q3) = (0.85,0.9,0.95) et a = 1.

5.2.1 CaslI:

Selon le théoreme 5.1, les contréleurs u;, 1 < ¢ < 3, peuvent étre choisis comme suit

Uy = —35y1 + 3533'1 — 353/2 + D0'85$1
Uy = —006ys + 2879 + Ty — 11y3 + Do'gl‘g (5.22)
us = —3ys+ 3wz — 12 + D"Pag

et le systeme d’erreurs peut étre décrit comme

DO%e; = —35¢
D0'9€2 = —2862 (523)
D0'95€3 = —363

5.2. Teste numérique
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Le systeme d’erreur (5.23) peut étre donné dans la forme compacte

(D%ey, D"y, D0‘95€3)T =B x (e1,e2,€3)" | (5.24)
d’ou
=35 0 0
B = 0 —-28 0 . (5.25)
0 0 -3

Dans ce cas, les racines A de leqaution det (diag (\"'@, A" \M12) — B) = 0, d’ot1 M, est le mul-

M710.85

Ay = 28709 [cos <M1”0_9) +isin (m)] and g = 3707 [cos (m) + isin (m)} .1l est fa-

cile de voir que arg (\;) > s ¢ = 1,2,3,cela implique que les systemes (5.20) et (5.21) sont

globalement synchronisés. Les simulations numériques de I’évolution du systeme d’erreur (5.24)

71 . .
tiple commun des dénominateurs des ¢;, sont données par A\; = 35108 |cos ( L > +isin (m)] ,
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sont représentées sur la figure 5.1.
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Figure 5.1 : I'évolution du systéme d’erreur (5.24) entre les systemes (5.20) et (5.21).

5.2.2 CaslIl:

Dans ce cas, le systéme d’erreur entre le systéme maitre (5.20) et le systeme esclave (5.21), est

définie comme suit

€1 = hh— I
€y = y2 — T2 (5.26)
€3 = Y3 — I3

5.2. Teste numérique
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alors, par application direct du théoréme 5.2, les contrdleurs u;, 1 < i < 3, peuvent étre choisis

comme suit

Uy = 35 (yg — yl) + J0'05 (—2y1 + 2[171 — (l’g + 5) Ig)
uy = =Ty +28)ys + y1ys + JOO (—2y0 + 225 — (w3 — ) 21) (5.27)
uz = —3ys+ y1ys + SO (—y3 + 2129)

et le systeme d’erreur (5.26) peut étre écrit sous la forme suivante

D09, e
D%Be, | =AX | ey (5.28)
D09¢q €3
d’ou
-2 0 0
A= 0 -2 0 . (5.29)
0 0 -1

Dans ce cas, les racines ) de leqaution det (diag (AM209, \M2093 \M2096) _ 4) — 0, d’ou M, est le

1
i A i . A — 91M50.9 L3 1] R S
multiple commun des dénominateurs des p;, sont données par \; = 22 [cos ( M20.9> +isin ( Mgo.gﬂ ,

Ay = 9173093 [cos (M;(;,QS) +isin (ﬁ)] and A3 = cos <m> + isin (M) . 11 est facile de
voir que arg (\;) > i = 1,2,3,cela implique que les systemes (5.20) et (5.21) sont globa-

7
My
lement synchronisés. Les simulations numériques de I'évolution du systeme d’erreur (5.28) sont

représentées sur la figure 5.2.
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Figure 5.2 : Tévolution du systeme d’erreur (5.28) entre les systemes (5.20) et (5.21).



Conclusion générale

Pour arriver aux buts visés, nous avons commencé par présenter des chapitres préliminaires sur les
systémes dynamiques chaotiques et une vue panoramique sur le calcule fractionnaire et quelques
exemples sur les systémes chaotiques st hyperchaotiques fractionnaires, puis nous somme passé
a la théorie de synchronisation en évoquant les grands axes tels que : les type et les méthodes de

la synchronisation chaotique.
D’apres la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus a :

1- Nous pouvons trouver d’autres critéres de synchronisation plus efficaces que les criteres clas-

sique qui sont utilisés dans le cas de systémes dynamiques chaotiques d’ordre entiere.

2- Modifier et appliquer les méthodes utilisées dans la synchronisation chaotique d’ordre entiere

d’une facon efficace dans le cas des systémes fractionnaires.

Nos futurs travaux seront concentrés sur la recherche de nouveaux criteres de synchronisation,
qui sont moins coliteux et tres compliqué. La recherche de nouveaux systemes chaotiques (et

hyperchaotiques) a dérivées fractionnaires sera aussi prise en considération.
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