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Introduction

Introduction

En analyse numérique, la vitesse de convergence d’une suite représente la vitesse a
laquelle les termes de la suite se rapprochent de sa limite. Bien que cet ordre de
grandeur de vitesse de convergence ne fournisse pas d’information sur toute partie finie
de ’ensemble des termes de la suite, ce concept a une grande importance pratique,
en général peu d’itérations sont nécessaires pour donner une valeur approchée intéres-
sante lorsque la vitesse de convergence est grande. Afin d’accélérer la convergence des
différentes suites nous utilisons des méthodes pour obtenir la solution exacte.

Ce travail a pour but d’étudié les méthodes d’accélération de la convergence qui
sont utilisées pour accélérer les suites de nombres réels ou complexes, les suites de
vecteurs ou de matrices, et les suites de fonctions.

Le premier chapitre est une présentation des méthodes d’accélération de la con-
vergence comme les procédés de sommation linéaire, le procédé de Richardson, les
algorithmes scalaires et non scalaires et confluents..., on donnons les régles de chaque
méthodes présentées, et on montrons comment ils fonctionnent. De méme ce chapitre
donne quelques résultats théoriques sur ces méthodes contenant des théorémes et des
remarques pour mieux comprendre comment peut-on appliqué ces méthodes.

Le deuxiéme chapitre traite l'utilisation des méthodes d’accélération de la con-
vergence des suites et des fonctions, il est consacré aux applications des méthodes
d’accélération de la convergence étudiées dans le premier chapitre, nous traitons la ré-
solution des équations différentielles, les systémes linéaires, les systémes non linéaires,
les équations matricielles & I'aide des méthodes d’accélération, de plus nous montrons
comment utiliser les algorithmes d’accélération de la convergence pour construire de
nouvelles méthodes afin de résoudre les équations.

Le troisiéme chapitre contient des exemples numériques qui sont résolus par dif-
férents méthodes d’accélération de la convergence, nous avons comparé ’accélération

de la convergence, le nombre d’itération et la vitesse de convergence entre les méthodes.



Chapitre 1

Présentation des algorithmes
d’accélération de la convergence et

quelques résultats théoriques

1.1 Procédure d’accélération

Une procédure d’accélération consiste a transformer une suite donnée {S,} en une
nouvelle suite {V,,} avec une convergence plus rapide. La suite {V}, }doit vérifier les
propriétés suivantes :

1/ V,, converge.

2/ V,, converge aussi vers S (S,, converge vers S).

3/ V,, converge plus vite que S, c’est-a-dire :

R Y
lim =

=0
n—oo S, — S

Si ces trois conditions sont satisfaites alors nous disons que la suite {V},} converge plus
vite que {S,}.
Il existe plusieurs méthodes d’accélération de la convergence, nous donnons dans la

suite quelques unes:
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1.2 Les procédés de sommation linéaire

Les procédés de sommation linéaire ont été con¢us par Hardy pour donner une limite

aux séries divergentes par une sorte de prolongement analytique. Ces procédés peuvent

aussi étre appliqués aux séries lentement convergentes dans le but de les accélérer.

La classe la plus importante des procédés de sommation linéaire est basée sur

I'application d’une matrice triangulaire A = (a;;) qui transforme la suite originale

(S,) en une suite (V},) définie par :

Qoo 0 0 00

Vo So
10 Qi1 0 00

Vi S1
= A+ avec A= ay ay axp 0 0
0

On note par A ce procédé de sommation linéaire.

(1.2.1)

Soit S la limite de la suite (S,,), le procédé de sommation linéaire est dit régulier si

la suite transformée (V},) converge vers la méme limite S.

Pour obtenir la régularité d’un procédé de sommation linéaire, Toepliz a donné

dans le théoréme suivant trois conditions suffisantes :

Théoréme 1.2.1 Théoréme de Toepliz

Le procédé de sommation linéaire A est régulier si :
(i) Y lank| < M, ¥n.

k=0
(79) lim,, 00 any = 0, Vk.

(i) 1My, oo Y = 1.

k=0
1.2.1 Quelques exemples de procédés réguliers
Le procédé de Holder noté (H,1).

La matrice A = (H,1)est donnée par :

i% pour j=1,...,2
CLij =

0 pour Jj>1
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Elle s’écrit alors :

10000
% % 0 00
11 1
3 3300
0
et on obtient la suite transformée suivante :
So+ S So+ 51+ S
Vo= So. Vi — 0—5 17%_%”

Si avec la suite (V},), la convergence n’est pas accélérée on généralise ce procédé en
considérant la matrice AX (K entier ), on le note (H, K).

La matrice (H,2) est définie par :
(H,2) = (H,1) % (1, 1)

On obtient une nouvelle suite :

Vo +V; Vo+ Vi + V&
o+ 1,W2: o+ Vi+ 27”'

Wo =V W =— 3

On continue de cette maniére jusqu’a obtention d’accélération de la convergence de la

suite (S,).

Le procédé de Cesaro d’ordre K noté (C,K)
La matrice d’ordre K est donnée par :
(C,K) = (H,1)* L5

Ou L est une matrice triangulaire inférieure gauche, avec tous les éléments égaux a 1.

Le procédé d’Euler

La matrice A de ce procédé est donnée par :

gt Cl - . 00
705 pour 7=0,1,....4
a; = @ avec E a;; =1
0 pour j>1 =0

Ou le parametre g est choisi arbitrairement (¢ = 1).
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Remarque 1.2.1 1- Les trois procédés ci-dessus sont réquliers.

2- Ces procédés vérifient
Z Gne = 1, Vn
k=0

Cette égalité garantit la troisiéme condition du théoréme de Toepliz.

1.3 Le procédé d’extrapolation de Richardson

Ce procédé illustre ’accélération de la convergence d’'une méthode numérique proposé
en 1927 par Lewis Fry-Richardson (1881 —1953). L’extrapolation & la limite consiste

a calculer plusieurs fois la méme quantité avec un maillage différent. On pose :
TO(") =3S,, pour n=0,1,..

Puis on calcule des quantités & deux indices T,g") a l'aide de la relation suivante :

T _ O PR Yy

k+1 — )
Tp — Tntk+1

nk=0,1,.. (1.3.2)

Ce procédé permet de transformer la suite {S,} en un ensemble de suite {T,g”)} pour
k fixé et n variant (ou n fixé et k invariant).
On place ces quantités dans un tableau a double entrée : 'indice inférieur représente

une colonne et I'indice supérieur représente une diagonale descendante :

T = 5,
v
) =5 73"
T1(1) TéO)
2 1
T =5 n’ (1.3.3)
T(2) T(l) o
1 3
T = 8, ¥
T1(3) TBE2)

=5 1
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Si I'on connait T,sn) et T,Enﬂ) on peut calculer T,Si)l Ceci est représenté par :

N

) (1.3.4)

T,g"ﬂ) s
On dit dans ce cas que le procédé d’extrapolation de Richardson est un algorithme
de triangle.
En pratique, on ne dispose pas d’'un nombre infini de termes de la suite initiale
{S,} mais on connait seulement les valeurs de Sy, Si, ..., Sk pour k fixé. Le tableau

infini (1.3.3) se réduit alors au tableau fini suivant:

7" = S,
"
sV = S, 73
T
=8 : 7 (1.3.5)
P
: Ty
T = g,

Dans (1.3.2) si on prend

Ty = AS, =S~ S, Ty

T = AST = ASyn T, nk=0,1
k+1 ASn _ ASn+k+1 , y , L.

Shs n=0,1,..

La convergence de cet algorithme est obtenue sous des conditions trés restrictives sur
les suites (T,g")> et (T,Ez)l) et sur la suite auxiliaire (z,), elles ne sont vérifiées que

dans des cas particuliers. Les théoréemes suivants le montrent :

Théoréme 1.3.1 Soit (z,) une suite strictement décroissante de nombres réels positifs
et tendant vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Une condition nécessaire et suffisante

pour que :

lim 7\ = lim S

k—o00 k—o0
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pour tout n = 0,1, ... et pour toute suite convergente {S,} est qu’il existe a > 1 tel que :

Tn

>a>1 n=20,1,...
Tn41

Cette condition est également une condition nécessaire et suffisante pour que :

lim 7 = lim S,

n—oo n—oo

pour tout k = 0,1, ..., et pour toute suite convergente {S,}.

Remarque 1.3.1 La condition du théoréme ci-dessus entraine la convergence des colonnes

et des diagonales du tableau représentant le procédé d’extrapolation de Richardson.

Théoréme 1.3.2 Supposons que la condition du théoréme précédent soit satisfaite; alors,

une condition nécessaire et suffisante pour que la suite {Téi)l} (k fizé) converge plus vite

que la suite {T,En)} (k fixé) est que:

(n)
hm Tk‘-i—l B S — hm In+k+1

1.4 Le procédé d’Overholt

C’est une méthode d’accélération de la convergence qui est dit & Overholt ces régles

sont :

v = g, n=01,. (L4.6)
(AS, ) VY — (AS, ) T Y
(ASn+k>k+1 - (ASn+k+1)k+1

Nous allons placer ces quantités dans une table a double entrée : l'indice inférieur

désignera une colonne et 'indice supérieur désignera une diagonale descendante.

En voit que (1.4.6) est analogue au schéma du procédé d’extrapolation de Richard-

son (schéma du triangle).

Remarque 1.4.1 1/ La différence du procédé de Richardson avec le procédé d’Overholt
provient de la 1°7¢ colonne; en effet le calcul de Vl(k_2) nécessite la connaissance de

Sk_2,Sk_1 et Sy alors que Tl(k72) peut étre calculé seulement a partir de Sy_o, Sp_1.
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2/ Le procédé d’Overholt est une généralisation du procédé A’d’Aitken, on a en

effet :
SpSpio — S2 n
2 ntl ——eg),n——o,l,...

V(n) _
! Sn+2 - 25n+1 + Sn

1.5 Le procédé A’d’Aitken

Ce procédé consiste a transformer la suite {S,,} en une suite que nous noterons {e; (5,)}
définie par :

SnSn+2 - SQ 1
Sn = n+ s :0,1,..., t Sn _2Sn Sn 0.
e1 (Sh) Spto — 2Sp41 + Sy " q ©On+2 1+ S, F#

La formule précédente peut étre écrire comme suit :

ASn11
€1 (Sn) = Spy1 — #
Asn 1

D’ol immeédiatement le:

Théoréme 1.5.1 S7il existe deux constantes a et B avec o < 1 < 3 tels que

ASn—&—l
NS ¢ o, ],
pour tout n > N et si:
lim S, =5

alors:

lim e (S,) =95

n—oo

On a également le:

Théoréme 1.5.2 Si on applique le procédé A*d’Aitken & une suite {S,} qui converge

vers S et si:

. Sn+1 - S . ASTH—I
lim = ——— = lim

n—oo S,—S  nse AS,

Alors la suite {e1 (S,,)} converge vers S et cela plus vite que la suite {S,11}-

=a#1

On voit donc que le procédé A*d’Aitken permet d’accélérer la convergence d’une suite.

10
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1.6 La transformation de Shanks

Shanks a recherché quelle transformation de suite est susceptible de généraliser la

relation:

ap (Sn — S) + a (Sn—I—l — S) = O,Vn >N (167)

sous la forme : .
a; (Sn—i-l — S) = O,VH >N (168)
i=0

il a évidemment trouvé qu’il fallait qu’on ait:

S, —S .. . Spp—S
Si1 =S5 o S =8|
Sk —S o . Sojon—S

En d’autres termes, il a trouvé une transformation, notée 557,?, qui transforme la suite

Sy, obéissant (1.6.7) en la suite constante {S}:

AS,  ASnii .. AS,.

(n) A‘S’ﬂrkkfl ASn+k ASTL+2]€+1
Cop =

1 1. 1
AS,  ASpi1 .. AS,.

ASn+kfl ASnJrk .. ASn+2k+1

Lorsque k = 1, on retrouve évidemment le procédé A%d’Aitken. Lorsque k£ > 1, on
découvre de nouveaux procédés d’accélération plus puissants que lui. Voyons a quels
types de suites ilS s’appliquent préférentiellement en determinant leur nOyau.

La relation (1.6.7) montre clairement que .S,, —S obéit a une récurrence linéaire & co-
efficients constants dont la relation générale revét nécessairement la forme d’exponentielles-

polynomes.

11
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Le noyau de la transformation de Shanks est donc constitué par I’ensemble des

suites du type:
N
S, =S+ Zpi (n)e*"
i=1

pi (n) :les polyndmes en n et ou les z; sont des nombres quelconques réels ou complexes.

La grosseur relative de ce noyau explique son importance pratique.

1.7 Algorithme de Wynn(1956)

L’algorithme de Wynn réalise la transformation de Shanks par une récurrence qui

évite le calcul de déterminants:

e = 0, =g,

(n) (n+1) 1

€ = g 1
k1 k-1 LD _ ()

Nous admettons alors le résultat suivant:

eé’,z) est le T4F) de 1a méthode de Shanks

1.8 Les algorithmes scalaires

Dans ce paragraphe, nous allons donner les régles des algorithmes qui permettent

d’accélérer la convergence d’une suite de nombres réels ou complexes.

1.8.1 L’c-algorithme et ses généralisations:

Une méthode d’accélération de la convergence la plus puissante comme a 1’heure
actuelle. L’c-algorithme est une généralisation d’une méthode célebre d’accélération
de la convergence: le procédé A?d’Aitken, dans cet algorithme on calcul également

des quantités avec deux indices 5;").On utilise pour cela les relations:

5(,”1) =0, 5(()”) =S5, n=01,.

(n) _ _(n) 1 _
Epi1 = €t o T k=0,1,...
k k

(1.8.9)

12



Chapitre 1 :présentation des algorithmes d’accélération de la convergence et
quelques résultats théoriques

la relation(1.8.9) relie des quantités situées aux quatre sommets d’un losange:

€k
/ N
gt ) el (1.8.10)
N\ /!
D)
Si I'on connait """ ™ et ") la relation (1.8.9) permet de calculer 6,@1(% qui

signifient (1.8.10)).

La relation (1.8.9) permet donc de progresser de la gauche vers la droite et de haut
en bas a partir des conditions initiales 5(_”1) =0et 5(()”) =S, pour n=0,1,...

-la théorie de I'e-algorithme montre que les quantités d’indice inférieur impair ne
sont que des calculs intermédiaires. Seule sont intéressantes les quantités d’indice
inférieur pair, pour calculer directement les quantités d’indice inférieur impair. On

peut utiliser la regle de la croix:

e = 0,eM =3, n=0(18.11)
1 1 1 1
+ = + ,pour n, k =0,1, ...
n—1 n n+1 n n+1 n n—1 n
551@—2) - éék) 5ék+2) - Egk) gék )~ ggk) éék )~ &ék)

la relation (1.8.11) relie des quantités situées aux quatre sommets et au centre d’une

Croix:
(n—1)
Eok

n+1 n n—1
S = (1.8.12)

(n+1)
Eok

Si on symbolise le tableau (1.8.12) par:

N
W C E (1.8.13)
S

Alors la regle de la croix (1.8.11) peut s’écrire:

1 N 11 N 1
N-C S-C W-C E-C

(1.8.14)

13
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Remarque 1.8.1 i l'on introduit dans la relation de l’e-algorithme une suite auxiliaire
{z,} alors on peut obtenir deuxr généralisations intéressantes possédent les mémes car-
actéristiques que l’e-algorithme, ils sont des algorithmes de losange ot les colonnes pairs

sont intéressantes.
Généralisations

La premiére généralisation: Cette généralisation se fait en introduisant une suite

auxiliaire {z,}, ces régles sont:

5(_711) =0, 5(_"1) =5,, n=20,1,...

n n+1 Ty _
61(6_31 = 8,&_1 ) + m n, k= 0, 1, .. (1815)
Az, = Tnil — T Vn

La deuxiéme généralisation:

Cette généralisation se fait aussi en introduisant une suite auxiliaire {z, }, ces régles

sont:
e =, 5(()") =S, n=0,1,... ( )
1.8.16
1 Az,
61(:31: 6;::;)4-% n,k:(],l,..
k k
Dans ces deux généralisations, le calcul de z—:g,? nécessite la connaissance de S, ...., Sp12k

et de z,, ..., T 10k €n ce qui concerne la suite auxiliaire.

Donnons quelques résultats de 1’'e-algorithme scalaire :
Définition 1.8.1 On dit que la suite {S,} est totalement monotone si:
(-DFAFS, > 0 nk=0,1,..
ou A°S, = S,
et pour tout n, AFS, = AFS,. —A*S,: n, k=01, ..

Théoréme 1.8.1 Si on applique U's-algorithme & une suite {S,} qui converge vers S et

s’il existe deux constantes a # 0 et b telle que la suite {aS,, + b} soit totalement monotone,

alors :
lim &7 = § k=0,1,..fixé
n—-aoQo
klim eg,? = S n=0,1,..fixé

14
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Définition 1.8.2 On dit que la suite {S,} est totalement oscillante si la suite {(—1)" S, }

est totalement monotone.

Théoréme 1.8.2 Si on applique U's-algorithme a une suite {S,} qui converge vers S et

s’il existe deux constantes a # 0 et b telle que la suite {aS,, + b} soit oscillante, alors :

lim 527,? = S k=0,1,..fixé
klim 5;? = S n=0,1,..fixé

Remarque 1.8.2 Les deux derniers théorémes n’accélérent pas la convergence, mais mon-
trent que l’s-algorithme converge.
De plus on remarque que :

(n)

S
lim 52’“—8 — 0 k=1,2,.. firé
n—00 On42k —
et
(”)_S
lim —2t —°  _ n=0,1,.. fit

k—s00 Sn+2k -5

Ces résultats montrent que la condition du théoréme (1.8.3) est satisfaite donc la suite 657;)

converge plus vite que la suite (S,11) (totalement monotone ou totalement oscillante).

1.8.2 Le p-algorithme:

Les régles du I’p-algorithme sont presque semblables & celles de 1’e-algorithme et de ses

généralisations, il posséde les mémes caractéristiques que 1’s-algorithme (les colonnes

pairs sont intéressantes).

Le calcul des quantités p,(fn) s’effectue selon un schéma analogue au tableau (1.8.10).

La théorie d’c-algorithme et du p-algorithme est completement différente, les régles

de p-algorithme font intervenir une suite auxiliaire {x,, }:

'0(—n1) :O? pén) :Srm n:(),l,....
(n) _ (n4+1) | Tpiks1—Tn k0.1 (1.8.17)
Prr1= Pr-1 t+ )y TR =U 1, ..
Pr P

La théorie du p-algorithme montre que la suite {z,} doit tendre vers co quand n tend

vers oo

15
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1.8.3 Le #-algorithme

Le f#-algorithme est la méthode qui fait le lien entre ’s-algorithme et le p-algorithme,

ces régles sont:

" = 0 o = s, n=01,.. (1.8.18)

n n+1 n
Hgk)Jrl = Hgkq) + Dék) n,k=0,1...

n+1 n+1 n n+2

o Dy0n™ — D0y

2%k4+2 ntl n)

Dék+1) - D§k+1
1
avec : Dy pour n,k=0,1,....

)

la premiére relation de (1.10.18) relie des quantités situées aux quatre sommets d’un

losange:
0!
/ N
e . (1819
N\ /
e
la seconde relation de (1.10.18) permet de calculer Hg,i)w a partir de 0,(?“), 0;Z+2),
Ooisr, Oy ot 0517 -
05
/! N
egliﬂ) N
N\ N\
e — (1520
/! /!
O /
N\ /
Osy

Ce n’est pas un algorithme de losange, la théorie du f-algorithme montre que les
colonnes pairs sont intéressantes, les colonnes impairs ne sont que des calculs intermé-

diaires.
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Les relations (1.10.18) permet de calculer 95212 a partir de eg’;) e HEZH) selon le
schéma:
ZANIAN
HgZH) \
0%, (1.8.21)
egzﬂ) s
(922-&-3) /

1.9 Les algorithmes non scalaires

Nous allons donnés les régles des algorithmes qui permettent d’accélérer la convergence
d’une suite de matrice ou de vecteurs dont les éléments sont des nombres réels ou
complexes.

Les vecteurs de la suite {5, } appartiendront & C? et les matrices sont des matrices
carrées de p lignes et p colonnes.

Nous parlons dans ce paragraphe de ’s-algorithme et le #- algorithme.

1.9.1 L’s-algorithme vectoriel

Soit{S,,} une suite de vecteurs de CP, les régles de ’e-algorithme vectoriel sont:

e = oecr, M =g, ecCr (1.9.22)
—1
eM = by [62."“) - e,(j)] nk=0,1...

pour appliquer cet algorithme, nous somme besoin de définir un inverse pour le vecteur

y € CP quiest:y ! eCPtel que:

-1 ]
y =" (1.9.23)
(v, )
y: vecteur ol les composantes sont réelles ou complexes.

(y,y): produit scalaire dans CP.

Soit y;(i = 1......... p) les composantes de y alors :

p p
W) => vgi=Y |ul (1.9.24)
=1 i=1
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Pour cet algorithme on fait tient que I'inverse d’un vecteur définit comme suit: (les
propriétés)
)=y
(yy ') =1
==

nous pourrons utiliser la définition suivante:
y =Y (1.9.25)

dans (1.12.22) au lieu de (1.12.23).

1.9.2 L’s-algorithme vectoriel normé

Soit {S,} une suite de vecteurs de CP. Ces régles sont presque les mémes que 1’e-
algorithme vectoriel sauf que le vecteur inverse y~' se change, il est définit comme
suit:

yil = ﬁ /y e C? (1926)
Y
| v |I: n”’importe quelle norme vectoriel; on peut prendre la plus simple a calculer:

|y [l= giaggyil

La relation (1.13.26) vérifie: (y~1) ' = 4.

Le produit scalaire (y,y~!) n’est plus toujours égal a 1.

Afin de concentrer le maximum 1’énoncé des résultats pour ’e-algorithme vectoriel
normé, nous allons appeler H; I’ensemble des hypotheses suivantes :

-{S,} est une suite de vecteurs de C?;

-{a,} est une suite de nombre réels tel que a, # 0 pour tout n et que {Aa,}
converge vers 0. Nous supposerons de plus qu’il existe deux constantes o et 3 telles
que :

a<l<p et a,¢]o,0] VYn
-La suite {S,,} vérifie :
Sn41— S, = ap, (S, —S5) n=0,1,..

avec S ¢ (C?
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Théoréme 1.9.1 Si on applique l’=-algorithme vectoriel normé a une suite {S,} qui véri-

fie les hypothéses Hy et qui converge vers S alors :

lim " =3

n—=«o0

Si de plus, la suite {a,} admet une limite, alors :

|- s] _

lim =0
n—00 |[Sp1 — S|

Appelons maintenant Ho [’ensemble des hypothéses suivantes :

-{S,} est une suite de vecteurs de C?;

-{e,} est une suite de vecteurs de CP qui converge vers zéro lorsque n tend vers
Iinfini ;

-y € CPety+#0;

-a est un nombre réel tel que 0 < a < 1;

-la suite {5, } vérifie :

Sp—S=a"(y+ep) n=20,1,.. avec S € CP

Théoréme 1.9.2 Si on applique l’s-algorithme vectoriel normé & une suite {S,,} qui véri-
fie les hypothéses Hy alors :

lim 5&") = S

et

(n)
= 0 Vk>=0 fizé

lim ‘
n—00 || Spyp, — S|

Les deuz derniers théorémes montrent sous certaines conditions que l’s-algorithme vecto-

riel normé (vectoriel) converge vers la limite de la suite originale et que cette convergence

est accélérée

1.9.3 L’c-algorithme topologique

Cet algorithme permet de traiter des suites de vecteurs, ces régles sont plus complexes
que ’e-algorithme vectoriel, il possede des propriétés supplémentaires.

Il existe deux e-algorithmes topologique:
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Les regles du premier c-algorithme topologique

eM=0ecr M=g,eccCr n=0,1,..
M _ () y _
B Tl o e ) n,k=0,1,.. (1.9.27)
(n+2)_ (n+1)
R A k=01, ..

n n n+2 n+1
<5ékz-1_agk)+pagk )_5;k ))

On placant ces vecteurs dans un tableau a double entrée:
-indice inférieur désigne une colonne.
-indice supérieur désigne une diagonale descendante.

La premiére relation de (1.14.27) relie des vecteurs situés aux quatre sommets d’un

losange:
4
/ N\
5;24:) gé’Z)H (1.9.28)
N\ /
8grli+1)

La seconde relie des vecteurs disposés suivant le schéma suivant:

(n)

ok
N\
Egli)ﬂ
Ve . (1.9.29)
5;?1) € g?ilz
N\ /
it

La relation (1.14.27) permet de progresser dans le tableau du premier e-algorithme
topologique de la gauche vers la droite et de haut vers le bas a partir des conditions

initiales 5(,711) =0eCPet 5[()”) =5,€C’,n=0,1,..
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Les régles du second ¢—algorithme topologique:

eM=0ecreM =8, ecCr n=01.
(n) _ _(n+1) y _
Eokr1 = k1 T T mrn sk =0, 1... (1.9.30)
Y€k €2k
(n+2) __(n+1)
(n) _ _(n+1) 2k —Eo —
Sakre = Cox T 7m0 _oim oD k= 0,1,
Cak+1 ~C2rt+1o52k €2k )

Le tableau construit est identique a celui du premier e-algorithme topologique.
La premiére regle de (1.14.30) relie des vecteurs selon le schéma (1.14.28), pour la

deuxiéme on a:
(n)

Eok+1
/ N\
Eglzﬂ) € gli)+2
\ Ve (1.9.31)
it
/
gglzﬁ)

1.9.4 Le f#—algorithme topologique

On définit deux f—algorithme topologiques :
Les régles du premier #—algorithme topologique
9&”1) = 0,(9((]”) =s,,n=0,1,..

n n+1 n
egk)—&—l = eék—l) + Dék)v n, k = O, 17

avec:
Dy = T (1.9.32)
<y>92k _ezk)
(n) (n+1) (n) ~(n)
Osiio = 05 " +wp Dy’y nk=01,...
avec:

n+1 n
pm o5 — 05

LT kD) p(n) p(ntl) ()
<02k+1) - 92k+1’ 92k ) - 92k >
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et:
(n) <T’ eék : egk )>

Wk = (7_ D(”'H) _ D(") )
) 2k+1 2k+1

La premiére relation de (1.15.32) relie des quantités situées aux quatre sommets d’un

losange (schéma 1.10.19).
La seconde relation de (1.15.32) permet de calculer HS;)JFQ a ’aide des vecteurs, ils

sont reliés suivant le schémas

%
N\
O
/ N\
95;:1) N
\, N\, (1.9.33)
9&2111) - 7 HSZ)H
/ /
o5 /
N\ /
Oy

Dans cet algorithme les colonnes paires sont intéressantes.

Les régles du deuxiéme f—algorithme topologique

Ces regles sont analogue aux (1.15.32), seule la définition Déz)ﬂ :

n+2

D(Z) _ ‘L)gk :
2k+1 n+1 n n+2 n+1
(0 — 00 05 — 0

n+1
0

(1.9.34)
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Le calcul des colonnes impaires s’effectue toujours selon (1.10.19) pour les colonnes

paires on a:
e
/! N\
egzﬂ) N
N\ N\
(ggzﬁ) NN ng?m (1.9.35)
/ /
egzﬂ) /
N\ /
o Oty

1.9.5 L’c—algoritme matriciel

Cet algorithme étudie le cas ou la suite {S,} a transformer est une suite de matrice
carrée complexe d’ordre p.
O: la matrice carrée d’ordre p dont tous les éléments sont nuls, cet algorithme est

défini par les relations suivante:

£ g — g, : n=0,1,.. (1.9.36)
-1
5](331 = 6\’(::;1) + |:5§gn+1) - 5](<;n)i| 31, k= 07 ]-a
[512"“) — e } la matrice inverse de la matrice (""" — " et il fonctionne comme

I’e-algoritme scalaire.

1.10 Les algorithmes confluents

Dans ce paragraphe on va étudier les algorithmes qui permettent de transformer une
fonction f en une autre fonction g.tel que: ¢ (¢) admet une limite quand ¢ tend vers co
(finis ou égale a S) .

On dit que g converge plus vite que f si:

lim 20 =5 _

t—»oof(t)—S_
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Dans cet algorithme on remplace la variable discréte n dans les algorithmes scalaires
par la variable continue x = t + nh et on effectue les changements de fonctions corre-
spondants et on fait tendre h vers le zéro.

Les formes confluentes de cet algorithme sont:

1.10.1 Forme confluente de 1’c-algoritme

Ces reégles sont:

e (t) = 0 g(t)=f(2) (1.10.37)
() = e (b~ k=01,
€k
g0 (t) = f (t) permet de construire ¢; (%) ...

Le calcul de £, (t) nécessite f' (t), le calcul de e, (t) nécessite f (t), f (t), f

"

(t) et
ainsi de suite.

La théorie d’e-algorithme confluent montre que sauf les fonctions avec indice paire
sont intéressantes.

Pour ¢ fixé, si on connait f (t), f (¢),..., ¥ (), la relation (1.17.37) permet de

calculer ey, (¢) (il faut intervenir e (), ..., 5, ().

1.10.2 Forme confluente du p—algorithme

Cet algorithme s’obtient & partir de la forme discréte de I'algorithme, la suite auxiliaire

{z,} qui intervient dans cet algorithme est définie par: z,, = a + nk. On obtient:

pi(t) = 0 po (t) = f(t) (1.10.38)

) = £+ = k=0,1,..
karl() pk*l( >+ pk (t)

Sauf les fonctions avec indice paire sont intéressantes, si on connait les valeurs f(t), ...,

f?*(t), pour t fixé, la relation (1.14.38) permet de calculer po, ().
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1.10.3 Forme confluente du f—algorithme

On a:
6.1 (t) = 0,60(t) = f(1) (1.10.39)
Boer (1) = Ooor (1) + 9;@) k=0,1,..
Oopeia (1) = %ﬂ0+%“?%ﬂﬁﬂ,k:QLm
92](:-0—1 (t)

Seulement les fonctions d’indice paire sont intéressantes.
Le calcul de 6, nécessite f et le calcul de 6, nécessite f, f, 0/1, 0,1/ si on connait les

valeurs f (), f (t),..., f®% (t), pour t fixé on peut calculer 6 (t).

1.10.4 Forme confluent du procédé d’overholt

A Taide des mémes changements de variables, on peut obtenir la forme confluente du

procédé d’Overholt, on a:

wt) = f(t) (1.10.40)

Vg1 (B) = v (t) — f(t) vy, (t) 2

"t k+1

=0,1,...

Pour calculer v, (¢), il faut connaitre f (¢), f (t), f () si on connait v, (¢), v, () on

! 1"

peut calculer vy () qui nécessite la connaissance de f(t), f(t), f(t) .
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Chapitre 2

Utilisations et applications des
méthodes d’accélération de la

convergence

Ce chapitre est consacré aux applications des méthodes d’accélération qui ont été
étudiées dans le premier chapitre, il traite aussi leur utilisations pour accélérer la con-
vergence des suites et des fonctions, ainsi on a étudiés quelques applications: résolution
des équations différentielles, les systémes d’équations linéaire et non linéaire, les équa-
tions matricielles, ...

Ce chapitre est plus pratique, il montre comment utiliser les méthodes d’accélération

correctement, et nous l'illustrons par de nombreux exemples numériques.

2.1 Résolution d’une équation

L’utilisation la plus simple des méthodes d’accélération de la convergence consiste a
accélérer purement et simplement les méthodes itératives d’une équation.

Soit par exemple a rechercher z tel que x = F(x) ou F est une fonction réelle d'une
variable réelle. Une des méthodes les plus couramment employée pour résoudre cette

équation est la méthode des approximations successives.
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2.1.1 Meéthode des approximations successives

Dans les méthodes d’approximations successives, I’équation F'(x) = 0 est remplacée

par I’étude d’une suite numérique convergente

zo donné

Th1 = F(2)

qui permet d’obtenir en un nombre fini d’itérations une solution approchée de I’équation.
En général, on prend ¢(x) = x — cF(z) Dans la méthode de Lagrange, on remplace la

fonction F' par le segment de droite passant par les points (a, F'(a))et (b, F'(b))

Dans la méthode de Newton, on remplace la fonction F' entre les points d’abscisse a et
b par la tangente a la courbe en ces points

_ F(z)
F'(z)

p(r) =2

On sait qu’une telle méthode converge vers x si F' est une contraction, c’est-a-dire s’il

existe une constante k telle que:

0 < k<1
et
|F(y)—F(2)| < kly— 2| Vy,z

Si la suite {x,,} est du premier ordre; on voit alors que 'accélération de la convergence
qui est obtenue est trés appréciable.
Par contre, si la suite {x,,} est d’ordre supérieur & un, alors I’s-algorithme n’accélére

pas la convergence, comme si on utilise la méthode de Newton

2.1.2 Meéthode de Newton

zo donné

Tpy1 = Tn— f(20) /[ (22) n=0,1,..
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Cet algorithme est initié a I’aide d’un seul point. Nous verrons plus loin qu’il donne
lieu & une convergence beaucoup plus rapide.

Pour calculer la racine x de f.

-Si x est une racine simple :

Soit f(x) =z —e~*, on trouve :

Méthode de Newton e-algorithme

.0000000000000000 + 000 | .0000000000000000 + 000
.5000000000000000 + 000 | .5000000000000000 + 000
.5663110031972128 + 000 | .7564499487951879 + 000
.5671431650348622 + 000 | .5671537408683628 + 000
.5671432904097810 + 000 | .5671431471513406 + 000
.5671432904097839 + 000 | .5671432904097810 + 000
.5671432904097839 + 000 | .5671432904098739 + 000

La racine est évidemment x = 0.5671432904098739...; est une racine simple.

-Six est une racine multiple de f:

La convergence de la méthode de Newton n’est plus quadratique (ordre 2) mais
seulement linéaire (ordre 1). L’utilisation de 1’s-algorithme accélére donc la conver-
gence, supprime ces oscillations et améliore trés nettement la précision obtenue.

Soit par exemple:

f(z) = 25 + 62° + 62* — 1823 — 312% — 242 — 36

Ce polynoéme possede r = —3 comme racine double, soit x5 = —3.5, on obtient les
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résultats suivants :

Méthode de Newton g-algorithme

—.3500000000000000 + 001 | —.3500000000000000 + 001
—.3314015312632922 + 001 | —.3314015312632922 + 001
—.3186974034742264 + 001 | —.2913160788588798 + 001
—.3105694680781266 + 001 | —.2961331576850768 + 001
—.3057165552657127 + 001 | —.3021542742532907 4 001
—.3029932985613312 + 001 | —.3004720560384673 4 001
—.3015351668562098 + 001 | —.2998019945539767 + 001
—.3007779399885537 + 001 | —.2999797914487431 + 001
—.3003916605819156 + 001 | —.3000052617516176 + 001
—.3001965163736187 + 001 | —.3000002437371561 + 001
—.3000984314375852 + 001 | —.2999999638429583 + 001
—.3000492592510335 + 001 | —.2999999992351310 + 001
—.3000246405362310 + 001 | —.3000000000619666 + 001
—.3000123229992691 + 001 | —.3000000000006568 + 001
—.3000061621828629 + 001 | —.2999999999999613 + 001
—.3000030812623127 + 001 | —.3000000000001545 + 001
—.3000015406738995 + 001 | —.3000000000000763 + 001
—.3000007703475447 4+ 001 | —.3000000000001797 + 001

Pour calculer toutes les racines d’un polynéme, on utilise la méthode de Bairstow (la
plus utilisé), cette méthode consiste a déterminer la somme S et le produit P de deux
racines du polynome, c’est la méthode de Newton & double variables a convergence
quadratique. Si les racines sont simples, elle est du premier ordre lorsque 'une des
deux racines est multiple. On a comme exemple:

z(xr —8.01)°

Les deux premiers racines sont x = 0 et x = 8.01;

Leur somme S vaut 8.01 et leur produit P vaut 0 (nul), en partant de S = P = 0,

la méthode de Bairstow et de 1’e-algorithme nous donne pour les itérés qui convergent
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convergence
vers S = 8.01.

n | Méthode de Bairstow | e-algorithme
6 | .591022656000 + 001 | .591022656000 + 001
7 | .633018124800 + 001 | .633018124800 + 001
8 |.666614499840 + 001 | .801000000000 + 001
9 ].693491599872 + 001 | .801000000000 + 001
10 | 714993279898 4+ 001 | .801000000000 + 001
11 | 732194623918 + 001 | .801000000000 + 001

L’application de I’'s-algorithme est faite qu’a partir la sixiéme itéré de la méthode de
Bairstow pour éviter les oscillations. Si les racines sont simples, alors 1’e-algorithme
n’accélére pas la convergence.

Voyons maintenant comment utiliser les algorithmes d’accélération de la conver-

gence pour construire de nouvelles méthodes afin de résoudre les équations.

Exemple 2.1.1 L utilisation du procédé A*d Aitken pour obtenir la méthode de Stef-
fensen:

La méthode de Steffensen consiste a l'itéré n a calculer :

UO = Iy
Uy, = F(Uy)
U, = F(Uy)

Soit o calculer x tel que x = F(x);
appliquons le procédé A?d Aitken o les trois valeurs précédentes puis a repartir de la

quantité ainsi obtenue:
UgUy — U?
Uy — 2U; + Uy

Si x racine simple (c.-a-d si F'(x) # 1), alors on démontre que la suite {x,} est d’ordre

Tnt+1 =

deux. La généralisation de cette méthode nous permet de résoudre les systémes d’équations

non linéaires sans calculer de dérivées.
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Remarque 2.1.1 Pour des raisons de propagation des erreurs d’arrondis dans l’ordinateur,

Tni1 Sera calculé a Uaide de la relation suivante:

1

Tpp1 =U + — —1
Us—U1  Ui—Up
avec l'exemple: © = e, on obtient :
zo = 0
r; = 0,612
r9 = 0,56735

x3 = 0,5671432984
rqg = 0,567143290409784

On voit que la convergence est quadratique c.-a-d que ['on double environ le nombre de
chiffres exacts a chaque itération.
Le procédé d’Overholt peut construire une méthode itérative, si ' est suffisamment

dérivable au voisinage de x, cette méthode est d’ordre arbitraire k de la facon suivante:

To donné

(n + 1)¢m¢ itération:

U[) = Tn
Uy = F(Uy)
Up = F(Ug-1)

En appliquant le procédé d’Overholt a:

VO(O) = U,

et on prend:

La suite {z,} ainsi obtenue est d’ordre k
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Exemple 2.1.2 Pour les méthodes d’extrapolations polynomiales et rationnelles général-
15€es.

Ces méthodes fournissent de méme des méthodes de résolution de x = F(x), nous
introduisons une fonction ¢ supposant que cette fonction est strictement croissante (nous
obtenons les mémes résultats si ¢ est strictement décroissante).

On obtient plusieurs possibilités d’utilisations des méthodes d’extrapolation polyndomi-

ales et rationnelles généralisées, a partir de la supposition de la fonction f tel que:
f(z) =2 — F(x)

Si elle comporte comme un polyndéme ou comme une fonction rationnelle.
1/Eztrapolation linéaire des itérations de base:
Les itérations de base sont les itérations U, 11 = F(U,)

f(Un)Un—H - f(Un+1)Un
f(Un) - f(Un—H)

UnUn+2 - U,%H
Un+2 - 2U'n—i-l - Un

e

C’est le procédé A*d Aitken appliqué a la suite {U,}

2 /Reprenons la méthode précédente et posons U, o = Tl(")

, on trouve alors la méthode
Regula Falst qui est d’ordre 1,62.

Ces méthodes nous permettent d’obtenir de nouveaux algorithmes en utilisant l’extrapolation
rationnelle généralisées au lieu de l’extrapolation polynéomiale.

Si on prend comme exemple: x = e~ * et Uy = 0 avec la méthode (1), on trouve:

Ezxtrapolation polynémiale | Extrapolation rationnelle

0, 612699836780282039

1,00000000000000000

0,567598911354531636

0,565828727712364331

0,567201829372173711

0,567441606777643165

0,567144303059276191

0,567142450175753599

0,567143299954168291

0,567143344665007396

0, 567143290565629235

0,567143290387732216

Exemple 2.1.3 Soit a résoudre f(z) = 0. Posons y = f(x) alors x = [~(y).
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La résolution de f(x) = 0 revient a rechercher lim, o f~'(y) ou limy_, f~1(1/%).
Posons g(t) = f~1(1/t), appliquons la forme confluente du p-algorithme & py(t) =
g(t).Alors on trouve que:

o, I@P@
pal) =T = 25 — o) )

d’ou ["idée de prendre la méthode itérative suivante:

f(@n) f'(zn)

$n+1:xn_2 n=20,1,..

2f2(x) = f(x)f"(x)

on trouve ainsi la méthode connue: méthode de Schroder qui est d’ordre trois si x est

racine simple de f et d’ordre un si x est racine multiple.

2.2 Systémes d’équations linéaires

On peut utiliser ’e-algorithme vectoriel pour trouver la solution exacte d’un systéme

d’équation lineaire comme il le montre le théoréme suivant:
Théoréme 2.2.1 Si on applique l’s-algorithme vectoriel & la suite {xz,} produite par:

ro donné
Tpni1 = Az, +b n=20,1,...

ot b € CP etou A est une matrice carrée réelle et d’ordre p

et si la matrice I — A est inversible alors:

8(n+7”) — ([—A)_lb

2(m—r)

ou m est le degré du polynome minimal de A pour le vecteur xo — (I — A)7'b et ot r est
la multiplicité éventuelle de la racine zéro pour ce polynéme minimal (avec r = 0 si ce

polynome minimal ne posséde pas de racine nulle).

D’apres ce théoréeme, on voit donc que ’s-algorithme est une méthode dirécte de

résolution des systémes d’équations linéaires (I — A)x = b.
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I1 suffit pour résoudre les systémes linéaires effectuer les itérations:

o donné

Tpni1 = Az, +b n=0,1,.

Ou les z,, et b sont des vecteurs de R? et ou A est une matrice carrée réelle d’ordre p.
On applique ’e-algorithme vectoriel & la suite {x,} et si la matrice I — A est inversible,
alors:

ey =T =A) n=0,1,..
Ol m est le degré du polynome minimal de A pour le vecteur 2o — (I — A) ™" b et ou r

est la multiplicité éventuelle de la racine zéro pour ce polynéme minimal.

2.2.1 Meéthode de Gauss-saidel

Dans la méthode de Gauss-Seidel, publiée en 1874 par LudwigSeidel (1821 — 1896),

on choisit M = D — E et N = F ce qui conduit a considérer la relation de récurrence
Tpo1 = (D —E) ' Fry+(D—E)"'b

C’est une amélioration de la méthode de Jacobi dans laquelle les valeurs calculées sont
utilisées au fur et & mesure du calcul et non a l'issue d’une itération comme dans
la méthode de Jacobi. On améliore ainsi la vitesse de convergence. Considérons un

systéeme a trois équations

T = (51 — Q12Y — CL132’) /a11
Y= (b2 — 1T — a232’) /G22

= (bs — a31T — G32y> /CL33

A la premiere itération, on calcule & partir du vecteur initial
2o = (29, y®, )

la valeur z(!)

M = (51 - Cl123/(0) - alsz(o)) /an
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Cette valeur est réintroduite immédiatement dans le calcul de la deuxiéme composante
(ce qui différencie cette méthode de la méthode de Jacobi, car on utilise ici la valeur
2™ et non 2(")

y(l) = (b2 — anaV) — a232(0)) /a2

De méme, on porte (1 et y1) dans le calcul de 2™V
2 = (b3 — azzt) — a32y(1)) /ass

A chaque itération, on effectue (n — 1) multiplications, n additions et une division.
Pour stocker A et les vecteurs b, z et x;.q, on utilise (n? 4+ 2n) mémoires. Si A et
b sont calculés, on emploie n mémoires. La méthode ne converge pas toujours. On
démontre que si A est une matrice définie positive, la méthode itérative converge. De

méme, si A est une matrice diagonalement dominante, c’est-a-dire si:

|a;| > Z’%’\

J#i

alors la méthode de Gauss-Seidel converge.

Exemple 2.2.1 Soient les vecteurs {x,} générés par:

zg = 0
Tp1—2x = Alz,—2x) n=0,1,..
avec
1 1 1/2 1/3
v = 2| eAd=] 12 1/3 1/4
3 1/3 1/4 1/5
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En utilisant ’e-algorithme scalaire on obtient:

CoE )

1 —2,79 1,65
—0,82 0,18
0,17 0,97

2 1,01 0,99994
2,06 2,0003
2,86 2,9997

3 0,9999999999999998
1,9999999999999998
3, 0000000000000000

2.3 Systémes d’équations non linéaires

L’e-algorithme a comme intérét fournir une méthode d’ordre deux pour résoudre les
systémes d’équations non linéaires sans calculer aucun dérivée ou inverser une matrice,
cette méthode a plusieurs utilisations puisque beaucoup de problémes peuvent se
ramener & la résolution d’un systéme d’équation non linéaires.

La méthode que nous présentons ouvre un grand nombre de possibilités nouvelles.

2.3.1 Présentation de la méthode

Cette méthode a été trouvé par Gekeler et Brezinski.

Considérons le systéme suivant de p équations non linéaire a p inconnues:

V= R (:E(l), ....... ,x(p))
@ = F, (:1:(1), ....... , a:(p))
P = F, (x(l), ....... , x(p))
Nous désignerons par x le vecteur de R? dont les composantes sont =M, 22 .. 2®

et par F' Papplication de R? dans RP qui fait correspondre le vecteur F'(x) dont les

composantes sont: Fy (z1), ... 2®)  F (2™, ... L)) L By (2 ,zP)).
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Avec ces notations, le systéme d’équations précédent se symbolise par:
r = F(x)

Nous allons rechercher les solutions de ce systéme, c’est-a-dire les vecteurs x € R? qui

vérifient x = F(x).

o o oF> o> oF,
Ox(1) 2" 9z §(1) 2 == Ggp(P) 1 7 (1) ==

Nous supposerons que les dérivées partielles

OF, . . s . i .
=% existent au voisinage de x (F est différentiable au sens de Fréchet au voisinage

9z
de z).
Nous appellerons matrice jacobéenne de F' et nous noterons F’(x) la matrice définie
par:
OFy OFy
2T o e
8F2 8F2
v ey OO
8F, OF,
T o Bay

Ou les dérivées partielles sont calculées au point fixe x de F'.

L’algorithme proposé pour calculé z est le suivant:

ro € RP  donné

(n4 1) itération:

Uy=uz, €RP

U.=FUx1) k=1,..2m—r

puis on applique I’e-algorithme vectoriel aux vecteurs Uy, Uy, ..., Usyp_p, ce qui fournit
(r)

272m_r). On continue ensuite les itérations en prenant:

le vecteur noté ¢

Tnt1 = gggn—r)

m: le degré du polyndéme minimal de F’(x) pour le vecteur z, — x.
r: la multiplicité éventuelle de la racine zéro pour ce polynéme minimal (r = 0 si
F'(x) est inversible).

Les itérations Uy, = F(Uy — 1) pour k = 1,...,2m — r s’appellent les itérations de
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base (Uk_1 étant connu), on calcule le vecteur Uy a laide des itérations:

1 1

vV = Rod,, .. uP)
2 1

u? = RUY, ... uP)

1
v = Ew, . uP)

U, éi):désigne la i¥" composante du vecteur U, € RP.

Le théoréme fondamental concernant cette méthode est :

Théoréme 2.3.1 Si x est un point fize de F, si F' est différentiable au sens de Fréchet
au voisinage de x et si la matrice I — F'(x) est inversible, alors il existe un voisinage V'
de x tel que pour tout zo € V' la méthode précédente converge vers x et que la suite {x,}

soit d’ordre deux au moins c’est-a-dire que:
-0 2
[ @01 — @all = O(lJan — 2[|7)
Donnons quelques remarques fondamentales ont relation avec le théoréme précédent:

Remarque 2.3.1 1/si p =1 l'algorithme se réduit o la méthode de Steffensen.
2/0n peut utiliser l's-algorithme topologique ou l’e-algorithme scalaire au liew de le-
algorithme vectoriel en traitant séparément chacune des composantes des vecteurs Uy.
3/Si le systéme a résoudre s’écrit sous la forme f(x) = 0, alors pour appliquer (2.3.1)
on le mettre sous la forme

r=z+af(x)

a:nombre réel non nul ou matrice carrée inversible, on passe 4 x = F(z) en posant

F(z) =+ af(x).

Exemple 2.3.1 Considérons un systéme o deux équations:

Ou les inconnues sont x et y. La solution unique est v = —1 et y = 1.
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St on applique ’=-algorithme vectoriel, on obtient:

n {2} {yn}

0 0 0

1 —0,85 0,87

2 —0,96 0,97

3 —0,9979 0,9978

4 —0,999989 0, 999984

5 —0,9999999997 0,9999999991

St on applique ’=-algorithme scalaire, on obtient:

n {2} {yn}

0 0 0

1 —0,85 0,87

2 —0,97 0,97

3 —0,9980 0,9978

4 —0,9999905 0, 999984

5 —0,9999999998 0,9999999991

Dans cet exemple, on avait m =p =2 etr =0.

Awvec la méthode de Newton, le calcul nécessite 24 évaluations de F':

{zn} {yn}
0 0

n
0

1 —0,750000000000000000 0,304095859474086683
2 —0,765876880623479763 0, 792662514760822501
3 —0,921281538821868353 0,938407511361889756
4 —0,987935311564206382 0,991734013418315369
5 —0,999776520512802722 0, 999874805260563668
6 0,99999982677895456  1,000000006186878680

St l'on avait laissé se continuer les itérations de base, on aurait convergé vers la solution
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mais lentement:

20 —0,981427814583948488 0,984764782856446254

100 —0,999996212378911092 0,999996921974735428
200 —0,999999999899396917 0, 999999999918244665
300 —0,999999999999997325 0,999999999999997826

2.3.2 Stabilité numérique

Nous allons étudier la stabilité numérique de l’algorithme (2.3.1). L’instabilité numérique
des itérations de base entraine 'instabilité numérique de I’algorithme (2.3.1) dans son
ensemble, ce que nous étudierons ici.

Considérons les itérations de base de I'algorithme (2.3.1), on peut I’écrire sous la
forme:

U,=U,_1+h (F (Uk—l) — Uk—l) (231)

avec h = 1.
A cause des erreurs d’arrondis dans 'ordinateur qui résultent des itérations an-

térieurs, on ne connait pas la valeur exacte de Uy_1, mais Uj_1 = Uy_1 + €j_1, d’ot:
U+ en = TUp = Ups + h (F (Tos) — D)
Comme F' est différentiable dans un voisinage de point fixe x, on a donc:
ex =[I+h(F' (Ug1)—D]er_1+0(ex_1)

o (ex): vecteur ou la norme tend vers zéro plus rapidement que la norme du o (eg_1).
Les itérations de base seront numériquement stables si la norme du vecteur d’erreur
er n'augmente pas avec k.
L’algorithme (2.3.1) a de nombreuses applications, citons:
1/Schémas implicites de Runge-Kutta.
2 /Les équations différentielles non résolus.
3/Les problémes aux limites.

4/Les Problémes de frontiére libre.
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2.4 Equations matricielles

L’algorithme (2.3.1) que nous avons utilisé pour résoudre les systémes d’équations non
linéaires peut étre généralisé pour résoudre les équations matricielles.

Soit X une matrice et F' une fonction non linéaire de X. On veut trouver la matrice
X tel que: X = F (X).

En utilisant 1’e-algorithme matriciel, dans le cas d’une seule équation matricielle,
on a donc une généralisation du procédé de Steffensen:

( ,
Xy donné

Up = X,
(n+ 1) itération : uy = F (up)

Ug = F (Ul)

. XnJrl = U] — (u1 — U()) (UQ — 2%1 + U0>_1 (UQ — ul)
On vérifie facilement que si F' (X) = AX+Bousi F'(X) = XA+ B ou A et B sont des

matrices carrées, alors X; est égal a la solution du systéme, quelle que soit la matrice

de départ X.

Soit par exemple & résoudre a l'aide de cette méthode 1’équation matricielle:

XA+BX =C
avec:
1 4 0 5 15
0 2 1 3 13 31
la solution exacte est:
1 2
X —
3 4

En partant de Xy = 0 on obtient:

1.31 2.37 1.05 2.10 1.0009 2.001 1.00000004 2.0000008
1= ) 2 = ) 5 — ) 10 —

3.84 5.31 3.16 4.21 3.002  4.004 3.000001  4.000002

0.9999999999998  1.9999999999997
2.9999999999995  3.9999999999993
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La convergence de cet algorithme ne semble pas étre quadratique sur cet exemple et

aucun résultat théorique n’a encore été démontré pour cette méthode.

2.5 Calcul des valeurs propres

Soit A une matrice carrée réelle d’ordre p. Une méthode trés connue pour calculer
la valeur propre de plus grand module de A est la méthode de la puissance quelque
fois appelée méthode du quotient de Rayleigh; C’est une méthode itérative. Une fois
obtenue cette premiére valeur propre, on peut modifier la méthode (A — différence) ou
la matrice (déflation)pour converge vers la valeur propre du module immédiatement
inférieur. L’inconvénient de cette fagon de procéder est évident: il faut attendre que la
méthode ait convergé vers une valeur propre avant de pouvoir commencer les itérations
pour calculer la valeur propre suivante.

Dans ce paragraphe, nous allons donner deux généralisations de la méthode de la
puissance a 'aide de l’s-algorithme. Ces généralisations permettent, sous certaines
hypothéses, le calcul simultané de toutes les valeurs propres et de tous les vecteurs
propres de la matrice A.

Nous montrerons également comment il est possible d’accélérer la convergence de
ces méthodes toujours avec ’c-algorithme.

Nous donnerons aussi un exemple d’accélération de la convergence de différentes
méthodes de calcul des valeurs propres.

Rappelons d’abord ce qu’est la méthode de la puissance:

soit A une matrice carrée réelle d’ordre p et Ay , Ag, ..., A, les valeurs propre de A

et vy, v, ..., v, les vecteurs propres correspondants, on a:
Av; = Ay 1=1,2,...,p
nous supposerons que :
[ A [=[ A2 [Z] As = 2] Ay

et que \; # 1.
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Soit o un vecteur arbitraire de R? tel que (xg, v1) # 0 et soit y un vecteur arbitraire
de R? qui vérifie également la méme hypothése.

La méthode de la puissance consiste & générer la suite de vecteurs {x, } par:

Tni1 = Axy, n=0,1,2,..
On a alors:
hm (ya xn—l—l) — )\1
lim n = v
— = U
n—oco (1, Tn)

Nous allons maintenant donner deux généralisations de cette méthode

Premier algorithme Nous supposerons maintenant que :
| Ar (=] A2 [ Ag == Ay |

et que \; # 1 pouri=1,2,....p.

La premiere hypothese est assez restrictive car elle empéche évidement que la ma-
trice A ait des valeurs propre complexe ou multiples mais elle empéche également que
Ai = —Aig1-

Cependant des modifications appropriées de I'algorithme, qui sont actuellement a
I’étude, devraient permettre de traiter de tels cas. La seconde hypothése n’est absolu-
ment pas restrictive: si I'une des valeurs propres de A est égale & un, alors il suffit de
multiplier la matrice A par un nombre égale a un alors il suffit de multiplier la matrice
A par un nombre réel non nul a et les valeurs propres seront également multipliées par
a.

Soit xg € RP, vecteur arbitraire tel que: (zg,v;) #0 i =1,2,....,p et {x,} suite
de vecteurs, on a : x,,3 = Az,, n=0,1, ...

On applique I'e-algorithme vectoriel a cette suite de vecteurs, on construit ainsi un
ensemble de vecteurs de RP notés

5,(6”).

Soit y € RP, vecteur arbitraire tel que : (y,v;) # 0 pour i = 1,2,...,p.
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Considérons les rapports:

n+1
m _ (y’gék )>

af St k=0L..p-letn=01,.
(v)
()
(n) (y’52k+1>
o= Lk =0,1,.,p—letn=01,..

(n+1)
(3/: €2k+1 )
naturellement la suite {a(()”)} est celle que nous avons considérée dans la méthode de

la puissance. On peut démontrer le:

Théoréme 2.5.1 lima!” = lim b = A,y k=0,..p—1

(n)

lim(;;#)) — lim <y,e§’,§)ﬂ) e = yppr pour k=0,1,....p—1.
De plus
(n) _ AL _
Q. —)\k+1+0 Py k—O,l,...,p—l
Donnons un exemple numérique concernant cette méthode, considérons d’abord la

matrice:
1.1 0 0

A=11 -02 0
1 1 09
dont les valeurs propres sont évidement \; = 1.1, Ay = 0.9, A\3 = —0.2.
En pernant pour zy et y des vecteurs dont toutes les composante sont égales a un,
I’algorithme précédent nous donne:
o) ) ) e} ) )
5 117  1.047 0.8 0.95 —0.044 1.14
8§ 113 1.067 0.87 0.93 —0.18 0.46
11 112 1.080 0.887 0917 —0.19993 —0.196
14 1.09 1.089 0.893 0909 —0.1987 —0.202
pour A3 il est tres net que 'on passe par la bonne valeur puis que la propagation des
erreurs numériques vient détruire la convergence.
On peut d’ailleurs s’en assurer en passant le méme programme en simple précision
et en double précision. Les résultats numériques obtenus peuvent étre complétement

différents.
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Deuxiéme algorithme Au lien d’utiliser ’e-algorithme vectoriel, on peut utiliser
I’application itérée de la forme vectorielle du procédé A%dsAitken.

Soit {x,} suite de vecteurs telle que: z,,1 = Az, sous les mémes hypothéses,
appliquons lui le procédé A? d’aitken itéré, on pose: 058") =x,, n=0,1,..

puis, pour k£ =0,1,...,p — 2, on fait:

—1
ké‘gn) = [Akg(()n)] n = 0, 1,
—1
kEgn) = kgén+1) + |:Ak€gn)i| n=20,1,..
kﬂeén) = keén) n=0,1,..

Considérons les rapports:

(n) <y7k g[()n)>
¢ = TN k=0,1,...p—1 e n=0,1,..
<y7k€0 >
(n) <y7k 8§n))
dk = W k':(),l,,p—l et TLZO,L...
<y7k €1 >

pour k = 0, la suite {c(()n)} est exactement celle généreé par la méthode de la puissance,

on a le

Théoréme 2.5.2

nh—{{olo c,in) = nh—{{olo dfj) = Mes1 k=0,.p—1
kg(n)
li_{ﬂ (# = lim (y,k sgn))kaé") = Vi1 pour k=0,1,....p—1
De plus
w Aoss ntk+1
¢ = A1 +0 N k=0,1,....p—1
+

On obtient donc un résultat tout a fait identique a celui du théoréme 2.5.1.

Il est évident que ces deux méthodes peuvent étre utilisées pour ne calculer que
quelques valeurs propres de plus grand module puis que ’on obtient celles-ci par ordre

de modules décroissants.
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2.6 Variantes des méthodes

Au lieu de 'e-algorithme vectoriel, on peut utiliser dans la méthode du premier algo-
rithme 1’e-algorithme topologique ou encore 1’s-algorithme vectoriel normé. On peut
également utiliser cette méme variante dans la seconde méthode de deuxiéme algo-
rithme précédent les théoremes 2.5.1 et 2.5.2 sont encore valables.

Si 'on prend par exemple pour tout vecteur y € R? :

p
Ty =1l
=1

alors, pour I'exemple du premier algorithme, on obtient:

) ) ) ) () )

5 117 1.058 0.84 0.95 0.82 0.48
8§ 113 1.075  0.87 0.91 0.79 0.88
11 112 1.085 0.886 0.8998 0.77 0.81
14 1.109 1.092 0.892 0.8977 0.76 0.78

Pour les deux premiéres valeurs propres, on voit que les résultats sont tout a fait
comparables & ceux obtenus avec 1’e-algorithme vectoriel.

Pour A3, la convergence des suites {ag”)}et {bgn)} n’a pas encore commencé a se
manifester.

Si 'on prend maintenant comme norme dans 1’e-algorithme vectoriel normé:

||y||=gg§§>;|yz-|

alors , toujours sur le méme exemple ,on obtient:

Y B0} ) ) ) )

5 117 1.046  0.85 0.95 —0.08 1.38

8§ 113 1.066 0.87 0.93 —0.202 —0.161
11 1.12  1.080 0.887 0917 —0.199966 —0.2004
14 1.109 1.088 0.893 0.9097 —0.1986 —0.2025

on voit que ’on trouver bien les trois valeurs propres mais que la précision obtenue sur

A3 se dégarde rapidement.
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Il existe également une variante des méthodes précédentes qui diminue considérable-
ment le volume remédier partiellement a cet inconvénient, effectuer les calculs sur deux
composantes des vecteurs x, au lieu d’une seule.

On pourra évidement utiliser également I’e-algorithme scalaire séparément sur cha-
cune des composantes des vecteurs x,,.

On peut aussi générer les vecteurs {x,} comme précédement et appliquer 'e-
algorithme scalaire a la suite {S,, = (y,z,)}

ol y est un vecteur arbitraire tel que (y,v;) #0 pouri=1,...,p.

On aura alors:
(n+1) (n)

. € . Soru

lim -2 — = \,,; = lim ht k=0,..,p—1
n—00 E(n) n—00 8(”+1)
2k 2k+1

si 'on avait utilisé 1'application itérée du procédé A? d’Aitken pour transformer la

suite {S,,} précédente, on aurait obtenu de méme:

. kg[()n—l—l) ‘ kggn)
A=y = e = i ey k=0, p =1
k€0 kE1

cette variante des algorithmes ne permet naturellement pas de calculer les vecteurs
propres de la matrice.
Une fois que les valeurs propres ont été calculées, ces méthodes permettent toutes

de calculer les coefficients du polyndéme caractéristique de la matrice.

2.7 Accélération de la convergence

Il est bien connu que le procédé A?d’aitken accélére la convergence de la méthode de

la puissance. Ainsi si on 'applique a la suite:

A TL+1—

on obtiendra:

. /\ n+17]

on peut donc appliquer ’e-algorithme scalaire pour accélérer la convergence des suites
{a,(fn)}et {c,(fn)} pour k fixé.
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En utilisant le théoréme suivant.

Si on applique I’e-algorithme scalaire aux suites {a,(gn)} ou {Cl(j)} pour k fixé

(k=0,1,...,p — 1) alors il produit des nombres 5;2 tel que:
A n+k
6872 =Aey1+0 (M) m et k fixés.
Akt 1

On voit donc que l'utilisation de ’s-algorithme scalaire accélére la convergence des
suites {agcn)}et {c,(c”)}vers Aot 1-

Ainsi: ) (i)
lim akn — Akt1 _ Ckn — Akt1 _ Akt 1
n—oo &,in) — )\k+1 C](gn) — )\k+1 )\k+1
et: (1)
i 8221 - /\k+1 o )\k+m+2
(n) D
"m0 Egm — Akt k+1

et par conséquent:

(n)
Eomi2 — Mkl

lim =0
55732) — At
s . . cas (n) o (n) s () ()
quand l’e-algorithme scalaire est appliqué a ey’ = a; ouacy =c .

Les calculs a effectuer mais ne fournit pas les vecteurs propres de la matrice. Au
lieu d’appliquer 1’e-algorithme vectoriel ou le procédé A? d’aitken itéré aux vecteurs
{z,} celle variante consiste & ne conserver que certaines composantes des vecteurs z,,
(toujours les mémes lorsque n vraie cependant) . Si les vecteurs réduits x( et y vérifient
toujours (zg,v;) # 0 et (y,v;)) # 0 pour ¢ = 1,....,p o v; est le vecteur formé des
composantes correspondantes du vecteurs propre v; de la matrice A. On pourra, par
exemple ne conserver que la premiére composante (x,,), de I’s-algorithme scalaire a la
suite 5én) = (x,), et sous réserve que (x¢), . (v;); # 0 pour i = 1,...p et qu’il n’y pas de
division par zéro dans I’application des algorithmes, on aura:

(n+1) (n)

€ £

Jin = = i Sy =M B =0dp -
Eok €okt1
et (n+1) (n)
gn’ ey

lim b O(n) = lim %:)\k+1 kIO;la...,p_l

Cette variante réduit considérablement le volume des calculs ainsi que le nombre de

mémoires nécessaires a la programmation des méthodes.
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Chapitre 2Utilisations et applications des méthodes d’accélération de la
convergence

En effet pour programmer les méthodes complétes qui ont été définies aux premier
et deuxiéme algorithme, il faut 2p? 4+ p mémoires seul composante des vecteurs z,, il
n’en faut que 2p + 1.

D’autre part, I’e-algorithme scalaire est numériquement plus stable que I’e-algorithme
vectoriel. Le seul inconvénient de cette variante est qu’elle ne permet pas de calculer
les vecteurs propres et qu’il peut y avoir plus facilement une division par zéro dans
I’application de ’e-algorithme scalaire sur une composante que dans l’application de

’e-algorithme vectoriel sur I’ensemble des vecteurs {z,,} .
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Chapitre 3

Quelques exemples numériques et
comparaison des méthodes

d’accélération de la convergence

Ce chapitre présente une comparaison entre quelques méthodes d’accélération de la con-
vergence a 'aide de quelques exemples numériques, en chaque exemple nous obtenons
la meilleure méthode de convergence qui nous permet d’avoir une précision, un nombre

d’itération et une vitesse de convergence beaucoup mieux.

3.0.1 Comparaison entre ’s-algorithme et le f-algorithme et

le p-algorithme

Exemple 3.0.1 Soit {S,,} une suite de nombre réel, tel que:
S, =1+ 3e 4 avec , = (1,1)"*

En accélére la convergence de cette suite en utilisant l’s-algorithme scalaire:

calculons la valeur de S, pour n =0,1,...,5
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Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes

d’accélération de la convergence

Sp =1+ 3140 = 1 84020 ¢ =
Sy =143 1401 =1,73979 z; =
Sy =143 142 =1 64314 5 =
Sy =143 143 =1 55134 a3 =
Sy =143 149 =1 46543 x4 =
Ss =1+ 3¢ 145 =1 38630 x5 =

Présentons les calculs sur le schéma suivant:

e = —0,84118

e{) = 8, 81972
e = —0,18625

el = —8, 38452
e? = 0,21236

e =2 11154

Si on applique le p-algorithme scalaire pour accélérer la suite S,,, on obtient les résultats

5_% =0

= Sy = 1,84020

M=o 0 = _9,95916
el) =5, =1,73979

e® =0 eV = —10, 34661
= S, =1,64314

e =0 e = —10,89324
= 83 =1,55134

Y=o %) = 11, 64008
= S5 = 1,46543

suivants:
p(_of =0

) = Sy = 1,84020

P =0 P\ = —0,90528
) = 8, =1,73979

P =0 PV = —1,03466
= S, =1,64314

P =0 PP = —1,19825
®) — 5, =1,55134

P =0 PP = —1,40845

Pt = 5y =1,46543
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2
py) =

= 0,26422

=0, 35495

= 0,40323

PV =2,12516

Pl = 2,36318

0
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Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes
d’accélération de la convergence

De méme, on applique le #-algorithme on obtient les résultats suivants:

0
9% =0
0\ = 1,84020
1
6" =0
o\" = 173979
0% =0
0" = 1,64979
3
9% =0
0 =1,55134
4
9% =0
0\ = 1,46543
5
9°) =0
6" = 1,38630
6
0 =0

0 = 1,31471

0\ = —9,95916
oY) = —10, 34661
0? = —10, 89324
0¥ = —11,64008
o\ = —12,63743

6" = —13,96843

0\ = 1,40788
o{" = 1,30070
608? = 1,20929

oY = 1,14975

0 = —19,67751
0 = 1,16407
o) = —21,83296

6{? = —28, 43551

Remarque 3.0.1 Cet exemple montre que le 0-algorithme accélére la convergence de la

suite {S,} que l’z-algorithme et le p-algorithme.

3.0.2 Comparaison entre I’c-algorithme et le procédé d’Overholt

Exemple 3.0.2 Soit v = e~

T

[’e—algorithme et de procédé d’overholt; on obtient:
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Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes
d’accélération de la convergence

premierment on appligant I’e—algorithme:

el = 55 = 0, 367879
e\ = 3083364

el = 5, = 0,692200 e = 0,571706
e =_50215749 .

e = 5, = 0,500473 e = 0, 568638
e =9 454476 .

el = 55 = 0,606243 e = 0,567617
e® = _16,434663 ..

e = 8, = 0,545396 e = 0,567296
e =29 226003 ..

el = S5 = 0,579612 M = 0,567193
e = _51,28002 L.

el = 85 = 0,560115 e =0,567182

e\ = 90, 195724
el = 5, = 0,571202

53



Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes
d’accélération de la convergence

Ensuite, on appligant le procédé d’overholt; on obtient:

ol = Sy = 0, 367879
v{? = 3,083364

o§Y = 81 = 0,692200 ol = 0,571706
oM =5 215749 .

o$? = 55 = 0,500473 u$P = 0,567296
o =9 454476 L.

o§¥ = 3 = 0,606243 o$? = 0,567193
o = —16,434663 ..

o$ = 5, = 0,545396 o$¥ = 0,567182

ol =29,226093 ... ..
o§? = S5 = 0,579612

o = —51,280942 ... ..
o = 85 =0,560115 ...

o =8, =0,571202 ...

Remarque 3.0.2 Apreés l'accélération de la convergence a l'aide de l'z-algorithme et de
procédé d’Querholt, nous remarquons que le procédé d’Overholt accélére la convergence en

un nombre d’itérations moins que l’=-algorithme.

3.0.3 Exemple de résolution d’un systéme linéaire

2 1 3 4 10 0

1 -3 1 5 4 0
Exemple 3.0.3 Soit le systéme A = T = e

3 1 6 =2 8 0

4 5 =2 -1 6 0

A Uaide de la méthode itérative de Gauss-Seidel, la matrice admet comme solution

pour k =4
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Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes
d’accélération de la convergence

5 15,66 4,69 —28,12
—1,333 —9,22 10, 68 26, 50
I = , Ly = , X3 = y Ly =
1,333 —2,94 —3,41 2,68
—6 4,66 16,44 73,02

Pour trouver la solution exacte de ce systéme, nous pouvons utiliser l’e-algorithme

vectoriel.

‘ . s . ‘ -1
La matrice A est une matrice carrée, nous calculons a la suite (I — A)™":

8 7w _ 71 _ 15
752 376 752 94
73 31 25 2
7 25 8 9
752 376 752 04
2 9 _1
04 AT o4 a7
Calculons maintenant (I — A)~" % b
11,3324
71 —1,0053
(I—A) *xb=
—1,0505
11,1277
Calculons xo — (I — A) ' % b
1,3324
1,0053
20— (I —A) " xb=
1,0505
1,1277

donc 5;7(1;;7;)7“) —(I—-A)""«b n=01,..
m: le degré de polynome minimal de A pour le vecteur zg — (I — A) " % b
Calculons le polynéme minimal de A :
-le polynome caractéristique de A est : X* — 4X3 — 73X? + 260X + 568,
-le polynoéme minimal de la matrice A mm4(X) = X* — 4X3 — 73X? + 260X + 568

puisque my(X) = 0. Donc m =4 et r = 0 (r est la multiplicité éventuelle de la

racine zéro), alors :
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Chapitre 3 :Quelques exemples numériques et comparaison des méthodes
d’accélération de la convergence

el = (T —A) b

1,3324

1,0053
RONEN I
Q.

1,0505

1,1277

On obtient alors:

N

0
=)

1 —4.41
0.27
0.32
—2.16

2 4.06
—1.34
—0.92
—4.89

3 —0.64
1.60
0.63
1.24

1.0

1.0
1.0
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Conclusion

Conclusion

Les méthodes présentées dans ce travail sont des méthodes pour accélérer la convergence
des suites et des fonctions. Ces méthodes offrent de nombreuses possibilités, il est
évident que ces méthodes présentent un certain nombre de limitation, la plus importante
est sans doute linstabilité numérique.

Dans ce domaine de [’analyse numérique de nombreuses questions sont encore sans
réponses. Des recherches sont actuellement en cours pour obtenir de nouveauz algo-
rithmes plus puissants, pour démontrer des résultats de convergence et d’accélération
de la convergence.

Malgré tout, il y’a de nombreux domaines ot ces méthodes peuvent rendre des grands

services et aussi permettre la résolution de problémes nouveaux.
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Annezxes

Annexes

Méthode de Bairstow
La méthode de Bairstow permet de déterminer les zéros d’un polynéme.C’est une
application de la méthode de Newton-Raphson, qui consiste & factoriser a chaque étape

un trinome du second degré dont les racines sont les racines du polyndme initial. Soit
P(z) = apx™ + a1z ' + ... + ap_17 + ay,

On écrit P sous la forme
P(x) = (2 + pr + q) Py—2(z) + R(z) + S

avec

Pn_Q(SL’) = bg.Tn_2 + ...+ bn_3l’ + bn_g

et on cherche a déterminer p et ¢ de fagon a annuler R et S (ce qui n’est pas toujours
possible). On pose b, 1 = R et S = pb,_1 + b, L’algorithme est alors le suivant : On
se donne deux constantes arbitraires pg et qg et on calcule les coefficients b,, définis par:

(
bozao

b1 = a1 — pobo
by = az — pob1 — qobo

bp—1 = an—1 — Pobn—2 — qobn—3

L bn = an — pObnfl - q0bnf2

On calcule ensuite les coefficients C), définis par:

"

Co=by
C1 = b1 — poCh
Cy = by — poCi — q0Co

Cr1=bp1 — poCn—z - QOOn—:s
Cn == bn - pOCn—l - CIOCn—z

\
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En posant

by—1Ch—2 — b, Ch_3
C2 5 —Ch1Chs
b,Cr—2 — by—1Ch1
C? ,—Cy1Chs

b1

g =

On reprend les mémes opérations avec les valeurs de pq, ¢; & la place de pyg, qo, et ainsi
de suite. On obtient de cette maniére un couple (p;, ¢;). On arréte l'itération lorsque
le test d’arrét suivant pour € donné, est vérifié

lp; — i1l + g5 — ;-1
Ipj + g

<e€

La résolution du trinéme 22 + p;z + ¢; = 0 donne deux racines de B, (z).

On recommence les mémes opérations avec le polynome P, o(x) jusqu’a ce que le
polynome résiduel soit de degré inférieur a 2.

Méthode de Jacobi

Dans la méthode de Jacobi, encore appelée méthode des déplacements simultanés, la
matrice A du systéme Az = b est décomposée A dans laquelle on a remplacé les éléments
de la diagonale par des zéros N = F + F La matrice J = M~'N = D' (E+ F) =
I — D71 A est appelée matrice deJacobi. A chaque pas, on calcule

n

k41 k
Jj#i,j=1
A chaque itération, on effectue (n — 1) multiplications, n additions et une division.
Pour stocker A et les vecteurs b, x;, et x1 on utilise (n? 4+ 3n) mémoires. La méthode
ne converge pas toujours. On démontre que si A est une matrice définie positive, la
méthode itérative converge. De méme, si A est une matrice diagonalement dominante,
c’est-a-dire si
|ai| > Z |aij|
i
alors la méthode de Jacobi converge. Par conséquent, on peut avoir intérét a réarranger
les termes de A de facon a mettre A sous la forme d’une matrice dont les éléments
diagonaux sont les plus grands possibles. On démontre que si A est une matrice

tridiagonale par blocs, la méthode converge.
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Méthode de Regula Falsi

Soit f : [a;b] — R une fonction continue avec f(a)f(b) < 0 (cette fonction satisfait
donc les hypothéses permettant d’appliquer la méthode de la bissection). La méthode
de la bissection converge lentement car a chaque étape la longueur de I'intervalle [a; b]
encadrant la racine r recherchée est exactement multipliée par %

Le but de la méthode Regula Falsi (appelée aussi méthode de la fausse position)
est de fournir & chaque étape un nouvelle encadrement qui multiplie la

longueur de I’encadrement précédemment considéré par un facteur inférieur a %
Pour cela, nous approximons la fonction f par la droite passant par les points (a; (f(a)))
et (b; f(b)) et l'abscisse x; du point d’intersection de cette droite avec l'axe des x
constitue une des bornes du nouvelle encadrement. Le nouvelle encadrement considéré
([a; 1] ou [x1;b]) est choisi, comme pour la méthode de la bissection, de fagon a ce
que les images des bornes soient de signes opposés. Nous répétons 'opération jusqu’a
atteindre la précision désirée.

Méthodes de Schréder

e Conditions d’utilisation:

Recherche d’une racine unique dans le voisinage I de zy.Cette méthode itérative
nécessite le calcul des m premiéres dérivées pour une méthode de Schréder d’ordre
m + 1. Il faut donc que la fonction dont on cherche la racine soit au moins m fois
dérivable dans 'intervalle

e Principe de la méthode:

On batit une suite récurrente de la fagon suivante :

-autour du point x,, effectue un développement limité de f(x,) jusqu’a 'ordre m.

-On définit x,,1 comme la racine du développement limité de f(x,)

-On itere...

Schroder d’ordre 2: méthode de Newton

e Méthode du 2nd ordre : on néglige les termes & partir du 2nd ordre:

f(@n) = 0= f(2n) + (Tns1 — 20) [ (20)

62



Annezxes

ox,.1: racine du développement limité & ’ordre 1 de f au voisinage de x,,:

n

Schroder d’ordre 3:

RS D N 4 7Y N €Y
n+ n f/(xn> 2f,3 (l_n>

Schroder d’ordre 4:

_ f”(:pn)fZ(:L‘n) _ ?’fll2(xn)f/(xn)fm(xn)
2f" (zn) 6f75(n)

fg(xn)

Tn+l = Tp
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