


Abstract

In this memory, we will study the problem of exact controllability for the wave equation, we will
present two cases ; the first case when the control is applied on the boundary and the second case
when the control is applied in the interior. The used method is the Hilbert Uniqueness Method
«the method HUM>» introduced by J.L. Lions [15]. This method is based on uniqueness criteria
and energy inequalities in the space of initial data.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous allons étudier le probleme de contrélabilité exacte pour 'équation des
ondes, on va présenter deux cas; le premier cas lorsque le contrdle est appliqué sur le bord et
le second cas lorsque le contrdle est appliquée a l'intérieur. La méthode utilisée est la méthode
d’unicité hilbertienne «la méthode HUM» introduite par J.L. Lions [15]. Cette méthode se base
sur un critere d’unicité et des inégalités d’énergie qui caractérisent 'espace des données initiales.

Mots clés : Controlabilité exacte, méthode HUM, équation des ondes, inégalité inverse.
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" Rendre clair Uobscur et simple le complexe "

Abu Ja’far Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi.

" Une personne qui n’a jamais commis d’erreurs n’a jamais tenté d’innover "
Albert Einstein.

" Dans les mathématiques vous ne comprenez pas des choses. Vous habituez juste a elles "

John Von Neumann.

" En mathématiques nous sommes davantage des serviteurs que des maitres "

Hermite.

" Notre téte est ronde pour permettre a la pensée de changer de direction "
Francis Picabia.

" Les mathématiques sont une science dans laquelle on ne sait jamais de quoi on parle, et ou l'on ne
sait jamais si ce que Uon dit est vrai "

Bertrand Russel.

" Un mathématicien est une personne qui peut trouver des analogies entre les théorémes,
un meilleur mathématicien est celui qui peut voir des analogies entre les démonstrations.
Les trés bons mathématiciens sont ceux qui peuvent déceler des analogies entre les théories.
Mais on peut supposer que le meilleur des mathématiciens, est celui qui peut voir des
analogies entre les analogies "

Stefan Banach.

" Ne dites pas : "J'ai trouvé la vérité’, mais plutét : "J’ai trouvé une vérité "
Gibran Khalil GIBRAN.




Chapitre 1
Rappels et notions de base

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fondamentaux en analyse fonc-
tionnelle qui contient quelques notions essentielles qui concernent les espaces L?, les espaces de
Hilbert et de Sobolev ainsi que une partie de définitions sur les semi-groupes et enfin on va consi-
dérer quelques concepts de la controlabilité qu’ils sont nécessaire de connaitre pour aborder la

suite de ce mémoire.

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espaces normés et espace de Banach

Définition 1.1 [11] Soit E un espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une application de E dans
R*, notée x — ||x||, vérifiant les propriétés suivantes

(@) [|z]] = 0 & = = 0;

(12) || Az]| = |A| ||z]| Vo € E, VX € R;

(i2) [z + y|l < |z|| + |lyll Vx,y € E (Uinégalité triangulaire).

Un espace vectoriel sur lequel une norme a été spécifiée est appelé espace vectoriel normeé.

Une application x +— ||z|| de E dans R vérifiant les propriétés (ii) et (iii), mais pas nécessairement

la propriété (i), est appelée une semi-norme sur E.

Définition 1.2 [11] On appelle espace de Banach un espace normé complet.

1.1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.3 [13] Soit H un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire (u,v) est une forme bili-

néaire de H x H dans R, symétrique, définie positive.
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Rappelons qu’un produit scalaire vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwarz

N|=
N|=

|(u, )| < (u,u)? (v,v)2 Vu,v € H.

Rappelons aussi que

1
lull = (u,u)?

est une norme associée au produit scalaire.

Définition 1.4 [13] Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’'un produit scalaire (u,v)
et qui est complet pour la norme associée ||.||.
Théoreéme d’identification des espaces de Hilbert

Théoreme 1.1 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) [13]

Etant donné p € H' il existe f € H unique tel que

(p,v) = (f,v) YveH.

De plus on a

1Al = Ml -

Preuve. voir [13] =

Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.5 [13] On dit qu’une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

(1) continue s’il existe une constante C telle que

|a (u,0)| < Clull[[v]] Vu,v e H,

(17) coercive s'il existe une constante « > 0 telle que

a(v,v) > aljv|® Yo e H.

Théoreme 1.2 (Lax-Milgram)|13] Soit a (u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour
tout p € H' il existe uw € H unique tel que

a(u,v) = {p,v) Yv e H.

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle
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1.1.3 Les espaces L”

Définition 1.6 (Espace de Lebesgue) [19]
Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle Uespace de Lebesgue L? (£2) U'ensemble

LP(Q) = {u : 0 — R | u mesurable et/ lul” < oo}.
0

De plus, pour toute fonction u € L” (2), on pose

ol = ([ 10 d:c)’l’.

Définition 1.7 [1] Pour p = oo, Uespace de Banach L™ (£2) tel que

L>® () ={u:Q — R|umesurableet 3C > 0 t.q. |u(z)| < C p.p.}

est muni de la norme

|ul| joo = supess (u) =inf{C: |u(z)| < Cpp.}.

Remarque 1.1 [13] Lespace L? () muni du produit scalaire

(1, v) = /Q w (@) (z) dz, Yu,v € L2 ()

est un espace de Hilbert.

1.1.4 Lespace L* (0,7;V)

Définition 1.8 [25] Soit V' un espace de Banach, on désigne par L? (0,T;V') Uespace des fonctions

mesurables u : |0, T[ — V tel que

=

T
il = ([ @l ar)” < oo pour1<p<os
0

et pour p=ooona

lull ooy = sup ess|lu(t)]ly, < oo.
0<t<T

Lespace L? (0,T; V) est un espace de Banach pour 1 < p < oc.
Si V est de Hilbert pour le produit scalaire (.,.),,, L* (0,T; V') est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire

(u, U)Lz(o,T;V) = /0 (u(t),v (1)) dt.

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle
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Théoréme de compacité d’Aubin-Lions [17]
On se donne trois espaces de Banach By, B, B; avec

By C B C By, B;réflexif,i = 0,1

Linjection By, — B est compacte.

On définit

d
W= {v | v e L7 (0,T; By) v/ = d—: e L (o,T;Bl)}

ouT estfinietoul < p; < 00,i =0, 1.
Muni de la norme

0] Leo 0.7:80) T 1Vl 221 (0.7:1)

W est un espace de Banach.

On a alors le résultat suivant

Théoreme 1.3 Sous les hypotheéses précédentes et si 1 < p; < o0,i = 0,1 linjection de W dans
LPo (0,T; B) est compacte.

Preuve. voir [17] m

Les distributions

Soit ) un ouvert non vide de R™; notons par D (2) I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment
différentiables sur () a support compact dans ).

On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D ({2), et on note par D’ (€2) 'ensemble
des distributions.

Définition 1.9 (Dérivation des distributions) [19]
Soit T' un élément de D' (2). Pour tout multi-indice & € N", on appelle ordre de « et on note ||

Uentier |o| = > «v. La dérivée d’ordre |a| de T est Uapplication suivante, notée D*T'
=1

DT :D(Q) — R, us (DT, u) = (—1)* (T, Du).
Remarque 1.2 Si u est une fonction de R" dans R et « € N, on note D“u la dérivée d’ordre o de u

olely,

Doy=—
02 .. Dxon

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle
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1.1.5 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont les espaces "naturels" des solutions d’équations aux dérivées par-
tielles. On les appelle aussi espaces d’énergie car ils s'interprétent naturellement comme les es-
paces de fonctions d’énergie bornée. (voir [2])

Nous rappellerons ici les définitions et les résultats qui seront utilisés par la suite.
Espace de Sobolev d’ordre entier H™
Lespace H'(2)

Définition 1.10 [5] Soit Q2 un ouvert de R" de frontiére 0S), On appelle espace de Sobolev d’ordre 1

sur §) Uespace

Hl(Q):{ueL2(Q) gx e I2(9), w:1,...,n}.

Ici la dérivation est au sens des distributions. En d’autres termes, une fonction u € L* () est dans

H'(Q) s’il existe des fonctions vy, . .., v, dans L* (Q) telles que

/ &'Ddx——/vigodx,VgpeD(Q),W—l,...,n.
Q

les fonctions v; sont notees

T;
Lespace H'()) est muni de la norme

2
ilin = f P [ Z (s

/Q|u(x)| d$+/Q|Vu(x)| dz.

La norme de H'(Q) est issue d’un produit scalaire noté (u,v),, et défini par

(0, 0)): = / d:c+/Vu (z) dx
— (u,0) + (Vu, Vo).

Lespace H'(Q) est un espace de Hilbert.
Lespace H;(Q)

Définition 1.11 [1] les fonctions de H () sont les fonctions de H'(Q)) qui s’annulent sur la frontiére
= o0.

H}(Q) ={ue€ H(Q), u=0surT}

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle
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sur H}(Q) on obtient une norme donné par

Jul2 = / Y (2)? de.

Lespace H1(Q)

H~'(Q) = dual topologique de H; ().

Théoreme 1.4 (de Rellich) [1] Si ) est un ouvert borné de classe C*, alors linjection canonique de
H}(Q) dans L?*(Q) est compacte, i.e. tout ensemble borné de Hj () est relativement compact dans
L*(92). On écrit

H;(Q) — L*(Q) est compacte.

On peut identifier L?(€2) et son dual, alors on a les inclusions
Hi(Q) c L*(Q) c H1(Q)

avec injections continues et denses. (voir [13])
Lespace H™({)

Définition 1.12 [5] On définit les espaces de Sobolev H™({2) oil m est un entier strictement positif

par

H™(Q) ={ue L*(Q): D*u e L*(Q),Va e N" |a| <m}.

On le munit de la norme

il = 3 / D*uf du

laj<m

a 2
= Z |1D u||L2(Q)~

la<m

Lespace W"? (Q))

Définition 1.13 [5] Soit €2 un ouvert de R"™, pour tout 1 < p < oo et pour tout m € N, on peut

définir les espaces de Sobolev

WmP(Q) ={ue LP(Q): D*u € LP(Q),Va € N", |a| < m}

que U'on munit de la norme

lalyy = 3 / Deul? da, si 1< p< +oo,

laj<m

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle E
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[llmoe = max | D%ul|
|| <m

Ces espaces sont des espaces de Banach.

On note

HY(Q) = W2 (Q) et H™ (Q) = W2 (9Q).

1.1.6 Le théoreme de Banach-Steinhaus

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. On désigne par L (E, F') 'espace des opérateurs

linéaires et continus de F dans F muni de la norme

||T||L(E,F) = sup [Tz
LA D)

=<1

Théoreme 1.5 (Banach-Steinhaus)[13] Soient E et I’ deux espaces de Banach. Soit (T;),., une
famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continus de E dans F.
On suppose que

sup [|Tix|| < oo Vz € E.
icl

Alors

sup || 75| o,y < 00
icl

Autrement dit, il existe une constante c telle que
|Tiz|| < cllz|| VreE, Viel.
Preuve. voir [13] =

Corollaire 1.1 [13] Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (71,,) une suite d’opérateurs linéaires
et continus de E dans F tels que pour chaque x € E, T,z converge quand n — oo vers une limite
notée T'x.
Alorsona

(a) sup 1Tl 25,y < 00

(b) T € L(E,F)

(c) HTHE(E,F) < lim ||Tn||£(E,F)'

Preuve. voir [13] m

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle
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1.1.7 Quelques formules d’intégration par parties

Soient 2 C R”, un domaine C'. Pour les champs de vecteurs
F = (Fl,FQ,...,Fn) Q) — R"

avec F € C* (Q).

La formule de divergence de Gauss est donnée par

/didex:/ F-vdo (1.1)
Q i)

n
ou div F' = »0,,Fj, v désigne le vecteur unitaire normale extérieur sur df), et do est I'élément
j=1

de surface de la frontiére 02, données localement en termes de cartes locaux par

do =1+ (Ve (y)ldy'.

Un certain nombre d’identités utiles peuvent étre dérivées de (1.1). On applique (1.1) a vF, avec

v € C' (), et rappelons que l'identité
div(vF) =vdivF + Vv - F

nous obtenons la formule d’intégration par partie suivante (voir [25])

/vdidex:/ UF-VdO’—/VU-FdJZ. (1.2)
Q a0 Q

Choisir F = Vu, u € C? (Q) N C* (©2), comme div Vu = Au et Vu - v = d,u, on obtient 'identité
de Green (voir [25])

/UAudx :/ vo,udo — /VU - Vudz. (1.3)
Q a0 Q

En particulier, le choix des rendements v = 1

/Audm = d,udo. (1.4)
Q Py

Si aussi v € C?(2) N C* (©2), nous permutons les roles de u et v dans (1.3) et avec soustraction,

nous obtenons deuxiéme identité de Green (voir [25])

/ (vAu — uAv) dx = / (vO,u — ud,v) do. (1.5)
Q

o0

1.1. Rappels d'analyse fonctionnelle E
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1.1.8 Quelques inégalités a utilisés

Inégalité de Cauchy [12]

Vu,v € L?(Q);

([0 ([

/ uvdx
Q

Inégalité de Cauchy avec ¢ [12]

Qu’on appelle aussi e-inégalité

€, 2 1 2
jab] < 5 lof* + - o

pour tout € > 0 et a, b arbitraire (réels).

1.2 Les semi-groupes

1.2.1 Semi-groupe uniformément continu

Définition 1.14 [22] On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés
sur E une famille {T'(t)},., C B (E) vérifiant les propriétés suivantes

i) T(0) = I,

i) T (t+s)=T()T(s), Vt,s > 0;

91) i T(t)—I]| =0.

wi) lim [|T(t) — 1|

Définition 1.15 [22] On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu

{T'(t)},>, Uopérateur linéaire

1.2.2 Semi-groupes de classe Cy

Définition 1.16 [22] On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opérateurs
linéaires bornés sur E une famille {T (t)},., C B (E) vérifiant les propriétés suivantes

i) T(0) = I

i) T (t+s)=T ()T (s),Vt,s >0;

i11) %i_I)%T (t)yx =x,Vx € E.

1.2. Les semi-groupes [}
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Définition 1.17 [22] On appelle générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe {1'(t)},,, un opéra-

teur A défini sur U'ensemble

t—0

D(A) = {x €F| limw existe}

par

Az = hmw, Vz € D(A).

t—0

Remarque 1.3 [22] I est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est un opérateur

linéaire.

1.2.3 Problemes d’évolution non homogenes

Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {7 ()}, sur un espace de Hilbert

H, on veut résoudre.

{ y (t)=Ay )+ f(t), sit €]0,T] (1.6)

y(0) = wo
ouf:[0,7] — H.

Définition 1.18 [26] Soit f € L*([0,T]; H) et yo € H, on appelle solution faible de (1.6) la fonction
y € C([0,T]; H) donnée par

y(t) =T (t)yo + /OtT (t—3s)f(s)ds, t€[0,T] (1.7)

On appelle solution classique de (1.6) tout fonction y € C([0,T); H) NC* ([0, T); H) tel que
y € D (A) pour tout t € [0,T), et vérifiant (1.7) dans [0,T].

Remarque 1.4 [26] Par définition, le probléme (1.6) admet toujours une unique solution faible.

Théoreme 1.6 [26] Soit f € L'([0,T]; H) et yo € H, le probléme (1.6) admet au plus une solution
classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (1.7).
Preuve. Il suffit de démontrer que toute solution classique est donnée par la formule (1.7).

Soit y une solution classique, pour tout t € [0, T] on considére la fonction z : [0,T]| — H défini par

2(s)=T(t—3s)y(s), s€|0,t]

1.2. Les semi-groupes
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Puisque y € D(A), la fonction 7 — T (7)y (s) est dérivable pour tout T > 0. Par conséquent z est

dérivable sur [0,t] et on a

S0 = ~T(— ) Ay(s) £ Tt — )y (5
= —T@t—95)Ay(s)+T({t—3s)Ay(s)+T(t—s)f(s)
= T(t—s)f(s)

comme f € L'([0,T]; H), on en déduit que z' € L'([0,t]; H) et en lintégrant entre 0 et t, on obtient

z(t):z(O)—i-/O T(t—s)f(s)ds

c’est-a-dire

y@=T@%+A%w—$ﬂ$w

1.3 Quelques notions de la controlabilité

On considere le systeme linéaire suivant

{ y () = Ay (t) + Bu (1)

1.8
y(0) =y € D(A) (8

ou

(A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {S (¢)},., dans un espace de Hilbert
H. Soit U un espace de Hilbert et B est un opérateur dans L (U, H), B excite le systéme pour
modifier 'état (chercher un état convenable). On suppose que v € L* ([0, T];U).

La fonction y € H est dite I’état du systeme (1.8) et v est le controle.

Les espaces U et H sont appelés respectivement espace des controles et espace des états.

1.3.1 Controlabilité

Le principe de la controdlabilité est le suivant : étant donnés deux états yo € H et y; € H du
systéeme (1.8), existe-t-il une fonction v (appelée contrdle) permettant de passer (en un sens a
définir précisément) de I'état y, a I'état y, en un temps fixé 7" > 0? Le terme “passer” peut-étre
interprété de différentes manieres, par exemple il peut signifier que la valeur a I'instant ¢ = 7" de
la solution qui part de l'état y, a I'instant ¢ = 0 soit exactement égale a y,, auquel cas on parle

de contrélabilité exacte ; mais il peut aussi signifier que la valeur de cette solution a I'instant

1.3. Quelques notions de la contrélabilité
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T soit suffisamment proche de y,, sans nécessairement lui étre égale, auquel cas on parle de
controélabilité approchée. Les notions de contrélabilité peuvent également différer selon la forme
des cibles y, que I'on cherche a atteindre, par exemple on peut ne chercher a atteindre que I'état
nul y; = 0, auquel cas on parle de contrélabilité nulle. Ces différents concepts de controlabilité se

définissent plus précisément de la facon suivante

Controlabilité exacte

Définition 1.19 [26] On dit que le systéme (1.8) est exactement contrélable au temps T > 0, si pour
tout yq € H il existe v € L? (0, T;U) tel que y, (T) = ya.

Vya € H,3v € L?(0,T;U) t.q. y, (T) = ya.

Controlabilité nulle

Définition 1.20 [20] Le systéme (1.8) est dit exactement nul contrélable sur Uintervalle de temps
[0, T si et seulement s’il est possible de ramener tous les points dans Uespace H a Uorigine au temps

T via un controle v c.-a-d.

Vys € H,Jv € L?(0,T;U) t.q. y, (T) = 0.

Remarque 1.5 [3| La contrélabilité exacte implique la contrdlabilité nulle, mais la réciproque n’est
pas vraie en général.
Controlabilité approchée

Définition 1.21 [4] Nous dirons que le systéme (1.8) est faiblement (approximativement) contro-

lable sur [0, T si pour tout y,; € H et pour tout € > 0, il existe un contréle v € L? (0, T; U) réalisant

190 (T) = yally <&

1.3. Quelques notions de la contrélabilité
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Contrélabilité exacte

£

- ) Contrélabilite nulle
Y \_ ] gd

v Contrélabilité approchée

0 T t

Figure 1 : Différents concepts de controlabilité

Lopérateur de controlabilité L,

On sait que la solution de (1.8) s’écrit

y(t):S(t)yo—i-/otS(t—s)Bv(s)ds.

On peut dongc, introduire 'opérateur

Lr:L*([0,T);U) — H
u»—>/0 S (T — s) Bu (s) ds.

On remarque que Ly peut aussi étre défini comme Ly v = y(7;0,v), c’est-a-dire comme la so-
lution, a l'instant 7', du probléme correspondant a la donnée initiale 0 et au second membre

(controle) Buv.

Proposition 1.1 [3] i) Le systéme (1.8) est exactement contrélable ssi L est surjective c.d.d.
Im Ly = H.

i1) Le systeme (1.8) est faiblement contrélable ssi

Preuve.

i) Le systéme (1.8) est exactement contrOlable
T
& Vyoya€ H,Iv e (I2[0,T);0) : ya =90 (T) = S (£) o +/ S(T — 5) Bu(s) ds
0

& Ly est surjectif ou Im Ly = H.

1.3. Quelques notions de la contrélabilité
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S

i1) Le systeme (1.8) est faiblement controlable

Yyo,yq € H,e > 0,3v € (L*[0,T];U) : |lyo (T) — yal <€

VYo, yq € H,e > 0,30 € (L2 [O,T];U) NS () yo+ Lrv —yal] < e
Yyo,yq € H,e > 0,30 € (L2 [O,T];U) N Lrv — (S () yo —ya)|| <€
ImLy = H.

1.3. Quelques notions de la contrélabilité
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Méthode HUM pour la controlabilité exacte

de ’équation des ondes avec un controle au
bord

La méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) développée par J.L. Lions [15] permet d’étudier le
controle des solutions d’équations aux dérivées partielles de type hyperboliques. Cette méthode
consiste a prouver un théoréme d’unicité, en passant par une majoration de I'énergie (inégalité
inverse) au moyen de la méthode des multiplicateurs, qui nous permet de construire des espaces
de données pour lesquelles il existe un controle qui permet de ramener la solution du systéme a
I'état d’équilibre.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode HUM dans le cas d’une action du type Dirichlet

sur la frontiere.

2.1 Position du probleme

Soit © un ouvert borné de R" (n = 1,2,3 dans les applications), de frontiére assez réguliere
' = 9. Soit T" > 0 un temps positif donné. On définit un cylindre Q = Q x ]0, 7| de frontiere
latérale ¥ =T x |0, T7.

15
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A
/“ pi= T
\_\_‘H—-—H—__
Q —
-_h_‘_‘_-_“_‘_‘_'_'_‘_"'-—-‘
Q f/ t=0
Figure 2 : Le cylindre espace-temps
On considere dans () un systéme dont I’état y = y (x,t) décrit par I'’équation des ondes
y" — Ay =0 dans Q‘ 2.1
ou )
I @ "n__ @
Yo T o
A= ZW désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace ©z = (1, s, ..., 2,), et t est
<
=1 v
la variable de temps.
Soient les conditions initiales
y(0) =¢° v/ (0) =y' dans Q. (2.2)
On dénote par
y (0) la fonction = +— y (x,0)
et par
y' (0) la fonction x — o' (x,0)
avec une condition aux limites non-homogéne de type Dirichlet
y=v surL =TI x]0,7T] (2.3)

ol v = v (z,t) est le contrdle qui modélise 'action au bord ¥ sur le systéme (2.1)—(2.3).

2.1. Position du probléeme
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Le systeme d’évolution (2.1), (2.2) et (2.3) décrit, par exemple, les vibrations d’'un corps n-
dimensionnel 2 soumis a 'action d’'une force v sur la frontiére I' (sur son bord) et partant d'un
état initial décrit par les données {y°, y'}.

La question posée est : Comment arréter ces vibrations? C’est-a-dire : Quel est le contréle qui
rameéne au repos les vibrations a I'instant 7" ?

Dans le but d’expliciter la dépendance de la solution y = y (z,¢) du probléme (2.1)-(2.3) par
rapport au controéle v on utilisera la notation

y=y(z,t;v) =y (v).

Le probléme étudié est le suivant : Soit 7' > 0 donné, peut-on, pour tout couple {¢°,y'} donné
dans un espace convenable, trouver un contréle v qui ramene le systéme a I'état d’équilibre {0, 0}

a l'instant 7', c’est-a-dire on veut que la solution y = y (z,¢; v) de (2.1)-(2.3), vérifie la condition

y(z,T;v) =9 (x,T;v) =0 dans Q. 2.4

Si cela est possible, on dit alors que le systeme est exactement contrélable a I'instant 7.

Remarque 2.1 A cause de la vitesse finie de propagation des ondes, le systeme (2.1)-(2.3) ne peut

étre exactement controélable que si T assez grand.

Remarque 2.2 Dans les applications, c’est rare de trouver des systéemes qui U'on peut contréler sur
tout le bord. Pour cette raison nous considérons Uaction du contrdle uniquement sur une partie du
bord.

Dans ce cas, Considérons une partie ouverte non vide ¥, de > et on agit sur le systéme par la

condition aux limites suivante

v osur X
y = ’ (2.5)
0 sur X\Xo.

La formulation du probleme de la contrdlabilité exacte est maintenant la suivante : “Etant donné
un temps 7' > 0 et des conditions initiales {¢°, y*} données dans un espace convenable, existe-t-il
un controdle v définit sur >, tel que si y = y(v) est la solution de (2.1), (2.2) et (2.5) on ait
2.4)?”

Notre objectif est d’étudier ce probleme de controlabilité exacte. Pour cela, on introduit les idées
principales de la méthode d’unicité hilbertienne HUM qui nous allons utiliser pour résoudre le
systeme (2.1), (2.2) et (2.5).

2.1. Position du probléme
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2.2 Description de la méthode HUM

La méthodologie du HUM est basée sur certain critéres d’unicité pour le systéme homogene asso-
cié et la construction (par des procédés de complétion) d’espace hilbertiens adaptés a la structure
du systéme.

Falgorithme suivant décrit les étapes fondamentales de I'application de la méthode HUM a la
résolution du probleme de la contrélabilité exacte du systeme (2.1), (2.2) et (2.5).

Etape 1:

Soit {¢°,¢'} € D (Q) x D (1), on consideére I'équation des ondes homogeéne

¢" —Ap=0 dans Q,
¢=0 sur X, (2.6)
$(0) =¢°, ¢ (0) =¢' dansQ.

Le probléme (2.6) admet une solution unique ¢ = ¢ (x,t) (cf. paragraphe 2.3) qui satisfait (cf. le

paragraphe 2.4.1) la propriété de régularité suivante

99
geﬁ(z).

Etape 2 :

Ensuite, on résout le probleme "rétrograde"

' — A =0 dans Q,
99

o= Em sur X, 2.7)
0 sur X\X,,

Y (T) =" (T) =0 dans Q.

ou v désigne le vecteur normale extérieur a € et "%" la dérivée dans cette direction c’est-a-dire
0¢ ' " 0¢

k=1
Le probleme (2.7) est un systéeme rétrograde non-homogéne, car on a une condition finale
Y (T) =" (T) = 0 dans Q et des conditions aux limites non-homogene. Cela ne change pas le
caractere "bien posé" du systeme, qui admet donc une solution unique .
Lopérateur A

On définit un opérateur linéaire A qui associe & {¢°, ¢'} par

A% o'y = (¥ (0), 2 (0)} . (2.8)

2.2. Description de la méthode HUM
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Topérateur A est bien défini car ¢ est suffisamment réguliere (cf. paragraphe 2.4.2).

Etape 3 : En multipliant 'équation (2.7); par ¢ = ¢ (z,t) et en intégrant sur (), on obtient

/Q W pdwdt — /Q dAYdadt = 0.

g g

() (I1)
Analyse de la premiere intégrale (1)
On a

(W, 0) = (", 0) + (¥, ¢).
En intégrant sur |0, 7'[, on obtient

wwmﬁw»—ww»mwzlﬂwMﬁ+A<wwMt

avec la condition (2.7)3, on trouve

T
/ w"qbd:cdt = — W (0) , ¢0> — / (z//, qﬁ/) dt (2.9)
Q 0

d’autre part, par intégration par parties, on a

A<wth4w@m¢@»—wwmwm»—A¢me

donc

T
/ (W &) dt = — ((0),6') — / o dud. (2.10)
0 Q

On substitue (2.10) dans (2.9), on obtient

/Q W' drdt = — (' (0),6") + (¢ (0),¢") + /Q Yo" dxdt. (2.11)

Analyse de la deuxiéme intégrale (//])

D’apres la deuxieme identité de Green (1.5), on a

/ (6AG — SAY) dudt — / (¢—¢ _ ¢a_¢> drdt
Q b))

donc

9
— [ ¢AYdzrdt = — A¢pdzxd —dl'dt. 2.12
[ ovdeat =~ [ yadar v [ 3 ara (212)

On ajoute (2.11) a (2.12), on obtient

)
/ (" — A) pdxdt = / (¢" — Ag) pdzdt — (' (0),¢°) + (¥ (0),¢") + / ¢a—¢drdt:o
Q Q s oV

2.2. Description de la méthode HUM
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comme ¢" — A¢ = 0 dans Q et " — Ay = 0 dans Q, alors on trouve
— (¥ (0),¢") + (¢ (0),0") + / zb%dl“dt = 0. (2.13)
2
On remarque que ) = % sur Xy et ¢ = 0 sur X\ X. Donc, de (2.13) il résulte
/ 0 1 8¢ 2
o v

On considere (¢ (0),¢") — (¢ (0),¢') comme un produit scalaire de {¢’ (0), — (0)} et {¢°, &' }.

Donc, d’apres (2.14) nous avons
a 2
(MES) 0 = (0 0.8) - 0.0 = [ (F) are. 215)
On introduit alors la semi-norme

{6}, = ( [ (%)Zrdtf |

et on suppose qu’en fait ||.|| . définit une norme dans I'espace D (2) x D (12).

v{¢°,¢'} € D(Q) x D () (2.16)
L%(3o)

Le fait que ||.||, définisse une norme est équivalent a ce que le théoréme d’unicité suivant soit

vérifié.

Théoréme 2.1 [14] (Théoréme dunicité)
Si ¢ = ¢ (x,t) vérifie (2.6) pour {¢°,¢'} € D (Q) x D (1) et la condition

0

8—f =0 sur X
alors

¢ =0 dans Q.

Remarque 2.3 Ce critére d’unicité est vraie par l'inégalité inverse ou par le théoréme de Holmgren
(¢f. L. Hormander [23] et J. L. Lions [14]).

Remarque 2.4 Si le théoréeme (2.1) vérifié, alors la norme (2.16) induit le produit scalaire suivant

dp 0
({gzso,gbl},{go,gl})F:/E a—fa—idl“dt (2.17)

ot ( = ((x,t) est la solution du probléme (2.6) correspondant aux données initiales {CO,CI} €
D (Q2) x D ().

2.2. Description de la méthode HUM
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Alors de (2.15) et (2.17), on déduit que

(A% 0} ) = ({8° 07} A ) V{0 {C. (T e D@ xD(Q). (2.18)

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[(A{0% 0"} A D < [0 I [ Ol o7 {0 07} {C ¢} e DQ)xD(Q) 219

Linégalité (2.19) montre la continuité de la forme bilinéaire définie par A dans D (2) x D ().

On définit par F' le complété de cet espace par rapport a la norme (2.16), on obtient ainsi un
espace de Hilbert. La forme bilinéaire continue {{¢° ¢'},{¢°,¢'}} — (A {¢°,¢'},{¢".¢'}) ad-
met un prolongement par continuité a la fermeture F’, nous présentons ce prolongement avec la
méme notation. Ensuite, on obtient une forme bilinéaire continue sur I'espace de Hilbert /' qui est
coercive (la coercivité de la forme bilinéaire équivaut a I'inégalité inverse qui nous allons énoncer
dans la suite), alors d’aprés le lemme de Lax-Milgram, pour chaque {1°,7'} € F’ (dual de F), il

existe un unique {¢°,¢'} € F tel que

(A{e" 0"} A O = {00} A O s (2.20)

donc, pour tout {¢°,¢'} € F et pour chaque {n°,n'} € F", il existe un unique {¢’, ¢'} € F qui est
la solution de I’équation A { @, gbl} = {n° n'} dans F'. De tout cela, on résulte que A : F — F’
est un isomorphisme.
Etape 4 : Conclusion

On considere alors ’équation

A8’ 0"} = {y', =y }. (2.21)

Comme A est un isomorphisme de F' sur F”, ’équation (2.21) admet une solution unique {qﬁo, ¢1} €

F pour tout couple de données initiales {y°, 3} tel que {y*, —4°} € F".

D’autre part, 'opérateur A a été défini par 'application (2.8), donc
U'(0) =y" et ¢ (0) =y

ou v désigne la solution du probleme (2.7).

On choisit le controle v par

99

14

v = sur .

On remarque que ¢» = ¢ (x,t) et y = y(z,t) sont deux solutions du méme probléme non-

homogene. Alors, d’apres I'unicité de la solution du probléme (2.1), (2.2) et (2.5) on a

y(z,t) =1 (z,t) Y(z,t) €Q.

2.2. Description de la méthode HUM
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De (2.7)3, on déduit que

y(x,T) =y (x,T) = 0 dans §2.

On voit que y = y (v) satisfait la condition (2.4).

Finalement, on a construit un controle v qui donne la contrdlabilité exacte.

La prochaine étape est de caractériser les espaces F' et I’ comme des espaces de Sobolev.

Tout d’abord, on va énoncer quelques résultats préliminaires qui seront nécessaires dans 'appli-
cation de HUM.

2.3 Quelques rappels sur I’existence et I'unicité des solutions

de I’équation des ondes

Dans ce paragraphe on étudie quelques résultats d’existence et de régularité des solutions de
probleme (2.6).

On considere le probleme homogene (2.6) et 'énergie associé

B(t) = % {16 OF + Vo (1)} vt e 0.7] (2.22)

avec les notations
16 OF = 16 ()] = / 6 (1) 2 do
et

608 = 199 Ol =3 [ |55

On a le résultat d’existence et d’unicité de la solution de (2.6) suivant

8xk

Lemme 2.1 [24] Soit Q2 un domaine borné de R™ a frontiére lipchitzienne. Alors, Pour des conditions
initiales ¢° € H} () et ¢' € L? (Q) il existe une solution unique ¢ = ¢ (z,t) de (2.6) avec

¢ € C(0,T;Hy ())NCH(0,T;L*(Q)) NC* (0, T; H(Q)) . (2.23)

La solution ¢ de (2.6) (qui appartient a la classe (2.23) est dite solution faible de U'équation).

En plus, on a la conservation de 'énergie

E(t)=E(0 :%{\ap\ +|v¢}} vt € [0,7]. (2.24)

2.3. Quelques rappels sur |'existence et |'unicité des solutions de I'équation des ondes
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Preuve. On a le résultat d’existence et d’unicité de la solution ¢ de (2.6) d’apres [14]. Pour montrer
la conservation de I'énergie, on multiplie 'équation (2.6); par ¢’ (z,t) et en intégrant sur ) on

obtient

0 = [ (&~ a0

W [%/Q{\(b'!mwf}dx} - [ oy gar

dE (t)

= = —/F(qu-u)qﬁ'dl“.

D’apres les conditions au bord dans (2.6), on obtient

dE (t)
=0 Vte[0,T]

et par suite on a conservation de I'énergie. m
Pour la régularité de la solution ¢, on a le lemme suivant qui justifiera les intégrations effectuées

dans la suite

Lemme 2.2 [14] On suppose maintenant que I est de classe C2. Alors, si {¢°,¢'} € H* ()N H{ (Q)

la solution ¢ de (2.6) vérifie la propriété de régularité suivante
¢ € C(0,T;H*(Q) N Hy () NC (0,T; Hy (2)) NC*(0,T; L*(2)) . (2.25)

Preuve. voir [14] =

On considere maintenant 'équation des ondes non homogene

"—Ap=f dans Q,
¢»=0 sur 3, (2.26)
¢ (0)=¢°, ¢ (0) =¢' dans Q.

On a le résultat suivant

Lemme 2.3 [14] (a) Soit Q2 un domaine borné de R™ a frontiére lipchitzienne. Pour tout f €
LY(0,T; L% (Q)), ¢° € H} (Q) et ¢' € L? (Q) il existe une solution unique ¢ de (2.26) avec

¢ €C(0,T;Hy () NC(0,T;L%(Q)). (2.27)
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que

||¢||Loo(o,T;Hg(Q)) + ||¢/||Loo(0,T;L2(Q)) <C {}quo‘ + |¢1’ + ||f||L1(07T;L2(Q))} . (2.28)

(b) On suppose maintenant que § est de classe C?. Alors, pour tout f € L' (0,T; H} (Q2)),

2.3. Quelques rappels sur I'existence et I'unicité des solutions de I'équation des ondes
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¢’ € H? (Q)N HE () et ¢' € HE () il existe une solution unique ¢ telle que
¢ € C(0,T;H* ()N Hy () nC' (0,T; Hy () (2.29)
avec lestimation

0 1
H¢”L°°(O,T;H2(Q)QH(}(Q)) + H(b/”LOO(O,T;H&(Q)) <C {H(b HHz(Q)an(Q) + H¢ ||H(%(Q) + HfHLl(o,T;Hg(Q))}
(2.30)

Preuve. voir [14] m
Maintenant, on établit une identité fondamentale qui permettra ensuite d’obtenir les estimations

a priori nécessaires dans I'application de HUM.

Lemme 2.4 [14] Soit ¢ = (q) un champ de vecteurs de classe [C* (?)]". Alors, pour toute solution
faible ¢ = ¢ (z,t) de Uéquation (2.26), c’est-d-dire pour tout {¢°,¢'} € H} (Q) x L*(Q) et f €
L' (0,T;L? (), on a

1/
— 1%
9 qrVk
by

T

in- <¢’ (t),qk%¢—$> O

9¢

ov

1 [Oax
2 8xk
Q

16/ = [Vof| dudt

2.31
Igx 00 09 @30

Ox; 0xy, Oz;
Q

dxdt—/qu%dxdt.
Gazk
Q

On a appliqué ici la convention des indices répétés de sorte que, par exemple
n
QkVk = D qkVk-
k=1

Avant de démontrer 'identité (2.31), on va énoncer le lemme suivant qui sera nécessaire dans la

suite

Lemme 2.5 [21] Si ¢ € H} (Q) N H? (), alors
9¢ 99

oz, = Vi% sur .

2 (08
vol = (5)

Maintenant, on retourne a la preuve du lemme 2.4

Preuve. voir [21] m

Preuve. On établit d’abord I'identité dans le cas d’une solution forte ¢, i.e. qui correspond a des
données {¢°,¢'} € (H?(Q) N H} (Q)) x H} (Q), f € L' (0,T; H} (Q)).

2.3. Quelques rappels sur I'existence et I'unicité des solutions de I'équation des ondes
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T . 0¢ SRR . .
On multiplie 'équation (2.26), par g et 'on integre sur @), il en résulte que
Tk
/d)"q d:cdt—/ A¢Qk—da:dt /qu ——duxdt. (2.32)
oxy, Oxy,
(1) (11)
Analyse de (/1)
On a
/Acb%—dxdt / /Aqb%—dxdt
d’apres l'identité de Green (1.3), on obtient
/A¢qk%d —/@ I 09 dF+/ Vo -V 8(;5 dx. (2.33)
D’autre part, on a
06\ _ 06 0 (06 06 0ax 9o
Vo V( &L‘k) N @xiQkazk (8:@) + Ox; Ox; Ox
10 (0\', 0004 00
- 2% Oxr \ 0x; ox,; 0x; Oxx
1 0 9 00 0qp 0¢
N 2qk8xk Vel + Ox; Ox; Oxy,
donc
op 0¢ 0 2 ¢ Oqy, O
(2.33) & /A¢Qk8xk 8VQk8x al’ + — 5 /quaxk Vol dx + \, 9, O, 8xkd$ (2.34)
En utilisant I'identité de Green (1.3), on obtient
1 0
2/qk—|V¢| dr = = /qk|v¢| ykdl“——/ Vo da (2.35)
On substitue (2.35) dans (2.34), on trouve
06 .. _ [99 00 / __/an /(%3%%
/AQqu = /6u%8 dl’ + = 5 [ ]V¢| vidl’ 2 /.9 |V¢\ dr + 0, O, awkdx

Par ailleurs, grace au lemme 2.5, on a

o0 . (9925 / @ 1 an 0¢ g, O

Finalement, l'intégration sur |0, 7’| nous donne

/Am 99 fedt = —l/qkuk <@) dth— - an |v¢y dvd + [ 229899 40
>

oxy, 2 ov 0 0x; Ox; Oy,

(2.36)
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Analyse de (/)

On a

T
/ﬁb"%%dxdtZ/ /gb"qk%dxdt.
T 8 i
A @qk )ﬁ /ﬁqakMﬁ+/¢%ak

1" a¢ _ / a¢ (t)

d’autre part, on observe que

0 Ak | 12 _ 4k | 12 _
/Qa—ajk<5|¢|>dz—/rz |¢'|" vdl =0

comme conséquence de la formule de divergence de Gauss (1.1) et du fait que ¢ = 0 sur X.

et on sait que

donc

T 0 )
S — &' dadt 2.3
O Zé%%“m . 2.37)

Alors, il résulte que

1 9]
~ 5 faga 0P ot =5 | SH o v (2.38
Q

On substitue (2.38) dans (2.37), on obtient

/Qb” i dmdt (¢ (t) anagx(:)>

Par suite, en reportant (2.36) et (2.39) dans (2.32), on déduit

<¢’ (t), q ag;:)) )

0

g 5%

14 ? dzdt (2.39)

0

qu aq}c

dth - =

" |Vo|* drds

1
o dodt — 5 [ qun
P

v

9¢ dq 09

0x; 0x; Oxy
Q

—dxdt = /ka—d:L'dt

alors

1 ) 9o )\ |* ) )
—/qkyk ¢<)) + / K |¢| dz dt——/ k |V¢| dxdt
2 /s v 0

ox ox T
—d dt — /qu%dmdt
aZL'k

2
drdt — (cb (t) "

8:70, 8902 oxy,

d’ou l'identité (2.31).
Considérons maintenant le cas général d’une solution faible ¢ = ¢ (z,t), c’est-a-dire qui corres-
pond & des données {¢°, ¢' } € HJ () xL?(Q), f € L' (0,T; L? (Q)).
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On approche ces données par des données plus régulieres {¢,, ¢, } € (H?(Q) N H} (Q)) x H} (Q),
{fu} € L' (0,T; H} () telles que

{on, 00} — {¢°,¢'} dans H} () x L* () et

(2.40)
fn — f dans L' (0,T; L*(Q)), lorsque n — +oo0.

Lidentité (2.31) est donc vérifiée par les solutions fortes ¢, qui correspondent aux données

{qﬁg, o fn}, et d’apres I'estimation (2.28) et les propriétés (2.40) on voit que

¢, — ¢ dans C (0, T; Hy (2)) et
¢, — ¢ dans C (0,T; L* (2)), lorsque n — +oc.

Ceci nous permet de passer a la limite lorsque n — 400 dans le membre de droite de I'identité
2

(2.31), d’en déduire que g,y € L' (2) et que l'identité (2.31) et aussi vérifiée dans ce cas.

v

2.4 Régularité des solutions faibles

2.4.1 Le probleme homogene

Théoreme 2.2 [14] Soit 2 un domaine borné de R" de frontiére T de classe C*. Alors, il existe une

constante C' > 0 telle que

¢ 2

0
[ |5] == 0@+ {96 + |0 + W lsran )
V{6 ', F} € H (@) x 12(@) x L' (0,T; 17 ()

(2.41)

ot ¢ = ¢ (x,t) désigne la solution du probléme (2.26).

Preuve. voir [14] m

0
Remarque 2.5 (14| D’aprés (2.41) il résulte que 8_¢ € L? (X). Ceci est une propriété de régularité
- 14
cachée des solutions faibles de 'équation des ondes.

2.4.2 Le probleme non homogene

Ici on va étudier I'existence et la régularité des solutions du probleme non homogene (2.7).

Soit le probleme suivant

2.4. Régularité des solutions faibles
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2" —Az=0 dans Q),
z=v sur ¥, (2.42)
2(0) = 2% 2/(0) = 2! dans Q.

La solution z du probléme (2.42) est définie par la méthode de transposition (cf. J. L. Lions et E.

Magenes [18]). Plus précisément, on a la définition suivante

Définition 2.1 [16] Pour tout {2°, 2, v} € L? (Q) x H~1 (Q) x L? (X), on appelle solution ultra faible
du probléme (2.42), une fonction z € L* (0, T; L* (Q)) satisfaite la condition

i 0 gy [P
/szdxdt = (21,0(0)) — (2°,6'(0)) /anvdfdt. (2.43)

Pour tout f € L'(0,T;L?(Q)), ou 6 = 0 (x,t) désigne la solution du probléme

0" — A= f dans Q,
=0 sury, (2.44)
6(T)=46'(T)=0 dans .

ou (.,.) désigne le produit de dualité entre H' (Q2) et Hy (Q) .
Lemme 2.6 [16] Le probléme (2.42) admet une seule solution ultra faible = vérifie
||Z||L°°(O,T;L2(Q)) =C (‘ZO} T HleHfl(Q) + ||U||L2(E)> (2.45)

Preuve. voir [21] =

Théoreme 2.3 [16] Pour tout 2° € L*(Q) et 2' € H' (Q) et pour tout v € L?(X) il existe une

solution unique z du probleme (2.42)

avec
2€C(0,T;L* () NC (0,T; H(Q)) . (2.46)
et
120 oo o s2200y) T 112 oo o, 158-1(0) < € (|zo| + ||21HH_1(Q) - HUHL2(2)> (2.47)
Preuve. voir [16] =
Maintenant, nous revenons a 'identification des espaces F' et F".

Tout d’abord, on remarque qu’avec le choix particulier [f = 0] dans le théoréeme (2.2) on obtient

le
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Corollaire 2.1 (Linégalité directe) [14]
Soit Q un domaine borné de R" de frontiére I" de classe C?. Alors, il existe une constante C' > 0 telle

que

2
/2 (%) drhdt < C(T+1)E(0)=C (T +1) ||{¢°, 9251}“?15(9)@2(9) ,Y¢ solution faible de (2.6).

ov
(2.48)

Comme F’ est le complété par rapport a la norme définie par la coté droite de I'inégalité (2.48),
alors on déduit que H} (Q) x L?(Q2) C F. Pour prouver que F' C H} (2) x L? () on a besoin de

prouver qu'’il existe une constante C tel que

96\’
Ch H{¢Ov¢1}Hi{g(me2(ﬂ)§é(@) dl'dt. (2.49)

Si nous prouvons (2.49) qui combinée avec "I'inégalité directe" du Corollaire 2.1, nous permettra
d’identifier 'espace F par F = H; () x L*(Q) et son dual F" = H ! (Q) x L*(Q).
Linégalité (2.49) est appelée I'inégalité inverse qui nous allons prouver dans le paragraphe sui-

vant

2.4.3 Linégalité inverse

Tobjet de ce paragraphe est d’établir une deuxiéme estimation "I’inégalité inverse" qui permettra
en méme temps d’aboutir a un résultat d'unicité du type du Théoreme 2.1 et a fortiori d’obtenir
des informations supplémentaires sur 'espace des données initiales dans lequel la controlabilité
exacte a lieu.
On introduit d’abord quelques notations.
Soit 2° € R", on définit le vecteur

m(r)=z—x

avec des composants

mp(r) =a, — 20, 1<k<n

et une partition de la frontiére ¥ de la maniére suivante
I'(2°) ={zeT;ym(z) v(z) >0}

I, (2°) =I\I'(2°) = {z €eT;m(z)-v(z) <0}

et
% (%) =T (2°) x 10, 7]
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2, (2°) = D\ (2°) = T. («°) x 0,77

On introduit on outre
R (2%) = sup ||z — 2°|| =

e

[m (x) HL°°(Q)
et on considére

T (2°) = 2R (2°)

Théoreme 2.4 (Linégalité inverse) [14]
Soit 2 un domaine borné de R" de frontiére T de classe C*. Alors, pour tout T > T (z°) et toute

solution faible ¢ de (2.6) l'inégalité suivante est vérifiée

(T =T (")) B < 2 /E . <%>2dl“dt (2.50)

2 ov

Preuve. On écrit I'identité énoncée dans le lemme (2.4), dans le cas des solutions homogenes
(f = 0) on obtient

1
5 qrVi
by

avec le choix de multiplicateurs

T

%2
ov

g, 0 0¢

— —duzdt.
Q

aqk [

o0 (t)> & — VP dads +

(2.51)

(@) =my(v) =2, — 2, 1<k <n

alors
an gy, . 5Qk dp 0o . 2
T Ok Z(’?xk 0@ Ox; Ory Vel
On pose
T

X = (qb' (t) . a ag;?)

0
donc, l'identité (2.51) devient

X+ /[|¢| |v¢| dxdt+/|V¢| dwdt = /mkyk( )le“dt. (2.52)

Sur X (2°), grice a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

0 <o) v (e) = S < (ka)é(kilui);=||m<x>us1%<x0) 2.5%)

et d’autre part, comme m (z) - v (z) < 0 sur X, (z°), on peut déduire que

2 2 (2.53) 2
/ MgV, <@) dldt < / MgV, <@) dldt < R (2°) / (@) dldt (2.54)
) ov 2(z0) v (z0) v
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On utilise (2.54) dans (2.52), il vient
0 2
X+ﬁ/ Wf—ywﬂ d:cdt+/ \Vo|? dadt < R(‘r)/ <%> drdt (2.55)
2 Q Q 2 E($0) aV
En outre
X + 2/ [|¢'|2 - |v¢|2] drdt +/ IVé|? dedt = X + E/ 6|2 dwdt — E/ Vé|? dadt
2Jq Q 2Jq 2Jq
2 1 112 1 /12
—i—/ Vol dxdt—i——/ |&'| dajdt——/ |¢'|” dadt
Q 2Jq 2Jq
= X+1= 1/ ]q§’|2d:vdt+2_—n/ |V¢\2dxdt+1/ 16/ |? dedt
2 Jg 2 Jg 2Jq
—1 -2 1
- x+Z /|¢’|2d:vdt—n—/ |V¢|2dxdt+—/ /| dadt
2 Jo 2 Jo 2.Jo
- X+= 1/ |6 dadt — = 1/ Vo|? dadt + 1/ &' dadt + 1/ V| dadt
2 Ja 2 Jg 2Jq 2Jq
—1 1
- x+ 5 / 16 — [Vo[?] dadt + 5/ 167 + V] dadt.
Q Q
On pose
Y —/ [|¢’\2 . yv¢|2] dadt.
Q
En plus, la conservation de 1’énergie (2.24) nous donne
1 1
o[ ot vor] dear =[5 [ 16 + 9] dudt
2 Q 0 2 Q
T
= / E(0)dt
0
= TE(0)
donc I'inégalité (2.55) devient
_ 0 2
x+ " Yy 4 e < U0 / (@) drdt. (2.56)
2 2 E(IO) aV

Maintenant, on estime Y par le

Lemme 2.7 [21] Pour toute solution faible ¢ de I'équation (2.6) on a

Y = (¢ (t).0); -

2.4. Régularité des solutions faibles



Chapitre 2. Méthode HUM pour la controlabilité exacte de I'équation des ondes avec un contréle au

bord
|
Preuve. On multiplie 'équation (2.6) par ¢ et intégrant sur (), on obtient
/ ¢" pdxdt — / A¢pdxdt = 0. (2.57)
Q Q
Ona
(¢ |0 / (375 ) dt = / ¢" pdxdt + / /| dadt
donc
/ ¢" pdrdt = (¢’ |0 / ¢’ | dxdt (2.58)
d’autre part, d’apres l'identité de Green (1.3) et du fait que (¢ = 0 sur X) on a
/ dAGdrdt = / \Vo|* dadt = — / IVo|? ddt. (2.59)
Q Q Q
De (2.57), (2.58) et (2.59) on déduit
@ 00005~ [ (197 = Vo) dedr ~o
Q
et par conséquent
Y= (8 (1.0t
Revenons a la preuve du théoreme (2.4)
d’aprées le lemme (2.7), on obtient
n—1_ , o \|I" n—-1,, T
il CLOR o = GO
o / aqb (t) n—1 g
= (vo.m20 " How)|
alors .
"_1 /¢ < )+”;1¢(t)) dx (2.60)
0

Grace a 'inégalité de Cauchy avec € on a pour tout € > 0

/Qqs’(t)(mkag;?ntn_l )dx< /|¢ |d+—/( axk n;1¢(t))2dm

d’autre part

9 n—-1\> oo \? (n—17% [ , Ao
/Q<mk8_xk+ 5 qb) dx—/ﬂ(mka—xk) dx—l—T/Qqﬁdx—l—(n—l)/( 8xk)¢d:i

*)

(2.62)
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et
/ka—¢dx = /ka—gb dx
Qp—1
En outre, d’apres la formule de divergence de Gauss (1.1) et comme (¢ = 0 sur ) on a
0
(mk¢ d:L‘ = mkukqﬁ dl' =0
8$k
1 [ 1 [=0my , n [ 5
- — Py = —= —¢%dr = —— d 2.63
2/Q;m’“axk¢ ! 2/Q;axk¢ ! 2/9(;5 ! (2.63)

En utilisant (2.63) dans (2.62), on obtient
dp n-—1 2 B 0¢ (n—l)2 9 n(n—1) 9
/Q<mk3_xk+ 5 ¢) dr = /( Ga:k) dxr + 1 /Qgédx——Z /Qqﬁda:
B o \* (n—17% n(n—1) 9
- (m’“a_xk> e [ I A

On remarque que

(meg2) = (Smg) = (£02) (S (32))

cela implique que

a 2
(ma—¢) < lm ()2 [V 6P

¢ y
/n(mka_k) d“/ Im @) Vol < R / Vol da.

D’autre part, comme

donc

4 2

[(n—1)2 n(n—l)] _ @

avec tout cela, on déduit que

2
/(mk 09 ) dxg/ (mk%) dw<R2 /|V¢| dx (2.64)

On substitue (2.64) dans (2.61) avec le choix de e = R (2°), on obtient

[o0(m2D+ Lo} ar < /|¢ P+ 2 oo o

< % 6 08 + 196 0F] s
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donc
/ & (t) (mkaéb ®), n=1, (t)> dz < R (2°) E(0). (2.65)
Q T 2
De (2.60) et (2.65), on déduit
n—1 B , op(t) n—1 T
‘XJr 5 Y' = ‘ (qb (t), my, oa + 5 qﬁ(t)) 0
< 2 (0 m B Rt e0)
, Jp(t) n—1
< 2| (¢ .m0+ o) o

< 2R (2°) E(0).

On prend T (z°) = 2R (2°), on obtient

n—1

‘X+ }WST@%E@

donc

n—1

2
TE(0)-T («") E(0) <TE (0)—‘)( + Y‘ < Xx+2 5 Yyire) 2 8 (z7) / (@) dTdt
3(z0)

d’ou

et par conséquent

[ s1vep)ae < ey [ (5o v
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Méthode HUM pour la controélabilité exacte
de ’équation des ondes avec un controle

interne

Ce chapitre est consacré a 'étude du probleme de la contrélabilité exacte avec un controle interne,
la méthode qu’on utilise est HUM qui a été déja présentée dans le chapitre 2 dans le cas du

contrdle frontiére.

3.1 Formulation du probleme. Description de HUM

Soit 2 un domaine borné de R", n > 1, de frontiére I" suffisamment réguliere et w un ouvert non
vide de .

On considere le probleme de controle suivant

y" — Ay = hy, dans Q,
y=20 sur &, (3.1)
y(0)=14° v (0)=y"' dansQ.

Ou y,, désigne la fonction caractéristique de 'ensemble w et la fonction h de I'équation (3.1) est
le controle du systeme.

Le probléme de la controdlabilité exacte du systeme (3.1) se formule d'une maniére analogue au
cas du contrdle frontiere.

Etant donné un temps 7" > 0, pour des données initiales {y°,y'} dans un espace de Hilbert

convenable ; trouver un contréle h € L? (w x ]0,T) tel que la solution y = y (z,¢) du systéme

35
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(3.1) vérifie
y(T) =19 (T) =0 dans Q. (3.2)

Ce type du probleme est appelé probleme de controlabilité exacte interne puisque l'action du

controdle / est exercée dans une partie w x |0, 7| de cylindre Q = Q x |0, T, (cf. Fig 3).

t =T

Figure 3 : Le sous cylindre
w x 10,7

Il est bien connu que I'équation des ondes modélise de nombreux phénomenes physiques comme
les petites vibrations des corps élastiques et la propagation du son. Par exemple (3.1) fournit une
bonne approximation pour les petites vibrations d’'une corde élastique ou une membrane occupe
la région 2 au repos. Le controle h représente alors une force localisée agissant sur la structure
vibrante. (voir [9])

Dans ce qui suit, on va prouver que la méthode HUM est bien appliquée pour résoudre le probleme
de la controélabilité exacte interne.

Maintenant, nous allons décrire HUM par des étapes comme nous avons fait dans le deuxiéme
chapitre.

Etape 1 :

Soit {¢°,¢'} € D (Q) x D (1), on considére le systéme homogeéne

"~ Ap=0 dans Q,
=0 sur ¥, (3.3)
$(0)=¢°, ¢ (0) =¢"' dansQ.

Ce probléme admet une solution unique ¢ = ¢ (z, t).

3.1. Formulation du probleme. Description de HUM
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Etape 2 :
Ensuite, par la solution ¢ = ¢ (z,t) de (3.3) on résout le probléme rétrograde suivant

@D” - A77Z) = _¢Xw dans Q7
=0 sur X, 3.4
Y (T)=0, ¢ (T)=0 dans Q.

—

Lopérateur A
avec la solution ¢ = ¢ (z,t) de (3.4) on définit 'opérateur A par

A{e% o't = {¥' (0),—2 (0)}. (3.5)

Etape 3 : On multiplie I'équation (3.3); par ¢» = ¢ (=, t) et 'on integre sur ). On obtient

/0 ' /Q ¢"bdwdt — /0 ' /Q wAGdzdt = 0. (3.6)

(¢ 0) = (¢",0) + (¢, 9).

Par suite, l'intégration sur |0, 7’| nous donne

On a

<¢@xwwwwwmwm»=A«www+£<¢wmt

Comme ¢ (T') = 0, il résulte que

T T
| @nd=—@vo) - [ @w)a
0 0
d’autre part, on a
(¢,9') = (¢, 4) + (6,4") .
Par un argument similaire, on trouve
T T
| @ya=—@w o) - [ @
0 0

Par conséquent

T T
//Mwmwz—wMMM+ﬁﬂvm»+//bwwm 3.7)
0 Q 0 Q

A partir de (3.3),, (3.4); et I'identité de Green (1.5), on obtient

/0 ' /Q bAGdxdt = /0 ' /Q A dadt. (3.8)

3.1. Formulation du probleme. Description de HUM
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De (3.6), (3.7) et (3.8),0on a

T
| [ ¢audt = (0 ©.6") - (00).6"). 3.9
0 w
D’apres la définition (3.5) de A, on trouve

(M 0% 0} {6% 0 }) = ({#'(0), =0 (0)}, {6" ¢'}) . = (¢/(0),6°) — (¥ (0), ¢")
et par (3.9),on a

T
A{¢’ o' 00'}) = *dadt. 3.10
(Mot oo} = [ [ dtanar (3.10)
On définit dans D (2) x D (Q2) la semi-norme

T
[l = [ [ dranar 1)

Pour prouver que (3.11) est une norme, supposons que l'on ait le résultat d’unicité suivant

si» = ¢ (x,t) est une solution de (3.3) telle que
¢ =0 dansw x |0, T
alors ¢ =0 dans Q.

Cela est vrai par le théoreme de Holmgren suivant

Théoreme 3.1 [14] Soit §2 un domaine borné de R", n > 1, de frontiére I' lipchitzienne.
Il existe un temps Ty = Ty(w) > 0 tel que si T' > Ty, w est un sous ensemble ouvert non vide de 2 et
¢ = ¢ (x,1) est une solution de (3.3) vérifiant

¢ =0dans w x 10, T

alors ¢ = 0.

Dans ce cas, pour ' > Tj la semi-norme (3.11) définit une norme sur I'espace des données
initiales {¢°,¢'} € D () x D (Q). Soit F le complété de D (Q2) x D (£2) par rapport a cette norme.
Notons que si ¢ = ((z,t) est la solution de (3.3) correspondant aux données initiales {¢°, ¢'}
€ D(2) x D(Q2), la norme (3.11) est obtenu a partir d'un produit scalaire dans D (2) x D ()
défini par .

({0°% '} 4% ¢, :/0 /qﬁ(dwdt.

On considere la forme bilinéaire

(AM¢% 0"}, {¢" ¢} = /OT/UJqﬁCd:cdt.

3.1. Formulation du probleme. Description de HUM
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définie par A dans D (2) x D (), qui est continue et coercive dans D (€2) x D (2). Puis son
prolongement par continuité a le complété F' est aussi continue et coercive sur I'espace de Hilbert
F. Alors d’apres le lemme de Lax-Milgram, pour tout {y*, —y°} € F’(dual de F), il existe un
unique {¢°,¢'} € F tel que

(M6} A ) = (v =" A O s

pour tout {¢°, ¢'} € F, donc pour chaque couple de données initiales {y°, y'} tel que {y', —y°} €

F, il existe une solution unique {¢°, ¢'} € F de 'équation

A{¢’ 0"} = {y',—y°} dans F". (3.12)

De (3.12) et (3.5), on déduit que
¥ (0) =y" et ¢/ (0) =y

ou v désigne la solution du probleme (3.4).
Dans (3.1), nous considérons h égale a la restriction de (—¢) ( ¢ est la solution du probleme
(3.3)) awx]0,T7,

Ccest-a-dire

h = —¢ dans wx]0,T.

D’apres l'unicité de la solution de I'équation des ondes, on a

Y (z,t) =y (z,t) dans Q.

Doty (T)=0ety (T) = 0 dans {2, ce qui est la condition (3.2).
Le résultat que I'on vient de démontrer est la contrdlabilité exacte des données {y*, —y°} € F’

avec un controle ~» donné par

h = _¢Xw><]0,T[

oll ¢ désigne la solution de (3.3) associée aux données {¢°, ¢'} € F vérifiant (3.12).
Maintenant, on va caractériser les espaces F' et F".

Notons que, si on considere ¢° € L?(Q) et ¢* € H~'(Q) et on applique I'inégalité (2.45) (cf.
Lemme 2.6, chapitre 2) a (3.3), on obtient

T
| [rerasie< (|6 + 100 ve) = G IR sy B3

cela implique que
PQ)xH'Q)CF

3.1. Formulation du probleme. Description de HUM
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Pour prouver que F' C L*(Q2) x H~! (), on a besoin de prouver I'inégalité inverse suivante

T
02H{¢07¢1}H22(Q)x1{—1(9) S/0 /|¢|2d1’dt (3.14)

Supposons que nous avons prouvé (3.14). Puis, avec (3.13) on obtient que

301, G2 > 0: Gy H{¢0>¢1}Hi2(9)x1fl(ﬂ) = ||{¢Ov ¢1}H; < Gy ||{¢0’ gbl}Hi%Q)xH*l(Q)

On a donc
F=1° (Q) x H! ()

et par conséquent
F'=L*(Q) x Hy (92)

alors, pour tout couple de données initiales {y', —y°} € L*(Q) x Hj (Q) il existe un unique
{¢0, d)l} € L*(Q) x H~'(Q) et par suite, on résoudre le probleme (3.3), ce qui donne ¢ = ¢ (z,t)
avec un contrdle h = h (z,t) donné par h = —¢x, - D’apres la régularité de la solution ultra
faible (cf. Le théoréme 2.3, chapitre 2), on déduit que h € L? (w x |0, T).

Linégalité inverse (3.14) n’est pas en général vraie pour un ouvert w quelconque, a cause du
caractére hyperbolique de I'’équation des ondes, il faudra d’'une part un temps 7' suffisamment

grand pour atteindre w et d’autre part, des conditions géométriques sur w.

3.2 Linégalité inverse
On reprend les notations du chapitre 2 et pour z° € R" quelconque on définit

m(z)=x—2° T(2°) ={z el;m(z) v(z)>0},
. (%) = T\L (1) 3 (%) = T (2) x 0,77
Y (29) =T, (2°) x]0,T[, R(2°) = max |m (z)].

e

On prend w comme un voisinage de T' (z°) ( la fermeture de T (z°) ) dans €, il existe des voisi-

nages O C R" de I' (z0) tel que
w=0NnO0O. (3.15)

3.2. L'inégalité inverse
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.

Figure 4 : Figure présente le domaine
w et 'ensemble T (2°)
Le résultat qui sera démontré dans ce paragraphe est le suivant

Théoreme 3.2 [21] Si T > 2R («°), alors il existe une constante C' > 0 tel que

T
e A PN tel 3.16)

Pour toute solution ultra faible ¢ de (3.3) correspondant & des données initiales ¢° € L? () et
o' € H1 ().

Preuve. On commence a prouver (3.16) par une autre inégalité équivalente.

Etape 1 : S'il existe une constante C' > 0 tel que

T
[ [ e C/O /wqb'zdxdt 3.17)

pour toute solution faible ¢ = ¢ (z,t) de (3.3) avec ¢ € H{ () et ' € L?(Q), alors on a
linégalité (3.16), pour toute solution ultra faible ¢ = ¢ (x,t) lorsque on prend ¢° € H} (Q) C
L2(Q)et¢' € L2(Q) Cc H1(Q).

En effet, soient {¢°,¢'} € L*(Q2) x H~' (Q). On définit x € H} (2) Punique solution de

—Ay = ¢' dans Q

On consideére la fonction .
vt = —x@)+ [ o(ws)ds
0

ol ¢ = ¢(x,t) est la solution ultra faible de (3.3) qui correspond aux données {gbo, ot }

Lintégration de 'équation (3.3); sur |0, t| nous donne

¢/<t)—¢/(0)—A/Ot¢(x,s)ds:0.

3.2. L'inégalité inverse
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Mais ' (z,t) = ¢(z,t) et " (z,t) = ¢'(x,t). Alors
V(2,t) = ' =AY (2,8) + x (2)) = 0.
D’apres la définition de y, I’égalité ci-dessus implique
' — A =0 dans Q,
=0 sur X, (3.18)

P (0) = —x, ¥’ (0) = ¢° dans Q.

Notons que y € H} (Q) et ¢° € L? () ce qui implique 'existence d’une solution faible du systéme
(3.18).
Si (3.17) est vrai, alors d’apres (3.18) on a

T
2
gy + 19° 12 < C/O /wgbzdxdt (3.19)
a partir de ¢'(z,t) = ¢(z,t).

Remarque 3.1 On va définir un produit scalaire dans H=' (). On sait que A est un isomorphisme
de H} () sur H~* (Q). Soit G = AL, Alors, pour tout couple u,v € H' (Q) on définit

(UaU)Hfl(Q) = (u, GU>H*1(Q)><H&(Q) = ((Gu, GU))H&(Q)XH&(Q)
qui est un produit scalaire dans H~' (). La norme induite est
2
1011710 = (G, Gv)).-

Donc
H¢1Hi{—1(ﬂ) = ((G¢laG¢1)) = ((X:X)) = HXH?—I&(Q) :

D’apres la remarque 3.1, U'inégalité (3.19) devient

T

Alors, pour démontrer le théoreme 3.1, il suffit de prouver I'inégalité (3.17) pour toute solution
faible ¢ = ¢ (x,t) de (3.3) comme nous allons faire dans les étapes suivants.

Etape 2 : Pour 7' > 2R (2Y), On sait par l'inégalité (2.50) du chapitre 2, que pour toute solution
faible ¢ = ¢ (x,t) de (3.3) on a I'inégalité suivante

/Q <‘V¢O (@)]” + |o* (x)|2> dr < %/mw) (%)2det

3.2. L'inégalité inverse
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Maintenant, pour tout € > 0, T'— 2 > 2R (2") on a

T—¢ 2
E@z%é(wwmﬂﬂﬂ¢@ﬁymgc/ [;%G%>th (3.20)

apres le changement de variable 7 = (7' — 2¢)t + T, 0 < t < T qui implique e <7 < T —e.

Soit h € [C' (©)]" tel que h- v > 0 pour toute # € I', h = v sur I'(z°) et h = 0 sur Q\w. Soit
n € C([0,T]) tel que n (0) =n (T) =0, n(t) = 1 dans |e, T — ¢[. On définit q (z,t) = n () h (z) qui
appartient a W (Q) et satisfait

(1) q(x,t)=v(x) V(x,t) e T (2% x Je, T — ¢l;

(17) q(z,t)-v(x) >0 V(z,t) € I' x]0,T7; 3.21)
(1i) q(z,0)=q(z,T)=0 Vo€

(iv) q(z,t)=0 V(z,t) € (QN\w) x]0,T].

On a besoin de quelques résultats intermédiaires

Lemme 3.1 [14] Soit g € [C* (2 x [0,T])]". Pour toute solution faible ¢ de (3.3) on a lidentité

1 9o\’ 0 g 0
5 [ (—‘b) avar = (@025 )| 45 [ S (10 = 190F) daa
2 /s v 0 o 5 oz, /|, (3.22)
4 96 99 . dt—/gf)’ ,g—dxdt
0 0z; Oz, O1; Oxy,

u
Preuve. C’est 'analogue exact de la démonstration du lemme 2.4. 1l suffit de tenir compte de

I'apparition d’'un terme supplémentaire

. 09 . 96 )\ |
/Qﬁﬁ Qk_ﬁxkdxdt = (925 (t),aqx T ) ) < 8xk> dxdt
(o 96 )\ | / a¢ ¢

(. 96 ()\ | Tl
~ (v0.0220)|'- <¢,ka )t_§/0 [ a2l

Mais, d’apres la formule d’intégration par partie (1.2), on a

—1/ ONHT” 4t — /8% Ed ddt—l/qk|¢| vrdDdt = /0qk 16| dadt
2/, 2 2 J,

8Ik

puisque ¢’ = 0 sur .

" a(b . ’ a¢( )
oozt = (¢ ©.050 )

Donc

T 8¢) 8%
- L= | dt + = / dxdt
. /0 <¢ qk@xk 5 Q |¢|

3.2. L'inégalité inverse
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Lemme 3.2 Soit T' > 0, pour tout £ > (0 et toute solution faible de (3.3), on a

T—e 2 T
[ @ aee] [rmion o
c [(29) ov 0 w

Preuve. On applique le lemme 3.1, avec le choix de ¢ (z,t) = 7 (¢) h(z) qui satisfait (3.21), on

<¢>’ (t) ., ax ag;:))

obtient
T

=0
0

puisque ¢ (z,0) = ¢ (x,T) = 0.
Nous avons aussi

5/(; /Fqkl/k (5) dl'dt = 5/0 /F(IO qrV (5> dth-F 5/0 /1—\ o) qrVi (5> dldt

grace a la condition (ii) de (3.21), on a

L[ oo () o () o

et comme ¢ (z,t) = v (z) sur ' (2°) x |e, T — €[, donc on obtient

T—¢ 2
/ /qkl/k( ) drdtzlf / <%) dDdt
V 2 c I'(x0) aV

d’autre part, on a

N[

2 2 2
dqr, 0p 0 Iinégalité de Cauchy / ) / " ¢
——dzdt < C — | dxdt dxdt
‘ anz a&:z axk - UJX}O,T[ ;&”Ek UJX]O T Zaxz
<C V| dadt < 0/ [|¢’\2 + Vo } dadt
wx]0,T’[ wx]0,T’[

et

L [0k T, 402 2 / /2 2
— | =— -V dedt < C - |V dxdt
s g o0 —1wer]ama < e [lof —vof]
< C/ [|¢’|2+|v¢|2] dadt.
wx]0,T'[
Il reste de majorer le terme

- / ¢'q -Vodzdt < C / &' Vodadt
Q wx]0,T'[

¢ |¢’\2dxdt+§ IVo|® dedt

2 Juxjo,r| wx]O,T

IA

IN

0/ [|¢’|2 + |v¢12] dudt
wx]0,T'[
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et on obtient . ) .
/ / <@) drdt < C/ / <y¢’|2 + yv¢|2> ddt
€ I'(x0) v 0 Jw
avec C' > ( est une constante dépendant de ||g[[y1.0(g)-
De (3.20) et (3.23), on obtient
T—e )2 9
E(0) < C/ /<|¢| +|Vg| >dxdt (3.24)

T—e
On voudrait a présent se débarrasser du terme / IVo|* dzdt qui figure dans le membre de
13 w

droite de I'inégalité précédente, pour cela nous introduisons I'étape suivant

Etape 3 : On va prouver que

T T
chUHf{é(Qﬁ!gbl];(mgc/o /w|¢’|2dxdt+0/0 /w|gb|2dxdt (3.25)

En effet, soit wy C §2 un voisinage de I' (x°) tel que

QNwy Cw.

On note que (3.24) est vraie pour chaque voisinage de I' (), alors il est correct pour wy.

Donc, on a
T—¢ 9
E(0) < c/ / (\¢'| + \WF) drdt. (3.26)
€ wo
On considere p € W (Q), p > 0 tel que

p(z)=1 danswy et p(x) =0 dans Q\w.

On définit p (z,t) dans @ par
p(z,t) =n(t)p* (2).

Ou 7 (t) est la fonction définie ci-dessus.

On a
(4) p(z,t)=1 dans wyx e, T —¢;
(i) p(x,t) =0 dans (Q\w) x]0,T][;
(#i) p(z,0)=p(x,T)=0 dans Q; (3.27)
(iv) |v§ " e 1= (0)

On multiplie I'équation (3.3); par p¢ et par intégration par partie sur (), on obtient

/pgbgb”dxdt — / poApdrdt = 0. (3.28)
Q Q

3.2. L'inégalité inverse



Chapitre 3. Méthode HUM pour la contrélabilité exacte de I'équation des ondes avec un contrdle

interne
T . T T
/0 (&, p) dt = (&, po)|" — /0 (&', pd) dt — /O W6, &) dt
et comme p (z,0) = p(z,7T) = 0, alors on a
T T T
| @i [ @psrar- [ wo.na (3.29)
D’autre part, on remarque que
—/pgbAquxdt:/V(p(b)-quda:
Q Q
comme conséquence de la formule de Green (1.3) et du fait que ¢ = 0 sur X.
Donc
T T T
—/ /pgbAgbdxdt :/ /png-ngdxdt—l—/ /gpr-qudxdt. (3.30)
0o Ja o Ja 0o Ja
De (3.28), (3.29) et (3.30), on obtient
/ / V| dadt = / /p|gz5| dxdt+/ /pgbgbdmdt—/ /gpr Vodxdt (3.31)
puisque p (z,t) = 0 dans (2\w) x ]0,7T7.
On a
T T T
/ /p|gb’|2d:pdt§0/ /|¢’|2dxdt§0/ /<|¢'|2+|¢|2) dadt (3.32)
0 w 0 w 0 w
car p € Wh> (Q)
Par ailleurs
T
/ /p'qbqﬁ’dmdt < / / )? dadt + / / |o|? dadt
0 w
< —//I(bl + //|¢| dxdt
cela implique que
T T
/ /p'qbqb'dxdt < C’/ / <|q25/|2 + |¢|2> dxdt (3.33)
0 w 0 w
de (3.31), (3.32) et (3.33), on obtient
/ /p|v¢\ dadt < c/ / 67 + 161?) dodt + /¢Vp V¢d:cdt‘ (3.34)

D’autre part, grace a l'inégalité |ab| < 5 + 5 on a

T T vp
/ Vp - ngﬁgbdxdt‘ - —p\/[qubqﬁd:cdt'
0 w w

0
1 T 2 1 T
< 5[ [T o5 [ [ oo as
2 0 w P 2 0 w

3.2. L'inégalité inverse



Chapitre 3. Méthode HUM pour la contrélabilité exacte de I'équation des ondes avec un contrdle
interne

alors

T T 1 T
/ /wp : qud:cdt‘ < C/ / (y¢’|2 + w) dzdt + 5/ /p V| dedt (3.35)
0 w 0 w 0 w

donc, d’apres (3.34) et (3.35), on a

/ ) [oIvo dut < c [ ' [ (16 1)

et par la propriété (i) de (3.27), on obtient

T—e T
/ / (V| dedt < 0/ / (|¢’|2+ |¢>|2) dadt. (3.36)
€ wo 0 w

De (3.36) et (3.26), on déduit que

T
WW%@+Mﬂ;mqu/(WFH@ﬁMﬁ

d’ou I'inégalité (3.25).
De (3.25) et 'inégalité directe (2.48), chapitre 2, on obtient

2 T
/ <@> drdt < C/ / (\qﬁ'!Q + \¢|2> dadt (3.37)
2(29) v 0 Jw

Etape 4 : Supposons que (3.17) est fausse. Donc, pour tout n € N il existe des données initiales
~0 ~1 . ~ \ .. el . .
¢, ¢, telle que la solution ¢,, de (3.3) correspondant a ces conditions initiales satisfait

2 2

~0 ~1 ~I

2
> .
‘ Pn HL(Q) +|on L2(Q) " ‘ On L2(0,T;L2(w))
On définit
1
P ( ,qgo 2 N 51 2 )2
RiFErTte) "lr2(e)
et
~0 -~ -
0_Pn. g1 _%n. 4 _n
¢n_ K7 an— K7 ¢n_ K
On obtient .
2
||¢;1||L2(0,T;L2(w)) S E (3 38)
01(2 12 )
Hgb””HOl(Q) + ’¢n’L2(Q) =1
de (3.38), on obtient
T , 2
h_m/ / ¢,,| dxdt =0. (3.39)
n—ooJ 0 w

De (3.38), on a aussi des sous suites telles que

¢ — ¢ dans H} (Q) et ¢. — ¢' dans L*(9).

3.2. L'inégalité inverse
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La solution ¢, de (3.3) correspondant aux données initiales ¢_ et ¢, a les estimations suivants

¢l = ¢ dans L>(0,T;L*(Q)).

¢, est borné dans L> (0,T; Hj (Q)), (3.40)

¢!, est borné dans L> (0,T; L*(Q)). '
Lestimation (3,40) est vrai dans w au lieu de ). Puis, il existe une sous suite ¢,, telle que

' 6, = ¢ dans L (0,T; Hy (52)). (3.41)

Depuis que H] () C L?(Q) est compact, les estimations (3,40) et le théoréme de compacité

d’Aubin-Lions, on obtient une sous suite ¢,, telle que
¢, — ¢ fortement dans L (0,T;L*(w)) . (3.42)

D’apres (3.39), (3.41), et le théoréme de Banach-Steinhaus, il en résulte que ¢’ (z,t) = 0 sur
w % ]0,T7], alors, ¢ (x,t) est constant par rapport a ¢t dans w x ]0,7'[. Mais, ¢ = 0 sur X, puisque
¢ est un solution de (3.3). Donc ¢ (x,t) = 0 sur w x |0, T et par le théoréeme de Holmgren ¢ = 0
dans (). Puis, par (3.42), on obtient

¢, — 0 fortement dans L* (0,7} L* (w)).

Ensuite, par (3.37) pour ¢, on trouve

99y,

5, 0 dans L*(%).

Par I'inégalité (2.41), il en résulte que ¢° — 0 dans H{ (Q) et ¢} — 0 dans L? () ce qui est une
contradiction avec (3.38),. =

3.2. L'inégalité inverse
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Jacques-Louis Lions
Jacques-Louis Lions, né leciilmai 1928 a Grasse et décédé le 17 mai 2001 a Paris.

Il était un trés grand mathématicien qui a eu, en France et dans le monde,
un impact profond sur le développement des mathématiques appliquées
« Ce que j'aime dans les mathématiques appliquées, c’est qu’elles ont pour ambition de donner du
monde des systémes une représentation qui permette de comprendre et d’agir. Et, de toutes les
représentations, la représentation mathématique, lorsqu’elle est possible, est celle qui est la plus
souple et la meilleure. Du coup, ce qui m’intéresse, c’est de savoir jusqu’ou on peut aller dans ce

domaine de la modélisation des systemes, c’est d’atteindre les limites. »
Jacques-Louis Lions.

Il était un membre de ’Académie des sciences. Il fut maitre de conférences puis professeur a la
Faculté des sciences de Nancy (1954-1963), professeur a la Faculté des sciences de Paris
(1963-1972), professeur d’analyse numérique a I’Ecole polytechnique (1966-1986) et enfin
professeur au colleége de France (1973-1998). Ses travaux porterent essentiellement sur la
théorie des équations aux dérivées partielles et leurs applications, et notamment sur des
problémes variationnels, la théorie du controle et des systemes d’inéquations aux dérivées
partielles.

Jacques-Louis Lions a laissé un grand nombre de travaux mathématiques comme

¢ J. L. LIONS, Controlabilité exacte, perturbations et stabilité. Tome 1 : controlabilité exacte,
Masson, 1988.

4 J. L. LIONS, Controle optimal de systemes gouvernés par des équations aux dérivées partielles,
Dunod et Gauthier-Villars, Paris, 1968.

4 J. L. LIONS, Quelques méthodes de résolution des problémes aux limites non linéaires, Dunod
et Gauthier-Villars, Paris, 1969.
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