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  ملخص

  

الصورة  .   ܪ	جبر المؤثرات الخطية المحدودة على  ሻܪሺࣦ  ت عقدي، ولتكنر هيلب  فضاء ܪ  ليكن
  هي المجموعة المعرفة كما يلي ሻܪሺࣦمن   ܣ  العددية لمؤثر

ܹሺܣሻ ൌ ሼ〈ݔܣ, ;〈ݔ ݔ ∈ ,ܪ ‖ݔ‖ ൌ 1ሽ. 

هذا العمل  الصورة العددية لمؤثر خطي محدود في محورين، في جزء من    ندرسفي هذا العمل  
. 2نقدم الخصائص الهندسية للصورة العددية في الحالة العامة وبصورة خاصة في فضاء ذو بعد    

في جزء آخر ندرس العلاقة بين الصورة العددية لمؤثر وطيفه، ثم نتطرق لدراسة بعض صفوف  
 المؤثرات المعرفة انطلاقـا من هذه العلاقة.

  



Abstract

Let H be a complex Hilbert space, and let L (H) denote the algebra of all the bounded linear

oprators on H. The numerical range of an operator A 2 L (H), is de�ned by

W (A) = fhAx; xi; x 2 H; kxk = 1g :

In this work we study the numerical range of a bounded linear operator in two axes. We present

the geometrical properties in the general case and especially in two dimension. In another part

we study the relationship between the numerical range of an operator and its spectrum, also we

study some classes of operators de�ned by this relationship (convexoid and spectraloid operator).

Keywords :

Numerical range, numerical radius, convexoid operator, normaloid operator, spectraloid

operator.
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Resumé

Soit H un espace de Hilbert complexe, et L (H) l�algèbre des opérateurs linéaires bornés sur

H. L�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est dé�nie par :

W (A) = fhAx; xi; x 2 H; kxk = 1g :

Dans ce travail on étudie l�image numérique d�un opérateur linéaire borné en deux axes. Nous

présentons les propriétés géométriques de l�image numérique dans le cas général, et en particulier

en dimension deux. Dans une autre partie nous étudions la relation entre l�image numérique

d�un opérateur et son spectre et nous étudions quelques classes d�opérateurs dé�nis selon cette

relation (opérateurs convexoïdes et spectraloïdes).

Les mots clés :

Image numérique, rayon numérique, opérateur convexoïde, opérateur normaloïde, opérateur

spectraloïde.
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Introduction

Soit H un espace de Hlbert et A un opérateur linéaire borné sur H. L�image numérique de

A est l�ensemble dé�ni par :

W (A) = fhAx; xi ; x 2 H; kxk = 1g :

Ainsi, l�image numérique d�un opérateur, comme le spectre, est un sous-ensemble du plan

complexe, dont des propriétés géométriques permettent de connaitre quelques caractéristiques

de l�opérateur, elle a aussi une relation très importante avec le spectre.

La notion de l�image numérique a été introduite par Otto Toeplitz [13] en 1918 pour les

matrices complexes, en 1919 F. Hausdor¤ [5] a prouvé que l�image numérique d�une matrice

complexe est convexe, dans les années 1929 et 1932 A. Winter [14] et M. H. Stone [12] ont étudié

la relation entre l�image numérique et l�enveloppe convexe du spectre d�un opérateur linéaire

borné dans un espace de Hilbert.

Par suite l�étude de l�image numérique donne des applications dans plusieurs branches des

sciences pures et appliquées comme dans la théorie des opérateurs et l�analyse fonctionnelle,

algèbres de Banach et C*-algèbres, inégalités des normes, théorie de perturbation, polynômes

matriciels, analyse numérique, physique quantique ...etc.

Notre travail est consacré à l�étude de l�image numérique en deux axes. Le premier axe traite

les propriétés géométriques dans le cas général et en dimnsion 2. Le deuxième axe est concerne la

relation entre l�image numérique et le spectre et l�étude de quelques classes d�opérateurs dé�nis

selon cette relation.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et dé�nitions de base de la théorie

des opérateurs.

Au deuxième chapitre nous présentons les notions de base et les propriétés topologiques et

géométriques de l�image numérique qui donnent une vue initiative de cette notion. Nous donnons

aussi des exemples et nous présentons la dé�nition et quelques propriétés de l�image numérique

dans une algèbre de Banach.
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Dans le troisième chapitre nous étudions la forme géométrique de l�image numérique en dimen-

sion 2, en détaillant le théorème de l�image elliptique qui donne trois cas possibles en dimension

2.

Le dernier chapitre est consacré à l�étude de la relation entre l�image numérique d�un opérateur

et son spectre, et l�étude des opérateurs convexoïdes, normaloïdes et spectraloïdes.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espace de Hilbert

H désigne un espace de Hilbert complexe muni d�un produit scalaire, noté h:; :i.

Proposition 1.1 Le produit scalaire h:; :i dé�nie une norme sur H, tel que

kxk =
p
hx; xi;8x 2 H:

Théorème 1.1 Pour x et y dans H; l�inégalité de Cauchy-Schwartz est donné par :

jhx; yij � kxk kyk :

Proposition 1.2 Si x; y 2 H tels que jhx; yij = kxk kyk, alors x et y sont colinéaires.

Dé�nition 1.1 Deux vecteurs x et y dans H sont dit orthogonaux si hx; yi = 0; on note x?y:

Dé�nition 1.2 Le complémentaire orthogonal d�un sous-ensemble N � H est dé�ni par :

N? = fx 2 H;8y 2 N ; hx; yi = 0g :

5



Chapitre 1. Préliminaires

Dé�nition 1.3

(1) L�ensemble M = fxi 2 H; i 2 Ig est appelé système orthogonal si pour tous i; j 2 I tel

que i 6= j on a hxi; yji = 0:

(2) M est appelé système orthonormal s�il est orthogonal et pour tout i 2 I ; kxik = 1:

(3) On dit que le système orthonormal M est complet si M? = f0g :

(4) Un système orthonormal complet est dit base orthonormale.

1.2 Espace des opérateurs linéaires bornés

Soient H et K deux espaces de Hilbert

Notation 1.1 L(H;K) désigne l�espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K; et si H =

K, on note L(H;K) = L(H):

Dé�nition 1.4 Pour A 2 L(H), l�image de A est l�ensemble dé�ni par R(A) = fAx; x 2 Hg,

et le noyau de A est l�ensemble dé�ni par ker(A) = fx 2 H;Ax = 0g.

Théorème 1.2 (Identité de polarisation généralisée)

Si A 2 L(H), alors pour tout x; y 2 H on a :

hAx; yi = 1

4
[hA(x+ y); x+ yi � hA(x� y); x� yi+ ihA(x+ iy); x+ iyi � ihA(x� iy); x� iyi] :

Dé�nition 1.5 L�opérateur adjoint d�un opérateur A 2 L(H) est l�unique opérateur A� 2 L(H)

tel que

8x; y 2 H; hAx; yi = hx;A�yi;

Dé�nition 1.6 Un opérateur A 2 L(H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si A� = A:

Dé�nition 1.7 Un opérateur U 2 L(H) est dit unitaire, si U�U = UU� = I:
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Chapitre 1. Préliminaires

Dé�nition 1.8 Tout opérateur A 2 L(H) peut s�écrire sous la forme A = B + iC où

B = Re(A) =
1

2
(A+ A�) ; C = Im(A) =

1

2i
(A� A�) :

B et C sont auto-adjoints, et la forme A = B + iC dite décomposition cartésienne de A:

Dé�nition 1.9 Soit A 2 L(H)

1-L�orbite de similitude A est l�ensemble dé�ni par :

' (A) =
�
S�1AS; tel que S est un opérateur inversible de L(H)

	
:

2-L�orbite unitaire de A est l�ensemble dé�ni par :

U (A) = fU�AU; tel que U est un opérateur unitaire de L(H)g :

Dé�nition 1.10 Un opérateur A 2 L (H) est dit:

(1) Compact si lim
n
Axn = 0, pour toute suite orthonormée (xn) de H:

(2) Positif, s�il est auto-adjoint et hAx; xi � 0 pour tout x 2 H; on note A � 0:

(3) Normal, si A�A = AA�:

(4) Hyponormal, si A�A � AA�:

(5) Coercif (elliptique) s�il existe c � 0 telle que :8x 2 H; jhAx; xij � c kxk2 :

Proposition 1.3 Si A 2 L (H) est positif, alors A admet une racine carré positif unique c-à-d

(B2 = A et A � 0) :

Proposition 1.4 Si A 2 L (H) est coercif, alors A est inversible:

Proposition 1.5 Soit A 2 L (H) compact. Si (xn) est une suite faiblement convergente vers

x 2 H, alors Axn est fortement convergente vers Ax:

Théorème 1.3 Si A un opérateur diagonal, dont les éléments diagonaux f�ng; alors A est

compact si et seulement si lim�n = 0.
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Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.6 Si A est hyponormal, alors r (A) = kAk :

Dé�nition 1.11 Soit H un espace de Hilbert et A 2 L(H), on dit que A est unitairement

diagonalisable s�il existe une base orthonormale feng de H constituée par les vecteurs propres de

A, i.e. A s�écrit selon cette base sous forme d�une matrice diagonale.

Proposition 1.7 Tout opérateur normal en dimension �nie est unitairement diagonalisable, et

plus général tout opérateur normal compact est unitairement diagonalisable.

Dé�nition 1.12 Pour un sous-espace F de H, on appelle compression de A sur F , et on note

A j F la restriction de l�opérateur PFA sur F , (où PF est la projection orthogonale sur F ).

Dé�nition 1.13 Si H = H1 � H2, K = K1 � K2 et A 2 L (H;K), alors A prend la forme

matricielle

A =

24A11 A12

A21 A22

35 ;
où Aij 2 L (Hj; Ki) :

Si A12 = A21 = 0; alors A est la somme directe de A11 et A22 on écrit A = A11 � A22:

Dé�nition 1.14 (L�algèbre de Banach)

Une algèbre de Banach A sur le corps des complexes C est une algèbre sur C (espace vectoriel

sur C muni d�une multiplication bilinéaire associative) normé telle que l�espace vectoriel normé

sous-jacent soit en outre un espace de Banach (un espace vectoriel normé complet).

Théorème 1.4 L (H) est une algèbre de Banach.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.3 Propriétés spectrales

Dé�nition 1.15 Soit A 2 L(H):

(1) On appelle spectre de A et on note � (A) l�ensemble des nombres complexes � tel que :

(A� �I) n�est pas inversible.

(2) � 2 C est dite valeur propre de l�opérateur A, s�il existe un vecteur non nul x de H tel

que Ax = �x, i.e. si A� �I n�est pas injectif.

(3) L�ensemble des valeurs propres de A s�appelle spectre ponctuel de A et est noté �p (A) :

Proposition 1.8 Le spectre d�un opérateur est un compact de C:

Dé�nition 1.16 Le rayon spectral de A est le réel positif dé�ni par

r (A) = sup fj�j ; � 2 � (A)g = lim
n!1

kAnk
1
n :

Proposition 1.9 Sur H = H1 �H2, on a � (A1 � A2) = � (A1) [ � (A2) :

Théorème 1.5 Si A est auto-adjoint etm = inf fhAx; xi ; kxk = 1g etM = sup fhAx; xi ; kxk = 1g,

alors � (A) � [m;M ] et m;M 2 � (A) :

Dé�nition 1.17 On dit que � 2 C est une valeur propre approchée de A s�il existe une suite de

vecteurs (xn) dans H; telles que kxnk = 1 et Axn� �xn converge vers 0: L�ensemble de ces � est

appelé le spectre approché de A; et est noté �a (A) :

On établit facilement que �a (A) � � (A) et pour �; � 2 C; �a (�A+ �I) = ��a (A) + �:

Proposition 1.10 @� (A) � �a (A), où @� (A) dénoté la frontière de � (A) :

Proposition 1.11 (Décomposition spectrale des opérateurs normaux compacts)

Soit A 2 L (H) un opérateur normal compact, alors il existe une base orthonormée (xn)n�1
de H et une suite (�n)n�1 des réels telles que :

8x 2 H;Ax =
X
n�1
�nhx; xnix:
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Chapitre 2

Initiation à l�image numérique

2.1 Dé�nitions et propriétés principales

Soit H un espace de Hilbert complexe.

Dé�nition 2.1 Soit A 2 L (H)

(1) L�image numérique de A est l�ensemble dé�ni par :

W (A) = fhAx; xi; kxk = 1; x 2 Hg :

(2) Le rayon numérique de A est le réel dé�ni par :

w (A) = sup fj z j; z 2 W (A)g :

Proposition 2.1 [1] Pour tout A;B 2 L (H), tout sous-espace F de H et tous �; � 2 C on a :

(1) W (�A+ �I) = �W (A) + �:

(2) W (A j F ) � W (A) ; o�u A j F est la compression de A sur F .

(3) W (A�) = fz ; z 2 W (A)g :

(4) W (A+B) � W (A) +W (B) :

(5) W (Re(A)) = ReW (A) et W (Im(A)) = Im (W (A)) :
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

Preuve

(1), (3), (4) et (5) sont évidentes.

(2) Si x 2 F , alors

h(A j F )x; xi = hPFAx; xi = hAx; P �Fxi = hAx; PFxi = hAx; xi 2W (A) :

Théorème 2.1 [1]

Pour tout opérateur unitaire U 2 L (H)

W (U�AU) =W (A) :

En particulier, l�image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Preuve

Soit A 2 L (H), U un opérateur unitaire de L (H) et x 2 H tel que kxk = 1:

Alors

hU�AUx; xi = hAUx;Uxi 2W (A) :

On dit que l�image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Réciproquement, comme U est surjectif, alors il existe y 2 H tel que x = Uy

(i; e) kyk = kU�xk = kxk = 1

hAx; xi = hAUy; Uyi 2W (U�AU) :

Théorème 2.2 [1]

(i) Pour tout A 2 L (H),
1

2
kAk � w (A) � kAk:

(ii) Le rayon numérique dé�nit une norme sur L (H) :
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

Preuve

(i) Pour tout x 2 H on a :

jhAx; xij � kAxkkxk � kAkkxk2:

Pour kxk = 1 on obtient : w(A) � kAk

D�autre part, d�après l�identité de polarisation généralisée, pour tout x; y 2 H

4hAx; yi =
X

f�hA(x+ �yi; x+ �yi; � 2 f1;�1; i;�igg :

Donc

4 jhAx; yij =
����X�

�hA( zkzk);
z

kzkikzk
2;� 2 f1;�1; i;�ig et z = x+ �y 6= 0

�����
� w(A)

X�
kzk2; � 2 f1;�1; i;�ig et z = x+ �y

	
= 4w(A)

�
kxk2 + kyk2

	
:

On a

kAk = sup fjhAx; yij ; kxk = 1; kyk = 1g :

D�où

kAk � 2w(A):

(ii) a- w(A) = 0 et kAk � 2w(A) = 0: Donc kAk � 0 (i,e) kAk = 0 d�où A = 0:

b- Pour tout � 2 C

w(�A) = sup fjzj ; z 2 W (�A)g

= sup fjzj ; z 2 �W (A)g

= sup fj�yj ; �y 2 �W (A)g

= j�j sup fjyj ; y 2 W (A)g

= j�jw(A):
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

c- Pour tout A;B 2 L (H) :

w(A+B) = sup fjzj ; z 2 W (A+B)g

� sup fjzj ; z 2 W (A) +W (B)g

= sup fjx+ yj ; x 2 W (A) ^ y 2 W (B)g

� sup fjxj+ jyj ; x 2 W (A) ^ y 2 W (B)g

= sup fjxj ; x 2 W (A)g+ sup fjyj ; y 2 W (B)g :

Théorème 2.3

(1) L�image numérique d�un opérateur A 2 L (H) est un ensemble non vide et borné.

(2) [5] Pour tout A 2 L (H), W (A) est un ensemble convexe de C:

(3) Si A = A1 � A2 sur H = H1 �H2; alors W (A) = co(W (A1) [W (A2)), où co(W (A1) [

W (A2)) est l�enveloppe convexe de (W (A1) [W (A2)).

Preuve

(1) a- Soit x 2 H; (x 6= 0) alors hA x
kxk ;

x
kxki 2W (A) ; d

0
où W (A) 6= ?:

b- Soit � 2 W (A) ; alors il existe x 2 H; kxk = 1 tel que � = hAx; xi

j�j = jhAx; xij � kAxkkxk � kAkkxk2 = kAk:

Donc pour tout � 2 W (A) ; j � j� kAk:

(2) Soient hAx; xi et hAy; yi deux points distincts de W (A) ; avec kxk = kyk = 1:

Les vecteurs x; y ne sont pas colinéaires. Notons F = vect fx; yg, par application de la pro-

position 2.1, on obtient W (A j F ) � W (A) : Comme W (A j F ) est une surface elliptique, (voir

chapitre 3) elle contient alors le segment joignant hAx; xi et hAy; yi: D�où W (A) est convexe.

(3)

[�] Soient x 2 H1 et y 2 H2 tels que kxk = kyk = 1: Montrons que le segment joignant les deux

points hA1x; xi 2W (A1); hA2y; yi 2W (A2) est dans W (A).
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

Soient t; s 2 [0; 1] tels que t2 + s2 = 1. On a

t2hA1x; xi+ s2hA2y; yi = hA(tx� sy); tx� syi 2W (A)

[�] Soit z 2 H , alors z = x � y où x 2 H1; y 2 H2 et kzk =
�
kxk2 + kyk2

� 1
2 = 1. Le point

hAz; zi appartient à co (W (A1) [W (A2)): En e¤et,

hAz; zi = hA1x; xi+ hA2y; yi = kxk2 hA1
x

kxk ;
x

kxki+ kyk
2 hA2

y

kyk ;
y

kyki:

Théorème 2.4 Si H est de dimension �nie, W (A) est un ensemble compact de C:

Preuve

Soit � la sphère unité de H. L�application g : � �! C; x �! hAx; xi est continue, en e¤et :

pour tout x; y 2 � on a

hAx; xi � hAy; yi = hAx� Ay; xi+ hAy; x� yi;

donc

jg(x)� g(y)j = jhAx; xi � hAy; yij � 2kAkkx� yk:

Ce qui exprime la continuité de g. Comme la sphère unité de H est compacte, alors W (A)

(son image par g) est compacte.

Théorème 2.5 Soit A 2 L (H) est compact. Si 0 2 W (A), alors W (A) est fermé.

Preuve

Si � un point adhérent de W (A), alors il existe une suite (xn)n2N telle que kxnk = 1;8n 2 N et

hAxn; xni �! �:

Puisque B(0; 1) est faiblement compact dans H (puisque l�espace de Hilbert est un espace

ré�exif), il existe une sous-suite fxnkg qui converge faiblement vers x telle que kxnk � 1: Comme

A est compact, alors la suite fAxnkg converge fortement vers Ax:
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

jhAxnk ; xnki � hAx; xij � jhAxnk ; xnki � hAx; xnkij+ jhAx; xnki � hAx; xij

� kxnkkkAxnk � Axk+ jhAx; xnki � hAx; xij :

Par conséquent fhAxnk ; xnkig converge vers hAx; xi (i,e), � = hAx; xi.

Si � = 0 l�assertion est claire.

Si � 6= 0; il est clair que x 6= 0; alors �
kxk2 = hA

x
kxk ;

x
kxki 2W (A) :

Car kxk � 1 alors � 2]0; �
kxk2 ]:

Si 0 2 W (A) donc par convexité de W (A) ; � 2 W (A), (i,e) W (A) est fermé.

Théorème 2.6 [7]

Un opérateur A 2 L (H) est auto-adjoint si et seulement si W (A) est un intervalle de R:

Preuve

Si A est auto-adjoint, alors, pour tout x 2 H,

hAx; xi = hx;Axi = hAx; xi:

On a donc W (A) � R:

Inversement, si W (A) � R; alors l�identité de polarisation généralisée implique que T est

auto-adjoint.

2.2 Image numérique dans une algèbre de Banach

Soit A une algèbre de Banach avec identité e:

Dé�nition 2.2 Un état sur l�algèbre A est une fonctionnelle linéaire continue f 2 A� telle que

f (e) = kfk = 1, on note l�ensemble d�états de A par P (A) ou P .

Remarque 2.1
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

P est un ensemble non vide, convexe et compact.

Dé�nition 2.3 [1]

L�image numérique d�un élément a de A est dé�nie par:

W0 (a) = ff (a) ; f 2 Pg :

Théorème 2.7 [1]

Pour a 2 A, W0 (a) est non vide, convexe et compact.

Preuve

Comme P est non vide, alors W0 (a) est non vide. Soient f1; f2 2 P, r 2]0; 1[ et

f = rf1 + (1� r) f2:

Comme P et convexe alors

f 2 P ; f (a) = rf1 (a) + (1� r) f2 2 W0 (a) :

D�où la convexité de W0 (a) :

Comme l�application

	a : P ! C; f 7�! f (a) ;

est continue et P compact alors W0 (a) = 	a (P) est compact.

Théorème 2.8 [1]

Pour tout a 2 A, � (a) � W0 (a).

Preuve

Si (a� �) n�est pas inversible à gauche, alors e =2 A (a� �) : On a pour tout x 2 A, x (a� �)

n�est pas inversible à gauche, Si y 2 A tel que ke� yk < 1, alors y est inversible (série de

Neumann). D�où pour tout x 2 A,

ke� x (a� �)k � 1:
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

On construit f 2 P tel que � = f (a). D�après le théorème de Hahn-Banach on peut choisir

f 2 A0
tel que

8x 2 A, f (x (a� �)) = 0; f (e) = 1 et kfk =


f jV ect(A(a��)[feg)



Pour y = x (a� �) + �; x 2 A, � 2 C : f (y) = f (�e) = �. Si � 6= 0, alors

j�j


��1x (a� �) + e

 � j�j ,

d�où jf (y)j � kyk pour tout y 2 V ect (A (a� �) [ feg) : De plus kfk = 1 et f 2 P :

Posons x = e; on obtient

f (a� �) = f (a)� � = 0;

d�où

� = f (a) 2 W0 (a) :

Remarque 2.2

W0 (�a+ �) = �W0 (a) + �; 8� 2 C�;8� 2 C:

Théorème 2.9 [1]

Pour tout a 2 A, on a :

(i) 0 2 W0 (a)() 8� 2 C; j�j � ka� �k :

(ii) W0 (a) = \
�
D (�; ka� �k) ; � 2 C

	
; où D (�; ka� �k) est le disque fermé de centre � et

de rayon ka� �k :

Preuve

(i) Supposons que 0 2 W0 (a) et soit f0 2 P, f0 (a) = 0: Alors

8� 2 C; f0 (a� �) = ��;
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

d�où

8� 2 C; j�j � kf0k ka� �k = ka� �k :

Réciproquement, si j�j � ka� �k ; 8� 2 C; alors a n�est pas un opérateur scalaire.

Par application du théorème de Hahn-Banach, on peut choisir f 2 A�tel que

f(a) = 0; f(e) = 1 et kfk =


f jV ectfa;eg

 :

Pour deux scalaires non nuls �; � on a :

f(�a+ �) = �; k�a+ �k = j�j


a� (���1�)

 � j�j �����1��� = j�j :

D�où

kfk = 1 = f(e);

i.e. f 2 P et 0 = f(a) 2 W0(a):

(ii) Soit � 2 C; comme W0(a� �) =W0(a)� �; par application de (i) on obtient

� 2 W0(a) ()
����0��� � 


a� �� �0


 ; 8�0 2 C:

Posons �+ �
0
= �: Alors

� 2 W0(a) () j�� �j � ka� �k ; 8� 2 C:

D�où

W0(a) = \
�
D(�; ka� �k); � 2 C

	
:

2.3 Exemples

Exemple 2.1 (Opérateur de décalage à gauche sur C2)
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

Soit T1 2 L(C2) l�opérateur de décalage à gauche sur C2 présenté par la matrice0@0 1

0 0

1A ;
suivant la base standard de C2; alors W (T1) est le disque fermé centré à l�origine et de rayon

1=2:

Preuve

Nous paramétrions le vecteur unité de C2 comme suit :

e = e(�; '; t) =

�
e1
e2

�
= ei'

�
t

ei�
p
1� t2

�
;

� et ' sont des nombres réels et 0 � t � 1:

hTe; ei = e�Te = (e1; e2)T

�
e1
e2

�

= (te�i'; e�i('+�)
p
1� t2)

0@0 1

0 0

1A� tei'

ei('+�)
p
1� t2

�

= (te�i'; e�i('+�)
p
1� t2)

�
ei('+�)

p
1� t2

0

�
= ei�t

p
1� t2:

Quand � traverse R; hTe; ei décrit le cercle centré à l�origine et de rayon t
p
1� t2 doncW (T1)

est l�union de tous ces cercles pour (0 � t � 1), i.e. W (T1) est le disque fermé centré à l�origine

et de rayon max
0�t�1

t
p
1� t2 = 1=2:

Théorème 2.10 [10] L�image numérique n�est pas invariante par similitude.

Preuve

Posons T� l�élément de L(C2) présenté par la matrice0@0 �

0 0

1A ;
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suivant la base standard de C2: On a T� = �T1 (T1 l�opérateur de décalage à gauche) d�où

W (T�) = �W (T1) est le disque fermé centré à l�origine et de rayon j�j =2: Donc pour tout � 2 C

tel que j�j > 1; W (T�) * W (T1): Posons pour tout � 2 C tel que j�j > 1;

S� =

0@� 0

0 1

1A ;
S� est un opérateur inversible et S�T1S�1� = T�; i.e. W (S�T1S�1� ) * W (T1)

Exemple 2.2 (Opérateur de décalage à gauche sur `2)

Soit `2 l�espace des suites de carré sommable (i.e)

`2 =

(
fxig1i=0 � C;

1X
i=0

jxij2 <1
)
:

Soit B 2 L(`2) l�opérateur de décalage à gauche sur `2 dé�ni par :

B(x0; x1; x2; x3; :::) = (x1; x2; x3; :::):

W (B) est le disque unité ouvert D.

Preuve

Soit � 2 D; le vecteur x� = (1; �; �2; �3; :::) est un élément de `2, et Bx� = �x�; i.e. chaque � 2 U

est une valeur propre de B avec vecteur propre x�: D�où D � W (B). Comme kBk = 1,W (B) �

D; donc il su¢ t de montrer qu�aucun point du cercle unité appartient à W (B). Supposons qu�il

existe � de module 1 appartient aW (B), alors il existe un vecteur unité x de H avec � = hBx; xi:

Alors

1 = j�j = jhBx; xij � kBxk kxk � kxk kxk = 1;

On a obtenu ici une égalité dans l�inégalité de Cauchy-Schwarz, donc les deux vecteurs Bx

et x sont colinéaires, i.e. 9� 2 C tel que Bx = �x:

Maintenant un simple calcul montre que le seul vecteur x véri�é Bx = �x est x� qui n�ap-

partient pas à `2 puisque j�j = 1: Cette contradiction montre que � =2 W (B):
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Chapitre 2. Initiation à l�image numérique

Exemple 2.3

Sur l�espace H = L2([0; 1]); on considère l�opérateur de multiplication par x

A(f)(x) = xf(x):

Il est clair que A est auto-adjoint, et comme � (A) = [0; 1], alors

inf
kfk=1

jhAf; fij = 0 2 W (A) ;

sup
kfk=1

jhAf; fij = 1 2 W (A) ;

d�où W (A) = [0; 1]
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Chapitre 3

Image numérique en dimension 2

Soit H espace de Hilbert en dimension 2.

3.1 Formes matricielles élémentaires

Lemme 3.1 Tout opérateur A 2 L (H) admet un transformé a¢ ne �A + � (� 6= 0) dont le

Polynôme minimal est de l�une des formes suivantes :

(1) P (�) = �: (2) P (�) = �2: (3) P (�) = �2 � 1:

Identiquement

(1) A = 0: (2) A2 = 0; (A 6= 0) (3) A2 � I = 0:
Preuve

Si le polynôme minimal de A est de degré 1, le cas (1) est valable.

Si le polynôme minimal de A est de degré 2, alors

P (A) = A2 � 
A+ �: (
 = tr (A)) ;

i.e.

P (A) =

�
A� 1

2



�2
�
��

2

�2
� �

�
= 0;

d�où la forme (2) ou (3) est nul ou non.
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Chapitre 3. Image numérique en dimension 2

Proposition 3.1 (i) Si A2 = 0; A 6= 0; il existe une base orthonormée (e1; e2) telle que

Ae1 = e2; Ae2 = 0; donc (A) =

0@ 0 0

1 0

1A ;
(notons (A) = S1).

(ii) Si A2 = I; A2�I étant le polynôme minimal de A, il existe une base orthonormée (e1; e2)

et une constante a supérieur ou égale à 1 telles que

Ae1 = a
�1e2 Ae2 = ae1; donc (A) =

0@ 0 a

a�1 0

1A ;
(notons (A) = Ta).

Preuve

(i) C�est clair que R (A) est de dimension 1, choisissons e2 normé dans R (A), e1 est alors choisi

tel que (e1; e2) soit orthonormée. On a ainsi Ae2 = 0; Ae1 est colinéaire à e2. En modi�ant A par

un facteur scalaire on peut supposer que Ae1 = e2; kAk = 1:

(ii) Si A2 = I et A non scalaire, A admet les deux valeurs propres 1 et -1. Soit Af1 = f1;

Af2 = �f2; kf1k = kf2k = 1; où l�on pose de plus (choix d�un facteur scalaire de module 1 sur

f2 par exemple) hf1; f2i 2 R+:

Alors

A (f1 + f2) = f1 � f2; A (f1 � f2) = f1 + f2:

hf1 + f2; f1 � f2i = 0; f1 + f2 et f1 � f2 sont non nuls.

Notons

e1 =
f1 + f2
kf1 + f2k

; e2 =
f1 � f2
kf1 � f2k

; et a =
kf1 + f2k
kf1 � f2k

:

Comme hf1; f2i 2 R+; a est supérieur ou égale à 1. On a Ae1 = a�1e2 et Ae2 = ae1:

Remarque 3.1 Le résumé de (i) et (ii) est que tout opérateur de L(H) admet un transformé

a¢ ne pour le quel la matrice dans une base orthonormée est de l�une des formes :
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(1)

0@ 0 0

0 0

1A, (2) S1 =

0@ 0 0

1 0

1A ; (3) Ta =

0@ 0 a

a�1 0

1A, où a � 1:
Théorème 3.1 Soit A 2 L(H) et (e1; e2) une base orthonormée �xée de H , alors

W (A) =
n
hAx; xi; x = (cos �) e1 + sin � exp (i') e2;

�
� 2

h
0;
�

2

i
; ' 2 [0; 2�[

�o
:

Preuve

Si à x 2 H, kxk = 1; on associe x� = exp (i�)x; où � 2 R est arbitraire, alors hAx; xi =

hAx�; x�i: Pour trouver W (A) il su¢ t alors de choisir x = �1e1 + �2e2 en imposant à �1 d�être

positif ou nul. Ceci établit la représentation des x par les couples (�; ') pour j�1j2+ j�2j2 = 1:

3.2 Forme elliptique de l�image numérique

Proposition 3.2 Pour les trois modèles d�opérateurs dé�nis dans la remarque précédente, l�image

numérique est précisée ci-dessous :

(1) W (0) = 0:

(2) W (S1) est le disque fermé de centre 0 et de rayon 1
2
:

(3) W (Ta) est la surface elliptique fermée limitée par l�ellipse de foyers les valeurs propres

f1;�1g ; de grand axe 1
2
(a+ a�1) et de petit axe 1

2
(a� a�1)

Dans chaque cas on utilise la base (e1; e2) et les vecteurs x dé�nis dans la proposition précé-

dente.

Preuve

(2) A = S1; pour

x�;' = cos �e1 + sin � exp (i') e2

hAx�;'; x�;'i = sin � cos � exp (�i') =
1

2
sin (2�) exp (�i')
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On a : �
1

2
sin(2�); � 2

h
0;
�

2

i�
=

�
0;
1

2

�
;

Donc lorsque ' décrit [0; 2�[, l�image numérique W (A) obtenue est le disque fermé de centre 0

et de rayon 1
2
:

On remarque qu�un point z au bord de W (A) est obtenu une fois pour
�
� = �

4
; '
�
, l�origine

est obtenue pour
�
� = 0 et � = �

2

�
, les vecteurs x�;' correspondants sont orthogonaux. Tout autre

points intérieur est obtenu deux fois, pour deux vecteurs non orthogonaux x�;'; x�
2
��;':

(3) A = Ta;

hTax�;'; x�;'i =
1

2
sin (2�)

��
a+ a�1

�
cos'+ i

�
a� a�1

�
sin'

	
= z�;':

Lorsque � est constant, z�;' décrit l�ellipse centrée en 0, de grand axe 1
2
(a+ a�1) sin (2�) sur

l�axe réel, de petit axe 1
2
(a� a�1) sin (2�).

Lorsque � varie, les ellipses décrivent la surface elliptique fermée limitée par celle centrée on

0, de grand axe 1
2
(a+ a�1), de petit axe 1

2
(a� a�1) admettant donc les foyers dé�nis par

c2 =
1

4

�
a+ a�1

�2 � 1
4

�
a� a�1

�2
= 1;

ils ont pour a¢ xes +1 et -1.

Corollaire 3.1 Pour A 2 L (H) ; H de dimension 2, W (A) est la surface elliptique fermée dont

l�ellipse frontière admet pour foyers les valeurs propres de A:

Si A 6= �I , chaque point frontière est obtenu pour un seul vecteur x, chaque point intérieur est

obtenu deux fois (pour deux vecteurs) et seul le centre est obtenu pour deux vecteurs orthogonaux.

Preuve

Une transformation A! �A+ � amène à l�une des formes 0; S1; Ta pour lesquelles la propriété

est vraie ;

� (�A+ �) = �� (A) + � et W (�A+ �) = �W (A) + �:
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Donc les foyers de W (A) restent les valeurs propres de A:

La transformation A ! A � 1
2
trA amène à un polynôme minimal sans terme de degré 1

(A � 1
2
trA de trace nulle); puis la multiplication par un scalaire � amène à une forme 0; S1 ou

Ta:

Proposition 3.3 Soit A 2 L (H), alors W (A) est un segment si et seulement si A est normal.

Preuve

Si W (A) est un segment, alors A est associé à un Ta pour a� a�1 = 0 alors A = �T1 + �;T1est

normal, donc �T1 + � aussi

Si A est normal, �A+ � est toujours normal donc �A+ � est un T1 et W (A) est le segment

limité par les valeurs propres de A

3.3 Exemples

(1) Soit

S =

0@ 2
3
2

1 2
3

1A :
Par la transformation a¢ ne : S ! 3

2
S�I on obtient 3

2
S�I = T2; donc 3

2
W (S)�1 = W (T2), et

on sait que l�image numérique de T2 est la surface elliptique fermée limitée par l�ellipse de foyers

(�1; 1), de grand axe 5
4
et de petit axe 3

4
, alors l�image numérique de la matrice S est la surface

elliptique fermée limitée par l�ellipse de foyers 3�2
p
2

2
et 3+2

p
2

2
:

(2) Soit l�opérateur A est dé�ni par :

A =

0@ A1 0

0 A2

1A ;
tel que :

A1 =

0@ 1 1

2 1

1A et A2 =

0BBBB@
3 0 0

0 3 0

0 0 3

1CCCCA ;
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comme on a,

W (A1) = D

�
0;
3

2

�
et W (A2) = f3g

alors l�image numérique de A est l�enveloppe convexe de l�union de W (A1) et W (A2):
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Image numérique et spectre

4.1 Relation entre l�image numérique et le spectre

Soit H un espace de Hilbert complexe.

Proposition 4.1 [10]

Pour tout A 2 L(H) on a :

�p(A) � W (A):

Preuve Soit � 2 �p(A) et x 2 H; kxk = 1; Ax = �x

Alors :

h(A� �)x; xi = 0 =) hAx; xi = �;

d�où � 2 W (A) :

Théorème 4.1 [10]

L�image numérique d�un opérateur unitairement diagonalisable est l�enveloppe convexe de son

spectre ponctuel.

Preuve Soit A 2 L(H) un opérateur unitairement diagonalisable, alors il existe une base

orthonormale feng de H et une suite f�ng des nombres complexes tels que Aen = �nen pour
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tout entier positif n, d�où

W (A) = fhAx; xi;x 2 H; kxk = 1g

=

(
hA

1X
i=0

hx; eiiei;
1X
j=0

hx; ejieji;x 2 H; kxk = 1
)

=

( 1X
n=0

�n jhx; enij2 ;x 2 H; kxk = 1
)

=

( 1X
n=0

�nan; an � 0;
1X
n=0

an = 1

)
:

Donc W (A) est l�ensemble de toutes les combinaisons convexes des valeurs propres de A, i.e.

W (A) = co�p(A):

Exemple 4.1

Soit A est un opérateur diagonal dé�nit par

A = diag(1;
1

2
;
1

3
; :::):

Les valeurs propres de A sont � = 1
n
; 8n � 1; donc

�p(A) =

�
1

n
; n � 1

�
:

Comme A est normal et compact (unitairement diagonalisable) alors

W (A) = co�p (A) =]0; 1]:

Théorème 4.2 [10]

Pour tout A 2 L(H) on a � (A) � W (A):

Preuve Soit � 2 �a (A) et soit (xn) une suite de vecteurs unitaires telle que

k(A� �I)xnk ! 0:

De l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

jh(A� �I)xn; xnij � k(A� �I)xnk ! 0;
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donc hA xn; xni ! � et par suite � 2 W (A): On a alors �a (A) � W (A) :

Ainsi, d�après la proposition (1.10), on a @� (A) � �a (A) � W (A): De la convexité deW (A);

il s�en suit que � (A) � W (A):

Théorème 4.3 [8]

Pour tout opérateur A de L(H)

r(A) = inff


SAS�1

 ; S inversible de L(H)g:

Preuve

On a r(A) � kAk ; alors r(SAS�1) � kSAS�1k ; pour tout S inversible de L(H); et comme le

rayon spectral est invariant par similitude on obtient

r(A) � inf
�

SAS�1

 ; S inversible de L(H)	 :

Réciproquement, soit � 2 C tel que � > r(A): Construisons S� inversible de L(H) tel

quekS�AS�1� k < �: Posons

T� =
1X
n=0

��2n(A�)nAn:

Cette série est convergente, car

lim
n





(A�)nAn�2n





 1
n

� lim
n

�
k(A�)nk kAnk

�2n

� 1
n

=
r2(A)

�2
< 1:

De plus

T� � I =
1X
n=1

��2n(A�)nAn � 0;

alors T� est inversible.

Notons que A�T�A = �2(T� � I); choisissons S� par S� = (T�)
1
2 : on a

S�AS�1� x

2 = hS�AS�1� x; S�AS�1� xi

= hA�T�A(S�1� x); S�1� xi

< �2hT�(S�1� x); S�1� xi

= �2


x2

 :

Pour tout x 2 H: D�où kS�AS�1� k < �: Cela complète la preuve.
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Théorème 4.4 [10]

Soit A 2 L(H); alors

co�(A) = \
n
W (SAS�1);S inversible de L(H)

o
Preuve

[�] On a �(A) � W (A); d�où co�(SAS�1) � W (SAS�1) pour tout S inversible de L(H), et

comme le spectre est invariant par similitude on obtient

co�(A) � \
n
W (SAS�1); S inversible de L(H)

o
:

[�] Soit � =2 co�(A); montrons que

� =2 \
n
W (SAS�1); S inversible de L(H)

o
;

i.e. il existe un opérateur inversible T de L(H) tel que � =2 W (SAS�1): Comme co�(A) est

compacte, il existe un disque ouvert D contient co�(A); mais son adhérence ne contient pas �:

On peut supposer sans perdre les généralités, que D est le disque unité ouvert, ainsi en particulier

r(T ) < 1. D�après le théorème de Rota il existe opérateur inversible T de L(H) tel que



TAT�1

 � (1 + r (T ))

2
< 1;

d�où

W (TAT�1) � D;

et par conséquent

� =2 W (TAT�1):
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4.2 Opérateurs convexoïdes, normaloïdes et spectraloïdes

Soit H espace de Hilbert complexe et A 2 L (H) :

Dé�nition 4.1

(1) A est appelé normaloïde si w(A) = kAk (i.e. r(A) = kAk).

(2) A est appelé convexoïde si W (A) = co�(A):

(3) A est appelé spectraloïde si w(A) = r(A):

Remarque 4.1

(1) Tout opérateur normaloïde est un opérateur spectraloïde.

(2) Tout opérateur convexoïde est un opérateur spéctraloïde.

(3) [4] En 1929 Winter essayé de caractériser l�opérateur A de L(H) satisfaisant co�(A) =

W (A); il a donné l�assertion suivante : co�(A) =W (A) si et seulement si A est normaloïde.

En 1967 P. R. Halmos a montré que l�assertion de Winter est fausse. Il a montré qu�il existe

des opérateurs convexoïdes qui ne sont pas normaloïdes et vice versa, il a donné les contres

exemples suivants :

(i) Soit

M =

0@ 0 0

1 0

1A :
Soit N un opérateur normal dont le spectre est le disque fermé D de centre 0 et de rayon 1

2
:

Si

A =

0@ M 0

0 N

1A ;
alors �(A) = f0g[D, et W (A) = co(W (M)[W (N)) = D: Ce qui dit que A est convexoïde.

Comme kAk = 1 (car kMk = 1), A est n�est pas normaloïde.

(ii) Soit

A =

0@ M 0

0 1

1A ;
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puisque kAk = 1, W (A) = co (D [ f1g), et w (A) = 1 donc A est normaloïde. Comme

� (A) = f0g [ f1g, alors � (A) = [0; 1], ce qui résulte que A n�est pas convexoïde.

Proposition 4.2 [1] Soit A 2 L(H); alors A est convexoïde si et seulement si



(A� �)�1

 � [dist(�; co�(A))]�1 ;
pour tout � =2 co�(A):

Preuve

[=)] Soit � =2 co�(A). Par la transformation A 7�! �A + �; � 2 C�; � 2 C on peut supposer

que le couple (�;A) satisfait :

[� < 0; 0 2 co�(A) et co�(A) � fz 2 C; Re(z) � 0g] ;

alors pour tout x 2 H

k(A� �)xk2 = kAxk2 � � [(Ax; x) + (x;Ax)] + �2 kxk2 � �2 kxk2 :

Comme (A� �) est inversible, alors pour tout x 2 H

kxk2 � �2


(A� �)�1x

2 ;

d�où

[dist(�; co�(A))]�1 = j�j�1 �


(A� �)�1

 :

[(=] Comme on a co�(A) � W (A) on montre que si � =2 co�(A) alors � =2 W (A): Par

application de la transformation A 7�! �A+ � on peut supposer que

[� < 0; 0 2 co�(A) et co�(A) � fz 2 C : Re(z) � 0g] ;

alors

� =2 co�(A) et dist(�; co�(A)) = j�j ;
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c.à.d. 

(A� �)�1

 � j�j�1 :
D�où

�2 kxk2 � k(A� �)xk2 ;

Pour tout x 2 H: Par passage au limite quand � tend vers (�1) on obtient que pour tout

x 2 H:

hAx; xi+ hx;Axi = 2RehAx; xi � 0:

D�où

W (A) � fz 2 C; Re(z) � 0g ;

donc

� =2 W (A):

Corollaire 4.1 [1] Soit A 2 L(H) un opérateur hyponormal, alors

(A� �)�1

 � [dist(�; co�(A))]�1 ;
Pour tout � =2 co�(A):

Preuve En e¤et :

(A� �)�1

 = max
�2�(A��)�1

j�j = 1

min
�2�(A��)

j�j =
1

dist(�; �(A))
� 1

dist(�; co�(A))
:

Remarque 4.2

(1) Tout opérateur hyponormal est convexoïde.

(2) On peut conclur les inclusions suivantes :

Auto-adjoint �! Normal �! Hyponormal
%

&

Normaloïde

Convexoïde

&

%
Spectraloïde.
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Théorème 4.5 [7]

Soit m et n deux nombres réels. Si W (A) = [m;n] ; alors fm;ng � �(A):

Preuve

Si W (A) = [m;n] ; alors le théorème (2.7) implique que A est un opérateur normale. (i.e.

convexoïde), l�ensemble W (A) est donc l�enveloppe convexe de �(A); ou encore

[m;n] =W (A) = co(�(A)):

Il suit donc

fm;ng � �(A):

Exemple 4.2 Soit

A =

0BBBB@
0 0 1

1 0 0

0 1 0

1CCCCA :
Car A est un opérateur unitaire, alors A est normal, et donc son image numérique est l�enve-

loppe convexe de ses valeurs propres,

W (A) = co�p (A) :

Donc l�image numérique de cette matrice est le triangle dont les sommets sont les valeurs

propres de A (les trois racines cubiques de 1).

Dé�nition 4.2 On appelle spectre approché réduisant de A l�ensemble

�ar(A) = f� 2 �p(A);9xn 2 H; 8n 2 N; kxnk = 1 : k(A� �)xnk+ k(A� �)�xnk �! 0g :

Lemme 4.1 [3] A 2 L(H) est :

(1) Spectraloïde si et seulement s�il existe � 2 �(A) tel que : j�j = w(A):

(2) Normaloïde si et seulement s�il existe � 2 �(A) tel que : j�j = kAk :

Notons d�après ces deux conditions que � 2 @W (A) \ @�(A) dans les deux cas.
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Corollaire 4.2 [3]

Soit A 2 L (H) normaloïde (resp. spectraloïde) et soit � 2 C , alors si arg � = arg � avec

� 2 � (A) véri�e j�j = kAk (resp. j�j = w (A)), A+ �I est normaloïde (resp. spectraloïde)

Preuve

Puisque on a arg � = arg � alors

r(A+ �I) = sup fj�j ; � 2 � (A+ �I)g

= sup fj�� �j ; � 2 � (A)g

= sup fj�j+ j�j ; � 2 � (A)g

= sup fj�j ; � 2 � (A)g+ j�j

= r (A) + j�j ;

et de la même façon on a aussi que w (A+ �I) = w (A) + j�j :

Si A est spectraloïde alors r(A+ �I) = w(A+ �I)

Si A est normaloïde alors

kAk+ j�j = w(A) + j�j

= w(A+ �I)

� kA+ �Ik

� kAk+ j�j :

Proposition 4.3 [3]

A 2 L(H) est normaloïde si et seulement s�il existe � 2 �ar(A) tel que j�j = kAk :

Preuve

[(=] Clair (car �ar(A) � � (A))
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[=)] On a : @� (A) � �a (A) et comme A est normaloïde alors il existe � 2 (@W (A) \ @�(A))

tel que j�j = kAk

Donc, il existe � 2 �a (A) tel que j�j = kAk (i.e) il existe (xn)n2Ndes vecteurs unités véri�ent

k(A� �I)xnk �! 0:

reste à véri�er que k(A� �I)� xnk �! 0 .

Posons pour tout n 2 N: �n = hAxn; xni, alors

jhAxn; xni � �j = h(A� �)xn; xni � k(A� �)xnk ! 0:

Donc �n ! �:

D�autre part,

k(A� �I)� xnk2 = kA�xnk2 � 2��n + j�j2

� 2
�
kAk2 � Re��n

�
! 0;

(i.e) � 2 �ar (A)

Lemme 4.2 [3] Soit � 2 W (A) et j�j = kAk, alors � est une valeur propre réduisant de A.

Preuve

Soit kAk = j�j = jhAx; xij si kxk = 1 alors

kAk = jhAx; xij � kAxk kxk � kAk kxk2 = kAk :

On obtient une égalité dans l�inégalité de Cauchy-Schwartz donc Ax = �x. De la même façon

on obtient A�x = �x:

Lemme 4.3 [3] Soit � 2 �a (A) ; � 2 �a (A�) ; � 6= �; et

k(A� �I)xnk ! 0; k(A� �I)� ynk ! 0; kxnk = kynk = 1:

Alors lim
n
hxn; yni = 0:
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Preuve

Puisque

(�� �) hxn; yni = h(A� �I)xn; yni � hxn; (A� �I)� yni;

on obtient alors

jhxn; ynij �
1

j�� �j (k(A� �I)xnk+ k(A� �I)
� ynk)! 0:

Lemme 4.4 [1] Soit A 2 L (H), alors

f� 2 �a (A) ; Re (A� �) � 0g � �ar (A) :

Preuve

Soit � 2 �a (A) ; alors il existe une suite orthonormale (xn)n2N� dans H telle que

lim
n
(A� �)xn = 0;

alors l�opérateur

B = Re (A� �) = 1

2
[(A� �) + (A� �)�] ;

satisfait

lim
n
hBxn; xni = 0:

Comme B � 0; alors lim
n
Bxn = 0; i.e,

lim
n

�
1

2
[(A� �)xn + (A� �)� xn]

�
= 0:

Et comme lim
n
(A� �)xn = 0; alors lim

n
(A� �)� xn = 0: D�où � 2 �ar (A) :

Proposition 4.4 [3] Soit � 2 @W (A) : Alors � 2 � (A) si et seulement si � est une valeur

propre approchée réduisant de A:
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Preuve

Montrons que @W (A) \ � (A) � �ar (A) :

En e¤et : par la transformation A! �A+�; (� 2 C�; � 2 C) l�hypothèse � 2 @W (A)\� (A)

peut être remplacée par 0 2 @W (A) \ � (A) avec Re (A) � 0: Comme

0 2 @� (A) � �a (A) ;

Il en résulte d�après le lemme précédent que

0 2 �ar (A) :

Donc

@W (A) \ � (A) � �ar (A) :

Théorème 4.6 [2]

A est un opérateur spectraloïde si et seulement si

w (An) = w (A)n :

pour tout n 2 N�:

Preuve

Si A est un opérateur spectraloïde, alors

w (An) = r (An) = r (A)n � w (A)n ;

l�inégalité inverse est clair, donc w (An) = w (A)n :

Si w (An) = w (A)n ; alors

w (A)n = w (An) � kAnk ; w (A) � kAnk
1
n ;

alors

w (A) � lim
n!1

kAnk
1
n = r (A) ;

ainsi w (A) = r (A) puisque on a r (A) � w (A) :
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Corollaire 4.3 [2]

Si A est un opérateur spectraloïde, alors An est aussi spectraloïde pour tout entier positif n:

Preuve

Soit A un opérateur spectraloïde, alors d�après le théorème précédent on a A

w (An) = w (A)n = r (A)n = r (An) :

Ainsi An est spectraloïde.
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Symboles et Notations

L (H) : espace des opérateurs linéaires bornés sur H:

W (A) : l�image numérique de A:

w (A) : le rayon numérique de A:

A� : l�adjoint de A:

kAk : la norme de A:

dist : signe de distance.

� (A) : le spectre de A:

r (A) : le rayon spectral de A:

D (x; r) : disque ouvert de centre x et de rayon r:

A j F : la compression de A sur F:

@� (A) : la frontière de � (A) :

co� (A) : l�enveloppe convexe du spectre.

�a (A) : spectre approché de A:

�ar (A) : spectre approché réduisant de A:

�pr (A) : spectre ponctuel réduisant de A

W0 (a) : image numérique de a dans une algèbre de Banach.

P : l�ensemble d�états.

trA : trace de A:

� : signe de somme directe.

R (A) : l�image de A:

ker (A) : le noyau de A:

V ect fe1; e2; :::; eng : sous-espace vectoriel engendré par fe1; e2; :::; eng :

A� : le dual topologique de A
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