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Abstract

Let H be a complex Hilbert space, and let £ (H) denote the algebra of all the bounded linear

oprators on H. The numerical range of an operator A € £ (H), is defined by
W(A) ={(Az,z); v € H, |jzf| =1}.

In this work we study the numerical range of a bounded linear operator in two axes. We present
the geometrical properties in the general case and especially in two dimension. In another part
we study the relationship between the numerical range of an operator and its spectrum, also we
study some classes of operators defined by this relationship (convexoid and spectraloid operator).

Keywords :

Numerical range, numerical radius, convexoid operator, normaloid operator, spectraloid

operator.
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Resumé

Soit H un espace de Hilbert complexe, et £ (H) l’algébre des opérateurs linéaires bornés sur

H. L’image numérique d’un opérateur A € L (H) est définie par :
W (A) = {(Az,2); z € H, |z| =1}

Dans ce travail on étudie I'image numérique d’un opérateur linéaire borné en deux axes. Nous
présentons les propriétés géométriques de 'image numérique dans le cas général, et en particulier
en dimension deux. Dans une autre partie nous étudions la relation entre I'image numérique
d’un opérateur et son spectre et nous étudions quelques classes d’opérateurs définis selon cette
relation (opérateurs convexoides et spectraloides).

Les mots clés :

Image numérique, rayon numérique, opérateur convexoide, opérateur normaloide, opérateur

spectraloide.
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Introduction

Soit H un espace de Hlbert et A un opérateur linéaire borné sur H. L’image numérique de

A est I’ensemble défini par :
W(A) ={(Az,2); v € H, |z| =1}.

Ainsi, 'image numeérique d’un opérateur, comme le spectre, est un sous-ensemble du plan
complexe, dont des propriétés géométriques permettent de connaitre quelques caractéristiques
de 'opérateur, elle a aussi une relation trés importante avec le spectre.

La notion de I'image numérique a été introduite par Otto Toeplitz [13] en 1918 pour les
matrices complexes, en 1919 F. Hausdorff [5] a prouvé que I'image numérique d’une matrice
complexe est convexe, dans les années 1929 et 1932 A. Winter [14] et M. H. Stone [12] ont étudié
la relation entre I'image numérique et ’enveloppe convexe du spectre d’un opérateur linéaire
borné dans un espace de Hilbert.

Par suite I’étude de I'image numérique donne des applications dans plusieurs branches des
sciences pures et appliquées comme dans la théorie des opérateurs et 'analyse fonctionnelle,
algebres de Banach et C*-algebres, inégalités des normes, théorie de perturbation, polynomes

matriciels, analyse numérique, physique quantique ...etc.

Notre travail est consacré a I’étude de 'image numérique en deux axes. Le premier axe traite
les propriétés géométriques dans le cas général et en dimnsion 2. Le deuxiéme axe est concerne la
relation entre 'image numérique et le spectre et ’étude de quelques classes d’opérateurs définis
selon cette relation.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions de base de la théorie
des opérateurs.

Au deuxiéme chapitre nous présentons les notions de base et les propriétés topologiques et
géométriques de I'image numérique qui donnent une vue initiative de cette notion. Nous donnons
aussi des exemples et nous présentons la définition et quelques propriétés de I'image numérique

dans une algeébre de Banach.
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Dans le troisiéme chapitre nous étudions la forme géométrique de I'image numérique en dimen-
sion 2, en détaillant le théoreme de I'image elliptique qui donne trois cas possibles en dimension
2.

Le dernier chapitre est consacré a I’étude de la relation entre I'image numérique d’un opérateur

et son spectre, et ’étude des opérateurs convexoides, normaloides et spectraloides.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espace de Hilbert

H désigne un espace de Hilbert complexe muni d’un produit scalaire, noté (.,.).
Proposition 1.1 Le produit scalaire (.,.) définie une norme sur H, tel que
|z = v/{z,z),Yx € H.
Théoréme 1.1 Pour x ety dans H, linégalité de Cauchy-Schwartz est donné par :
[z, )] < NIzl llyll -
Proposition 1.2 Six,y € H tels que |(z,y)| = ||z|| ||lyll, alors x et y sont colinéaires.
Définition 1.1 Deux vecteurs x ety dans H sont dit orthogonauz si (x,y) = 0, on note x_Ly.

Définition 1.2 Le complémentaire orthogonal d’un sous-ensemble N C H est défini par :

Nt ={x € HVy e N ;(z,y) =0}.



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.3

(1) L’ensemble M = {x; € H;i € I} est appelé systéme orthogonal si pour tous i,j € I tel
que i # j on a (x;,y;) = 0.

(2) M est appelé systéme orthonormal s’il est orthogonal et pour tout i € I ,||z;|| = 1.

(3) On dit que le systéme orthonormal M est complet si M+ = {0} .

(4) Un systéme orthonormal complet est dit base orthonormale.

1.2 Espace des opérateurs linéaires bornés
Soient H et K deux espaces de Hilbert

Notation 1.1 L(H, K) désigne l’espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K, et si H =
K, on note L(H,K) = L(H).

Définition 1.4 Pour A € L(H), l'image de A est l’ensemble défini par R(A) = {Az,x € H},

et le noyau de A est l’ensemble défini par ker(A) = {x € H, Ax = 0}.

Théoréme 1.2 (Identité de polarisation généralisée)

Si A e L(H), alors pour tout v,y € H on a :

(Az,y) = — [(Alz +y), 2 +y) — (Alx —y), v —y) +i(A(z +1y), v + iy) — i(A(x — iy), z —y)] .

1 =

Définition 1.5 L’opérateur adjoint d’un opérateur A € L(H) est l'unique opérateur A* € L(H)

tel que
Va,y € H, (Az,y) = (z, A"y),

Définition 1.6 Un opérateur A € L(H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si A* = A.

Définition 1.7 Un opérateur U € L(H) est dit unitaire, si U*U = UU* = 1.
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Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.8 Tout opérateur A € L(H) peut s’écrire sous la forme A = B +iC ou

1

B:Re(A):%(AJrA*), € =Im(4) =

(A—A").
B et C' sont auto-adjoints, et la forme A = B + iC dite décomposition cartésienne de A.
Définition 1.9 Soit A € L(H)

1-L’orbite de similitude A est l’ensemble défini par :

¢ (A) = {ST'AS, tel que S est un opérateur inversible de £L(H)} .
2-L’orbite unitaire de A est l’ensemble défini par :
U (A) = {U*AU, tel que U est un opérateur unitaire de L(H)} .

Définition 1.10 Un opérateur A € L (H) est dit:

1) Compact si h,ILnAx” = 0, pour toute suite orthonormée (z,,) de H.

2) Positif, §'il est auto-adjoint et (Az,z) > 0 pour tout z € H, on note A > 0.

(1)

(2)

(3) Normal, si A*A = AA*.

(4) Hyponormal, si A*A > AA*.
(5)

5) Coercif (elliptique) s'il existe ¢ > 0 telle que V& € H, |(Az,z)| > ¢|jz|”.

Proposition 1.3 Si A € L(H) est positif, alors A admet une racine carré positif unique c-a-d

(B>=Aet A>0).
Proposition 1.4 Si A € L(H) est coercif, alors A est inversible.

Proposition 1.5 Soit A € L(H) compact. Si (x,) est une suite faiblement convergente vers

x € H, alors Az, est fortement convergente vers Ax.

Théoréme 1.3 Si A un opérateur diagonal, dont les éléments diagonaux {c,}, alors A est

compact si et seulement si lim a,, = 0.
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Chapitre 1. Préliminaires

Proposition 1.6 Si A est hyponormal, alors r (A) = || Al .

Définition 1.11 Soit H un espace de Hilbert et A € L(H), on dit que A est unitairement
diagonalisable s’il existe une base orthonormale {e,} de H constituée par les vecteurs propres de

A, i.e. A s’écrit selon cette base sous forme d’ une matrice diagonale.

Proposition 1.7 Tout opérateur normal en dimension finie est unitairement diagonalisable, et

plus général tout opérateur normal compact est unitairement diagonalisable.

Définition 1.12 Pour un sous-espace F' de H, on appelle compression de A sur F', et on note

A | F la restriction de l'opérateur PrA sur F', (ou Pg est la projection orthogonale sur F).

Définition 1.13 Si H = Hi ® Hy, K = K1 & Ky et A € L(H,K), alors A prend la forme

matricielle
A A

Y

A21 A22

A=

ol Aij S L(H],KZ)

St Ay = Agr = 0, alors A est la somme directe de Ay et Agy on écrit A = Ay @ Ags.

Définition 1.14 (L’algébre de Banach)
Une algébre de Banach A sur le corps des complexes C est une algébre sur C (espace vectoriel
sur C muni d’une multiplication bilinéaire associative) normé telle que l’espace vectoriel normé

sous-jacent soit en outre un espace de Banach (un espace vectoriel normé complet).

Théoréme 1.4 L (H) est une algébre de Banach.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.3 Propriétés spectrales

Définition 1.15 Soit A € L(H).

(1) On appelle spectre de A et on note o (A) l’ensemble des nombres complexes A tel que :
(A — M) n’est pas inversible.

(2) X € C est dite valeur propre de lopérateur A, s’il existe un vecteur non nul x de H tel
que Ax = Az, i.e. st A — X n’est pas injectif.

(3) L’ensemble des valeurs propres de A s’appelle spectre ponctuel de A et est noté o, (A).
Proposition 1.8 Le spectre d’un opérateur est un compact de C.
Définition 1.16 Le rayon spectral de A est le réel positif défini par
r(A) = sup{]A, A € o (A)} = lim A"
Proposition 1.9 Sur H = H, & Hy, on a 0 (A1 & As) =0 (A1) Uo (Ag).

Théoréme 1.5 Si A est auto-adjoint et m = inf {(Azx,z) ,||z| = 1} et M = sup {(Az, z), ||z|| = 1},
alors o (A) C [m, M] et m,M € o (A).

Définition 1.17 On dit que A € C est une valeur propre approchée de A s’il existe une suite de
vecteurs (x,,) dans H, telles que ||x,|| =1 et Az, — Az, converge vers 0. L’ensemble de ces A est

appelé le spectre approché de A, et est noté o, (A).
On établit facilement que o, (A) C o (A) et pour o, f € C, 0, (A + BI) = ao, (A) + .

Proposition 1.10 do (A) C 0, (A), ot o (A) dénoté la frontiére de o (A).

Proposition 1.11 (Décomposition spectrale des opérateurs normaux compacts)
Soit A € L(H) un opérateur normal compact, alors il existe une base orthonormée (), <,

de H et une suite (\,),~, des réels telles que :

Vo € H; Ax = Z/\n<x,:cn>x.

n>1
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Chapitre 2

Initiation a ’'image numérique

2.1 Définitions et propriétés principales
Soit H un espace de Hilbert complexe.
Définition 2.1 Soit A € L (H)
(1) L’image numérique de A est l’ensemble défini par :
W(A) = {{Az, z); ||z = L,z € H}.
(2) Le rayon numérique de A est le réel défini par :
w(A) =sup{| z[;z€ W (A)}.

Proposition 2.1 [1] Pour tout A, B € L (H), tout sous-espace F' de H et tous o, € C on a :
(@A + BI) =aW (A) + 5.

(A|F)C W (A),ou A| F est la compression de A sur F.
(4%) = {75 2 € W (4)}.

(1) W
2) W
(3) W
(4) W (A+ B) C W (A) + W (B).
(5) W (Re(A

5 )) =ReW (A) et W (Im(A)) = Im (W (A4)).

10



Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

Preuve
(1), (3), (4) et (5) sont évidentes.
(2) Si x € F, alors

((A| F)x,x) = (PpAx,x) = (Azx, Pix) = (Az, Prx) = (Ax,z) € W (A).

Théoréme 2.1 [1]

Pour tout opérateur unitaire U € L (H)
W(U*AU) =W (A).
En particulier, I'image numérique est invariante par équivalence unitaire.

Preuve
Soit A € L(H), U un opérateur unitaire de £ (H) et x € H tel que ||z|| = 1.
Alors
(U*AUzx,x) = (AUz,Ux) € W (A).

On dit que 'image numérique est invariante par équivalence unitaire.
Réciproquement, comme U est surjectif, alors il existe y € H tel que x = Uy

(i) lyll = [IU"z]| = Jl=[] = 1

(Az,z) = (AUy,Uy) € W (U*AU).

Théoréme 2.2 [1]

(i) Pour tout A € L (H),
1
SlAl = w(A) < [lA].

(73) Le rayon numérique définit une norme sur L (H).
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Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

Preuve
(i) Pour tout z € H on a :

(A, 2)| < || Az]]l]| < | Allll=]*.

Pour [|z|| = 1 on obtient : w(A) < || Al

D’autre part, d’apres I'identité de polarisation généralisée, pour tout z,y € H

A(Az,y) = Z{)\ (x+Ay),x + Ay), A€ {1,—1,4,—i}}.
Donc
1Az, )] — \Z{ ol e .- —z'}etz:xﬂy#o}\
< w(d)) {llzl? A e{1,-1,i,—i}et z =2+ My}
= dw(A) {||lz|I> + lylI*} -
On a
|A|| = sup {|{(Az, y)|; |z = 1, ly|| = 1}.
D’ou

[A[l < 2w(A).
(i) a- w(A) = 0 et || 4] < 2w(A) = 0. Donc ||A|| <0 (i,e) ||A]| =0 d’ou A = 0.
b- Pour tout a € C
w(aA) = sup{lz],z € W (aA)}
= sup{|z|,z € aW(A)}
= sup {lay|, ay € aW(A)}
= lalsup{lyl,y € W(A)}

= |a|w(A).
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Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

c- Pour tout A, B € L(H):

w(A+B) = sup{lz|.z € W(A+ B)}
< sup{[z],z € W(A4)+ W (B)}
= sup{lz +yl, 2 € W(A) Ay e W (B)}
< sup{|z|+[y[,x € W(A) Ay e W(B)}

— sup{lal,x € W (4)} +sup{lyl,y € W (B)}.

Théoréme 2.3

(1) L’image numérique d’un opérateur A € L (H) est un ensemble non vide et borné.

(2) [5] Pour tout A€ L(H), W (A) est un ensemble convezxe de C.

(3) Si A=A, @ Ay sur H = Hy ® Hs, alors W(A) = co(W (A1) UW(A2)), ot co(W(A;) U
W (As)) est lenveloppe convezre de (W (A;) U W (Ag)).

Preuve

(1) a- Soit x € H, (z # 0) alors (A% &) € W (A), dou W (A) # @.

[l fll

b- Soit A € W (A), alors il existe x € H, ||z|| = 1 tel que A\ = (Azx, x)
Al = [(Az,2)| < [|[Az|l[lz]| < [|All[l2]* = [IA].

Donc pour tout A € W (A); | X [< [|4].

(2) Soient (Az,x) et (Ay,y) deux points distincts de W (A), avec ||z|| = ||y|| = 1.

Les vecteurs x,y ne sont pas colinéaires. Notons F' = vect {z,y}, par application de la pro-
position 2.1, on obtient W(A | F') C W (A). Comme W (A | F') est une surface elliptique, (voir
chapitre 3) elle contient alors le segment joignant (Az, z) et (Ay,y). D’ot W (A) est convexe.

(3)

[D] Soient x € H; et y € Hj tels que ||z]| = |Jy|| = 1. Montrons que le segment joignant les deux

points (Ajx,x) € W(A1), (Ary,y) € W(Asy) est dans W (A).
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Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

Soient ¢, s € [0,1] tels que t* + s> =1. On a
t*(Arz, x) + s*(Agy, y) = (Atz @ sy), tz @ sy) € W(A)

1
[C] Soit z € H ,alors 2 =x @y otz € Hi,y € Hyet |2 = (||#]]* + ||ly||*)* = 1. Le point
(Az, z) appartient a co (W (A1) U W (A,)). En effet,
r x

Yy Yy
Az, z) = (A, ) + (Asy, y) = o* (v o) + yQA_’_.
Wz 2) = (o, 2) + (e = el b o)+ Ao

Théoréme 2.4 Si H est de dimension finie, W (A) est un ensemble compact de C.

Preuve
Soit I" la spheére unité de H. L’application g : I' — C, v — (Ax, x) est continue, en effet :

pour tout x,y € I' on a
(Az, x) — (Ay,y) = (Azv — Ay, z) + (Ay,z — y),

donc
9(x) = 9(y)| = [(Az, ) — (Ay, y)| < 2[|A[[||lz — yl|.
Ce qui exprime la continuité de g. Comme la sphére unité de H est compacte, alors W (A)

(son image par g) est compacte. m
Théoréme 2.5 Soit A € L(H) est compact. Si 0 € W (A), alors W (A) est fermé.

Preuve

Si A un point adhérent de W (A), alors il existe une suite (x,,), _, telle que ||z, || = 1,Vn € N et

neN

(Axy, ) — A
Puisque B(0,1) est faiblement compact dans H (puisque l’espace de Hilbert est un espace
réflexif), il existe une sous-suite {x,,, } qui converge faiblement vers z telle que ||z,| < 1. Comme

A est compact, alors la suite {Az,, } converge fortement vers Az.
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Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

(A 0,) — (A2, )| < (AT, @) — (AT, 20)| + (AT, 20) — {Av, )]

< el Azn, — Azl + [(Az, 20,) — (Az, 2)].

Par conséquent {(Ax,, ,x,, )} converge vers (Az,z) (i,e), A = (Ax,x).

Si A = 0 l’assertion est claire.

Si A # 0, il est clair que x 7 0, alors Ay = (A%, ) € W (A).

||| [l {ll

Car ||z|| <1 alors A €]0, W]

Si 0 € W (A) donc par convexité de W (A), A € W (A), (i,e) W (A) est fermé. m

Théoréme 2.6 [7]

Un opérateur A € L (H) est auto-adjoint si et seulement si W (A) est un intervalle de R.

Preuve

Si A est auto-adjoint, alors, pour tout = € H,

(Az,x) = (x, Ax) = (Ax, x).

On a donc W (4) CR.
Inversement, si W (A) C R, alors l'identité de polarisation généralisée implique que T est

auto-adjoint. m

2.2 Image numérique dans une algébre de Banach
Soit A une algébre de Banach avec identité e.

Définition 2.2 Un état sur l'algébre A est une fonctionnelle linéaire continue f € A telle que

f(e)=|fll =1, on note ’ensemble d’états de A par P (A) ou P.

Remarque 2.1
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Chapitre 2. Initiation & ’image numérique

‘P est un ensemble non vide, convexe et compact.

Définition 2.3 [1]
L’image numérique d’un élément a de A est définie par
Wo(a) ={f(a) ; feP}.

Théoréme 2.7 [1]

Pour a € A, Wy (a) est non vide, convexe et compact.

Preuve

Comme P est non vide, alors W (a) est non vide. Soient f1, fo € P, r €]0, 1] et

f=rfitd=1)fa

Comme P et convexe alors

feP, fa)=rfila)+ (1 —r)fo € Wy(a).

D’ou la convexité de Wy (a) .
Comme I'application

U,:P—C, fr— f(a),

est continue et P compact alors Wy (a) = ¥, (P) est compact. ®

Théoréme 2.8 [1]

Pour tout a € A, o (a) C Wy (a).

Preuve
Si (a — A) n’est pas inversible & gauche, alors e ¢ A(a — \). On a pour tout =z € A, x(a — \)
n’est pas inversible & gauche, Si y € A tel que |le —y|| < 1, alors y est inversible (série de

Neumann). D’ou pour tout x € A,

lle —x(a—N)|| > 1.
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On construit f € P tel que A = f (a). D’apres le théoréeme de Hahn-Banach on peut choisir

f e A'tel que
Vee A f(z(a—)N) =0, f(e)=1et |f| = ||f ‘Vect(A(a—A)U{e})H
Poury=z(a—AN)+a;z€ A aeC: f(y) = f(ae) =a. Si a#0, alors
lal[ja™"z (a = X) +¢|| > |al,

d’ou |f (y)| < |ly|| pour tout y € Vect (A(a— A)U{e}). Deplus |[f|| =1et feP.

Posons = = e, on obtient
fla=X)=f(a)—A=0,
d’ou

A= f(a) € Wy(a).

Remarque 2.2
Wy (aa + B) = aWy (a) + B,V € C*, V5 € C.

Théoréme 2.9 [1]
Pour tout a € A, on a :
(1) 0 € Wy (a) <= VYA€ C; [N\ <|la—A|.
(it) Wo (@) =N {D (A, la— A|]),A € C}, ow D (A, |la — A||) est le disque fermé de centre X et

de rayon |la — M| .

Preuve

(i) Supposons que 0 € W, (a) et soit fo € P, fo(a) = 0. Alors

YAEC; fola— ) =—)
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d’ou
vAeC; A < lfoll lla = All = [la = All.

Réciproquement, si |A| < ||la — A||, VA € C, alors a n’est pas un opérateur scalaire.

Par application du théoréme de Hahn-Banach, on peut choisir f € A tel que

fla)=0, fle)=1 et |fl = lvecttaes]| -

Pour deux scalaires non nuls «,  on a :

flaa+B) =B, |laa+ Bl = |al[la— (=a7'B)[| = |al[-a™'8] = 8]
D’ou
1= 1= f(e),
ie. fePet0= f(a) e Wya).

(ii) Soit p € C, comme Wy(a — p) = Wy(a) — p, par application de (i) on obtient

e Wola) M < Ha_u_x VN eC.

Posons 1 + A =\ Alors
5 e Wola) <= =A< lla—Al, VAeC.

D’ou

Wola) = N {D(\, a— Al|), AeC}.

2.3 Exemples

Exemple 2.1 (Opérateur de décalage a gauche sur C?)
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Soit T} € L(C?) lopérateur de décalage a gauche sur C? présenté par la matrice

suivant la base standard de C2, alors W (T}) est le disque fermé centré a l'origine et de rayon
1/2.
Preuve

Nous paramétrions le vecteur unité de C? comme suit :

€1 i t
e=e(0,p,t)= <e2> = ¢<eiem>,

0 et ¢ sont des nombres réels et 0 < ¢ < 1.

o) = ore=@ar(")

€2

—io  —ilord 01 tet?
= (te7¥, 7101 — 12) .
’ 0 o) \EEOVIT—12

ile+0) m)

= (te7¥, e ¥ H0\/1 — t2)( 0

= /1 — 2,

Quand 6 traverse R, (T'e, e) décrit le cercle centré a 1’origine et de rayon tv/1 — ¢ donc W (77)
est I'union de tous ces cercles pour (0 <t <1),ie W(T1) est le disque fermé centré a 'origine

et de rayon maxty1 —t2=1/2. =
0<t<1
Théoréme 2.10 [10] L’image numérique n’est pas invariante par similitude.

Preuve

Posons Ty 'élément de £(C?) présenté par la matrice
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suivant la base standard de C2. On a Ty = AT} (T} l'opérateur de décalage a gauche) d’ou
W (T\) = AW (T1) est le disque fermé centré a 'origine et de rayon |A| /2. Donc pour tout A € C

tel que |\ > 1, W(T)) € W(T1). Posons pour tout A € C tel que |A| > 1,

A0
S)\: )
0 1

Sy est un opérateur inversible et S,T1Sy ' = Ty, i.e. W(S\T1.5,") € W(T;) =

Exemple 2.2 (Opérateur de décalage a gauche sur (%)

Soit (% l’espace des suites de carré sommable (i.e)

[e.e]
2= {{xi};’io CCY | < oo} :
=0
Soit B € L({?) l'opérateur de décalage & gauche sur (? défini par :
B(.’L’o, r1,T2,T3, ) = (.%'1, T2, T3, )
W (B) est le disque unité ouvert D.

Preuve
Soit A € D, le vecteur zy = (1, A\, A%, A\, ...) est un élément de £2, et Bxy = Az, i.e. chaque A € U
est une valeur propre de B avec vecteur propre x,. D’ou D C W(B). Comme ||B|| = 1,W(B) C
D, donc il suffit de montrer qu’aucun point du cercle unité appartient a W (B). Supposons qu’il
existe A de module 1 appartient a W (B), alors il existe un vecteur unité x de H avec A = (Bx, z).
Alors
1=\ = |(Bz,2)| < |Bz| 2] < o] al] = 1,

On a obtenu ici une égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc les deux vecteurs Bx
et x sont colinéaires, i.e. da € C tel que Bx = ax.
Maintenant un simple calcul montre que le seul vecteur x vérifié Bx = ax est x, qui n’ap-

partient pas a ¢* puisque |\| = 1. Cette contradiction montre que A ¢ W(B). m
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Exemple 2.3

Sur l'espace H = L?([0,1]), on considére 'opérateur de multiplication par x

11 est clair que A est auto-adjoint, et comme o (A) = [0, 1], alors

inf [(Af, /)l = 0eW(4),

Ifll=1
||§3H13‘<Af’f>‘ = leW(4),

d’on W (A) = [0,1]
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Image numérique en dimension 2

Soit H espace de Hilbert en dimension 2.

3.1 Formes matricielles élémentaires

Lemme 3.1 Tout opérateur A € L(H) admet un transformé affine aA + (o #0) dont le

Polynome minimal est de l'une des formes suivantes :

(1) P(\) = A\ (2) P(\) = N2 (3) P(\) =\ —1.
Identiquement
(1) A=0. (2) A2=0,(A#£0) (3) A2 — I =
Preuve

Si le polynome minimal de A est de degré 1, le cas (1) est valable.

Si le polynéme minimal de A est de degré 2, alors

P(4) = (A—%7>2— ((G)-n) =0

d’ou la forme (2) ou (3) est nul ou non. m
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Proposition 3.1 (i) Si A2 =0, A # 0, il existe une base orthonormée (ey, e3) telle que

Aey = ey, Aey =0, done (A) = ,

(notons (A) = Sy).

(ii) Si A? = I, A2 —1T étant le polynome minimal de A, il existe une base orthonormée (ey, €3)

et une constante a supérieur ou égale a 1 telles que

Ae; =a ey Aey = aey, donc (A) = ,

(notons (A) =1T,).

Preuve
(i) C’est clair que R (A) est de dimension 1, choisissons e; normé dans R (A), e; est alors choisi
tel que (eq, e2) soit orthonormée. On a ainsi Aes = 0, Ae; est colinéaire & e;. En modifiant A par
un facteur scalaire on peut supposer que Ae; = es, [|A|| = 1.

(ii) Si A?2 = I et A non scalaire, A admet les deux valeurs propres 1 et -1. Soit Af; = fi,

Afy = —fo, |Ifill = || f2ll = 1, ou 'on pose de plus (choix d'un facteur scalaire de module 1 sur
f2 par exemple) (fi, f2) € RT.
Alors

A(fi+ fo)=fi— o, A(fi = f2) = fi + fo
(fi+ fo, f1 — f2) =0, f1 + fo et fi — f sont non nuls.

Notons

Ji+ f Ji— fa |f1+ foll

€1 = = ta= """

S T TR Al P T

Comme (fi, f2) € RT, a est supérieur ou égale 4 1. On a Ae; = a ey et Aey = ae;. m

Remarque 3.1 Le résumé de (i) et (ii) est que tout opérateur de L(H) admet un transformé

affine pour le quel la matrice dans une base orthonormée est de l'une des formes :
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(1) . (2) S = . (3) T, = ota>1.

Théoréme 3.1 Soit A € L(H) et (e1,e3) une base orthonormée fizée de H , alors
W(A) = {(Aa:,x},x = (cos ) e; +sinfexp (ip) ea; (9 € [O, g} o €10, 277[)} .

Preuve
Siax € H, ||z|| = 1, on associe z, = exp (i) z, ou o € R est arbitraire, alors (Az,x) =
(Azy, x4). Pour trouver W (A) il suffit alors de choisir x = Aje; + Aqe2 en imposant a A\ d’étre

positif ou nul. Ceci établit la représentation des x par les couples (6, ¢) pour ])\1]2 + \)\2\2 =1. =

3.2 Forme elliptique de ’image numérique

Proposition 3.2 Pour les trois modéles d’opérateurs définis dans la remarque précédente, 'image
numérique est précisée ci-dessous :

(1) W (0) =0.

(2) W (S1) est le disque fermé de centre 0 et de rayon 3.

(3) W (T,) est la surface elliptique fermée limitée par Uellipse de foyers les valeurs propres
{1,-1}, de grand aze 5 (a+a™"') et de petit aze 3(a —a™?)

Dans chaque cas on utilise la base (e1,eq) et les vecteurs x définis dans la proposition précé-

dente.

Preuve
(2) A= Sy; pour

xg,, = cos ey + sinf exp (i) e
. , 1 '
(Axg p, Tg,) = sinf cosfexp (—ip) = 5 sin (20) exp (—ip)
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{%sm(ze),e e [0, g]} = {0, ﬂ ,

Donc lorsque ¢ décrit [0, 27[, 'image numérique W (A) obtenue est le disque fermé de centre 0
et de rayon 3.

On remarque qu’un point z au bord de W (A) est obtenu une fois pour (9 =7 go), Porigine
est obtenue pour (6’ =0etf= %), les vecteurs zy , correspondants sont orthogonaux. Tout autre

points intérieur est obtenu deux fois, pour deux vecteurs non orthogonaux zg,, Tz_gp.

(3) A="1,;

(Tozg.p, xo,) = % sin (20) {(a +a™ ") cosp+i(a—a ") sinp}

= .

Lorsque 6 est constant, z, décrit D'ellipse centrée en 0, de grand axe 1 (a + a ') sin (27) sur
Paxe réel, de petit axe 1 (a —a™!) sin (27).
Lorsque 6 varie, les ellipses décrivent la surface elliptique fermée limitée par celle centrée on

0, de grand axe 3 (a +a™'), de petit axe 3 (a — a™!) admettant donc les foyers définis par

¢ ==(a+ a*1)2 — = (a— cfl)2 =1,

IO,

ils ont pour affixes +1 et -1. m

Corollaire 3.1 Pour A€ L(H), H de dimension 2, W(A) est la surface elliptique fermée dont
Pellipse frontiére admet pour foyers les valeurs propres de A.
S1 A # M |, chaque point frontiére est obtenu pour un seul vecteur x, chaque point intérieur est

obtenu deux fois (pour deux vecteurs) et seul le centre est obtenu pour deux vecteurs orthogonauzx.

Preuve
Une transformation A — aA + $ améne a 'une des formes 0, S7, T, pour lesquelles la propriété

est vraie;

og(aA+p8)=ac(A)+ B et W (aA+ 3)=aW(A)+ .
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Donc les foyers de W (A) restent les valeurs propres de A.
La transformation A — A — %trA ameéne & un polynéme minimal sans terme de degré 1
(A — %trA de trace nulle), puis la multiplication par un scalaire § améne & une forme 0, .S; ou

T, m
Proposition 3.3 Soit A € L(H), alors W (A) est un segment si et seulement si A est normal.

Preuve
Si W (A) est un segment, alors A est associé a un T, pour a —a~' = 0 alors A = T} + 3; Tiest
normal, donc aT; + 3 aussi

Si A est normal, oA 4 [ est toujours normal donc awA + 5 est un 77 et W (A) est le segment

limité par les valeurs propres de A m

3.3 Exemples

(1) Soit
S = % :
2
Par la transformation affine : S — 25 —1T1 on obtient 25— 1 =Ty, donc W () —1 = W (T3), et
on sait que I'image numérique de Ts est la surface elliptique fermée limitée par I’ellipse de foyers

(—1,1), de grand axe % et de petit axe %, alors 'image numérique de la matrice S est la surface

elliptique fermée limitée par l’ellipse de foyers 3’3‘/5 et 3*3\/5.

(2) Soit 'opérateur A est défini par :

A 0
0 A,
tel que :
300
11
A1: et A2: 0 3 0 )
2 1
0 0 3
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comme on a, WiA) =D (0’ g) et TW(Az) = {3}

alors I'image numérique de A est l'enveloppe convexe de 'union de W (A;) et W (A2).
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Image numérique et spectre

4.1 Relation entre ’image numeérique et le spectre
Soit H un espace de Hilbert complexe.

Proposition 4.1 [10]
Pour tout A € L(H) on a :
op(A) C W(A).

Preuve Soit A € 0,(A) et v € H, ||z]| =1, Az = Az
Alors :
(A= Nz,2) =0 = (Az,z) = A,

doutAeW (A). =
Théoréme 4.1 [10]

L’image numérique d’un opérateur unitairement diagonalisable est l’enveloppe convexe de son

spectre ponctuel.

Preuve Soit A € L£(H) un opérateur unitairement diagonalisable, alors il existe une base

orthonormale {e,} de H et une suite {\,} des nombres complexes tels que Ae,, = \,e, pour
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tout entier positif n, d’ou
W) = {{An e e H ] = 1)

= { AZ T, €;)e;, (w,e5)e;); v € H, ||z|| = 1}

7=0

Z)\ (z, e,)|? xEH,Htzl}
= {Z/\nan;anz(),ian=1}-
n=0 n=0

Donc W (A) est 'ensemble de toutes les combinaisons convexes des valeurs propres de A, i.e.

W(A) = coop(A). =
Exemple 4.1

Soit A est un opérateur diagonal définit par

A = diag(1,

tOIH
OJIH
N—

Les valeurs propres de A sont A = %, Vn > 1, donc

o) (A) = {1; n > 1}.

n

Comme A est normal et compact (unitairement diagonalisable) alors
W(A) = coo, (A) =]0,1].

Théoréme 4.2 [10]

Pour tout A € L(H) on a o (A) CW (A).
Preuve Soit A € 0, (A) et soit (z,,) une suite de vecteurs unitaires telle que
(A= AT) 2| 0.
De I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

(A= X) 2, )| < |[(A = M) 2] — 0,
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donc (A x,,x,) — X et par suite A € W (A). On a alors o, (A) C W (A).
D

Ainsi, d’aprés la proposition (1.10), on a do (A) C g, (A) C W (A). De la convexité de W (A),

il s’en suit que 0 (A) C W (A). =

Théoréme 4.3 [§]

Pour tout opérateur A de L(H)

r(A) = inf{||SAS™||, S inversible de L(H)}.
Preuve

On a r(A) < ||A]|, alors r(SAS™) < [|[SAS™Y|, pour tout S inversible de L£(H), et comme le

rayon spectral est invariant par similitude on obtient
r(A) < inf {||SAS™!||, S inversible de L(H)} .

Réciproquement, soit @ € C tel que a > r(A). Construisons S, inversible de L(H) tel

que||SoAS || < . Posons

T, = Z&—Zn(A*)nAn.
n=0
Cette série est convergente, car

1 1
e T T
De plus
T,—1I= ia—%(A*)"A" >0,
alors T,, est inversible. "
Notons que A*T,A = o?(T,, — I), choisissons S, par S, = (Ta)%. on a

1S AS 2||” = (SaAS; 'z, SaAS; )
= (A*T,A(S,'x), S, z)
< T, (S, '7),S  z)
= o [*].

Pour tout = € H. D’ou ||S,AS!|| < a. Cela compléete la preuve. m
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Théoréme 4.4 [10]
Soit A € L(H), alors

coo(A) =N {W(SAS*); S inversible de £(H)}

Preuve

[C] On a o(A) € W(A), dou coo(SAS™!) € W(SAS—!) pour tout S inversible de L£(H), et

comme le spectre est invariant par similitude on obtient
coo(A) C N {m, S inversible de E(H)} :
[D] Soit A ¢ coo(A), montrons que
AédnN {m, S inversible de E(H)} :

i.e. il existe un opérateur inversible T de L(H) tel que A ¢ W(SAS~!). Comme coo(A) est
compacte, il existe un disque ouvert D contient coo(A), mais son adhérence ne contient pas .
On peut supposer sans perdre les généralités, que D est le disque unité ouvert, ainsi en particulier

r(T) < 1. D’apres le théoreme de Rota il existe opérateur inversible 7' de L(H) tel que

1 T
rar- < L) oy
d’ou
W(TAT-') C D,
et par conséquent
A¢ W(TAT-1).
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4.2 Opérateurs convexoides, normaloides et spectraloides

Soit H espace de Hilbert complexe et A € L (H).
Définition 4.1

(1) A est appelé normaloide si w(A) = ||A]l (i.e. r(A) = ||A]).

(2) A est appelé convexoide si W(A) = coo(A).

(3) A est appelé spectraloide si w(A) =r(A).
Remarque 4.1

(1) Tout opérateur normaloide est un opérateur spectraloide.

(2) Tout opérateur convexoide est un opérateur spéctraloide.

(3) [4] En 1929 Winter essayé de caractériser opérateur A de L£(H) satisfaisant coo(A) =
W(A), il a donné I'assertion suivante : coo(A) = W (A) si et seulement si A est normaloide.

En 1967 P. R. Halmos a montré que ’assertion de Winter est fausse. Il a montré qu’il existe
des opérateurs convexoides qui ne sont pas normaloides et vice versa, il a donné les contres
exemples suivants :

(1) Soit

00
10

Soit N un opérateur normal dont le spectre est le disque fermé D de centre 0 et de rayon %

Si
M 0 ‘
- 0 N ’
alors 0(A) = {0} UD, et W(A) = co(W(M)UW(N)) = D. Ce qui dit que A est convexoide.
Comme ||A]| =1 (car ||M]|| = 1), A est n’est pas normaloide.
(ii) Soit
M 0
- 0 1 7
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puisque ||A|| = 1, W (A) = co(DU{1}), et w(A) = 1 donc A est normaloide. Comme

o (A) ={0}U{1}, alors ¢ (A) = [0, 1], ce qui résulte que A n’est pas convexoide.

Proposition 4.2 [1] Soit A € L(H), alors A est convexoide si et seulement si
(A=) < [dist(A, coo(AN] ",

pour tout A & coo(A).

Preuve
[=>] Soit A ¢ coo(A). Par la transformation A — aA + 3; a € C*, 8 € C on peut supposer

que le couple (A, A) satisfait :
A< 0,0 € coo(A) et coo(A) C {z € C;Re(z) > 0},
alors pour tout ©z € H
(A = N)al* = [[Az])* = M[(Az, 2) + (2, Az)] + A ||z = A* ]
Comme (A — \) est inversible, alors pour tout = € H
l2ll? = 2 [ (A= X,

d’ou
[dist(\, coo(AN] " = |\ > [(A=X7.

[<=| Comme on a coo(A) C W(A) on montre que si A ¢ coo(A) alors A ¢ W(A). Par

application de la transformation A — oA + [ on peut supposer que
[A < 0,0 € coo(A) et coo(A) C {z € C:Re(z) > 0}],
alors

A & coo(A) et dist(\, coo(A)) = |\,
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[(A=N" <A
D’ou

A al® < (A =Nz,

Pour tout = € H. Par passage au limite quand A tend vers (—oo) on obtient que pour tout

r e H.
(Az,x) + (x, Ax) = 2Re(Az,z) > 0.
D’ou
W(A) C {z € C;Re(2) > 0},
donc
A g W(A).
]

Corollaire 4.1 [1] Soit A € L(H) un opérateur hyponormal, alors
H(A - )\)*IH < [dist(\, coo(A))] ",
Pour tout X ¢ coo(A).

Preuve En effet :

1 1

1

H(A—)\)_ln = max

= = < .
pea(A—N)~1 ] min ||  dist(\, 0(A)) ~ dist(\, coo(A))

uea(A—X)
|

Remarque 4.2

(1) Tout opérateur hyponormal est convexoide.

(2) On peut conclur les inclusions suivantes :
Normaloide

Auto-adjoint — Normal — Hyponormal

Convexoide

Spectraloide.
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Théoréme 4.5 [7]

Soit m et n deux nombres réels. Si W(A) = [m,n], alors {m,n} C o(A).

Preuve

Si W(A) = [m,n], alors le théoréme (2.7) implique que A est un opérateur normale. (i.e.

convexoide), ’ensemble W (A) est donc Ienveloppe convexe de o(A), ou encore

[m,n] = W(A) = co(c(A)).

Il suit donc

{m.n} C o(A).
|
Exemple 4.2 Soit
0 01
A=1100
010

Car A est un opérateur unitaire, alors A est normal, et donc son image numérique est I’enve-

loppe convexe de ses valeurs propres,
W (A) = coop (A).

Donc I'image numérique de cette matrice est le triangle dont les sommets sont les valeurs

propres de A (les trois racines cubiques de 1).

Définition 4.2 On appelle spectre approché réduisant de A l’ensemble
0ar(A) ={A€0,(A), 3z, € HVn e N, |z,|| =1: [[(A—Nz,| + [[(A—N)z,|| — 0}.

Lemme 4.1 (3] A€ L(H) est :
(1) Spectraloide si et seulement s’il existe A € a(A) tel que : |\ = w(A).
(2) Normaloide si et seulement s’il existe A\ € o(A) tel que : |A| = ||A] .

Notons d’aprés ces deuz conditions que A € OW (A) N do(A) dans les deuz cas.
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Corollaire 4.2 [3]
Soit A € L(H) normaloide (resp. spectraloide) et soit p € C , alors si argu = arg A avec

A € o (A) vérifie |\ = || Al (resp. |A] = w (A)), A+ ul est normaloide (resp. spectraloide)

Preuve

Puisque on a arg u = arg A alors

r(A+pl) = sup{|A, A€o (A+ul)}
= sup{|A —pl, A€o (A)}
= sup{|A[+ |u], A € o (A)}
= sup{|A[, A€o (A)}+u

= r(A)+|ul,

et de la méme fagon on a aussi que w (A + pul) = w (A) + |p].
Si A est spectraloide alors (A + pul) = w(A + pl)

Si A est normaloide alors

|A[]] + ] = w(A)+ |pl

w(A + pl)

IA

[A+ p|

IA

AL+ el

Proposition 4.3 [3]

A€ L(H) est normaloide si et seulement s’il existe A € 0,,.(A) tel que |A| = ||A] .

Preuve

[«<=] Clair (car c,.(A) C o (A))
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[=] Ona:0do(A) Co,(A) et comme A est normaloide alors il existe A € (OW (A) N do(A))
tel que |A) = JA]

Donc, il existe A € 0, (A) tel que |A| = || A (i.e) il existe (2,),ydes vecteurs unités vérifient

I(A = M)z, || — 0.
reste a vérifier que ||(A — MN)"z,]| — 0.

Posons pour tout n € N. \,, = (Ax,, z,), alors
(A, @) = Al = (A = Nan, 2a) < [[(A = A) zy]| — 0.

Donc A\, — A.

D’autre part,

(A=) z,|]° = [|A*Z > — 22X, + |A]?

< 2 (||A||2 — Re /\Xn) — 0,
(ie) A€o0y (A) =
Lemme 4.2 [3] Soit A € W(A) et |\ = ||A]|, alors X est une valeur propre réduisant de A.

Preuve

Soit ||Al| = |A| = [(Az, z)] si ||z]| = 1 alors
1Al = [{Az, 2)| < [[Az| [l]| < Al l|z]* = [|A]l.

On obtient une égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz donc Ax = Az. De la méme fagon

on obtient A*z = \z. m
Lemme 4.3 [3] Soit A € 0, (A) i € 04 (A*), X # pu, et
I(A = AL) @]l = 0, [(A = pd)" yul| = 0, |2l = [yl = 1.
Alors ligbn(xn, Yn) = 0.
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Preuve
Puisque
(1= A) @y yn) = (A= M), Yn) = (2, (A= )" ),
on obtient alors

1

g (1A = ATl 1A = D)) = 0

Lemme 4.4 [1] Soit A€ L(H), alors
{AN€o,(A);Re(A—=XN) >0} Cou (A).

Preuve

Soit A € 0, (A), alors il existe une suite orthonormale (), . dans H telle que
lim (A — M)z, =0,

alors 'opérateur

B=Re(A-=\N)==[A=)\)+ (A=),

N | —

satisfait

lim(Bz,,, z,) = 0.

Comme B > 0, alors limBzx, = 0, i.e,

lim (% (A=) 2+ (A=) mn]) 0.

n

Et comme lim (A — \) z,, = 0, alors lim (A — X\)*z, = 0. D'ou A € 04, (A). =

Proposition 4.4 [3] Soit A\ € OW (A). Alors A € o (A) si et seulement si X\ est une valeur

propre approchée réduisant de A.
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Preuve
Montrons que OW (A) N o (A) C 04 (A).
En effet : par la transformation A — oA+, (o € C*, 5 € C) 'hypothese A € OW (A)No (A)

peut étre remplacée par 0 € OW (A) N o (A) avec Re (A) > 0. Comme
0€do(A) Co,(A),
Il en résulte d’aprés le lemme précédent que
0€ o4 (A).

Donc
OW (A)No(A) Cou(A).

Théoréme 4.6 [2]

A est un opérateur spectraloide si et seulement si
w(A™) =w(A)".
pour tout n € N*.

Preuve

Si A est un opérateur spectraloide, alors
w(A") =r(A") =r(A)" <w(A)",

'inégalité inverse est clair, donc w (A") = w (A)" .

Siw(A™) =w (A)", alors
w(A)" =w (A") < [|A7], w(A) < A",
alors
w(A) < lim [A"|[* = r(A),

ainsi w (A) =1 (A) puisqueonar(4A) <w(A). =
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Corollaire 4.3 [2]

Si A est un opérateur spectraloide, alors A™ est aussi spectraloide pour tout entier positif n.

Preuve

Soit A un opérateur spectraloide, alors d’apres le théoréme précédent on a A
w(A")=w(A)" =r(A)" =r(A4A").

Ainsi A" est spectraloide. m
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L(H)

trA

R(A)
ker (A)

Vect{ei, e, ....,en}

Symboles et Notations

espace des opérateurs linéaires bornés sur H.

I'image numérique de A.

le rayon numérique de A.
I’adjoint de A.

la norme de A.

signe de distance.

le spectre de A.

le rayon spectral de A.

disque ouvert de centre x et de rayon 7.
la compression de A sur F.

la frontiere de o (A).

I’enveloppe convexe du spectre.
spectre approché de A.

spectre approché réduisant de A.

spectre ponctuel réduisant de A

image numérique de a dans une algebre de Banach.

I’ensemble d’états.
trace de A.

signe de somme directe.
I'image de A.

le noyau de A.

sous-espace vectoriel engendré par {eq, e, ...,e,}.

le dual topologique de A
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