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Abstract

In this work, we study tow hyperbolic problems, the first is linear and the second is
nonlinear, with boundary integral conditions .we prove the existence and uniqueness of the
solution.

The proof is based on an a priori estimates and a Faedo-Galerkin method.

Résumé

Dans ce travail, on étudie deux problémes Hyperboliques de type ondes, le premier est
linéaire et la deuxieme est non linéaire avec conditions aux limites de type intégrales, on
démontre l'existence et I'unicité de la solution.

La démonstration est basée sur des estimations a priori et sur la méthode de Faedo-Galerkin.
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Introduction

Au cours de ces derniéres anneés, de nombreux phénomenes en physique ont été modélisés par
des problemes aux limites non classiques avec conditions non locales. importance des conditions
non locales apparaissent lors de la modélisation mathématique des phénomenes de la physique,
la chimie, 'économie, la biologie...etc, qui exigent la présence de termes intégrales sur le domaine
spatial.

Le terme intégrale peut apparaitre dans des conditions aux limites, dans ce cas, ces conditions
sont appeleés non locales ou intégrales, ou dans I'’équation aux dérivées partielles elles mémes,
qui est alors souvent appeleé une équation intégro-différentielle. Physiquement, les conditions
intégrales représentent une moyenne, énergie totale, masse totale, moments...etc.

Lobjet de ce mémoire est d’appliquer la méthode de Faedo-Galerkin dans 'étude de deux pro-
blémes aux limites avec conditions intégrales. Cette méthode a été utilisée par S.Beillin [1], pour
construire une solution classique pour les équations hyperboliques dans un espace multidimen-
sionel .

Cette méthode s’est avérée un outil efficace dans I’étude des probléemes non classiques, de tels
problemes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équations paraboliques,
hyberboliques et du type mixte.

Notre mémoire se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions de la théorie des espaces fonctionnels.

on citera aussi les inégalités utilisées dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite un probleme multidimensionel linéaire d'une équation hy-
perbolique de type onde. qui a étudie par S.Beillin [1], par la méthode de Faedo-Galerkin I'auteur
a démontré l'existence et 'unicité de la solution faible u dans W2(Q).

Le dernier chapitre est consacré a '’étude d’un probleme aux limite pour une équation hyperbo-
lique multidimensionnel non linéaire de type ondes, on s’intéresse a I'’étude d’un cas simple du

travail de L.T.Phuong Ngoc, Nguyen Anh Triet and Nguyen Thanh Long [16]

Uy — Au+uy = |ulP 2 u+ f(x,t)

Avec les conditions initiales

Et la condition intégrale

Q
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En appliquant la méthode de Faedo-Galarkin, on établit les estimations nécessaire et on démontre
l'existence et I'unicité de la solution forte.

Nous donnons a la fin les différentes références utilisées dans ce memoire.

Table des matiéres



Chapitre 1

Rappels d’Analyse fonctionnelle.

1.1 Espaces de fonctions

Notons par = = (1, x9, ..., ) le point générique d’un ouvert €2 de R". Soit v une fonction définie
de Q a valeurs dans R. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement, comme

suit 2

_Ou Ou ou |, 2 | 0u
v“_<ax1’ax2"“’axn> et |Vul _i; e
n 0%y () Pu O 0*u
A = = e+ =— :
u(r) = 250 <ax§ Tt axg) (@)
2
Soit u(z,t), 8u(m,t)et Pulz, ) notées par u(t), v (t) = u:(t) et u”(t) = uy(t) respectivement .On

0%t
notera par C((2) I'espace des fonctions continues de 2 a valeurs dans R, pour k > 1 entier, C* (Q2)

est 'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre £ est continue sur
Q. Nous définissons aussi C* (Q2) , comme étant 'ensemble des restrictions a Q des éléments de
C* (R")

1.2 Espace de Hilbert

Soit E un espace vectorielle, on appelle application de F x E dans le corp C définit par (.,.) :
E x E — C un produit scalaire si

1) (u,v) = (u,v) pour tout u,v € E.

2) (Aug + ug,v) = A(uq,v) + (ug, v) , pour tout u;,us etv € E, et A € C.

3) (u, \v) = X {u,v) tel que A € C.

4) (u,u) > 0et (u,u) =0<=u=0<=u=0.

Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((£, ||.||) espace normé complet) muni d’un produit
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scalaire pour la norme associée

NI

lullp = (w,u)? (i) ||ullp = (u,u).

Définition 1.1 Un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R,.muni d’un produit scalaire,

noté (x,y), qui est complet pour la norme associée a ce produit scalaire, notée ||z|| = \/(x, z).

1.2.1 Systéme orthonormal

Définition 1.2 Soit E un espace de Hilbert, la suite {e,}, ., C E est appelée un systéme orthonormal
1 n=m
Si (en, €m) = O telle que 6,y =
0 n#m

En d’autres termes : Le systeme {e, }, ., est orthonormal si
De,le,,n#m
2) llenll =1

Sie, L e, on dit que le systeme {e,}, ., est orthogonal.
67’7

lenl

Si le systeme {e, },-,est orthgonal alors le systeme { } est orthonormal.
B n>1

1.2.2 Base Hilbertienne

Définition 1.3 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire { , ) On appelle base hilbertienne
(dénombrable) de E une famille dénombrable {e,}, - d’éléments de I qui est orthonormale pour le

produit scalaire et telle que Uespace vectoriel engendré par cette famille est dense dans FE.

Proposition 1.1 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire (, ). Soit {e,},-, une base

hilbertienne de E . Pour tout élément x de E, il existe une unique suite (z,),, de réels telle que
n=p -

la somme partielle »_ z,e, Converge vers x quand p tend vers Uinfini, et cette suite est définie par
n=1

T, = (x, e,). De plus on a

|l |P=(z,2) =Y | {x,ea) |

n>1

T = Z(m,en) en

n>1

on écrit alors

Définition 1.4 Un espace vectorielle normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace

séparable.

1.2. Espace de Hilbert
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Théoreme 1.1 Tout espace de Hilbert séparable (i,e admet un ensemble dénombrable dense) admet

une base hilbertienne.

1.3 Les espaces L”((2)

Définition 1.5 Soit Q un ouvert de R", muni de la mesure de Lebesgue . On désigne par L' ()

Uespace des classes de fonctions intégrables sur §2 a valeurs dans R, muni de la norme

1l = / f (@) dx

Soit p € R avec 1 < p < +o0, on définit Uespace des classes de fonctions L? ()) par

LP(Q) = {f : Q — R, f mesurable et/ |f ()P dx < +oo}
Q

1= |f<x>|pdx)’l’

La norme est notée par

Sip=o0,ona
L>*(Q)={f:Q— R, f mesurable, 3c > 0, telle que |f (x)| < ¢ p.p sur Q}
Il sera muni de la norme du sup-essentiel
1£llee = esssup|f (2)] = inf{e; |f ()] < ¢ p.p sur 2}

Théoreme 1.2 LP muni de sa norme ||.||,, est un espace de Banach, pour tout 1 < p < oo.

Théoreme 1.3 De toute suite (u, ) convergente dans LP(£2), on peut extraire une sous-suite conver-

gente presque partout dans ().
Lemme 1.1 Si f € L>(R2) alors

[f (@) < [[fllgee p-p sur €.
Théoreme 1.4 ([10]) LP(Q2) est séparable pour 1 < p < oc.

Proposition 1.2 L*°({)) est un espace de Banach non séparable.

1.3. Les espaces LP(£2)
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Remarque 1.1 Lespace L*muni du produit scalaire

<f,9>=/ﬂfg dr, f.geL*(Q)

est un espace de Hilbert,

1.4 Espace de Sobolev

Définition 1.6 Soit 2 un ouvert de R" et u € L . (). on dit que la fonction v € L}, (Q) est la

loc loc

dérivée faible de u par rapport a x; si

/Qv(m)(p(a:)dm:—/ﬂu(x) gz (z) da

Par abus de notation,on écrit v =

oU V = Uy,
Z;

1.4.1 Espace WP

Définition 1.7 Soit €2 un ouvert de R", m > 1 et p un nombre réel tel que 1 < p < oo on définit

Uespace W™P()) comme suit
WmP(Q) = {u € LP(Q), tel que Du € LP(QY), Va € N |a| < m}.

Ot a = (a1, ag, ...a,) € N™ est un multi-indice et
ol
Du=—
Oy Oy ...0%n
Avec

|| :Zai:al—l—ag—l—...—l—an
i=1
Lespace W™P (Q) est muni de la norme
lellwme = 11l o + 30 <jai<m 1D Lo -
Théoreme 1.5 WP (1) est un espace de Banach. De plus W™ () est séparable si 1 < p < oo.
1)Sip=2
wWm2(Q) = H™(Q).

2) Les espaces H™ (2) sont des espaces de Hilbert, avec le produit scalaire
(U, V) g = (u, v) + ngm (D*u, D*v) pour u,v € H™(Q)

3)Sim=0
Wor = [p

1.4. Espace de Sobolev [
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1.5 Espaces L7(0,T;X)

Définition 1.8 Soit X un espace de Banach, on désigne par
f:]0,T[—- X mesurables et telles que

1
. _ T P .
LP(0,T; X) = Loz, 3, = (fo I f ()15 dt) <oosil<p<oo
P0,T; X)
supess [[f(t)]|y < oosip =00

Théoreme 1.6 Lespace LP(0,T; X) est complet.

Lemme 1.2 ([11]) Si f € LP(0,T; X) et ?)_{ € LP(0, T; X), (1 < p < 0.) alors f, aprés modification

éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de |0, T'| est continue de [0,7] — X.

Proposition 1.3 ([10])

1) Pour 1 < p < oo, L?(0,T; X) est un espace de Banach et on particulier, L*(0,T; X) est un espace
de Hilbert, lorsque X est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 < p < oo et si X réflexif, alors LP(0,T; X) est aussi réflexif.

3) Pour 1 < p < ¢ et si X séparable, alors LP(0,T; X) est aussi séparable.

1.6 Notion de convergence

Définition 1.9 ([14]) Soit 1 < p < oco. On dit que u,, converge fortement vers u dans LP, et on note
Uy — U SL Uy, u € LP et si

lim ||u, —ul/;, = 0.
n——aoo

Définition 1.10 ([14]) Soit 1 < p < oo. On dit que u,, converge faiblement vers u dans L* et on note
Uy — u LP st u,, u € LP et si
. / 1 1
lim [ (un(2) — u(z))@(r)dr = 0.Vp € LP (2) tel que — + — =T avec1 <p < oo
p p

n—:aoo

Q

Remarque 1.2 1) la limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujour unique.

2) dans le cas p = oo la symbole * est posé pour montrer que la définition de convergence faible dans
L™ n’est pas entierement la meme que dans les espaces LP, 1 < p < oo. En effet, le dual de L> est
strictement plus grand que L'

3) la convergence forte dans LP implique la convergence faible dans L? pour 1 < p < oo

Théoreme 1.7 ([14]) Soit Q un ouvert borné de R™
1) Siu, =u L*® alorsu, —u LP, ¥p > 1.

1.5. Espaces LP(0,T; X)
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2) Siu, — u LP,alors ||uy||;, — ||ul|l;, dans R,pour tout 1 < p < oo.

3)Sil<p<ooetsiu, —u LP alors 3 K > 0tel que ||u,l|,;, < K et ||u|;, <lim, . inf||u,|,, -
Le résultat est aussi vrai si p = oo et u, — u L.

4)Sil<p<ooetsiIK >0 tel que ||u,|/;, < K, alors il existe une sous-suite u,, et v € L tels que

Up, — u LP.
Le résultat est aussi vrai si p = oo eton a alors u, — u L.
5)Sil<p<ooetu, — u LP alors il existe une sous-suite u,, telle que u,,, — u presque partout et

|un,| < h presque partout avec h € LP.

Lemme 1.3 ([11], lemme 1.3, p.57)

Soit 2 est un ouvert borné de R™ ,u,, et u des fonctions de L* (2) ,1 < p < oo, telles que
[tmll o) < € tm — u pp.dans €.
Alors u,, — u dans LP (Q2) faiblement

Lemme 1.4 Siu, — letsi ||u,| — ||I|| alors u,, — L.

En d’autres termes : convergence faible + convergence de la norme = convergence forte

1.7 Résultats de compacité

Application linéaire

Soient (E,||.||z) et (F,|.||;) deux espaces de Banach tels qu’il existe une application linéaire
injective de I dans F, cette application permet de considérer £ comme un sous espace vectorielle
de F on notera F — F’, on dira que cette inclusion est

Continue : Et notera £ — ,ntinue I S'il existe une constante ¢ > 0 telle que ||u|| < ¢||u||, pour
toutu € E.

Compacte : Notée E — mpacte I si de tout borné dans E (pour la norme de E) il est possible
d’extraire une sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F)

Dense : Si pour tout v € F il existe une sous-suite (u,), C F telle que lim, . u, = u (la
convergence étant pour la norme de F).

Théoreme 1.8 (Sobolev-Rellich) ([14])
Soit §2 un ouvert borné de R™ de bord lipschitzien.
1) Sil1l<p<n,alors

) n—p

W(Q) C L), Vg € [1 ﬂ]

1.7. Résultats de compacité ||
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C’est-a-dire 3C > 0 (qui dépend de 2, p et q) tel que ||ul|,, < Cq||ullyrp . Va € [1, n”—_ﬂ
De plus, Uimmersion est compacte (toute ensemble borné de W'*(Q) est précompact dans L%(S2)),
Vi<g< n"Tpp.
2) Si p=n, alors
Whn(Q) = Whr(Q) C LI(Q), Vg > 1.

C’est-a-dire 3C > 0 (qui dépend de 2, p et ¢) tel que |ul|,, < Cy ||ullyrp, Vg > 1.
De plus, l'immersion est compacte Yq > 1.
3) Sip>mn, alors

Wir(Q) C C(Q)

Clest-a-dire 3C > 0 (qui dépend de Q, p et ¢) tel que |Jul| ;o < Cyllullyyip -
De plus, 'immersion est compacte.

En particulier; on a toujours W?(Q) C LP(Q) et l'emmersion est compacte,¥1 < p < oo.

Remarque 1.3 Dans le cas ou 2 = ]a, b[ est un ouvert borné de R,on a donc :
C5° (Ja, b)) < .. € W2 (Ja, b]) € C* ([a, b]) € W (Ja, b]) € C° ([a, b])
C L% (Ja, b)) € ... € L*(Ja,0[) € L* (Ja, b])

Lemme 1.5 ([16], lemme 2.1)

Soit 0 € R™ un ouvert borné de classe C'. Alors linjection H' — L9, est continue et compact si

P
1<qg<2 002 =" pn>3
n—2

Lemme 1.6 ([16], lemme 2.3)

Soit §) € R"™ est un ouvert borné avec une frontiere 95). Soit 2 < p <

nz’ n > 3. Alors il existe une
n —
constante D,, > 0 dépendant de p,n et (2 telle que

D |||u\p_2u — |U|p_21}H
1 —2
< Dy [1+ (lulls -+ Nl )+ U+ oll)"2] Bt = ol
2) |lluP ol < Dy [1+ |lu
Pour tout u,v € H*'.

1 -2
i+ ] ol

Preuve. On a

||u|p*2u— |v|p72v‘ = /d% [|v+0(u—v)|p72 (v+6(u—w))]|do

° 1
:(p—1)|u—v|/|v—|—9(u—v)|p2d9
0

< (p—1) lu—of W]

1.7. Résultats de compacité |
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Avec W = |u| + |v].
En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

2

[|u["?w — o~ v S@—¢>L/W—UWWfpﬂm
Q

2a’

1
2a
<p-1) /|u—v|2°‘da: /|W|<2p—4>“’ dx
Q Q

Pour tout a > 1.

2
Notons que H' [, 1 <.q <2 = 2 n>3 et ol < Cyllully Yo H' 1< g <2
/rl/_

n
.. * ) n
En choisita = — = — D2 =2 — — et
T T T Ty
n—2
1
2a
/ = o de | = fu—vlla < Cor fluu— o]l
Q
\ .. 2n — 2 2 .
D’apreés la condition 2 < p < n 5 = 2+ 5N > 3 est equivalent de
0< (2p—4)o <2F = 2%
Donc, nous considérons les deux cas suivantes
. * __ 2n .
Cas1: 1§(2p—4)0/§2 = 3"
1
2a’
2p—4)a’ -2 —92
S an | = < Capa (W)
Q

= Cg(p72)a’ ”WHZIJ{I
Cas 2 : 0§ﬁ£(2p-4)a’<1§2*:%.

5 -

(WP — WP <14 (W

1.7. Résultats de compacité
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Alors

1

2a’ 2a/

2
Q

= (/2(1+|W)dx

< (19l +19l* i)™
2a7

< (120 + 122 W)

1

n

91+ 19/2 W], )

1 1 1
< 190% + 101 W]
_1
2 2a/
2p—4)a’ 1 1 1 - —2
[z | <o ol W+ O, W
Q
Par censéquent
|||u|p_2u — |v|p_sz

1 1 1 _ _
= (p— 1)Co llu = vllyn [|21F + 1903 (Wil + C32 0 W7
1 2

< Dy = vl [L+ W + W57
1 _
<D, [1 + (lull g + Mol go)™ + lull g+ ol 2)? 2] |u— v g

D’ou la preuve de lemme.

Lemme 1.7 (de compacité) ([11], p.57)

Les notations seront les suivantes : on se donne trois espaces de Banach By, B et B, avec
B() C BcC Bl, Bz réﬂeng 1= 0,1

Uinjection By — B est compact
On définit
d
W = {v|v € L*(0,T, By),v = d—;} € Lpl(O,T,Bl)}
Ou T estfiniet1 < p; <oo, i=0,1.
Muni de la norme
“UHLPO(O,T,BO) + HUHLm (0,T,B1)
W est un espace de Banach.
Evidemment W C L (0,7, B) compacte.

1.7. Résultats de compacité
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Preuve. Ce lemme est classique, pour sa démonstration nous renvoyons le lecteur au livre de
Lions, JL [11]

Théoreme 1.9 ([10]) Soit E un espace de Banach réflexif; alors toute suite bornée dans E admet au

moins une sous-suite faiblement convergente.

Lemme 1.8 ([20], lemme 3.1.4)
On suppose que € est un ouvert borné de R™, (1 < p < o0) et soient u,,, u sont des fonctions de L*({2)

telles que u,, converge fortement vers u dans L?(2) alors

U, — U presque partout

Lemme 1.9 ([20], lemme 3.1.5)
On suppose que € est un ouvert borné de R™, (1 < p < oo).et soit u,, une suite bornée dans L? () et

u,, converge presque partout vers u, alors u dans LP(£2) et u,, converge faiblement vers u dans LP(f2).

Remarque 1.4 ([20])
Supposons que (1 < p < co) et B est un espace de Banach réflexive alors la convergence faible étoile
équivalent a la convergence faible

1.8 Formule de Green

Définition 1.11 Soit u € H? () et v € H (Q) . Alors on a

/vAud:t: = —/Vquda: +/ %vds.
Q Q BlY) on

1.9 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soit 2 un ouvert de R"(2 C R")

1
3
Vu,v € L*(Q); /uvdm §/|uv|d$§ /|u|2dx /]v|2dm :
Q Q Q 0

(Ge) = Nwllpeg) < lull 2@y V]2

N

1.8. Formule de Green
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Inégalité de Cauchy avec ¢
Pour tout ¢ > 0 et (a,b) € R?on a

€, 2 1 2
bl < = — |b|”.
abl < = faf + 5 o

Inégalité de Young avec ¢
Pour tout € > 0 alors V (a,b) € R? on a
lab| < elal” + c(e) |b]?.
Ou p, ¢ des nombre réels stictement positifs liés par la relation (1—1)
D’autre écriture de inégalité de Young avec ¢
Pour tout ¢ > 0 et (a,b) € R? on a
P
p—1 'b

1 _
lab| < = |eal” + 2Pl s
p p €

Inégalité de Holder
Soit Q) un ouvert de R"®

+ % =1)et.cle) = 1—1)(5p)7.

Pour tout f € LP(Q) et g € L¥'(Q), |fg| € L*(Q) et pour tout 1 < p < oo on note p’ le conjugué de

p, C'est-a-dire le réel tel que — + — =1, et on a I'inégalité :
p Db

/ F@9@) dz < 1l wiey 190 -
Q

Lorsque p = p’ = 2 on retrouve l'inégalité de Cauchy Schwartz.

Inégalité de Trace
/ stg/(syw|2+c(g)\vy2) dz
o0 Q

Ou ¢ () est une constante positive dépendant seulement de ¢ et du domaine 2.

Lemme 1.10 ([16], lemme 2.2)

Soit 2 € R™ est un ouvert borné avec une frontiere 0. Alors

2

/UQ(x)de < g o]l pour tout v € H.
Q

1.9. Quelques inégalités utiles



Chapitre 1. Rappels d'Analyse fonctionnelle.

Lemme de Gronwall

Soit T > 0,A € L' (0,7 ),A > 0 p.p. et C;,Cy > 0. Soit ¢ € L' (0,7 ), ¢ > 0 p.p, telle que
Ao e L (0,T) et

t
p(t) <Ci+ 02/ A (s) ¢(s)ds , pour presque tout ¢ € (0,7").
0

Alors on a .
¢ (t) < Cyexp (Cg/ A(s) ds) , pour presque toutt € (0,77 ).
0

1.9. Quelques inégalités utiles



Chapitre 2

Une équation hyperbolique linéaire de type

ondes avec condition non locale

2.1 Formulation du probleme

Dans le domaine borné @@ = Q x (0,7) ou T" < oo, §2 est un ouvert borné de R”, on étudie le

probléme aux limites pour I’équation [1] :

uy — Au+ c(z, t)u = f(x,t) 2.1)
A l'équation (2.1), on associe les conditions initiales
u(z,0) = p(x), w(x,0)=1(z) (2.2)
Et la condition intégrale
t
ou
o + //K(x,{,T)u(g,T)dde =0 z € 0N. (2.3)
0 Q

Ou 0N est la frontiere de €2, f(x,t),6(z), v (), K(x,&, 7) sont des fonctions données, et % est le
Ui

vecteur normal a 0f2. Ou la fonciton ¢(z, t) satisfont les conditions suivantes :

(H { 0<c <cx,t) <
| (z,t)] < e3
2.2 Espaces fonctionnels

Soit
Wh2(Q) = {v(x,t) : v e WH(Q), v(z,T) =0} .

15



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Lespace habituel de Sobolev muni de la norme
[ullfirieig) = lullZaig) + IVUllZag) + NullZe

Considérons 'équation
(u",v) = (Au,v) + (cu,v)

. 2.
= (f,v) otve WHQ) (24)

Ou (.,.) est le produit scalaire dans L2(Q), u est supposé la solution de (2.1) et v € W12(Q).
Definissons la solution généralisée du probleme (2.1) — (2.3).

En évaluant les produits scalaires dans (2.4), on obtient :

/v(x,t)u”(x,t)dxdt = —/w(x)v(x, 0)dx — /v’(x, ' (x, t)dzdt (2.5)
Q Q Q

/Au x, t)v(x, t)dedt = /Vu x, t)Vo(z, t)dzdt + //U—dsdt (2.6)
Q 0 09

En substituant la condition (2.3) dans (2.6) on obtient :

/Aua:t v(x,t)dxdt = // xt//Kxfr (&, 7)dédTdsdt

0 99 2.7)
—/Vu(x,t)Vv(x,t)dxdt

Remplacant les identités (2.5),(2.7) alors (2.4) devient

T
//(Vqu — u'v' + cuv)dxdt

(z,0) | | K(z,& m)u(&,7)dedrdsdt (2.8)
[ // )

089

= //fvdxdt%—/:b(:v)v(a: 0)dx

Définition 2.1 on appelle solution généralisée du probléme (2.1)-(2.3) toute fonction u € W1%(Q)
vérifiant Uidentité (2.8) pour tout v € W2(Q).

2.2. Espaces fonctionnels



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Théoreme 2.1 ([1], Théoréme 1.2)
Si ¢(z) € WH2(Q), ¥(z) € L2(Q), f(z,t) € L2(Q), K(z,6,7) € C(Q x Q x (0,T)), il existe
0K

— t=1.net
e, 7 ne
mgx|K| < Ky, (2.9)
oK
mgx o€, < K;. (2.10)

Alors il existe une unique solution généralisée du probléme (2.1) — (2.3).

2.3 Unicité de la solution

Montons que la solution généralisée du probleme (2.1) — (2.3) si elle existe, est unique.

Preuve. Supposons qu'’il existe deux solutions généralisées différentes u, et us du probléme (2.1)-
(2.3), il est évident que leur différence v = u, — uy est une solution généralisée du probleme
(2.1)-(2.3) avec f = ¢ =1 = 0, alors u(z,t) satisfait

T
//(VUVU — u'v" + cuv)dxdt
0 Q

T t (2.11)
+//v(x,t)//K(x,§,T)u(f,T)dﬁdesdt =0
0 90 0 Q
Considérons la fonction B}
u(z,n)dn 0<t<T,
v(x,t) = / (z,m)dn ! (2.12)

Notons que v(z,t) € Wh2(Q), et utilisant le fait que v/(x,t) = —u(z,t) Vt € [0, 7] .
En intégrant par partie I’équation (2.11) il vient :

T - .
//Vqudxdt = —//VU'Vvdxdt = —//VvVv’dmdt — / |VU|2’3 dx
0 0 00 0 Q

Q
r 1
//Vqudxdt = 5/ IVo(z,0)|? d
0 Q Q
T T

//u’v’dxdt:—//u’udxdt://uu’dwdt—/u2|gdaj
0 0

0 Q 0 Q Q

Par conséquent

Et

2.3. Unicité de la solution



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Par conséquent

T
//u’v’dwdt = —%/u%mn‘)dm.
0 © Q
Et
T T T
//cuv drdt = —//cv’v drdt = %/c(m,()) v? (2,0) dr + %//c’ (z,t)v* (x,t) dxdt
0 © 0 0 Q 0 ©

Alors (2.11) devient :

1/(|W<x 0) + u2(w, 7) + ¢ (x,0) v? (x,0))ddt

2
// xt//Kg:gT 5T)d{desdt——//’(x,t)v2(x,t) dxdt

0 o0

En utilisant (2,9) sur K (z, &, 7) et les conditions (H), on trouve :

l/(|Vv(:L‘ ())|2 +u?(z, 7) + c1v*(x,0))dxdt

//|vxt\//\Kx§, ) (&, )| dédrdsdt + //|c (x,t)]v* (z,t) dadt

089

<K0//|v:pt|//|u§r|d§drdsdt+—// (z,t) dadt .

0 59
En appliquant 11nega11te de Cauchy-Schwartz et 1’1nega11te de Cauchy-¢ avec € = 1, on obtient :

/(\Vv(:v 0)|* + u?(x,7) + c1v?(x, 0))ddt

<K0// (1) +T|Q|// (&, 7)dédr dsdt+03// (z,t) dadt

089

// (z,t) dsdt + KoT? Q)| |8Q|// (&, 7)dédT) +03// (x,t) dxdt

0 002

En utilisant I'inégalité de trace, et posons L = 77 |Q2| |0}, on obtient :

/(]Vv(x, 0)> + u?(x, 7) + cv*(z, 0))dx

Q
-

< Kg// (e Vol 4 c(e)v? + Lu?) dzdt + 03//112 (x,t) dxdt
00

0 Q

2.3. Unicité de la solution



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Notant Cy = max { Koe, Koc(e) + c3, KoL} /min {1, ¢, } , on obtient I'inégalité suivante

/(]Vv(a:,O)\2—|—u2(a;,T)—|—112(x,0))d:vS Co//(!Vv(x,t)\2—|—u2(a:,t)+v2 (z,1)) dzdt  (2.14)

Q

Considérons la fonction
t

w(z,t) = /u(x,n)dn

0

Donc
v(x,t) = w(x,7) — w(z,t)
Vou(z,0) = Vw(z, 1)
IVol* = |Vw(z, 7) — Vw(z, t)]? < 2|Vw(z, 7)° + 2|Vw(z, ).
Et aussi

vi(z,t) = (w(z,7) —w(z,t)? < 2w(z, 7) + 2w?(z, t)

Alors nous avons

t t
//\VU!Qd:Udt < 27/\Vw(a:,7)\2dx+2//|Vw(x,t)\2dxdt. (2.15)
0 Q Q 0 Q

En remplacant w dans (2.14), on obtient

/ (IVw(z, )" + w(z,7) + v (2, 7)) do
’ . (2.16)

< 2007'/(]Vw(x,7')|2 + w?(z, 7)) dor + 200// (IVw]? + w? + u?) dudt
Q 0

Du moment que 7 est arbitraire, on le choisit de facon que 1 — 27Cy > 0, alors (2.11) devient

(1— 2007')/ (IVw(z, 7)[* + w?(z, 7) + u?(z, 7)) do < 200// (IVw|? + w? +u?) dedt  (2.17)
0 0 0

En appliquant I'inégalité de Gronwall,on trouve

/ (IVw(z, 7)[* + w?(z,7) + u?(z, 7)) dz <0 V7€ [07 QLCJ

2.3. Unicité de la solution



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

. . 1
par conséquent, on obtient u (z,7) = 0, pour tout x € Q et 7 € {0, f] .
0

1 1
SiT < 20 alors © = 0 dans (). Dans le cas T > TR comme

0 0
n—1 n
0, T[C U | ——, — |,
] [ n=1 :| 200 200 |:
ou ng = [CoT] + 1, [CoT] est la partie entiere de CyT, répétons le méme procédé pour 7 €

—1 .. . . [
n—, i , on trouve u (x,t) = 0 dans . Ainsi, 'unicité est prouvée. m
2Cy ' 2Cy

2.4 Existence de la solution

Pour démontrer 'éxistence de la solution généralisée on applique la méthode de Faedo-Galarkin,
soit wy(z) un systéme fondamental dans W'?(Q) tel que (wy, w;) = d;,;. Cherchons une solution

approchée du probléme (2.1) - (2.3) sous la forme

U (2,1) =Y di(t)wy(x), (2.18)
k=1
Ou les coefficients dj(t) sont a déterminer, a partir de

/(u;;lwl + Vu,,Vw, + cu,w;)dzx
(2.19)

Q
+/wl(x)O/Q/K(a:,§,T)um(§,T)d{des = Q/fwldx

o0
dk(()) = Qg d;(O) = B,

Les approximations des fonctions y(z) et ¢(z) sont notées respectivement par

) (z) =
k

P (z) = zw (2),

PrWk (ZL‘) )
1

a (0) = ¢y, Oé;e (0) = ¥y
En substituant la solution approchée dans I'équation (2.19), on trouve

/ Z (d%wkwl + dekawl + cdkwkwl) dx
k=1
(2.20)

Q
—I—/wl//K(x,f,T) kidk(T)wk(f)ddeds = fi(t).
a0 Q =1

2.4. Existence de la solution



Chapitre 2. Une équation hyperbolique linéaire de type ondes avec condition non locale

Ol\l fl(t) = <f, U)l> .

Ce qui implique

Z d” wk,wl + dk( ) <lec7 le> + dk(t) <ka’ wl>>

k=1

m (2.21D)

+3 [ (0 o) [ Ko e nuneyteds | ar = st
=1 o/ aZ Q/
En notant
Y (t) = (Vwy, Vwy) + (cwg, wy) ;
K (T) wy(x) | K(x, & m)we(&)dEds
e

Alors (2.21) devient

SO )00 + ity + / () ku()dr | = Fi(b). (2.22)

k=1 )

On obtient un systéme d’équations integro-différentielles,on dérive (2.22) par rapport a ¢ on

trouve un systeme d’équations différentielles du troisieme ordre a coefficients réguliers

D (d (#)0k + di()y3a(t) + di(t) (ra(t) + 73 (1)) = f1(1) (2.23)
k=1
Avec des conditions initiales

d,(0) = a,  di,(0) = By, d(0) = fi(0) — e (0). (2.24)

Par conséquent, c’est un probléme de Cauchy pour des équations différentielles linéaires a coeffi-
cients réguliers qui est particuliérement solvable.

Ainsi, pour chaque m il existe une solution unique u,,(z, t) satisfaisant (2.19)

Lemme 2.1 La suite {u,,} est uniformément bornée.

2.4. Existence de la solution
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Preuve. Multipliant (2.19) par d)(t¢), et sommant par rapport a / de 1 a m,on trouve

/ (ul ul, + Vu,Vu,, + cuyul,) dedt

Q
/ //K x, &, n)um (&, n)dédndsdt (2.25)

/ fu! drdt

Intégrant par rapport a ¢ sur (0, 7), on obtient

// (ul ul + Vu,Vu, + cuyu,)dedt

/ / / / K(z,&,m)un (€, n)dédndsdt (2.26)

09 0
://fu;nda:dt
0 Q

Intégrant par parties le membre gauche de (2.26) par rapport a ¢ sur (0, 7), il vient

//u” ! dxdt = %/(u’m(acﬁ))2 dx — %/(u;n(m,O))2 dx

Q 0

1 1
//VumVu;nd:L’dt = 5/(Vum(x,7))2 dx — 5/(Vum(a;,0))2 dx
0 0 Q Q

j / Cutydrdt = / o, ), )P — / (2. 0) (uyy (. 0))2d
0 Q Q s

_% 0/ Q/ (0, 1) (upn (2, )2t

2.4. Existence de la solution
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Et

// //K 2, &, (€, 1)dEdndtds

o 0

//ummt/Kmftumft)dfdtds

o0 0

+/( xt//Kxgnum(gmdgdn)
//umxt/Kxgtumgt)dgdtds

o0 0

+ [unem / Q/ K (2,6, n)uum (€, m)dEdnds

o

T

ds

0

En substituant les quatres derniéres identités dans (2.26), on obtient

1

5/ ((u' (z, T))2 (Vum(x,T))z +C($,T>(um($,7'))2) dx

/ + (Vi (2,0)) + (2, 0) (un(2,0))?) do

—|—//c (x,t)( um:vt)zdxdt—l—//fu dxdt (2.27)

N / / iy (2,1) / K (x,€, up (€, 1)dEdtds

0 00

/um T, T //K x, &, n)um (&, n)dédnds

o0N

En appliquant au quatrieme terme du membre droit de (2.27) l'inégalité de Cauchy-c avec € = 1,

//umxt/Kxftumft)dfdsdt

0 02

< %// (um(a:,t))stdt—l—%// (/K(x,g,t)um(f,t)df)stdt

0 00 0 002 Q

on obtient

2.4. Existence de la solution
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En utilisant 'inégalité de trace, on obtient

%// (um(a:,t))stdt—l—%/T/ (/K(x,g,t)um(g,t)d§>2dsdt

0 00 0 092 Q
T

< %// (& [Vum(z, % + (&) (um(, t))z) dxdt

b fo( forcmcone)
3C) / / ( / K (2, € t)um(&, t)df) | dadt
—2// eV, ) + ele) (un(@,1))?) dudt
//un/wxxgtwgﬂ‘%mﬁ
i) 0/ Q/ () 1 Q/ (K (2, &, tyum (&, 1)) dédandt

En utilisant (2.9) et (2.10), on a

%/T/ (um(yc,t))2 dsdt + %/T/ (/K(az,g,t)um(g,t)dg)stdt

0 002 0 00 Q
T

< % / / (6 [Vt (2, D) + e(e) (. £))?) dardt

17’

+= [ [e|Q K2 [ (um(& 1)) dédadt
o)
1

+= [ [ @) QB | (un( 1)? didudt
of [

//um/Kxgtumgt)dgdsdt

o (2.28)
§5//@W%f+@@+dm%ﬁ+d@mﬁmmwmﬁ
0 Q

Finalement

2.4. Existence de la solution
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En appliquant au cinquieme terme du membre droit de (2.27) I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et

on utilise I'inégalité de cauchy avec ¢ on obtient

[t / / K (1, €, m)oum (€, m)dEdinds

oN
< a{(umxT ds+—/<//Kx§num§n)d§dn) ds

En utilisant I'inégalité de trace et les conditions (2.9) et (2.10), on obtient

[ / / K (2,€, n)uum (€, m)dEdnds

o0N

< 5/( Vit (2, 7 + () (2, 7))2) d

-2
Q

t:] (wﬂl /] IVK<x,s,n>2<um<g,n>>2d5dn> "
Q 0 Q

i | (rcw 9 [ [ e’ <um<g,n)>2d§dn) i
Q 0 Q

3

<5 [ V(o) 4 ) (2,7 da

Q

1
to (K2rp | + K2re(p) | // U (2, 1)) dedt
0

2.29

En remplacant les inégalités (2.28) et (2.29) dans (2.27), on trouve

/ ((uh (1)) + (1 = 2p2) [V (2, 7)[* + (1 = ec(u)) (um (@, 7))?) da

Q

< (!, (,0))* + |Vt (2, 7) > + 2 (um(z, O))Q) dx

Q
+//f2da:dt+//03(um)2dxdt+//(u’m)2dxdt 230
0 © 0 @ 0 @

+/T/ (&) [Vum|” + h(e) (um)?) dedt

MK127'|Q| // (U (1, 7))? dedt + & K2 Q| // U (2, 7))? dadt

—

2.4. Existence de la solution
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On choisit ¢ et p tels que ep < 1,ec(p) < 1.
On note par

m:min{l,l—eu,q—éc(ﬂ)}a
M:max{1,03+h() MKQ |Q| + (>K2 |Q’ 8}

Alors (2.30) devient

m/ |Vt (2, ) + (um(, 7'))2) dx

< / (0 (.00 + [V, 0) + (11, (,0))?)

+M// 2 V| + () )dxdt+//f2 z, t)dzdt

0

En appliquant le lemme de Gronwall et en intégrant sur (0, 7), on obtient

e, < C@) (Il + Nellwraay + 16 aey) - (231)

Puisque || f|| 2 |9llwr2(q) » 191 12y sont bornées, donc {wu,, } est borné dans W'2(Q) : [[um |l yyr2(g,) <

D(T); par conséquent, la su1te {um} est uniformément bornée et par suite on peut extraire une
sous suite {u,,, } qui converge faiblement. Montrons que sa limite est exactement la solution

généralisée du probléme posé. m
Lemme 2.2 La limite de la sous suite est la solution du probléeme (2.1) — (2.3).

Preuve. Pour cela on démontre que la sous suite {u,,, } satisfait 'identité (2.8) pour tout fonction
() = S, wi()hu(t) € Wi (Q). Posons

N {nm:tt }:hl wy(z ()etvL%QTmth>:o}

Comme U°_, N,, est dense dans W,* (Q), il suffit de démontrer (2.8) pour tout 7,, € N,,.
En multipliant (2.19) par la fonction k() € W2(0,T), h;(T) = 0,et prenant la somme de [ = 1 &

n, on obtient

/ (! np + Vu, Vn,, + cuyn,,) dedt

Q
JWJ/Kxﬁ/%@)@w@ﬁ

= /fnmda:dt
Q

2.4. Existence de la solution
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Une intégration sur [0, 7] donne

//nm//K 2, &, T)um (&, T)dEdTdsdt 2.32

0 9Q 0
— [t 0. O, 00+ / [ fuudat
Q 0 Q
Considérons l'intégrale
T t
[ [ ] [5G &m0t — uteraarasa 2:33)
0 0Q 0 Q

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/t/K(x’f’ﬂ(“m(gvT) — (¢, T)dedr
0 0

T
O/Q/KQ(x,ﬁ,T)dng // Um (&, 7) — u(&, 7))%dédT

= HKHL2(Q) [t — UHL2(Q)

»
»

IN

De plus, [|K[[;2q) < |Q] Ko, et [[uy — ul[ 12y — 0. Par passage a la limite dans (2.33), on obtient

I'identité (2.19) et par suite u est la solution généralisée du probleme (2.1)-(2.3). =

2.4. Existence de la solution



Chapitre 3

Une équation hyperbolique non linéaire de

type ondes avec condtion non locale

3.1 Formulation du probleme

Dans le domaine borné Qr, = 2 x (0,7}) ou T, < oo, 2 est un ouvert borné de R", on considere

le probléme aux limites pour '’équation [16]
Uy — Autuy = [uf’Pu+ f(z,t) zeQ, t>0. (3.1)

A Téquation (3.1), on associe les conditions initiales

~—

u(z,0) = ug(x 3.2)

Et la condition intégrale

ou

AR /h(:c7y,t)u(y,t)dy v e, t>0. 3.3)

Q

. . ) , ou
Ou 0N est la frontiere de €2, ug, u1, f, et h sont des fonctions données, et P est le vecteur normal
v
a on.

3.2 Existence de la solution
Théoreme 3.1 ([16] Théoréme 2.4)
On suppose que §2 est un ouvert borné. On donne f, h, ug, u; avec

2n — 2
>3
n—2 "=

(A1) 2<p<

28
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(AZ) f7 f/ € L1(07T’ LQ)
(A3) h e L*0,T, (00 x Q) K, h" € L*0,T, (092 x Q))
(A4) (UO,Ul) S H2 X Hl

Alors le probléme (3.1) — (3.3) admet une unique solution locale

u € L>®(0,T,, H?)
u, € L=(0,T,, H') (3.4)
Uy € LOO(O,T*, L2)

Pour tout T, > 0 assez petit.

Preuve. ([16])

Pour démontrer I'éxistence de la solution on applique la méthode de Faedo-Galarkin.

Le plan de la démonstration est le suivant

1) On construit des solutions (approchées) .

2) On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.

3) Passage a la limite grace a des propriétés de compacité (pour passer a la limite dans le terme
non linéaire).

Etape 1 :(solutions approchées)

On introduit une suite wq, ws, ..., w,, des fonctions ayant les propriétés suivantes
w; € H2 Vi.
Ym, ws, ..., w,, sont linéairement indépendantes

Les combinaisons linéaires finies des w; sont dense dans H?2.

Une telle suite existe.
On cherche alors u,, = u,,(t) solution (approchée) du probléme sous la forme

m

U = Y Crnj(t)w; (3.5)

Les coeffficients C,,; vérifiés le systéme d’équations déffirentielles ordinaires suivant :

(U (1), w;) + (Vum (1), Vawg) + (u, (t), w;) + / (i, ), um(t)) wj(x)ds,

2 o9 (3.6)
= {Jum (O um(t),w;) + (f(£), w;) .
U (0) = ug ul,(0) = uy

Le probléme (3.6) admet une solution locale dans l'intervalle [0,7,,] pour tout m.
Etape 2 : (estimation a priori)

3.2. Existence de la solution
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Premieére estimation

En multiplie (3.6) par C;nj(t) et on somme sur j, on trouve

(i (£), 1 (8)) + (Vum (£), Vi, (£)) + (up, (), g, (1)) + / (R, t)um(t)) up, () ds,

p—2 / / - (37)
= ([un O um(t), up, (1)) + (f(1), 7, (1)) -
um(0) = ug ul,(0) = uy.
Ce qui donne
1d s 1d 9 , 9 ,
5 7z 1um O+ 5 2 IVum O + [l O+ [ (7l 5), um(s)) wr (s)dseds
EA (3.8)
= (Jum (O wm (), up (1)) + (F (), 10, (1)
Par intégration de 0 a ¢, il résulte :
Hu;n(zf)H2 + IVun ()| + 2/ |lul ( H ds +2// (2, 8), Up(8)) ul, ()ds,ds (3.9
0 09

t

= 2 [ () wn(s)a () ds + 2 / () (5)) ds -+ [, O + [V O
0 0
En intégrant par partie le quatrieme terme du membre gauche de (3.9), il vient :

j / (h(,5), 1 (5)) 1, (5)ds,ds

0 o0
— [ thCast) (0 O, — [ (1(2.0), 1) o), (3.10)
o0
—//((h’(a:,s),um(s)> F(B(z, ), ol (5))) o (s)dsads
0 90

En substituant '’équation (3. 10 dans (3.9), on obtient :

! ()| + || V(1) —2// (W (z,8),um(s)) + (h(x,s),ul,(5))) um(s)ds.ds

089

—2/ [l (5)I1* ds + 2/ (f(5): 11, (5)) ds + | Ve (0)]|

9 / (W, 1), (1)) i (£) sy + [ (0)]]

—|—2/ (h(z,0),uo) uo(z)ds, + 2/ <|um(s)|p_2 U (5), UL, () ds
o0 0
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Soit
S(t) = [[ul, (O)|° + | Vi (8)]| (3.11)
Alors

t

S (t) = 5,(0) + 2/ (h(z,0),ug) uods, — 2/ |u! ()| ds + 2/ (f(s),ul,(s))ds

o0 0 0
+2/<|um|p—2 wn(s), ! (5 )>ds—2/ (@, ), 1 (8)) 1 (£) .
50 (3.12)
+2// (W (x,5), um(s)) + (h(x, s),u",(5))) um(s)ds.ds

0 90

= 5,,(0) + ij
j=1
D’apres le lemme (1.5) et (1.6) et les inégalités suivantes
1
2ab < fa® + Bzﬂ pour a,b € R, 3 > 0. (3.13)

(a+b+c)? <371 a4 b7+ %) pour tout ¢ > 1, a,b,c > 0. (3.19)

Et

2n
vl < Nl Yo e HY, 1< q< 2% = —etn=>3 [l e < Cyllvll g

En estimant toutes les termes du coté droit de (3.12)

Sm(0)+1; = S5,(0)+ 2/ (h(z,0),up) ugds,

o0
= OV + [Vt (O +2 [ (4(2,0), o) wads, (3.15)

Et

I, —Q/WL r%<%/w P+ Ve (3)I ds

. / Son(s)ds

0

(3.16)
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En appliquant au terme /3 I'inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant I'inégalité (3.13) avec § =

1 ,on obtient
t

Iy = 2/ (f(8), up(s)) ds < 2/ [F I ()] ds

? t t t
< / 1F12ds + / e ()2 ds < / 1712 ds + / Sin(5)ds
0 ; 0 0 0

< Cr+ /Sm(s)ds
0
En appliquant I'inégalités de Cauchy-Schwartz et utilisant I'inégalité (3.13) avec § = 1,au terme
I, on obtient :

t

Iy :2/<|um(s)|p )y un, ( >ds<2/H|u|p 1“ |, ()| ds

/|||um i 1” ds+/||u )| ds</||um ||§gp22ds+/ n(5)ds

(3.18)
< / (Copa It (3)]12 ) ds + / Sin(s)
0 0
t t
— [Ca o) ds + [ Su(s)as
0 0
Comme 1<2<2p—2<2" et H' — L*2(Q2).0Ona
() = ln (I + [P (o)1
= |luoll + [ T ds| -+ [Fun(o)
4 (3.19)
— ¢ 2
< |l + [ l(s)lds| -+ (o)
L 0 .
Dans le dernier résultat on a
Juol + / (o)l ds| = ol + 2 o] / o (5)] s + / Ja (5) s (3.20
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En utilisant I'inégalité (3.13) avec g = 1 et appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz au deuxiéme
terme du membre droit de (3.20), on obtient

2 ; 2

t
luoll + / l () ds| < 2 ffuoll® + 2 / e ()] ds
0

<2 fJuo? +2 /12d5 /H%(s)nzds (3.21)

Tt
< 2 fuo? + 21 / e ()12 ds
0

Il résulte que
p—1

t
lum(s) 177" < |2 uoll® + Siu () +2t/ g ()] ds (3.22)
0

En utilisant I'inégalité (3.14) et appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
t p—1
2 [Juo||” + Sm(t) + 2t/ ()1 ds < 377227 Jug || 4 372 (S (1))
0 t -
+3p2p~ 1yp—l /||u;n(s)||2ds
0

< 377227 [l || 4 372 (S (1))
t

3020014203 / (S ()P~ ds

0

Donc

I, = 2/<|um(s)|p_2 U, (), Ul (5)) ds
0 t (3.23)

t

< Cr+ C’T/(Sm(s))plds + /Sm(s)ds

0 0
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant I'inégalité (3.13) au terme 5, on obtient

i = =2 [ (h(a,t) tn(6)) o, ),
b0
< 290 (|7l oo (0,1, 1200202y [t ()] (||| 0

1

< B’Y?z HhHiOO(O,T,LQ(aﬂxQ)) [t (E)1* + B ||t
2

1 2 2 2 / 2
SB’YQ”hHLw(o,T,m(anQ)) 2 fluoll™ + 2t [ |lui, (s)|” ds (3.24)
+8 |2 luo|)® + Sl —|—2t/ lu! ()| ds

1

BC’T-i-ﬁS m(t) + C’T/S

Pour tout 0 < g < 1.

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise le lemme (1, 10) au terme /g, il vient

Iy = +2// (W (z,s), um(s)) + (h(z, s),ul,(s))) um(s)ds.ds

0 02

< 290 7| o 11200000 / et ()]0 ds (3.25)

1270 [hll e 2 p 0000 / e ()] et (5)l] s s

En utilisant I'inégalité (3.13) sur la deuxiéme terme du membre droit de (3.25) on obtient

t
Iy = +2// ((W(x,s),um(s)) + (h(z,s),ul,(s))) um(s)ds.ds
0 4o
< 27q ||h/||L°°(0,T7L2(8Q><Q)) / ||Um(3)||i11 ds
(3.26)
R I ey [ T s+ [ s s
0 0

t

<Cr|l+ /Sm(s)ds

0
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En substituant les six dernieres identités dans (3.12), et on choisit 3 = 1 on obtient

t t

Sm(t) <Cr |14 /Sm(s)ds + /(Sm(s))plds 0<t<T,
0 0
Avec Cr est une constante dépend de 7.

Par la résolution de I'inégalité Intégrale non linéaire de Voltera, il existe une constante 7, dépen-

dante de 7' (indépendante de m) telle que
Sm(t) < Cpr YmeNVtel0T] (3.28)

Avec Cr est une constante dépendante de 7.
En peut prendre 7,, = T, pour tout m.
Deuxiéme estimation

Tout d’abord, nous allons estimer u;,,(0).

Quand ¢ — 0*. Multipliant (3.6) par C},;(0) et sommant par rapport a j de 1 a m on trouve
ety O)* = (Auo, upy (0)) + (s, uy, (0)) + (Juol”™* o, ugy, (0)) + (£(0), uy, (0)) (3.29)
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
iy, (O) ] < 1| Ao | + [Jaun | + [[Jwol” || + 11 f(0) ]| pour tout m.

Ona f e L'0,T,L% et f € L*(0,T, L?), donc d’apres le lemme 1.2, £(0) € L?(Q)
Alors
|u” (0)]] < X,pour tout m. (3,30)
Avec X est une constante.
C’est a dire u;,(0) existe et est bien définit. Dérivant (3,6) en ¢, et Multipliant par C} /() et

sommant par rapport a j de 1 a m, il vient :

1d y s 1d 2 I 2 ’ 7
5 T 01+ 5 IV O + T + [ 0o 5) () (5,
0% (3.31)
+/ (h(w, 5),  (9)) wln,(s)dse = (p = 1) (fum (8) "~ i (), i, (8)) + (F(2), ui (1))

00
Par intégration de 0 a ¢, il résulte

lu” (8)|]° + ||V, ()] +2/ [u” () d$—|—2// (B (z,8), um(s)) + (h(z,s),ul,(s))]ul(s)ds.ds

0 002

—o(p— 1) / (ot 1 (5), 2 (5) ) dis + 2 / (1 (5), () ds + [, (O)]2 + [V (0)]2

0 0
(3.32)
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En intégrant le quatrieme terme du membre gauche de I'équation (3.32) on obtient :

S —2 / / (1 (2, ), () + (h(z, ), ! (s))] " (s)dsads

0 002

= 2/ (1 (2, 5), wn(s)) + (h(z, 5), 1, (5))] ), (5)dss g

89 (3.33)
<2 [ [0 5) 5+ B 5) () 5
0 90
=2 [ (09, (5) + (Bl ) () ()
oN
En substituant I’équation (3.33) dans (3.32), on obtient
[, (D)1 + [V, (D1 + 2/ g, ()11 ds
+2/ (W (2, 1), um(t)) + (h(z, 1), up, (1)) ug, (D) ds,
oN
—2/ (W (2,0),un(0)) + (h(z,0),1,(0))] up, (0)ds,
A (3.34)
—2// (R (@, 8), um(s)) + 2 (R (@, 5), s, (5)) + (h(z, 8), up, (8))] Uy, (8)dszds
0 90
= 20p = 1) [ {Jun o) i) (o)) s 2 [ (7). (s s
+ [lug, (0) 1 + Vg, (0) 1
On pose X,,(t) = |[u’.(t)||* + ||V, (t)||> alors Iéquation (3.34) devient
Xm(t) = Xn(0) - 2/ [(W'(2,0), un(0)) + (h(z,0), up,,(0))] us, (0)dsy
o0
=2 [ ) s+ 200 = 1) [ (ul ™ i (5)u 5)) s (3.35)

t

=2 [ [0 (0 + (b ) (0] () + 2 [ (7). () ds

o0N 0
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t

52 [ [ 100 5),0n(5) 4 2 0. 5), 1, (50 + (b ),y (5) (s

0 00
6

En estimant toutes les termes du membre droit de I’équation (3.35) , on obtient

Xn(0) + J1 = Xn(0) + 2/ [(R' (2, 0), um(0)) + (h(x, 0), 17, (0))] 0, (0) s

= I (O)1P + [Vt (O +2 [ (1. 0), 1 (0)) -+ (B, 0). (0], 0)s,
G+ 9 O)1F 2 (02,0, (0) + (1, 0), 1, (0)]u, (01,
= 1XO
2
(3.36)
Et .
B =2 [ (o) ds
<2 [ (o) + |V (5) | s (3,37

= Z/tXm(s)ds

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et I'inégalité (3.13) avec 3 = au terme J,

1
. 171
on obtient : .

Jy =2 / (f/(s) () ds

, (3.38)
<f0 /() ds + Jy 1L/ (5)I [l (5) 11 dis
< Cr+ fy If(9)]| Xim(s)ds
Pour estimer le terme J; on utilise I'inégalité suivante
-2 ¥ -2
a2 ]| < Dy [+ Nt (5)1 s+ ()52 () 339

< DpCr (|13 ()]
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Donc

2
(" 1, i)

J4 == 2(]9— 1)

o
~+ ~

<200 = 1) | [[luml"* g (5)|| N ()] ds

[e=]

<2(p— 1)DpCT/ [ () | Nl ()] ds
0 (3.40)

t t
<(p —12D2C’2/Hu’ (5)]131 ds+/||u” s)||* ds
< (p—1)*D.C3 /||u )17 ds—l—/||Vu )1 ds +/||u” )17 ds
< Cr 1+/Xm(3)ds
0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et utilisant le lemme 1.10 et I'inégalité (3.13) au

terme J5 on obtient

Jy =2 / [ @, 1), (0)) + (B, 1), (6))] 14 (1) s,
o0
< 27q [”Um(t)H ||h/||L°°(O,T,L2(6Q><Q)) + [|uz (@] HhHLoo(o,T,m(anQ))] [[2t7, ()] prn

1
< 2Cr uly (1)l < 5Cr -+ Bty (D)
(3.41)

1
< ZCp 4 B | 2]Jua]]® + Xom( +2t/X

Q

lCTJrﬁX (t)+ Cr 1+/X ds pour tout 5 € [0, 1]

Q
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Finalement

t

Jg = Z/ds/ (W' (x,8), um(s)) + (W (x,s),u. (s)) + (h(x,s),u’ (s))]ul (s)ds,
0 89
< 290Cr | 1]y lm(5) i s + 430 [ ()] ds

t
290 C / e ()] et ()1 s
0

t
2
< 75C% ||h"||L1(o,T,L2(anQ)) + / ||h”||L2(8Q><Q) [t (s) |71 ds + 494 CET

: . : (3.42)
[ a6 ds 4930 [ o) + [ (o) s
0 0 0
t t
< Cot Cr [ Xo(s)ds [ 05 uty (9] ds
0 0
t t s
<Crt C’T/Xm(s)ds + /@(s) 2w l? + Xon(t) + zs/xm(f)df ds
0 0 0
t t
<Cr+ C’T/Xm(s)ds + /@(S)Xm(s)ds
0 0
Avec
D(s) =2+ ||| 12 (p0x0) ® e LY0,T)
1
En remplacant toutes les termes dans (3.35) et on choisit 5 = > on obtient
t
Xo(t) < Cr + / U (s) X, ()ds (3.43)
0
Avec Cr est une constante dépendante de 7'.et
W(s) = Cr L+ 17O+ 1K) o] ¥ € L'(0.T)
D’apres le lemme de Gronwall ; on déduit de (3.43) que
t
X (t) < Crexp /\Il(s)ds < Cr pour toutt € [0, 7] (3.44)

0
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On en déduit que 7}, = T, pour tout m, lorsque m — oo de (3.28) et (3.44) on constate que

u,, demeure un ensemble borné de L>(0, T, H'(Q))
u}, demeure un ensemble borné de L>°(0, 7., H'(2)) (3.45)

u!” demeure un ensemble borné de L>(0,T., L*(Q2))

Etape 3 : passage a la limite

On déduit de (3.45) et le Théoreme 1.9 qu'ont peut extraire des sous suites (u,,), (u),) et (u.,)

telles que
Uy, — u dans L*°(0, T, H'(2)) faible*
u! — ' dans L>(0,T,, H'(Q)) faible* (3.46)
u” — u” dans L>(0,T,, L?(2)) faible*

De plussi By = H*(Q)), B = B; = L*(2) alors par le lemme de compacité 1.7, lemme 1.8 et (3.45)
on peut déduire de (3.46) que

u,, — u fortement dans L?*(Qr,) et presque partout dans Qr,
u! — o fortement dans L?(Q7,) et presque partout dans Qr, (3.47)

u” — u"fortement dans L?(Qr,) et presque partout dans Qr,
D’apres la continuité de la fonction ¢t — |t|” ¢ et le lemme 1.9, on a
[t [P % Uy — |ufP"? u et p.p dans Qr, (3.48)

D’autre part on a

Ty

ol gy = [ oot 0 o

0 Q
T*
_ / et (£) 125
0
Tk

(3.49)
< [ Carea lun (O 2
< CB 2% 4 o < O
En utilisant le lemme 1.3 avec (3.48) et (3.47)
|t [P Uy — |u[""?*u dans L*(Qr,) faiblement. (3.50)
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Par passage a la limite dans (3.6) et l'utilisation de (3.46), (3.47) et (3.50), alors u vérifiée le

probleme

(u'(t),v) + (Vu(t), Vu) + (u/(t),v) + / (h(z,t),u(t)) v(x)ds,

, o0 (3.51)
= (Jul" " u(t),v) + (f(t),v) . pour tout v € H*
u(0) = ug uw'(0) = uy
D’autre part, de (3.46) et (3.51) on a
Au = uy + up — |uf’ > u— f(x,t) € L=(0, Ty, L?) (3.52)

Puisque u € L>(0,T,, H'(Q)) donc |u[""*>u € L>(0,Ty; L*(Q))
Donc on déduit « € L>(0,T,, H?)

La preuve de l'existence est complete. m

Remarque 3.1 (la régularité) La régularité obtenue en (3.4) donne lexistence d’une solution
unique forte du probléeme (3.1)-(3.3)

we L=(0,T,, H?) N C°(0, T, HY) N CY(0, T, L?)
W' € L®(0,T,, HY) N C°0, T,, L?)
we< L=(0,T,, L?)

Avec moins de régularité sur les conditions unitiales (ug,u;) € H' x L? on obtient Uexistence d’une
solution faible
u € O([Oa T*] ) Hl) N Cl([()? T*] 7L2)

3.3 Unicité de la solution

Montrons que la solution généralisée du probleme (3.1) — (3.3) est unique.

Soit uy, uy deux solutions faibles du probléme (3.1) — (3.3) tels que
u; € L>(0,T,, H?), u; € L°(0,T,, HY), ul € L*(0,T,,L*), i=1,2. (3.53)
Alors vy = u, + u, satisfait le probléme variationnel

(u'(t),v) + (Vu(t), Vu) + (u/(t),v) + / (h(z,t),u(t)) v(x)ds,

a0
B 2o ) (3.54)
= <]u1| uy — |ugl ug,v> pour tout v € H'.

u(0) =u'(0) =0
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prenons v = u’ = u} + v/, dans (3.54) et en intégrant par rapport a ¢, on obtient

t

ot) = —2 / (W (s), ! (s)) ds — 2 / (e, ), u(t)) u(z, £)ds,

o0N

+2// (R (z,5),u(s)) + (h(z,s),u(s))] u(z, s)ds,

0 00

t
+2/ (ualP™ur — [ua|? > ug, u'(s)) ds
0

4
J=1

Ou
o(t) = 'O + [Vu(®)]?

Par (3,56) et I'inégalité (3.13) et les inégalités suivantes

lu(®)|” = (/ U’(S)Id«S) < t/ I/ (5)II* ds St/a(S)dS

lu(®) 7 = IVu@®” + lu(®)]” < o(t) + t/U(S)dS

/t||u(t)||§{1 ds gj [a(s)—i—s/sa(T)dT] ds < (1+t2)/80(7')d7

On estimons les quatres termes du membre droit de 'équations (3, 55) il vient :

t

- —2/<u’(s),uf(s)>ds
- —Q/t l/(s)|* ds

< Or / o(s)ds

0

(3.55)

(3.56)

(3,57)
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Et
gy = —2/ (h(z,t),u(t)) u(z,t)ds,
o0
< 279 ||hll e (0,T,L2(90x ) [[u(@)[ ()] g
1
< 679 ||h||L°°(OTL2(8Q><Q ) [Ju(t )H2 + 8 ||U(75)H§{1
1 t t
< 5’7 HhHiOO(OTLQ(BQXQ)) t/U(S)dS + B |o(t) +t/0'(3)d5
0
<

+@/

o5 — 2// (W (2, ), u(s)) + (h(z, 5), 0 (s))] u(z, 5)ds.

0 02

IN

2
I Pe— O] A
2
290 [l ey [ I ()

t t
Cr / lu(s)|% ds + Cr / (512 ds
0 0

< CT/tU(S)dS

0

IN

Par application du lemme (1.6) on a

H|U1\p_2 — |uy [P w |
<D, [1 + (g + Nzl )™ + (uall g+ ozl g2)?=2] ()|

1 _
< Dy 1+ M7+ M| Juls)lln < Cr Ju(s) |

Ou

M, = “ulHLOO(O,T*,Hl) + ||u2HL°°(0,T*,H1)

(3,58)

(3,59)

3.1
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Par conséquent

t

o = 2/<\u1]p_2 up — [ua|? " ug, u'(5) ) ds (3.60)
0

IN

2@/@@Mwww@

IN

t t
Cr [ 1u(s) i ds +Cr [ u(s) | s
0 0

t

C’T/a(s)ds

0

IN

1
En substituant (3.57) — (3.60) dans (3.55) et en choisit 5 = 3> on obtient

t

o(t) < CT/a(s)ds (3.61)

0

En utilisant le lemme de Gronwall, il résulte de (3.61) que o =0, (i.e) u; = uy -

La preuve de l'unicité est complete .

3.3. Unicité de la solution



Conclusion

Le but de notre travail a été I’étude de I'existence et I'unicité de la solution de deux problémes
d’équations hyperboliques aux limites avec Conditions intégrales. Le premier est linéaire et le
deuxieme est non linéaire. La méthode utilisée pour le traitement de ces problemes est la
méthode de Faedo-Galarkin qui est considérée comme une méthode efficace pour I'étude de

Pexistence de la solution.
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