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Abstract :

The objective of his work is to get hold of the importance
theory of the spectrum bounded operators in Banach space and
Hilbert space, and we study the spectrum of derivations and
generalized derivations and spectrum of P-symmetric operator.
Key words: operator, spectrum, value proper, derivations

operator, generalized derivations operator, D-symmetric
operator and P-symmetric operator.



Résumé :

L'objectif de ce travail de recherche est de mettre la main sur
les théories les plus importants concernant le spectre des
opérateurs bornés et ses propriétés dans l'espace de Banach et
de Hilbert. Ainsi nous présentons le spectre de lI'opérateur de

dérivation et dérivation généralisée puis le spectre de

I’opeérateur P-symétrique et leur propriété.
Les mots clés : Opérateur, Spectre, Valeur propre, Dérivation,
Dérivation généralisée, Opérateur D-symétrique, Opérateur P-

symétrique.
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Introduction

Le concept du spectre a été défini par David Hilbert qui basé sur le travail de Wilhelm
Wirtinger sur I’équation différentielle de Hillén 1897, en 1990, Diederich Hinrichsen et Tony
Pritchard apportent la notion de lot de valeurs spectrales (spectral value set). Ils étudiaient a
’origine cette notion dans le cadre du controle des théories.

La théorie spectrale a des applications importantes en physique mathématique (en particulier
en mécanique quantique), la résolution d’équations différentielles, ot d’équations aux dérivées
partielles, en géométrie différentielle et complexe, théorie de représentations de groupes et analyse

harmonique et en théorie des algebres d’opérateurs.

Ce travail de recherche comporte trois chapitres :
Dans le premier chapitre nous passons en revue les différentes principaux définitions et pro-
priétés concernant les espaces fonctionnelles et les opérateurs linéaires bornés, nous avons utilisés

fréquemment dans la suite.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons généralisé la notion de valeur propre en dimension
infinie et on étudie ces propriétés dans le cadre des espaces de Banach et Hilbert, dans le méme
cadre on a parlé avec précision sur le spectre des opérateurs adjoints, le spectre des opérateurs
auto-adjoints, le spectre des opérateurs compact, puis le spectre des opérateurs auto-adjoint

compact et on finira par décomposition en spectre ponctuel, résiduel et continu.

Le chapitre trois donne un pref panorama des théories fondamentales des opérateurs D-
symétrique et P-symétrique ont été étudié par J. H. Anderson, J.W. Bunce, J.A.Deddens
et J. P. Williams, Said. Bouali et J.Charles [15] et J.G. Stampfli, puis on présente le spectre
d’opérateur de dérivation généralisé présenté par Salah Mecheri [16] et le spectre d’opérateur

P-symétrique par Said. Bouali et J.Charles [15].



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories de quelque espace fonctionnelle et

les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés.

1.1 Les espaces fonctionnelles

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corps k (R ou C), Uapplication p : E — R*
est appelée semi-norme si elle satisfait les proprietées suivantes :

i) Vo, y € B, p(x+vy) =p(x)+ply) (inégalité triangulaire).

i) Ve € E, VA €k, p(Ax) = Ap(z)  (homogénéité).

Remarque 1.1 ii) implique si x = 0 alors p(x) = 0, la réciproque n'est pas vrais en général.
Définition 1.2 Une semi-norme p est une norme si p(x) =0 =z = 0.

Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel et p est une norme sur E, le couple (E,p), est appelée

espace normé, on note généralement p par ||.|| ou ||.|| 5.

Définition 1.4 On dit que Uapplication d : E x E — RT est une distance si elle vérifiée les

propriétées suivantes :
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i)d(z,y) =0z =uy.
i) d(w,y) = d(y,2) Yoy eE.
iii) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) Vx,y,z € E.

Définition 1.5 Soit E un espace vectoriel et d est une distance sur E, le couple (E,d) est appelé

un espace métrique.

Définition 1.6 On dit que E est un espace métrique complet si tout suite de Couchy conver-

gente.

Définition 1.7
i) Une partie U de E est un ouvert de E si pour tout x € U il existe ¢ > 0 tel que B(z,e) C U.
i1) Une partie F' de E est un fermé de E si et seulement si son complémentaire F¢ dans E

est ouvert.

Théoréme 1.1 (Baire)
Soit (E,d) un espace métrique complet, alors l'intersection de toutes familles dénombrable de

sous ensemble ouverts dense dans E est dense dans E.

Corollaire 1.1 Soit (E,d) un espace métrique complet, alors :
i) Tout fermé de E est un espace de Baire.

i1) Tout ouvert de E est un espace de Baire.

Définition 1.8 On appelle espace de Banach tout espace normé complet pour la norme associée

a la distance.

Définition 1.9 Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur E x E dans R, notée
(.,.), possédant les propriétées suivantes :

i) {ax +y,2) = afz,2) + (y, 2).

i) (z,y) = (y, z).

iii) (x,x) > 0.

iv) (z,z) = 0 implique x = 0.
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Définition 1.10 Un espace vectoriel E muni du produit scalaire s’appelle un espace préhil-

bertien.

Proposition 1.1 Soit E un espace vectoriel sur un corpsk (R ou C) muni d’un produit scalaire,
tel que Vo € E, ||z| = |<x,x>|%, alors :

i) ||.|| définit une norme sur E.

i) s+ yI” = 12> + 2 Re((z, ) + |y]1*, Y, y € E.

i11) (Cauchy-Schwartz)

[z, )] < =l lyll, Yo,y € E.

iv) (Identité du parallélogramme)

2 2 2 2
20l + lwll™) = [l + ylI” + [l = ylI”, Vo, y € E.

Définition 1.11 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni du produit scalaire et qui

est complet pour la norme associé a ce produit scalaire.

1.2 Les opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Les opérateurs linéaires

Définition 1.12 Soient E et F deux espaces normés, un opérateur T définit sur E dans F est
dite linéaire, s’il vérifié les conditions suivantes :
condition additive

Vo, €E, ona: T(Spl + 902) = T(@l) + T(S%)-

condition homogéne

Voe EExek=R ouC, ona:T(Ap)=T(p).

1.2.2 Les opérateurs linéaires continus

Définition 1.13 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire T' définit sur un sous
ensemble G C E dans F' est dite continu au point xo de G, si on a la propriétée suivante :

pour tout suite x, de G converge vers xg, la suite T'(x,) converge vers T(xy) c’est & dire

lim T'(z,,) = T ().
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Remarque 1.2 L’opérteur linéaire T' est dit continu sur G s’il est continu en chaque point de

lensemble G.

1.2.3 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.14 Un opérateur linéaire T définit sur E dans F' est dite borné s’il existe une

constante strictement positive C', telle que
IT(2) |l p < Cllxll 5 Vo € E. (1.1)

Notation 1.1 On note l’espace des opérateurs linéaires bornés par L (E, F).

Proposition 1.2 La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1.1) est appellé norme de
T, notée

1= sup E@le g r@, = s 7@, (1.2)

cerfo} 7llg € B, ||z]|=1 € |Je]|<1

Proposition 1.3 Toute norme définit dans (1.2) sur la boule unité est toujour finie pour tout

opérateur linéaire continu.

Théoréme 1.2 Soit E un espace de dimension fini, alors tout opérateur linéaire T est dit

continu, si et seulement s’il est borné.

Théoréme 1.3 (Banach Steinhaus)
Soit E un espace de Banach, F' un espace normé et (T,)acr € L(E, F), (I non nécessairement
denombrable). On suppose

sup |[T,(z)]| < 00, Vxe€E.

acl

Alors

sup || 1o || < oc.

ael

C’est a dire : 3C' > 0 tel que

[To(x)| < Cllzll, Ve e E.
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1.3 Les opérateurs inversibles
Pour un opérateur 7' € L(F, F'), on définit son image par 1’ensemble
Im(T)={ye F:3x € B,y =Tz}
et son noyau par 1’ensemble
ker(T)={zr € E: Tz =0}

On dit que T est injectif si ker(7') = {0} et qu’il est surjectif si Im(7") = F.

L’opérateur T est bijectif s’il est & la fois injectif et surjectif.

Définition 1.15 Soit T € L(F), s’il existe un opérateur S € L(E) tel que ST =TS = 1, alors

on dit que T est inversible et S son inverse.

Notation 1.2 On désigne par I(E, F') l’ensemble des opérateurs linéaires et continue inversibles

de E dans F'.

Corollaire 1.2 (Isomorphisme de Banach )
Soient E et F deux espaces de Banach, T € L(E, F) bijectif, alors T~ € L(E, F).

Lemme 1.1 Soit T € L(E) tel que |T|| < 1, alors (I = T) € I(E) et on a

(I-T)'=)"1"
n>0
De plus I(E) est un owvert de L(E), et Uapplication J : I(E) — L(E) telle que J(T) =T est
continue.
Preuve Comme ||T|| < 1, la série Y T™ est normalement convergente dans L(E) qui est un

espace de Banach donc elle converge dans L(E). De plus, on vérifie facilement que

(I-T) (iT") = (ﬁ:T”) (I-T)=1-TN*,
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et comme

|7 < Tt o,

on en déduit que
(I —T) (ZT”) = (ZT”) (I-T)=1,
n>0 n>0
d’ou la résultat.
Montrons que I(E) est un ouvert de L(E)
Soit Ty € I(E) et T € L(E) on a

T=To+T-To=Ty (I - (I-T,'T)).

De plus
17 =777 < |75°(%o = D < [|To 1170 - T

Alors si ||To — T < HTO_lel, on obtient HI — To_lTH <1etdoncI—(I—Ty'T) estinversible.
Par suite T' est inversible. Finalement on obtient B(Tj, HT0_1||_1) C I(E) donc I(E) est ouverte
de L(E).

De plus si T € B(Ty, TO_IH_l) son inverse est donné par

Tl = (Z (I- TolT)"> T => (I-1,'T)" T,

n>0 n>0

Ainsi, on obtient

|7t -1 = Z(I—To‘lT)”TO‘l—TO‘l — Z(I—TO—IT)”TO—1

n>0 n>1

< > =15 )" |75
N>1

H] - T()_lTH -1

1— H]_TO—IT” ||T0 H

B 2 T =T

- ||7"0 || 1_||[_T0—1T||’
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qui tend vers 0 lorsque T tend vers Ty. Ce qui montre la continuité de l'application T — T sur

I(F). =

Corollaire 1.3 Soient (F, ||.||) un espace vectoriel normé sur un corpsk et T' € L(E, F) bijec-
tif, alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

i) T 'e L(E,F).

it) Il existe C > 0 telle que, pour tout x € E, on a |[|[Tz|| > C||z||5.

iti) (F,|.||z) est un espace de Banach sur k.

Corollaire 1.4 Soient (F\||.||r) un espace de Banach et T € L(E,F), alors les propriétées
sutvantes sont équivalentes :

i) 1l existe C > 0 telle que, pour tout x € E, on a ||Tx| > C||z| 5.

it) T est injectif et Im(T') est fermé dans F.

1.4 Les formes sesquilinéaire

Définition 1.16 Soit H un espace vectoriel sur C, l'application B de H x H dans C est une
forme sesquilinéaire si :

i) Pour tout x € H, Uapplication x — B(x,y)(de H dans C) est linéaire.

it) Pour tout y € H, Uapplication y — B(xz,y)(de H dans C) est anti-linéaire.

(i.€) Va,y,2 € H, YA€ C  B(z, Ay + 2) = AB(z,y) + B(x, 2)
et B(x+ \y,z) = B(z,2) + A\B(y, 2)

Définition 1.17 Soit H un espace vectoriel sur C, lapplication B de H x H dans C est une

forme hermitienne si

B(z,y) = B(y, ), V(z,y) € H x H.

Remarque 1.3 [Si B est hermitienne] = | B(z, x) est réel puisque B(x,x) = B(z,x)| .

Le plus souvent un produit scalaire est noté au lieu de B.

10
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Définition 1.18 Soient E un espace vectoriel sur un corpsk = C et B une forme sesquilinéaire

sur E/, alors :

i) B est dite positive si, pour tout v € E, B(x,z) > 0.
i1) B est dite définie positive si, pour tout x € E\{0}, B(z,z) > 0.
Proposition 1.4 Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur un corps k = C et B une forme

sesquilinéaire sur E, alors les propriétées suivantes sont équivalentes :

i) B est continue.
i1) B est continue en (0,0).
i11) Il existe k > 0 telle que Vo,y € X |B(x,y)| < El||z||||y|]-
Notation 1.3 Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé sur un corps k = C, on note Sa(E)

I’espace vectoriel sur k des formes sesquilinéaires continues sur E.

Définition 1.19 Soit B € Sy(FE), on pose

1Bl = sup {|B(z,y)l, ||zl < 1,][yll <1},

Vr,yeE

ce qui définit une norme sur Sy(E). En particulier :

Vr,y € E | Bz, y)| < |[Bl[[|2|l[ly]]-

Proposition 1.5 Soit T' € L(H), Br € So(H) Uapplication définie par :

Vl‘,y € H> BT(x>y) = <T$,y> (13)

Alors, Uapplication
O L(H) — S2(H)
T — BT

est un isomorphisme isométrique, (i.€) une application linéaire bijective telle que pour tout

T e L(H), [[o(D)]] = |IT1]

Définition 1.20 Soit T' € L(H), on dit que T est positif (resp défini positif) si l’application Br

définie par (1.3) est une forme sesquilinéaire positive (resp. définie positive).

11
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1.5 Les opérateurs adjoints

Définition 1.21 Soient E et F' deux espaces de Banach, E* et F* leurs dual respectivement et
T € L(E,F). L’adjoint de T est T de F'* dans E" vérifiente :
i) T' est continu, i1) HT/H <7 -

Proposition 1.6 Soient E et F' deux espaces de Banach, E* et F* les espaces duales alors
lapplication
O L(E,F)— L(F* E*)
Tw—T

est une isométrie.

Soit H un espace de Hilbert, C' une isométrie unitaire de H dans H (donné par le lemme de
Reiz[13]) définit par :  +— (., x). Soit T" € L(H) on définit 'adjoint hilbertien 7™ de T par la
formule T = C~'T'C.

Définition 1.22 Soient H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* l'adjoint de T définit
par :

Yo,y € H (Tz,y) = (z, T"y).

Proposition 1.7 L’application qui transforme T a T est une isométrie bijictive anti-linéaire
de L(H) dans lui-méme. Elle vérifie de plus les propriétés suivantes :
i) (T'S)* = S*T*. i) (T*)~' = (T~
i) (T =T. ) ||TT|| = ||T|*.
Proposition 1.8 Soit T' € L(H), T* son adjoint, alors :
i) ker(T) = (Im(T™))*.
i1) Tm(T) = (ker(T™))".
Preuve i) On a
ker (T") = {x € H,Tx = 0}
={x e HVy e H, (Tx,y) =0}
={r € HVy € H,(z,T*y) = 0}
= (Im (7))
ii) D’aprés i) on a (ker (T*))* = (Im(T)*)* = Im(T). =

12
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1.6 Les opérateurs coercifs

Définition 1.23 Soit T € L(H), on dit que T' est coercif s’il existe une constante C' > 0 telle
que

Ve e H (Tx,x)| > C||z||.

De méme, si B € So(H) est dite coercive (ou elliptique) s’il existe une constante C' > 0 telle que
Ve e H |B(z, )| > C||z|)*.

Remarque 1.4 Soit T € L(H), alors, d’aprés la proposition (1.6) il est clair que l'application
Br € So(H) définie par (1.3) est coercive si et seulement si T € L (H) est coercif.

Proposition 1.9 Soit T € L (H) est coercif, alors T est inversible dans L (H).

Preuve D’apreés 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
VeeH, ||Tall|z]| = Tz, )| > Clla],

d’ou

Vee H,  |[Tal| > Cllell

D’apres le Corollaire (1.4), il suffit de vérifier que Im(7") = H. Or, pour tout z € H, on a
(Ta,2)| = [(x, Tx)| > Cllz|.

Donc T* est aussi coercif, ce qui entraine l'injectivité de T™*. Alors, d’aprés la Proposition (1.8),

on obtient

I (T) = (ker(T*))* = {0}* = 4,

ce qui donne le résultat. m

13
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1.7 Les opérateurs auto-adjoints
Définition 1.24 Soit T € L(H), on dit que T est auto-adjoint si et seulement si T = T*.

Remarque 1.5 T est auto-adjoint si et seulement si :
Ve,y € H, (T'z,y) = (z,Ty).

Notation 1.4 Notons par A (H) ’ensemble des opérateurs auto-adjoints sur l’espace de Hilbert
H.

Proposition 1.10 Si T est auto-adjoint, alors

1T = sup {|(Th, )|, |Al] = 1} .

1.8 Les opérateurs linéaires compacts

Définition 1.25 Un opérateurT € L (E, F) est compact si et seulement si, de toute suite bornée

() de E, on peut extraite une sous suite (x,, ) telle que la suite (T'x,,) soit convergente.

Proposition 1.11 Soit T € L(E,F) et S € L(F,G), si S ou T est compact alors ST est

compact.
Théoréme 1.4 Soit T € K(F), alors, T — I est injectif si et seulement si T — I est inversible.

Définition 1.26 Soit T € L(H), on dit que T est un opérateur de rang finie si Im(T) est de

dimension finie.
Proposition 1.12 Tout opérateur de rang fini est compact.

Théoréme 1.5 (Schauder)
Soit T € L(E,F), ou F est complet, l'opérateur T est compact si et seulement si son adjoint

T* est compact.

14



Chapitre 2

Spectre des opérateurs

Nous introduisons les théories spectrales des opérateurs bornés et on généralise la notion de
valeur propre en dimension infinie et on étudie ces propriétés dans le cadre des espaces de Banach

et Hilbert.

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert compleze, T € L(H).
*L’ensemble :

o(T)={A € C:T — A n’est pas inversible}

est appelé le spectre de T'.
Un élément de o(T) est appelé valeur spectrale de T.

*[’ensemble

p(T) ={A € C:T — A est inversible}

est appelé résolvante de T'.
Un élément de p(T') est appelé valeur résolvante de T.

*Si X € p(T), on définit la résolvante R\(T) de T au point \ par
RA(T) = (T — AI)~".

Remarque 2.1 o(T) = (p(T))".

15
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Théoréme 2.1 Le spectre de tout opérateur T € L(E) est une partie compact de k =R ou C.
Théoréme 2.2 (Stone) Si l’espace E est complexe, alors le spectre de T n’est jamais vide.

Exemple 2.1 Soit [ = 0,1[, X = L*(I) et T l'opérateur de dérivation au sens des distribu-

tions :

du

Tu= 2
U

de domaine
du

D(T) = {u € L*(I), 7 € L*(1),u(0) = o} .
Pour f € L*(I) et A € C, on remarque que l’équation

du
=
g =t

admet une solution unique de la forme

t

u(t) = /e’\(ts)f(s)ds

0

dans lespace D(T). Donc p(T) = C et o(T) = ¢.

Lemme 2.1 (Identité de la résolvante) : Soit A\, \g € p(T), alors
RA(T) = B, (T) = (A = A0) RA(T) R (T).
Preuve En utilisant le fait que (7' — AI) et (T — A\oI) commutent, on a

(BA(T) = Bao(T)NT = X I)(T' = AI) = RA(T)(T = A)(T = Xol) = R (T)(T' = Ao )(T — A1)
— (T = ol) — (T — \I)
= (A=)

En composant a droite par Ry(T)Ry,(T"), on obtient le résultat. m
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Définition 2.2 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H), On appelle spectre ponc-

tuel de T, l’ensemble des valeurs propres de T' définit par
op,(T) ={X € k: T — X\l nest pas injectif }.

Remarque 2.2 On a toujours o,(T) C o(T).

Proposition 2.1 Soit T' € L(E), alors :
i) Si |\l > ||T|| alors A € p(T). En particulier, on a o(T) C D(0,[|T]|).
it) p(T') est un ouvert non vide de k.
iti) o(T) est un compact de k.

iv) o,(T) C o(T).

Preuve i) Si |\ > [|T|| alors A # 0 et ||A\"'T|| < 1 donc, d’aprés le lemme (1.2), I — A~'T
est inversible, i.e. A € p(T).
i1) D’apres le i) p(T') est non vide. Soit I'application définie de k dans L(FE) par

Vaek, o) =X -T.
Alors p(T) = ¢ *I(FE). De plus, pour tous )\, u € k, on a

lp(A) = ()l = A = ) Il < [A = nl,

donc ¢ est continue. Or d’aprés le lemme (1.2) I(E) est un ouvert de £(E). Ainsi o 'I(E) est
un ouvert de k.
iti) D’apreés le ii) o(T) = k\p(T) est fermé, or il est borné d’aprés le i) donc compact.

iv) D’aprés la remarque (2.2) 0,(T") C o(T'). De plus o(T') est fermé donc 0,(T) C o(T). =
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2.1 Rayon spectral

Définition 2.3 Le rayon spectral de T' noté r(T) et définit par

r(T)= sup {|A|: A€a(T)}.

Aeo(T)

Exemple 2.2 Lorsque E = C([0,1]) et (Tf)(z) = /f(t)dt, on ao(T) = {0} et doncr(T)=0.

Remarque 2.3 Sio(T) =0 alors r(T) = 0.

Théoréme 2.3 Soit T' € L(E), alors :

i) RI_IEIOO HT”H% existe et est égale a r(T).

it) Si E = H est un espace de Hilbert complexe et si T € L(H) est auto-adjoint, alors
r(T) = |71,

Proposition 2.2 Soit H un espace de Hilbert complexe, le rayon spectrale de tout élément nor-

mal de L(H) est égale a sa norme.

Preuve Soit d’abord T un élément auto-adjoint, on a ||T?|| = |TT|| = ||T||> (proposition
1.7); on en déduit par récurrence que | 72"|| = ||T|*" pour tout n > 0, donc r(T') = ||T'||. Soit
maintenant S un élément normal de £(H), par récurrence sur n, on a (S*S)" = (5*)"S™ donc
1(5*S)™|| = [|5™||” et r(S*S) = r(S)%. Or T = S*S est auto-adjoint, donc r(T)? = r(S*S) =
S| -

2.2 Spectre des opérateurs adjoints

2.2.1 Spectre des opérateurs adjoints dans un espace de Banach

Théoréme 2.4 (Théoréme de Phillips)
Soit E un espace de Banach compleve, T € L(E) et T' € L(E") l'adjoint de T, alors
i) o(T) = o(T").
ii) YA € p(T), R\(T') = R\(T)'.

18
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Proposition 2.3 Soit E un espace de Banach compleze et T € L(E). Alors
i) Si A € 0,(T), alors Im(T" — \I) n’est pas dense dans E*.
i1) Si A € C est tel que Im(T — \I) n’est pas dense dans E, alors A € a,(T").
iii) Si B est réflexif, i.e. si (E")* = E, alors \ € 0,(T) si et seulement si Im(T" — \I) n’est

pas dense dans E.

Lemme 2.2 Soit E un espace vectoriel complexe normé et F' C E un sous-espace vectoriel
complexe. Alors F # E si et seulement si il existe une forme linéaire ® € E* non nulle telle que

F C ker ®.

Preuve de la proposition (2.3)
i) Soit A € 0,(T'), alors 3z¢ € E non nul tel que (T'— AI)(zo) = 0. Cela entraine en particulier
que :

Va € B (T — M) (@))(z0) = a((T — AI)(x0)) = a(0) =0,

7.€.

(T" = M)(a) € {zo}" ={B € E*, B(x) =0}

Ainsi Im(T" — A1) C {z0}". Cela implique bien évidemment que Im(7" — AI) ne peut pas étre
dense dans E, puisque{:zco}L est fermé et est différent de E".
i1) Soit A € C tel que Im(T" — AI) n’est pas dense dans E. D’aprés le lemme (2.2), il existe

a € E” non nulle telle que Im(7T — \I) C ker a.. Donc

Vo € E,a[(T — M) (2)] =0< Ve € E,[(T" — M)(a)](z) =0
& (T = X)(a) =0
s ac Ker(T' — \).

Donc A € a,(T").
i4i) On a « A € 0,(T) implique Im(7" — \I) n’est pas dense dans E~ » a été montré au 1),

la réciproque s’obtient en appliquant le #4) & T et en utilisant le fait que 7" = 7. m
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2.2.2 Spectre des opérateurs adjoints dans un espace de Hilbert

Définition 2.4 Une tnvolution sur une algébre U est une application p : U — U telle que :
i) ¢* = Idy.

i) o(AT) = Ap(T).
iii) o(T'S) = p(S)p(T).

Définition 2.5 Une algébre de Banach U munie d’une involution T' — T* vérifant
VI eU  |TT|| = |7

est appelée une C*-algébre.

L(H) munie de l’opération "adjoint" est une C*-algébre.

Cet résultat est une conséquence du théoréme (2.4), dans le cas particulier ou £ = H (H est

un espace de Hilbert complexe)

Proposition 2.4 Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* € L(H') adjoint

hilbertien de T'. Alors
o (T*) =o(T)* = {X|A €o(T)}.

ii)V\ € p(T), Rx(T") = Ry\(T)*.

Preuve Si T est inversible, alors d’aprés la proposition (1.8) on a

(T=Y)T" = (T(T V) =I"=1
T(TY) =(THT)y =1 =1

ce qui signifie que 7" est aussi inversible et (7T7)~! = (T!)". Comme T +— T est une involution,
la réciproque est immédiate, autrement dit : 7" est inversible si est seulement si 7™ est inversible.
Donc VA € p(T) < (M — T) est inversible <> (A — T") est inversible <> \ € p(T")
Et alors
(M =Ty =\ -T")"
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2.3 Spectre des opérateurs auto-adjoint dans un espace

de Hilbert

Théoréme 2.5 Soit T € L(H) est un opérateur auto-adjoint, on suppose H # {0} avec

m = ”iIHlf (Tz, ) et M= sup (Tz,x).
z=1 Jall=1

Alors
i) m, M € [—||T[,[IT[]] CR.
it) m,M € o (T).
i1i) o (T) C [m, M].
Corollaire 2.1

i) SiT € L(H) est un opérateur auto-adjoint, alors ||T| = )\mek)T{) || -
€o

i1) Un opérateur auto-adjoint T sur H est positif si et seulement si son spectre o(T') est

contenu dans RT.

Preuve du théoréme (2.5) :

i) Soit = € H tel que ||z|| = 1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
[(Tz, )| < |7
Or, T étant auto-adjoint, (T'z,z) € R et donc
(T, ) € [= T, ITI] < R.

On en déduit m, M € [—||T||, |T]]] C R.
i1) On pose S =T — ml et on note, pour touts z,y € H, Bg (x,y) = (Sx,y). Alors Bg € S,.
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De plus, m étant réel, on obtient pour tous z,y € H

Bs(l’,y) = <TZL’ - mm,y> - <Tx7y> - <mx,y)
= <$aTy> - <x,my> = <$7Sy>
= BS(yv:U>

Donc Bg est hermitienne. Enfin, par définition de m, pour tout x € H\{0}, on a
x T
() i
[z]| ] " []]
d’ot m||z||* < (T'z,z). Ainsi, on obtient
Bs(x,z) = (Tx — ma,x) = (Tz,x) —ml||z||* >0,

et donc Bg est une forme sesquilinéaire, hermitienne et positive sur H. D’aprés I'inégalité de

Cauchy-Schwartz, pour touts x,y € H, on a

|B5<x7 y)|2 S Bs(LU, QT)Bs(y, y)v

soit encore

[(Sz,y)|* < (S, 2)(Sy,y). (2.1)
D’une part, par définition de m, il existe une suite (x,,),>0 de H avec ||x,| = 1, pour tout n € N,
telle que
(T(e)a) —_m
autrement dit
(S(zn), Tn) T 0. (2.2)

D’autre part, en appliquant (2.1) avec z = xz,, et y = Sz, ou n € N, on obtient

(S (@n), S(xa))* < (S(wn), ) (S(S(2n)), S(wn))-
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On en déduit
1S (@)1t < (S(@n), 2} [IS] 1S @)l 1S ()l

et donc

1S (@a)lI* < {S(xa), ) [1S]] - (2.3)

Alors, d’apres (2.2) et (2.3), on obtient

S(z,) — 0.

n—-+00

Finalement, supposons que m ¢ o (T'), alors S =T — ml/ est inversible et on a

T, =SS (z,) — O,

n—-+4o0o

ce qui est absurde puisque ||z, || = 1, pour tout n € N. Donc m € o (T'). De plus, en considérant
I'opérateur —T', on obtient

inf (—Tx,x) €0 (-T),

llzn ||=1
d’ou

M = sup (Tz,z) = inf (—Tx,z)€o(T).

|#n]/=1 llzn|l=1

i11) Si A € k\[m, M], alors d = dist(\, [m, M]) > 0. Or, pour tout x € H\{0}, on a

" () () <120

0 = T = n= ¢ () (75 ) el = el

On en déduit que T'— AI est coercif donc inversible, (i.e) A € p(T). m

donc

Corollaire 2.2 Soit T' un opérateur auto-adjoint dans L(H) telle que o(T) = {0}. Alors T = 0.

Proposition 2.5 Soit T' un opérateur auto-adjoint positif alors ||T'|| = M.
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2.4 Spectre des opérateurs linéaires compacts

2.4.1 Spectre des opérateurs linéaire compacts dans un espace de
Banach
Lemme 2.3 Si T € K(E), alors ker(T — I) est de dimension finie.

Lemme 2.4 Soit E un espace de Banach et T € K(E), ¢ > 0. Alors l’ensemble
{Aeop(T) :[A] = ¢}

est fini.

Proposition 2.6 Soit E un espace de Banach et T € K(E), et A € 0,(T). Si A # 0, alors

Uespace propre ker(T — AI) est de dimension finie.

Preuve Supposons par 1’absurde que ker(7T" — AI) contienne une suite orthonormale infinie
(en). Comme T est compact, on peut en extraire une sous-suite (e, ) telle que (T’e,, ) converge.

Mais pour ny # nj, on a
HTenk - Tenj” = Al Henk - ena‘H < V2|)|

ce qui contredit le fait que (7'e,, ) est une suite de Cauchy. m

Proposition 2.7 Soit E un espace de Banach etT € K(E), A # 0, stinf {||(T'— AI)h|| : [|h]| = 1} =
0, alors A € 0,(T).

Preuve Par hypotheése, il existe une suite (h,) de vecteurs de norme 1 telle que
(T = A d)h,| — 0.

Comme T est compact, il existe une sous-suite (h,, ) telle que (T'h,, ) converge vers f € E. En
écrivant h,, = A"'[Th,, — (T — Md)h,,], on voit que h,, converge vers A\~'f. En particulier

[fII'= [A] donc f # 0.
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De plus, (Th,, ) converge vers AT f, ce qui montre que A'Tf = f, donc Tf = A\f. On a

donc bien trouvé un vecteur propre, et A € 0,(7). =
Proposition 2.8 Si T est auto-adjoint, alors o,(T) C R.

Théoréme 2.6 Soit E un espace de Banach et T € K(F), alors
i) Si E est de dimension infinie, alors 0 € o(T).
it) o,(T)\{0} = o(T)\{0} et pour tout A € o(T)\{0} le sous-espace propre
associé ker(T — \I) est de dimension finie.
i11) Le spectre de T' est dénombrable. De plus, s’il est infini, les éléments de o(T)\{0} forment

une suite (A,)nen de k telle que

VneN, |At1] < A\ et lim A\, =0.

n—-4o0o

Preuve i) Si 0 ¢ o(T) alors T est inversible dans L£(E) et I = T7'T € K(FE) d’apres la
Proposition (1.11), Popérateur identité de E est compact si et seulement si £ est de dimension
finie.

i) On a A € o(T)\{0} si et seulement si A # 0 et T"— AI est non inversible dans L(FE), ce qui
équivaut encore & A # 0 et A™'T — I est non inversible dans £(E). Or, d’aprés le théoréme (1.4)
appliquée & A\™'T, \™'T — I n’est pas inversible dans L(E) si et seulement si T'— Al n’est pas
injectif. Donc A € o(T)\{0} si et seulement si A # 0 et A € 0,(T'). De plus, d’apres le Lemme
(2.3), ker(A\™'T — I) est de dimension finie donc ker(T — AI) est de dimension finie.

i1i) D’aprés le Lemme (2.4) et i), pour tout € > 0 'ensemble {\ € o(T"), |\ > £} est fini.
Soit n € N* fixé. Alors I'ensemble {A € o(T), |A| > L} est fini, soient Ag, ..., Ay, Ses éléments

classés de la fagon suivante :

1
Aol > -+ > | A, | > =
n
De méme, ’ensemble
1 1
A, ={\eo(T), —<|AN<=-}
(e, —— <<}
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est fini. On pose A, = { N\ 41, ..., An, } 00 les \; sont classés de la fagon suivante

1 1
| §|Am|§---§|Ano+1|§E§|An0}s---§|Ao|

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de A € o(7T)\{0} en une suite

(An)nen qui décroit en module vers 0. m

2.4.2 Spectre des opérateurs linéaires compacts dans un espace de

Hilbert

Théoréme 2.7 [21] Soit H un espace de Hilbert et T € K(H). Si T est hermitien, il existe
un ensemble A C k qui est fini ou dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence et des
projections orthogonales py sur des espaces vectoriels fermés Ny deux & deux orthogonauzx, de

dimension finie sauf éventuellement pour X = 0, tels que

T=> A\,

AEA

En fait, N =0 (T), Ny =ker (T'— \) et H= & Ny. En particulier, T a une valeur propre de
AEA

module || T||. Ce résultat vaut encore si T est normal lorsque k = C.

Théoréme 2.8 [21] Soit T € K(H). 1l existe des systémes orthonormés (x;) et (y;) et une suite

réelle (z;) qui décroit vers 0 tels que
T(z) = Z zi{x,xj)y; pour tout x € H. (2.4)

En fait, les z; sont les valeurs propres de |T'| répétées selon leur multiplicité et associées avec les

vecteurs propres x; : ce sont les valeurs singulieres de T'.
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2.5 Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts dans

un espace de Hilbert

2.5.1 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints de rang

fini

Théoréme 2.9 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-adjoint. Si H est
de dimension finie, alors

i) Les sous-espaces propres ker(T — M), ou A € 0,(T'), sont deuzx & deux orthogonauz,

ii) T est diagonalisable dans une base orthonormale et H = &+ ker(T — \).

Ao, (T)
i1i) T admet la décomposition spectrale suivante :

T = Z/\PA: Z AP,

Aeop(T) A€op(T)\{0}

ot Pyest la projection orthogonale de H sur ker(T — \I).

Proposition 2.9 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini. Alors
i) H =1Im(T) & ker(T).
it) op,(T) = o(T).
i11) Pour tout X € o,(T)\{0}, ker(T'— \I) est de dimension finie.

Théoréme 2.10 Proposition 2.10 Preuve D’aprés la Proposition (1.8), on a

ker(T) = (Im(T*))*" = (Im(T))".

Or Im(T) est fermé, car de dimension finie, donc
H=In(T) ® (Im(T))" = Im(T) & ker(T),
ce qui donne le résultat.
Les propriétés ii) et iii) sont alors simplement des conséquences du théoréme spectral des

opérateurs compacts (Théoréme (2.6)). m
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Lemme 2.5 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini et
Ty sa restriction a Im(T), i.e. T\ = Tjim(r), alors

i) Ty € L(Im(T)) est auto-adjoint.

i1) Ty est inversible et 0 ¢ o,(1T1).

iii) 0y (Th) = oy (T)\{0}.

iv) Pour tout A € o,(T1), ker(Ty — AI) = ker(T — \I).
Preuve Si Im(T') = {0}, alors H = ker(T') donc T =0 et le résultat est trivial.

Dans la suite, on suppose Im(T") # {0}.

i) T est un opérateur auto-adjoint continu car T [’est.

it) Si x € Im(T) vérifie Thyx = 0, alors
z € Im(T) Nker(T) = {0},

d’aprés la Proposition (2.9). Donc Tyest injectif et comme Im(T') est de dimension finie, T} est
inversible.

Puisque Ty est injectif, on obtient aussi 0 ¢ o,(T}).

iii) Comme Ty = T)im(t), i est clair que o,(T1) C 0,(T)\{0}.

Réciproquement, si Tx = Ax avec X\ # 0, alors
r=T\"2) € m(T),

done

ap(T)\{0} C o (Th).

iv) Soit A € 0,(1T1). Si x € ker(1y — AI), alors
e =Tx=Tx

done

x € ker(T — \I).
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Réciproquement, si x € ker(T — A1), alors
r =T\ "'z) € Im(T)

d’ot

Ae =Te =Tz e x¢cker(Ty — ).

Théoréme 2.11 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint de rang fini, alors :
i) op(T') est fini.
ii) H= &+ ker(T — ).

Xeop(T)
1) T admet la décomposition spectrale suivante :

T = Z/\PA: Z AP,

Aeop(T) A€ap(T)\{0}

ot Py est la projection orthogonale de H sur ker(T — A\I).

Preuve On note T = 1|7

i) Comme Im(7") est de dimension finie, o,(7}) est fini. Or d’apres le Lemme (2.5),

ap(T)\{0} = 0p(T1),

d’ou le résultat.
i1) Puisque T} € £ (Im(T")) est auto-adjoint et que Im(7") est de dimension finie le Théoréme

(2.9) appliqué a 17 entraine

Im(T) = @+ ker(Ty —A)= &  ker(T — ),
Aeop(T1) Ao, (T)\{0}

Si0¢ o,(T), alors ker(T") = {0} donc

H=Im(T)@ker(T) =Im(T) = &+ ker(T —M)= & ker(T — \).
Ao, (T)\{0} Aoy (T)
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Si0 € 0,(T) alors

H=Im(T)®ker(T)= &% ker(T — )@  ker(T) = @ ker(T — \).
Ao, (T)\{0} Aeop(T)

iii) Pour x € H, d’apres le i), on a
r = ZxA ou z € ker(T — \I).
A€op(T)

On en déduit

T:E:ZTx,\: Z )\x,\:Z/\P,\x.

Aeop(T)  Aeop(T) Aeap(T)

2.5.2 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compact

Lemme 2.6 Soit T' est un opérateur auto-adjoint compact, alors l'un des deux nombres + ||T||,

— |IT|| sont des valeurs propres de T.

Preuve Si T' = 0, ¢’est évident. Sinon, la proposition (1.10) fournit une suite (h,,) de vecteurs
de norme 1 telle que |(Thy, hy,)| — [|T||. Quitte a remplacer (h,,) par une de ses sous-suites, on

peut supposer que |(Th,, h,)| — A, avec A = + ||T]|. On a
0 < (T = ADholl”> = | Thal|* = 2M(Thy, hy) + A2 — 0

et donc lim ||(7" — Id)h,| = 0. Par la proposition (2.7), cela implique que A € 0,(T). =

Lemme 2.7 Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors
17| = max {[A], A € 0,(T)} -

En particulier, si o, (T)\{0} = ¢ alors T' = 0.

Lemme 2.8 Soient T € L(H) un opérateur auto-adjoint compact et \i,..., N\, des valeurs

propres non nulles, deux o deux distinctes, de T. Alors
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NH=Ga'F, ot G= élker(T ~\I) et F= G-

it) T(G)CG, T(F)CF etjg’opémteur Tr induit par T sur F est un opérateur auto-adjoint
compact.

i) 0,(Tr) = op(T)\{ A1, ..., Ak}

iv) Si o, (T)\{0} = {A1,..., A} alors T est de rang fini.

Preuve i) Soit j € {1,...,k}. Comme \; # 0 et T" est compact, ker (7" — A;I) est de dimension
k
finie. On en déduit que G = @ ker (T'— A;I) est un sous-espace de dimension finie de H, donc
=1

un fermé, d’ot H = G ¢ G*.
k

i1) Six € G alors © = Zej, oue; € ker (T'—\;I), j=1,...,k, donc

j=1
k

Ty = Z)\jej € G.
j=1

Donc T(G) C G. Soit € F. Alors, pour tout y € G, Ty € G donc (z,Ty) = 0 car F' = G*.

Puisque T est auto-adjoint, on obtien
Yye G, (Txz,y)=(x,Ty) =0,

ieTreGt=F, douT(F)C F.Deplus T (Br) =T (BgNF)CT(Bg)NF.
Comme T est compact et F' fermé, on en déduit que T est compact.
i17) Il est clair que 'on a l'inclusion 0, (Tr) C 0,(T"). Supposons \; € 0,(TF), oui € {1,...,k},
alors il existe e € F\{0} tel que Tre = \;e, d’ou
k
e € ker(T — NI) C G = & ker(T — \I).

7=1

Donc e € F\{0} NG = ¢ d’ou une contradiction. On en déduit

O'p(TF) - O'p(T)\{/\l, ey )\k}
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Réciproquement, si A € 0,(T)\{\1, ..., A} alors il existe e € ker(T"— AI)\{0} tel que Te = Xe.
comme A & {A1,..., \p}, ker(T — AI) est orthogonal & G. Donc

ker(T — M) C G+ = F,

d’ott Tpe = Xe avec e € F\{0}, i.e A € 0,(TF).

iv) Si o, (T)\{0} = {1, ..., Ak}, alors o, (TF) \ {0} = ¢.
Donc, d’aprés le Lemme (2.7), Tp = 0. Or si y € Im(7T') alors il existe = € H tel que Tz = y.

Ainsi, il existe (zg,xr) € G X F tel que
y=T(zg+zp) =Tzrg+ Trrr.

Or Tpxp = 0, don y € T(G) C G. On en déduit Im(7") C G et le résultat puisque G est de

dimension finie. ®

2.6 Décomposition en spectre ponctuel, résiduel et continu

Définition 2.6 Soient (E,||.||) un espace normé et T € L(F) ’ensemble

o.(T) = {Ae€a(T): (T — M) injectif et Im(T — \I) # E}

= {Ne€a(T): (T — ) injectif et "(T — X) n'est pas injectif}

est appelée le spectre residuel de T.

Définition 2.7 Soient (E, ||.||) un espace normé et T' € L(E) ’ensemble

o.(T) = {Ae€a(T): (T — ) injectif et Im(T — \I) = E}

= {XNe€a(T): (T — M) injectif et "(T — NI injectif}

est appelée le spectre continu de T.

Proposition 2.11 Soit E un espace de Banach et T € L(E), on a
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o(T") = o(T).

Proposition 2.12 Soit E un espace de Banach et T € L(E), alors

1) 0(T) = op(T)\op (7).
i) o.(T) C o.(T").

Preuve

i) Par définition de o,(T), X € 0,(T) si et seulement si est valeur propre de T* mais pas de
T.
i1) Par la proposition (2.9) ¢(T") = o(T). =

Théoréme 2.12 Soit E un espace de Banach et T € L(FE), l'ensemble o(T) se décompose on
['union disjointe :

o(T)=0,(T)Uo,(T)Uo.(T).
2.7 Exemple
Nous considérons I'opérateur de décalage T' € L(¢') défini par :
Vo = (z1,09,--+) € L1, T (21, 29, ) = (29,23, -)
et son adjoint 7" € L({>) satisfait :
Vo = (a1, ag, - ) € 02, T (a1, g, -+ ) = (0, a1, 9, - - ).

On les résultats suivantes :

x 0,(T) = B(0.1) et o,(T) =0
x 0,.(T) = ¢ et o.(T") = B(0.1)
x 0.(T) = B(0.1) et o.(T)=¢.
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Solution :
o(T) = o(T') =B(0.1):
Notons que ||T"|| = 1,Vn € N*, d’aprés le théoréme (2.3), on a :

r(T) = lim ||T"|" = 1.

n—-+00

alors o(7T") = B(0.1).
D’aprés le théoréme de Phillips (2.4) on résulte que o(T") = B(0.1).
o,(T)=B(0.1):

D’aprés la remarque (2.2) on a

o,(T) C o(T) < 0,(T) C B(0.1)

il reste de montrer que B(0,1) C o,(T).
11 suffit de montrer que VA € B(0,1), ker(T'— A\I) # {0}.
Pour A\ = 0 (évidente) puisqu’il est facile de remarquer que (1,0,0, ...) est dans le noyau de
T.
Pour A # 0. Posons
zy = (1, A% 03, ).

Alors ) € /1. De plus
T(xy) = (A XN ) = A(LA N2 L) = Ay

donc A € 0,(T'), d’ou le résultat.

op(T) = B(0,1) : d’apres ce qui précede, il suffit de montrer que dB(0,1)No,(T) = 0, c’est a
dire que, pour tout A tel que |A\| = 1, T'— AI est injectif. Raisonnons par I’absurde et supposons
qu’il existe A € 0B(0,1) tel que ker(T — AI) # {0}. Soit = = (x1, z2, 3, ...) € ker(T — AI) non

nul, alors (7" — AI)(x) = 0 équivaut au systéme infini d’équations

Tni1 = ATy, Vn € N¥,
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On en déduit par une récurrence immeédiate que :
2 3
r=x1 (1L, A\ A5 N )

Mais on remarque que, a cause du fait que || = 1, z ne peut pas étre dans ¢! sauf si z; = 1 (une
contradiction).

on(T)=0¢:

Supposons que Ja = (g, g, -+ ) € £ et X € C telle que (T’ — )\I) a = 0 ce qui équivaut

aux relations

)\Ckl =0
)\052 =
/\043 = (X9

alors on déduit que (aq, g, --) = (0,0,---) ce qui donne le résultat.
o.(T) =B(0.1)
a) B(0.1) C o,.(T") : Rappelons que

o (T) = {)\ € C:Im(T' — \) # ew} \o,(T').

Comme ,(T") = ¢, alors 0,(T") = {/\ €C:Im(T" — \) # EOO} pour tout A € B(0.1),zy € ¢,

nous notons

fri o —
ar— fi(a@) = a(zy).
Alors
AT =XDa) = [(T" = XN)a] (22) = a((T = A)(2,)) = a(0) = 0

(i.€)
(T" = X)a € ker(fy) = Im(T" — NI) C ker(fy)

Ce qui entraine que la fermeture de Im(7" — XI) ne peut pas étre égale £, donc A € o,.(T").

b) o.(T") = B(0.1) : & cause de ce qui précede, il suffit de montrer que toute valeur A € C telle
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que |A| = 1 est aussi dans o,(7"). Soit A une telle valeur. Commencons par calculer un inverse

formel de 7" — AI : si a € £ et si b est une suite a valeurs dans C, 'équation (T — AI)(b) = a

s’écrit ) )
a, = )\bl bl = Xal
QA9 = )\bg — bl b2 = X((Ig + bl)
. @ .
L Ay = )\bn — bn—l L bn = X(Cln —+ bn—l)

Donc cette équation a pour solution b,, = Aan, +X2an_1 +-- -—|—Xna1. Nous voyons déja que A —T"
n’est pas surjectif car, pour a = ay = (1,X, X2, .-+ ) € £, la solution est b, = n\" et cette suite
n’est manifestement pas dans ¢ : donc a5 ¢ Im(\ —T").

Mais nous devons montrer un résultat plus fort, a savoir que Im(7" — AI) n’est pas dense
dans ¢>°. Pour cela, nous allons montrer que, dans ¢, B(ay,1/2) N Im(T" — M) = ¢. Soit
a € B(ay,1/2), nous pouvons écrire a = ax + 3, o ||5]]so < 1/2. La solution dans I’espace des

séries a valeurs complexes de I’équation
(T’—AJ)b:a:aﬁﬁ

est b = (by,be,b3,---), avec

bu=nX"+ > A8,
j=1

ce qui entraine que :

b, — nX”‘ =

<TL
5"

>3,
j=1

b, —nA |, on en déduit que

En utilisant I'inégalité triangulaire n = ‘nX") <

b, >n—

<n n n
by — 1A ‘ sp—2=n
n -5 =g
Donc b n’est pas dans £°°.
o, (T) = ¢, pour cela il suffit d’établir que, si |\| = 1, alors A ¢ 0,(7"). Supposons le contraire,
cela signifie qu’il existe A € C tel que |\| = 1 et Im(7T'— AI) n’est pas dense dans ¢!. Alors, d’aprés
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le ii) de la proposition (2.3), A € 0,,(T"). Or ce n’est pas possible car nous avons 7,(T") = ¢.

o.(T)=0B(0,1): On a
0o(T) = a(T)\(op(T) U 0, (T)),

alors

o.(T) = BO.1\(B(0.1) U ¢) = dB(0, 1).

O'C(TI> =¢:0na

alors
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Chapitre 3

Spectre des opérateurs D-symétriques

et P-symétrique

Le chapitre trois s’intéresse a 1’étude des opérateurs D-symétrique et P-symétrique puis a
la représentions du spectre d’opérateur de dérivation généralisé et du spectre d’opérateur P-

symétrique.

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1 Soit T € L(H), le commutant de T, {T} est défini par
(T} ={SeL(H):TS=ST}.
Définition 3.2 Soit T € L(H), la bicommutant de T, {T} est défini par
(T} = {Z € L(H):ZS=SZ pour S € {T}/}.
Définition 3.3 Soit T € L(H), l'opérateur de dérivation interieur

or: L(H) — L(H)
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définit par
or(X)=TX — XT.

Définition 3.4 Soit T et S deux opérateurs de L(H), l'opérateur de dérivation généralisé
drs: L(H)— L(H)

définit par
ors(X)=TX — X8.

Définition 3.5 Soit T et S deux opérateurs de L(H), l’opérateur élémentaire
Ars: L(H) — L(H)

définit par
Ars(X)=TXS - X.

SiT =S on écrivons Ap = Aq .

Définition 3.6 Soit K(H) un sous espace fermé de L(H), contient tout les opérateurs compacts

de H. On définit l’algébre de Calkin par le quotion
LH)\ K(H) ={[T]:T € L(H)},
telle que
T)={T+S:Se€ K(H)},
est noté C(H).

Définition 3.7 Soit H un espace de Hilbert cmplexe separable et (T,,),en une suite des opérateurs
dans L(H), on dit que T,, converge en norme vers 0 (i.e T, = 0) si |T,,|| — 0 quand n — oo
ou ||T|| =sup{||Tz| :z € H et ||z| =1}.

La fermeture en norme d’un sous espace E de L(H) est notée E.
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Définition 3.8 Soit (T,,)nen une suite des opérateurs dans L(H), on dit que T,, converge fai-
blement vers 0 (i.e T, w 0) si (T,x,y) — 0 quand n — oo ou pour tout x,y € H.

La fermeture faible d’un sous espace E de L(H) est notée BV

Définition 3.9 Soit H un espace de Hilbert cmplexe separable et H un espace de Hilbert cm-
plexe separable et (T),)nen une suite des opérateurs dans L(H), on dit que (T,) converge ultra-
faiblement vers 0 si f(T,,) — 0 quand n — oo pour tout forme linéaire f dans L(H).

Si E est sous ensemble de L(H ), BV estla fermeture ultra-faible de E.

Définition 3.10 Soit E un espace de Banach et T € L(E), l’ensemble
0ap (T) = {inf{A € C: (T = Al) x|, ||| = 1} = O},
est appelé le spectre de point approximatif.
Définition 3.11 Soit E un espace de Banach et T € L(E), [’ensemble
o5 (T)={N€ C:T — X\ nlest pas surjective} ,

est appelé le spectre par défaut de T.

3.2 Spectre d’une dérivation et une dérivation généralisée

Définition 3.12 Soit E un espace de Banach, T et S deux opérateurs dans L (E) , I’ensemble
o(ors) ={a—pBL:acao() et peca(S)},

est le spectre de [’opérateur dérivation généralisé.

Remarque 3.1
i) o(6rp) ={a:aeca(l)}.
it) 0(dos) ={—-L:0€a(9)}.
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Lemme 3.1 Soit T € L(FE), ou E est un espace de Banach complexe, alors, il existe un espace
de Banach compleze E° et T° € L(E°) tel que
i) EC E°,T°(x) =T () et l'application

L(E) — L(EY)
T+—T0°

est isométrique respecte la structure d’une algébre.

it) 0 (T%) = 04y (T°) = 04 (T).

Lemme 3.2 Soient T, S deux opérateurs de L(F), ot E est un espace de Banach compleze alors
i) Oap (01,0) = 0ap (T') , 05 (T') C 05 (010) -
ZZ) Oap ((50’5) =05 (S) y Oap (S) C os ((50’5) .

iii) Si E est un espace de Hilbert alors

s (T) =05 (5T,0) ,O'ap (S) =0y (5075) .

Proposition 3.1 Soit E un espace de Banach et T, S € L(E). Alors

Tap (01,5) = Tap (T) — 05 (5) -

g5 (5115) DOy (T) — Ogp (S) .

St E est un espace de Hilbert, alors

o5 (0r,5) =05 (1) — 04y ().
Preuve Nous avons
)\ - Uap (5T75’) <~ 0 S Uap (5T—/\,S)
ANE (04 (T)—05(9)) <= (Tt €0, (T),s€05(5): A=t—25)

& (3t € 04y (T — M) — 05 (5)).
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i) Soit 0 € 04, (T) — 05 (S), nous avons

A€ oqp (T) < it {|(T = ANz, [ =1} =0,

R

Choisissez X =z Q1 , x € F, |lz|| =1, ' €E et Hxlu = 1. Ainsi | X| =1 et

A€ os(S) @inf{H(S' - AI) z

(T—A)X —X(S—M)=TX — XS = ((T(:c))®a:'> - (x@ <S/ (a:)))

Par conséquent

inf {67, s X, [ X] = 1} = 0,

autrement dit, 0 € 0,4, (07,5)€t nous avons montré que
Oap (07,8) D 0ap (T') — 05 (5) .

i1) Depuis 07 et 69 s commutent, il résulte du Lemme (3.1) et Lemme (3.2) que

Tap (07,0 +00,-5) = Oap (07,5) C Tap (67,0) — Tap (d0,-5) = 0ap (T) — 05 (5).

i1i) Comme ci-dessus, pour établir Uinclusion o5 (dr,s) D 05 (1) — 0ap (S), nous avons
de prouver que

0€ (05(T)—04p(S)) =0€ 05(0r.5).

Ou
dr,s surjective =0 ¢ (o5 (1) — 04y (5)) -

Nous avons

drs surjective < 0p. : L(E)/ ker 7.6 — L(E)
X - TX - XS,
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est bijective, donc si dr,g est surjective, alors il existe h > 0 tel que
2h | X < ITX — XS]

Si nous prenons pour X # 0 un représentant de X avec une norme proche de || X||, alors nous

obtenir h(X) < ||TX — XS||. Ainsi, pour tous les Y € L(F), il existe X € L(E) de telle que
TX - XS=Y et h(X) <||TX — X9||.
Supposons que 0 € o5 (1) — 04, (S), i.e., il existe X\ € 05 (T) Ny (S). Ainsi
inf{(T" — Nz, ||z'|| =1} = 0 et inf{(S — Nz, ||z|| =1} = 0.

Alors
(&' (TX = XS)a)| = [(z', (T = AX) X = X (S — A]))z)|

< |7 = A1) || + | S—)\I)mH,pour tout X € L(E).

Sidr.s est surjective, alors Y € L(E), choisissez X telle que h || X|| < ||TX — XS||et TX—-XS =

Y nous avons

( 2, V) ( (H( =y xH IS = D] ) )
ChoisissezY = y®vy est telle que l’élément gauche de la derniére inégalité soit bornée ci-dessous
et

||Y|| =1, <xlvyx> = <y/,IL‘><l’/,y>.

En appliquant le théoréme de Hahn Banach, il en résulte qu’il existe y tels que <y/,a:> =1 et

ly'|| =1 et (&, y) > L, par la définition de ||2'||. Ainsi||Y]| =1, en

outre

5 < H(T = AT) 2l 1118 = ADyl ).

Cela contredit le fait que 1 inf du droit membre est 0.

iv) Nous devons montrer o5 (6rs) = 05 (T) — 04y (S).
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Soit H un espace de Hilbert, T'et S deux opérateurs dans L(H) alors :
dr.s = 0o+ do —s-
D’aprés le lemme (3.2), on resulte que

Os (5T,S) Cos (5T,0) + o5 (50’_5) =05 (T) — Ogp (S) .

3.3 Les opérateurs D-symétriques

Définition 3.13 Soit T' € L(H), l'opérateur T est appelé D—symétrique si Im(dr) = Im(d7+).

On note l’ensemble des opérateurs D—symétrique par D(H).

Notation 3.1 C1(H) désigne ’ensemble des opérateurs de classe trace.

e}

Définition 3.14 Soit T' € L(H), T est dit de trace classe si |T|| = Z(]T|en.en> < 00, telle
n=1
que (ey), ey est une base orthonormal dans H.

Théoréme 3.1 Soit T' € L(H), alors les assertions suivantes sont équivalentes :
i) T est D—symétrique
it) [T], classe de T' dans Ualgébre de Calkin est D—symétrique.
iti) TS = ST imlique TS* = S*T, VS € C,(H).

Corollaire 3.1 Tout opérateur normal est D—symétrique.
Remarque 3.2 Si T est normal alors T* € ker(dr).

Définition 3.15 Soit T € L(H), T est dit opérateur isométrie si

T =1.
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Corollaire 3.2 Tout opérateur isométrie est D—symétrique.
Définition 3.16 SoitT € L(H), T est dite essentiellement normal si TT*—T*T est compact.

Corollaire 3.3
i) Un opérateur essentiellement normal T est D—symétrique si et seulement si TS = ST
pour un opérateur S dans la classe de trace implique T'S* = S*T'.

i1) Un opérateur dans la classe de trace est D—symétrique si et seulement s’il est normal.
Définition 3.17 Soit T € L(H), T est dit opérateur subnormal si elle a une extension normal.

Définition 3.18 Nous disons qu’un vecteur U est cyclique pour un opérateur T', si la combaini-

sons linéaire fini des éléments {T"W} > | est dense dans H .

Théoréme 3.2 Soit T' € L(H) un opérateur subnormal avec un vecteur cyclique. Alors T est

D—symétrique.

Théoréme 3.3 Soit T,S € L(H), siT et S sont des opérateurs D—symétriques avec des spectres
disjoints, alors T'@® S est D—symétrique.

3.4 Les opérateurs P-symétriques

Définition 3.19 Soit T € L(H), on dit que T est P—symétrique si T'S = ST implique T'S* =
S*T, VS € C1(H), l’ensemble des opérateurs P—symétrique notée par P(H).

Théoréme 3.4 Soit T € L(H), alors

i) T est P—symétrique ssi Im (6T)W* est auto-adjoint.

i1) P (H) est auto-adjoint.
Théoréme 3.5 Soit T? =0 et T # 0 alors T n’est pas P—symétrique.

Preuve il existe f = Th, vecteur non nul dans Im(T). (T*f, h) = | Th|*> # 0, donc T'f = 0
et T*f # 0. Comme (T™*)? = 0, on choisit de méme g non nul tel que T*g = 0. Notons T* f = w,
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(w, f) = (T*f, ) = (f,Tf) = 0 (i.e) w et f sont orthogonaux. Si X = |lw|| *>(¢@w) et
Y € L(H), alors il s’ensuit que :

(T"X = XT*) f,9) = (0,9) — (Xw, g)
=—(g.9) = — gl?

et
(TY =YT) f,9)=(Yf,T"g) — (0,9) = 0.

Supposons que T*X — XT* € Im (5T)W*.Alors il existe une suite généralisée (Y,) de £ (H) telle
que pour tout x,y de H, on a
(TY, =Y T)zx,y) — (T"X — XT") z,y).

On en déduit que

0= ((TYa ~ YaT) f.g) = {(T°X — XT°) f.g) = — |}g]]*

*

Il s’ensuit que g = 0 et ceci montre que T*X — XT™ ¢ Im (07)
—W*
(i.e) Im (6r) n’est pas auto-adjoint, en conséquence on obtient d’aprés le théoréme (3.4)

que T n’est pas P—symétrique. m

Puisque I’étude des opérateurs P—symeétriques revient a étudier les opérateurs T € L(H) est

tels que Im ((5T)W* auto-adjoint, alors il est naturel d’introduire les ensembles suivants :
Cy = {0 e L(H): CL(H)+L(H)C C 1m<5T)W*} ,

Iy={z € £(H): ZIm(5r) + I (57) Z C T (b7)" }.

*

Boz{Bec(H):Im(aB)cmW }

Théoréme 3.6 Soit T est P—symétrique, alors
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i) Co(T), Iy (T) et By (T) sont des C*—algébres fermées pour la topologies ultra-faible dans
L (H) (algébres de Von Neumann).

it) Co (T') est un idéal bilatére de Iy (T).

i17) Im (dg) C mw*pour tout S € C*(T'), la C*—algébre engendrée par T.

Théoréme 3.7 Soit T' € L(H), alors les propriétées suivantes sont équivalentes :
i) T est P—symétrique.
i) TT* = T*T € Co(H).
i) T* Im(d7) + Im(67)T*  Tm(o7)

Lemme 3.3 Soit T' est un opérateur de L(H) alors
I(T) = {= € L(H), 6.(T) € Co(H)} .

Corollaire 3.4 Soit T' un opérateur P—symétrique et X € L(H), si TX — XT € Cyo(T), alors
TX* — X*T € Cy(T).

3.5 Spectre des opérateurs P-symétriques

Lemme 3.4 Soit T € L(H), pour tout A € C on a les propriétées suivantes :
i) Il existe v € H, x # 0 avec Tx = \v et T*z = \x.

*

ii) Il existe y € H, y # 0 avec T*y = \y. Alors Im (§T)W est auto-adjoint.
Remarque 3.3 Si A € o(T*) alors T' est p—symétrique.

Théoréme 3.8 Soit T et S dans L (H) sont deux opérateurs P—symétriques, si o (T)Nao (S) =
{0}, alors T & S est P—symétrique.

Corollaire 3.5 Soit T un opérateur P-symétrique o spectre dénombrable, alors les propriétées
sutvantes sont équivalentes :

i) Co(T) = {0}

it) T est diagnalisable.
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iii) Io(T) = {T} .

Preuve i) = ii) : Supposons que Co(T) = {0}. Compte tenu du théoréme (3.7), on en déduit
que T*T —TT* =0 i.e. T est normal. Puisque le spectre de T' est dénombrable, il s’ensuit que T’
est diagonalisable.

i1) = 1) : En vertu du théoréme (3.7) et du lemme (5.5) [15], le résultat est immédiat.

i11) = 1) : Supposons que Io(T) = {T}/. 1l suit du théoréme (3.6) que Io(T') est une C*—algébre
et du théoréeme (3.7) que T € Iy(T) i.e. T' est normal. Comme o (T') est dénombrable, alors T est
diagonalisable. Compte tenu du théoréme (4.2) [15] et du lemme (5.5) [15] on obtient le résultat.

Théoréme 3.9 Soit T' un opérateur normal, si o(T) est finie, alors on a Co(T) = {0}, I(T') =
(T} et By(T) = {T} .

Preuve Puisque 7" est normal & spectre fini, il vient de corollaire (3.5) que Co(T) = {0}
et Io(T) = {T} . Montrons que By(T) C {T} . En effet, soient B € By(T), A € {T} et
X € L(H), comme 67(B)X =Tép(X) — dp(TX), alors ér(B)X € WW* par conséquense
en obtient [d7(B)] [67(B)]" € mw*' Il vient du théoréme (4.2) [15] que [67(B)] [07(B)]" =0
i.e AB = BA. Ainsi on a montré que {T'} C {B} ie B e {T} .

Réciproquement, supposons que B € {T}H .On sait que B est un polynome en T'. D’apres le

théoréme (3.6), Bo(T) est une algébre contenant 7', par conséquence on a B € By(T). =
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