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Résumé

Ce mémoire a pour objet 'étude de synchronisation entre systémes d’ordre fractionnaire et les
systemes d’ordre entier. Basé sur la méthode de Lyapunov classique et 'approche fractionnaire de
Lyapunov, des nouveaux schémas de synchronisation entre des systemes chaotiques continus avec
des dimensions différentes, sont dérivés. Les simulations numériques sont utilisées pour valider
les résultats proposés.

Mots clés : systémes d’ordre entier, systémes d’ordre fractionnaire synchronisation générali-

sée, probléme inverse, stabilité de Lyapunov.

Abstract

This thesis, investigate the synchronization between fractional-order systems and integer-order
systems. Based on classical Lyapunov theory and fractional version of Lyapunov method, new
schemes of synchronization between two different dimensional fractional-order and integer-order
systems are derived analyzed. Numerical simulations are used to validate the proposed results.

Key words : integer-order systems, fractional-order systems, generalized synchronization,

inverse problem, Lyapunov stability.
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Introduction générale

Le concept de synchronisation a été présenté pour la premiere fois par Pécora et Carroll en
1990 [1]. A partir de cette date, la synchronisation est devenu un domaine de recherche actif
en raison de ses applications potentielles. Au cours des derniéres décennies, une grande variété
d’approches et de techniques ont été proposées pour la synchronisation des systéemes différentiels
d’ordre entier [2, 3]. Récemment, de plus en plus d’attentions ont été accordées a la synchroni-
sation des systemes différentiels d’ordre fractionnaire [4, 5], en raison de ses applications [6]. Le
sujet de la synchronisation entre les systémes d’ordre fractionnaire et les systemes d’ordre entier
est un nouveau domaine de recherche dans la théorie du contrdle et synchronisation.

Jusqu’a présent, des différentes techniques de contréle ont été introduites pour synchro-
niser des systéemes d’ordre fractionnaire et des systemes d’ordre entier, tels que la méthode de
controle feedback [7], le contréle non linéaire [8], méthode du controle actif [9], la technique
de transformation de Laplace [10], la méthode flou [11], la méthode de sliding mode [12, 13],
méthode basée sur la simulation d’un circuit [15] et la technique d’observateur robuste [16]. En
outre, de nombreux types de synchronisation ont été proposés pour étudier le probleme de la
synchronisation entre les systemes d’ordre fractionnaire et des systemes d’ordre entier, tels que
la synchronisation anticipé [17], la synchronisation fonctionnelle projective [18], la synchronisa-
tion complete [19], antisynchronisation [20], La synchronisation QS [21] et la synchronisation
généralisée [22].

Récemment, I'étude de la coexistence de plusieurs types de synchronisation commence a
attirer I'attention croissante. Il n’y a pas longtemps, de nombreuses approches pour le probleme de
la coexistence de différent types de synchronisation ont été proposées entre les systemes discrets
[23, 24], les systemes d’ordre entier [25] et les systemes d’ordre fractionnaire [26]. La coexistence
de différent types de synchronisation peut étre tres utile dans la communication sécurisée et les
systemes de cryptage chaotique.

Ce mémoire présente de nouvelles approches pour étudier la coexistence de la synchronisa-
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tion généralisée et la synchronisation inverse généralisée entre des systémes d’ordre fractionnaire
et des systéemes d’ordre entier avec des dimensions différentes. Ce travail est organisé comme suit.
Dans le premier chapitre : nous faisons un panorama sur la stabilité des systémes différentiels
d’ordre entier. Le deuxiéme chapitre, est consacré aux notions de base sur les systémes fraction-
naires et leur stabilité. Dans le troisieme chapitre : on trouve des différents types connus de
synchronisation et les méthodes les plus usées. Le quatrieme, expose le contenu de notre travail
qui consiste en quelques nouveaux schémas de synchronisation entre des systéemes différentiels

avec d’ordre entier et d’ordre fractionnaires.
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Chapitre 1

Stabilité des systemes différentiels d’ordre

entier

Dans ce chapitre, les méthodes de stabilité pour des systemes différentiels d’ordre entier sont

présentés.




Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

1.1 Généralités

1.1.1 Systémes différentiels

Définition 1.1 Soit le systeme différentiel suivant :
@ (t)=[f(z(t),1) (1.1

Lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le systeme différentiel

est autonome. Dans le cas contraire il est non autonome.

Par un changement de variable approprié, on peut toujours transformer un systéeme différentiel
non autonome de dimension n en un systéme différentiel autonome équivalent de dimension

n+1.

1.1.2 Espace de phase

Définition 1.2 Un systéme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variable d’état, qui
ont la propriété de définir complétement létat du systéme a un instant donné. Le comportement
dynamique du systéme est ainsi relié a U'évolution de chacune de ces variables d’état. Cet espace est
appelé Uespace de phase ot chaque point définit un état et le point associé a cet état décrit une

trajectoire.

1.1.3 Point d’équilibre
Définition 1.3 [31] On dit que x, est un point d’équilibre d’un systéeme (1.1) si x. vérifie 'équation :
flze)=0 (1.2)

pour tout t = ty.

1.2 Types de stabilité

Un systéme est dit stable autour d’un point d’équilibre si lorsque des faibles perturbations sont

appliquées, il reste au voisinage de ce point.

Définition 1.4 [31] [32] Le point d’équilibre x, du systeme (1.1) est stable au sens de Lyapunov si

et seulement si
Ve >0,30 >0:||lxg— || <= ||z (t) — x| < e,VEt >ty (1.4)

1.1. Généralités



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

Sinon le point d’équilibre est dit instable.
Définition 1.5 [31] [32] Le point d’équilibre xz. du systéeme (1.1) est attractif si
36> 0: tlir+n |x(t) — x| =0 (1.5)

Définition 1.6 [31] [32] Le point d’équilibre x, = 0 du systéme (1.1) est asymptotiquement stable

s’il est stable et attractif c-a-d
36> 0: ||z — x| <6 = tlir+n |x(t) — x| = 0.

La stabilité asymptotique signifie que non seulement le point d’équilibre est stable, mais qu’on
est aussi capable de déterminer un domaine proche du point d’équilibre tel que n’importe quelle
trajectoire, issue d’un état initial =, appartenant a ce domaine, tend vers x. quand ¢ tend vers
+00, la figure (1.1) représente la stabilité de la courbe a voisinage du point d’équilibre au-dessus

424 — asymptotiquement stable

—  Stable

— nStable

F1G. 1.1 — Convergence ou divergence de la courbe a voisinage du point d’équilibre

1.3 Meéthodes de stabilité

1.3.1 Méthode directe de Lyapunov

Une approximation locale de la dynamique autour du point d’équilibre permet, dans certains cas,
de déduire la stabilité locale du systeme contenu. Il s’agit de la méthode directe de Lyapunov.
On sait déja que I'’étude de la stabilité dans le cas des systemes non linéaires pose un pro-

bléme trés difficile ; en effet, en raison de leurs comportements assez compliqués, les méthodes

1.3. Méthodes de stabilité



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

utilisées dans le cas linéaire ne sont plus applicables. Cependant, Lyapunov et autres ont re-
marqué par I'étude des trajectoires des courbes intégrales au voisinage de I'équilibre que, dans
la majorité des cas, les points d’équilibre des systeémes non linéaires peuvent étre ramenés aux
mémes types de points d’équilibre des systemes linéaires. De ce fait, la méthode la plus classique
pour la détermination de la stabilité non linéaire du point d’équilibre se réduit a la linéarisation

du systeme (1.1) en ce point (point d’équilibre).

@ (t) = Df(O)a (t) +r (l]*),

puis, pour répondre aux questions de stabilité, il convient de considérer le systeme linéaire associé
a(1.1)
(t) ~ Df(0)x(t). (1.7)

Notons que D f(0) est la matrice Jacobienne de f au point z, = 0,

of1(0) .. 0f(0)
0x1 Oxn
Df(O) = . t.. . ’
ofn(0) .. 0fn(0)
ox1 Ozn,
et
timn [ ([l]]*) [ = 0

La détermination de la stabilité du point d’équilibre s’effectue donc en deux étapes. La premiere
consiste a déterminer de la stabilité de z. = 0; équilibre de (1.2), partant du fait que I'on sait
déja déterminer la stabilité linéaire a partir des valeurs propres de D f(z.). La deuxieme étape,

réside dans la maniere de déterminer la stabilité de z, a partir de celle de z. = 0.

Théoreme 1.1 - Si toutes les valeurs propres de la matrice D f(0) sont de parties réelles strictement
négatives, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
- Si la matrice D f(0) admet au moins une valeur propre de partie réel strictement positive, alors le

point d’équilibre est instable.

Preuve. [53] On commence par écrire un développement limité de f autour de z, =0 :

& (t) = Df(O)a (t) +r (l]*).,

avec r une fonction définie sur un voisinage de 0 et telle que }EILI(I)T' (Hng) = 0, pour les matrices.
On introduit le systeme linéarisé.
Dans la suite, on note

A=DF(0),

1.3. Méthodes de stabilité



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

et ||.|| désigne la norme euclidienne pour les vecteurs, ou bien la norme triple associée pour les
matrices.
On introduit le systeme linéarisé :

y(t) = Ay(t).
Notons Ay, Ao, ...,A, les valeurs propres (distinctes) de A, de multiplicités algebriques my, mo, ..., m,
(Ia matrice A est de dimension m; + my + ... + m, et m,; est la puissance associée au monome
(x — \;) dans le polynome caractéristique det(A — AId) de A). Quitte a réordonner les valeurs
propres, on peut supposer qu’il existe un entier ¢ tel que Ay, Ay, ...,\y, ne sont pas réelles, et
A2g+1, --Ap sONt réelles. De meme, on peut supposer que A\, = s, coAgg1 = Xq (o1 \ désigne le
complexe conjugué de \ ).
En utilisant la décomposition de Jordan, on montre que les coefficients de exp(tA) sont de com-
binaisons linéaire (a coefficient réels) de fonction de type
t* exp(Re(\))t) cos(Im())t), et t* exp(Re(A;)t) sin(Im(\;)t), 1 < j < 2g,
et de fonction du type t* exp()\;t) pour 2¢+1 < j < pavec0 < k < m; — 1.

Le cas k = 0 correspond au cas ou
ker(A — \;Id) = ker(A — N\, Id)™

le sous espace propre est égal au sous espace caractéristique. Ces resultats reposent sur le fait

que :
[ (n 1 0 0] O =
exp |t 0 A ! = exp(\;t) !
1 t
0 0 0 0 1
. L _

—o(t) + 21 (1) (27(2) + 23(t) — 1)
1) + wa(8) (27 () + 25 (¢

—_—
K] K
o =
—~
~
N—
(I
N——

|
—_
N—

Le seul point d’équilibre est (0, 0).
La linéarisation du systémes est
-1 -1
§(t) = Ay(t), oit A = ( )

1 -1

Les valeurs propres de Asont \y = —1+1i, \g = —1 —i.

Par conséquent, lorigine est asymptotiquement stable.

1.3. Méthodes de stabilité



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

Remarque 1.1 Si certaines valeurs propres de la matrice D f(0) sont nuls, on ne peut pas conclure

quant a la stabilité locale du point d’équilibre.

1.3.2 Méthode indirecte de Lyapunov

Pour I’étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la linéari-
sation et 'utilisation des valeurs propres du systéme linéarisé, Lyapunov a proposé une seconde
méthode, en s’'inspirant de I'idée de I’énergie mécanique de Lagrange qui a formulé le principe de
stabilité des systemes mécaniques. Cette méthode, appelée méthode indirecte de Lyapunov, est

basée sur la recherche d’'une fonction scalaire de signe défini a valeurs réelles.

Théoreme 1.2 [28] Soit x. = 0 un point d’équilibre d’un systeme (1.1), et D € R™ un domaine
contenant lorigine.

S’il existe une fonction V : D — R™ tels que :

Ve CYD,R"),

V(0) =0,

V(z) > 0,Vx € D\ {0},

V() = 20 <0, Vo € D\ {0},

alors le point d’équilibre est stable.

Si de plus V() < 0 V& € D\ {0}, alors, x. = 0 est asymptotiquement stable.
Preuve. [28]Soit ¢ > 0,choisissons r € |0; <] tel que
B(0,r) ={z e R* |lz|| < r}

Soit & = min V(z), Alors a > 0..

llzll=r

Choisissons 3 € ]0; o et soit
Q<076) = {:U < B(O,T), V(x> < ﬁ}

Alors §2(0, 5) est dans l'intérieur de B(0,r),car dans le cas contraire, il existerait p € Q(0, 3) qui

soit au méme temps sur la frontiere de B(0,r). En ce point p on aurait,
V(p) > a>p

Et, pour tout x € Q(0, 3), V(x) < 3, ce qui constitue une contradiction.
Lensemble €2(0, 3) a la propriété suivante : n’importe quelle trajectoire dans (0, 3), issue de t = 0
reste dans (0, 3) pour tout ¢ > 0.En effet

V(z(t) <0=V(z(t) < V(2(0) < B, ¥t >0

1.3. Méthodes de stabilite [



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

Par la compacité de I'ensemble (0, 5), on conclut que le systeme (1.1) a une unique solution
pour tout ¢t > 0 des que z(0) € Q(0, 5). Comme V' est continue et vérifie 1/ (0) = 0, il existe alors
0 > 0 tel que

[zl <6 = V(x(t) <p

Part suite
B(0,6) C 2(0,5) C B(0,r)

et implication suivantes sont vérifiés
z(0) € B(0,9) = z(0) € Q(0,8) = x(t) € (0,5) = =(t) € B(0,r)
Part conséquent
(O[] <6 = Jlz()] <7 <eVt>0

Ce qui signifie que le point d’équilibre x = 0 est stable.
Reste donc a montrer la stabilité asymptotique. Pour se faire, supposons donc

V(z) <0,V #£0,2 €D (1,10)

et montrons que = — 0 lorsque ¢t — oo, c’est a dire : pour tout a > 0, il existe 7' = T'(a) > 0 tel
que ||z(t)|| < a, pour tout ¢t > T'. Par les mémes arguments que précédemment, on sait que pour
tout ¢ > 0, on peut choisir b > 0 tel que ©2(0,b) C B(0,a).

Il suffit alors montrer que

V(z(t)) — ¢ > 0 lorsque t — oo
Comme V' (z(t)) est décroissante et minorée par zéro, il vient que
V(z(t)) — ¢ > 0 lorsque t — oo

Pour montrer que ¢ = 0, on supposera le contraire (¢ > 0). Par la continuité de V(z),il existe
d > 0 tel que B(0,d) C Q(0,c). La limite V' (z(t)) — ¢ > 0 implique que la trajectoire z(¢) reste a
I'extérieure de la boule B(0, d) pour tout ¢t > 0. Posons

—y = max V(z)

d<||z||<r

~ existe car V est continue sur le compact {d < ||z|| < r}. Par I'hypothése (1,10), nous avons

—v < 0, Il vient donc
V(z(t)) =V (z(0)) + /Ot V(x(s))ds < (V(2(0)) — ~4t) — —o0, lorsque t — oo

Cette derniere inégalité contredit 'hypothese ¢ > 0. =

1.3. Méthodes de stabilité



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

Exemple 1.2 Un pendule sans frottement, figure (1.3) est modélisé par
. g . B
9—1—581119—0 (1.11D)

L : Longueur du pendule = distance entre Uaxe et le centre de gravité du pendule.
M : Masse du pendule.

g : Pesanteur.

F1G. 1.2 — Un pendule sans frottement

Sa réécrit sous la forme d’un systéeme d’ordre 1

En posant x1 = 0 et x5 = 0; Uéquation (1.11) devient

jfl = T9
T9 = —<Lsinx;

L

Ce systeme admet l'origine comme point d’équilibre. La matrice Jacobienne s’écrit

0 1
Di@) = ( —Zx5cosz; 0 >

Df(@,@):(g )

Le point d’équilibre origine est donc non hyperbolique et le théoréme de linéarisation ne s’applique

ce qui donne au point (0,0) :

pas.

1.3. Méthodes de stabilite ]



Chapitre 1. Stabilité des systemes différentiels d'ordre entier

Il est facile vérifier que U'énergie du systéeme
1
E(xy,29) = §a7§ + %(1 — oS T1)

est conservé le long de tout solution.
En effetona:

E(Qll,xg) = x2jj2 -+ %.’L‘l Sil’lﬂ?l =0

D’aprés le théoréeme de Lyapunov on en déduit que 0 est stable.

1.3. Méthodes de stabilité



Chapitre 2

Systemes différentiels d’ordre fractionnaire

et leur stabilité

Dans ce chapitre, nous avancons un rappelle récapitulatif sur I'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville et la dérivé fractionnaire au sens de Caputo. Aussi, les théoremes de stabilité pour les

systémes fractionnaires linéaires et non-linéaires sont présentés.
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Chapitre 2. Systemes différentiels d'ordre fractionnaire et leur stabilité

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

2.1.1 Définition

Lopérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre @ € R* de la fonction f(¢) est

définie comme suit [62] :

I 1
Jf)(t) = =— t—1)* d 2.1
(0 0) = g | = f ) ar @1
d’ou I' la fonction de Gamma, donnée par ['(o) = 0+°° to~le~tdt, et t € [a,b]. Lopérateur J<,

est définit sur L'[a, b], existe pour tout ¢ € [a,b] et la fonction J*f elle méme est un élément de
L'a,b] [63, 64].

2.1.2 Propriétés

1-Pour o >0et3 >0o0na [65] :

JETPf(t) = TP L), (2.2)
2- La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire Riemann-Liouville est décrite comme

suit :

L{Jf(t)} =s “F(s), (a>0), (2.3)

dou L {f(t)} = F (s)
Certaines propriétés de 'opérateur J* peuvent étre trouvés, par exemple, dans [66].

2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Il existe plusieurs définitions de dérivés fractionnaires. Dans les applications réelles, la dériva-
tion au sens de Caputo est plus populaire puisque les conditions initiales non homogenes sont

autorisées.

2.2.1 Définition

La dérivée fractionnaire d’ordre « de f au sens de Caputo [67] est définie par
t

/ (t — T)nia*l ) (1) dr, 2.4

a

C nHa —
ath(t)_F(n_a>

2.1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
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i.e,
dn

Cotr (0 = (). 25)

2.2.2 Propriétés
1- T'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur
SO )= f (1), (2.6)

mais il n’est pas un inverse droite

[y

n—

® (0) (¢ - 0
U0 SIS SEACC SN 27

0

il

3- La formule de transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est donnée par

L{“Dyf(t)} = s"F (s) — nis“klf(k) 0). (>0, n—1<a<n), (2.8)

dou L{f(t)} = F(s).

en particulier, lorsque 0 < o < 1, nous avons
L{°Dif(t)} = s"F(s) —s* ' f(0). (2.9)

Pour plus d’informations sur la dérivation fractionnaire au sens de Caputo voir [67].

2.3 Stabilité des systéemes fractionnaires
Soit donc le systeme différentiel fractionnaire :
“Dizi(t) = fi (X (), i=1,2,..,n, (2.10)
d'ot X (t) = (2i(t)); e, 0 < oy < Let fi:R* = R.

Définition 2.1 Le systéme (2.10) est dit commensurable si tous les ordres des dérivations sont égaux,

ie, vy = g = ... = oy, = . Sinon le systéme est dit non commensurable.

Définition 2.2 Les points d’équilibre du systéme (2.10) sont les solutions des équations f;(X (t)) =
0, (i=1,2..n).

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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2.3.1 Stabilité des systemes fractionnaires linéaires

Soit le systeme fractionnaire linéaire suivant

CDfai(t) = ayw(t), i=1,2,..n, (2.11)
j=1
dou 0 < a; < 1. Soit A = (ay),,,,, et M est le multiple commun des dénominateurs de «;.

Théoreme 2.1 [68] Siay = ay = ... = «,, = «, alors le systeme (2.11) est asymptotiquement stable

ssi |arg (spec(A))| > aF.

La figure 2.1 montre les régions stable et instable selon les régions au-dessus.

Im &

|:| zone stable
[ ] zone instable

FIG. 2.1 — Région de stabilité des systemes d’ordre fractionnaire avec 0 < o < 1

Exemple 2.1 Soit le systéeme suivant

{ 6 DY (x1(t) = —m1(t), (2.12)

la matrice A est donnée par

les valeur propres de A sont

1
A1 = cos () +isin(7), et Ay = 3 (cos (m) +isin (7)),

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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Il est facile de voir que

™ v
’a’rg()\lﬂ - |a:rg(A2)| =TT > a§ — Z

D’apres le théoreme 2.1, le systeme (2.12) est asymptotiquement stable.

Théoreme 2.2 [69] Si oy # ay # ... # «,, alors le system (2.11) est asymptotiquement stable si

toutes les racines \ de Uéquation
det (diag (AMor, AMez L AMom) — A) =0, (2.13)

satisfont |arg ()| > 3737

Exemple 2.2 Soit le systéeme suivant

CDtgl’l(t) = —xl(t),

i (2.14)
Cth l’g(t) = —X9 (t),

Le multiple commun M de dénominateurs de 3 et ; est 6. Léquation caractéristique (2.13) est

A6<5 4 0
det * ) =0,
0 A%z 41

et ses racines sont données comme suit

;

Il est facile de voir que

larg(X;)| > J=123,4,5.

™ o ™
2M 12’
D’apres le théoréeme 2.2, le systeme (2.14) est asymptotiquement stable.

2.3.2 Stabilité des systemes fractionnaires non linéaires

Maintenant, considérons un systéme fractionnaire non linéaire donné par

“Dpia(t) = fi (X (1), i=1,2,.,n, (2.15)

d'ou f; : R™ — R a dérivées partielles secondes continues dans une boule centrée sur un point
d’équilibre z. = 0. Soit D f(0) est la matrice jacobienne du systeme (2.15) a l'origine et M est le

multiple commun des dénominateurs de ;.

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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Théoreme 2.3 [70] Si a; = o = ... = «,, = «, alors le point d’équilibre . du systéeme (2.15) est
asymptotiquement stable ssi
Vs

5 (2.16)

|arg (spec(Df(0))))] > a

Théoreme 2.4 [71] Si oy # «ag # ... # «,, alors le point d’équilibre x, du systéeme (2.16) est

asymptotiquement stable si toutes les racines \ de l'équation
det (diag (AM*, AM2  AMe) — Df(0)) =0, (2.17)

satisfont |arg (A)| > 337

Exemple 2.3 Soit le systéme non linéaire fractionnaire suivant :

“Dira(t) = —waft) + a1 (@ (1) + a3(8) — 1) 2.18)
CD}as(t) = 1 (£) + aa(t) (@) + 23(1) - 1),

Le seul point d’équilibre est (0,0). La matrice jacobienne du systéme (2.18) a Uorigine est donnée par

Df(0) = ( _11 j)

Les valeurs propres de D f(0) sont \y = —1 +iet \y = —1 —i. Ce qui donne

3 1
Jarg(\)| = farg()| = 7 > 47

Par conséquent, Uorigine est asymptotiquement stable.

2.3.3 Méthode de Lyapunov pour les systemes fractionnaires

Soit le systeme fractionnaire suivant

“DiX(t) = F(X (1)), (2.19)

d’ott X (t) = (i(t))1<jcn» F: R* = R", 0 < p < 1, et “D} est la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre p.

Théoreme 2.5 [72] La solution trivial du systéeme (2.19) est asymptotiquement stable, s’il existe
une fonction Lyapunov définie positive V (X (t)) telle que © D% (X (t)) < 0 pour t > 0.

Lemme 2.1 [73] Vt >0

5D (X7 (1) X (1)) < XT()°Df (X (). (2.20)

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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Exemple 2.4 Soit le systéme non linéaire fractionnaire

{ CDPy () = —a1(t) + 23(2),
§ DY xo(t) = —xy (1) — 22(2),

avec 0 < p < 1. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V (2(6), ma(1)) = 523(0) + 3a30),

La dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre p de (2.22) peut étre décrit comme suit

1 1
EDIV (w1(0),2(0) = §DFak(0) + 5 §DI5ad(o)
utilisant le Lemme 2.1 dans Eq. (2.23), nous obtenons

§ DYV (21(t), 22(t)) = < 21(t)5 Dyaa(t) + 523(£)§ Dy 523(t)

2

<
< ay(t) (=21 (t) + 23(8)) + 23(t)§ Dl o (t) = —22(t)

Selon le Théoréme 2.5, Lorigine du le systéme (2.21) est asymptotiquement stable.

(2.21)

(2.22)

(2.23)

2.3. Stabilité des systemes fractionnaires
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Synchronisation

Le but de ce chapitre est de présenter, quelque types de synchronisation et la méthode du contro-

leur actif.
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3.1 Systemes maitre et esclave
On considere le systéme suivant
DPX(t) = F(X(t)), 3.1

d’'ott X (t) = (2 (t)),<,<, est 'état du systeme (3.1), F': R* — R", 0 < p < 1 et D} est la dérivée
fractionnaire de Caputo d’ordre p. Le systeme (3.1) est appelé un systéme maitre.
Et un autre systeme donné par

DY (t) = G(Y(t)) + U, (3.2)

d'ou Y(t) = (i (t)),<;<, est I'état du systéme (3.2), G : R" — R", 0 < ¢ < 1, D{ est la dérivée
fractionnaire de Caputo d’ordre ¢q et U € R" est un vecteur de contrOle a déterminer. Le systeme

(3.2) est appelé un systéme esclave.

3.2 Types de synchronisation

3.2.1 Synchronisation complete

Définition 3.1 [/4] Le probléme de synchronisation compleéte est de déterminer le contréleur U de
sorte que
lim ||Y'(t) — X(¢)]| = 0. 3.3)

t—o0

d’otl ||.|| est la norme euclidienne.
Remarque 3.1 Si F' = G, la relation devient une synchronisation compléte identique.

Remarque 3.2 Si F' # G, c’est une synchronisation compléte non identique.

3.2.2 Anti-Synchronisation
Définition 3.2 [75] Le probléeme d’anti-synchronisation est de trouver U de sorte que

Tim [[Y (1) + X ()] = 0. (3.4)

3.2.3 Synchronisation projective

Définition 3.3 [76] On dit qu’'on a une synchronisation projective entre les systemes (3.1) et

(3.2), s’il existe une matrice diagonale H =diag(hy, ..., h,,), tels que :

lim ||V (£) — H x X(t)|| = 0. (3.5)

t—o00

3.1. Systémes maitre et esclave
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Remarque 3.3 Le cas ou tous les h; sont égaux a 1 répresente un cas de synchronisation complete.

Remarque 3.4 Le cas ou tous les h; sont égaux a —1 répresente un cas d’anti-synchronisation.

3.2.4 Synchronisation généralisée

Définition 3.4 [77] S'il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R™ — R", vérifient :

lim |Y (t) — ¢ (X (¥))]| =0, (3.6)

t—oo

alors, les systéemes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la fonction ¢.

Remarque 3.5 La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la syn-

chronisation complete, Uanti-synchronisation et la synchronisation projective.

Remarque 3.6 Si la fontion ¢ est definie par ¢ (X (t)) = AX (t) tel que A = (A;;)
a une synchronisation full-state hybrid projective [/8].

on dit qu’on

nxn’

3.2.5 Synchronisation inverse généralisée

Définition 3.5 [79] S'il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R" — R", vérifient :

lim [|X (t) — ¢ (Y (£))] =0, 3.7

t—oo

alors, les systemes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens inverse généralisé par rapport a la fonction

®.

Remarque 3.7 Si la fontion  est definie par ¢ (Y (t)) = 0Y () tel que 6 = (6;;)
une synchronisation inverse full-state hybrid projective [S0].

on dit qu’'on a

nxn’

3.2.6 Synchronisation Q-S

Définition 3.6 [81] Nous disons que les systemes (3.1) et (3.2) sont en synchronisation () — S dans

la dimension d, s’il existe un contréleur U et deux fonctions @) : R* — R%, S : R" — R? telle que
lim [[Q (X (1)) — 5/(¥ (1)) = 0. (3.8)

Remarque 3.8 La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes.

3.2. Types de synchronisation
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3.3 La méthode du controleur actif

La méthode du contrdleur actif est une technique efficace qui a montré sa puissance non
seulement pour la synchronisation des systemes identiques, mais aussi pour la synchronisation
des systemes non identiques avec des dimensions différentes [82, 83]. Soit deux systemes a syn-

chroniser, maitre et esclave, définis par :
DYX(t) = F(X(t)), 3.9)
et
DY (t)=GY(t)+ U, (3.10)

d’ou X (t), Y(t) € R™ sont les état des systemes maitre et esclave, respectivement, I, G : R" — R",
0 < p <1, Dy estla dérivée fractionnaire de Caputo d’ordres p et U = (u;), ,,, st un controleur a
déterminer. Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que I'erreur entre les trajectoires
des deux systemes converge vers z€éro lorsque le temps tend vers I'infini. Cette erreur est obtenue

comme suit :
e(t) =Y (t) — X(t) (3.1D

alors,

DPe(t) = DIY(t)— DYX(t)
= GY(t) - F(X(t)+U.
Si on peut écrire la quantitie G(Y'(¢)) — F(X(¢)) de la facon suivante
G(Y(t)) — F(X(t)) = Ae(t) + N(X (1), Y (1)), (3.12)
I'erreur peut étre exprimée comme suit :
Die(t) = Ae(t) + N(X(t),Y(t)) + U, (3.13)

d’ott A € R™ ™ est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le contrbleur U est
proposé comme suit :
U=V —-N(X(t),Y(t)), (3.19)

d’ou V est le controleur actif, défini par :
V = —Le(t), (3.15)
d’ou L est une matrice de controle inconnue. On obtient donc, la formule finale de l'erreur :

DPe(t) = (A — L) e(t). (3.16)

3.3. La méthode du contréleur actif
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Théoreme 3.1 Le systéme maitre (3.9) et le systeme esclave (3.10) sont globalement synchronisés
sous la loi de contrdle (3.14) si et seulement si la matrice de controle L est choisie telles que :

(i) les valeurs propres de A — L sont toutes a partie réelle strictement négative, si p = 1.

(i) |arg (spec(A — L))| > p5, si0 <p < 1.

3.3. La méthode du contréleur actif
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Coexistence de la synchronisation
géneéralisée et la synchronisation inverse

généralisée

Basé sur la méthode de Lyapunov classique et I'approche fractionnaire de Lyapunov, le présent
chapitre expose quelques nouveaux schémas pour étudier la coexistence de la synchronisation
généralisée (GS) et de synchronisation inverse généralisée (IGS) entre des systemes d’ordre frac-

tionnaire et des systemes d’ordre entier avec des dimensions différentes.
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4.1 Synchronisation entre un systeme maitre d’ordre fraction-

naire et un systeme esclave d’ordre entier
Dans ce cas, considérons le systeme maitre sous la forme suivante

DY'zy (t) = f2 (X (1)),
Di?ry (t) = fo (X (1)),
Dl (t) = f3 (X (1)),

dott X (t) = (w1 (t), 22 (t),25(t))" est le vecteur d’état du systéme maitre (4.1), f; :

0 < p; <1, et D} estla dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre p; (i = 1,2,3).
Comme systeéme esclave, nous considérons le systeme suivant

(

1 (0) = S0 0+ g1 (¥ () +
B 1) = 30y () + ga (¥ (0) + e

ys (t) = éb?)jyj (t) + g3 (Y (t)) + us,

I (0) = b ()4 90 (Y (1) +

“4.1)

R? — R,

4.2)

dou Y (t) = (y1 (), y2 (), ys (), 34 (t))" estle vecteur d’état du systéme esclave (4.2), (b;;) € R***,
gi:R* - R, (i=1,2,3,4), sont des fonctions non linéaires et u;, 1 < i < 4, sont des controleurs.

Définition 4.1 Nous disons que la synchronisation inverse généralisée (IGS) et la synchronisation

geénéralisée (GS) co-existe entre les systemes (4.1) et (4.2), s’il existe des contréleurs u;, 1 < i < 4,

et des fonctions différentiables ¢, v, : R* — R, ¢;, ¢y : R® — R, de telle sorte que les erreurs de

synchronisation
er(t) = o1 (Y (1) — a1 (1),
e (t) =v2(t) — ¢y (X (1)),
es (1) = 0 (Y (1)) — 23 (1),
e (t) = ya (1) — 9o (X (1)),

vérifie que lim; ., ¢; (1) =0, 1 <i < 4.

4.3)

4.1. Synchronisation entre un systéme maitre d'ordre fractionnaire et un systéme esclave d'ordre entier
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Le systeme d’erreur (4.3) peut étre derivé comme suit

(

(4.4)

(4.5)

d’ou

jf < (4.6)

IlNgES
—
S
<
<
-
\_/
+
L
—~
>.<
—~
~
~—
~—
v
|
8
w
—~
~
~—

\ Jj=1
Le systeme d’erreur (4.6) peut étre écrit sous la forme compacte comme suit

é(t)y=R—MxU, 4.7)

dott & () = [é1 () 2 (1) € (1) .2 ()], R = (Ri)1cicpr U = (wi) iy €

Opy  Opy  Op; Oy
Oy1 Oy2  Oys  Oya

0 1 0 0
M = . (4.8)

Opy 0oy Opy  Opy
Oy1  Oy2 Oys Oy

o 0 0 1

Théoreme 4.1 SIG et SG co-existe entre les systemes (4.1) et (4.2) sous la loi de contréle suivante
U=M"'1(B-0C)e(t)—R), (4.9)

d'ott B = (b;j),,,, C € R¥* est une matrice constante de contréle et M~ est la matrice inverse
de.(4.8)

4.1. Synchronisation entre un systéme maitre d'ordre fractionnaire et un systéme esclave d'ordre entier
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Preuve. En substituant Eq. (4.9) dans Eq. (4.7), le systeme d’erreur entre les systemes (4.1) et

(4.2) peut étre donné sous la forme
éty=(B—-0C)e(t). (4.10)
Considérons la fonction de Lyapunov suivante :
Viet)=¢e (t)e(t), (4.11)
alors nous obtenons
Vi) = é (t)e(t)+e" (t)e(t)
= L B-CO)Vet)+el ) (B-C)e(t)
= FWO(B-0"+B-0))e),
si nous sélectionnons la matrice de contréle C telle que (B — C)" + (B — () une matrice définie
négative, on obtient V (e(¢)) < 0. Ainsi, a partir de la théorie de stabilité de Lyapunov, il est
immédiat que lim; . e;(t) = 0, (1 <i <4). Par conséquent, les systemes (4.1) et (4.2) sont

globalement synchronisés. m

En utilisant le Théoréme 1.1, on peut conclure le résultat suivant.

Proposition 4.1 Le systéme maitre (4.1) et le systéme esclave (4.2) sont globalement synchronisés
sous la loi du contréle (4.9), si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice B — C sont des

parties réelle négtive.

4.2 Synchronisation entre un systeme maitre d’ordre entier et

un systeme esclave d’ordre fractionnaire

Maintenant, le systeme maitre et le systeme esclave sont donnés par
(

o (f) = 2 () + fi (X (2)),

2 (1) = Sz, (0 + 2 (X (1), 4.12)
(1) = SSasya; () + f (X ().
et
Diyy (t) = g1 (Y (1)) + uq,
( (Y (t)) + Uo,

(4.13)

4.2. Synchronisation entre un systéme maitre d'ordre entier et un systéme esclave d'ordre fractionnaire



Chapitre 4. Coexistence de la synchronisation généralisée et la synchronisation inverse généralisée

dott X (t) = (@1 (£), 22 (t) , 25 (1)) et Y(£) = (51 (£), 52 (), y3 (t) ,ya (t))" sont les vecteur d’état du
systeme maitre (4.12) et du systéme esclave (4.13), respectivement, (a;;) € R**3 f; : R® — R,
(i = 1,2, 3), sont des fonctions non linéaires, 0 < ¢ < 1, D] est la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre ¢, g; : R* — R et u;, 1 <i < 4, sont des controleurs.

Définition 4.2 Nous disons que la synchronisation généralisée (GS) et la synchronisation inverse
généralisée (IGS) co-existe entre les systemes (4.12) et (4.13), s’il existe des controleurs u;, 1 < i < 4,
et des fonctions differentiables 1, 1, : R3 — R, x : R* — R, de telle sorte que les erreurs de
synchronisation

e (t) =y () — ¥ (X (1)),

e (t) = x (Y () — 22 (), (4.14)

e () =ys (t) — ¥y (X (1)),

vérifie que lim; ., ¢; (1) =0, 1 <i < 3.

Le systeme d’erreur (4.14) peut étre différencié comme suit :
Diei(t) = Diyi(t) — Dty (X (1)),
éy(t) = ]ﬁjla%xyj — @5 (1), (4.15)
Dies(t) = Diys(t) — Dty (X (1)),

Le systeme d’erreur (4.16) peut étre décrit comme suit

et 5
. X .
= & T .1
éa(t) s Y2 + 13, (4.17)
d’ou )
T, =g (Y (t)) - D§¢1 (X <t>> )
4
To =3 5y — 2 (1), (4.18)
j=1
J#2

| 5= g3 (Y (1)) — Difthy (X (1)) .

Pour obtenir une synchronisation entre les systemes (4.12) et (4.13), nous supposons que g—; £ 0.

Par conséquent, nous avons le résultat suivant.
Théoreme 4.2 SG et SIG co-existe entre les systemes (4.12) et (4.13) sous la loi de controle suivante

(ur,us)” = (T1,T3)" + (A= L) (er(t), e5(t))" (4.19)

4.2. Synchronisation entre un systéme maitre d'ordre entier et un systéme esclave d'ordre fractionnaire
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Uy = —go (Y (£)) 4+ JH1 [% ((age — D) ex(t) = To) | , (4.20)

Ay

. anl a lip 1 . .

etuy =0,dott A = s , L= 113 ) est une matrice de controle et | est une constante
asp ass l31 l33

de controle.

Preuve. En substituant Eq. (4.19) dans Eq. (4.16), on obtien

Dié(t)=(A—L)e(t), (4.21)
d’ot1 & (t) = (eq (t),e5 (t))" . Sila fonction de Lyapunov est choisie comme suivant :

V(e () = e (1) (b). (4.22)

Alor, la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre g de (4.22) peut étre décrit comme suit

D}V (é(t)) = D eéT (t)eé (t)) , (4.23)

utilisant le Lemme 2.1 dans Eq. (4.23), nous obtenons

D{V (&(t)) <é'(t)Dfe(t)
= eT(t) (A— L) &(t).

Si nous sélectionnons la matrice de controle L telle que A — L est une matrice définie néga-
tive, on obtient DV (é(t)) < 0. Ensuite, selon le Théoréme 2.6, le systeme d’erreur (4.21) est
asymptotiquement stable i.e

lim e; (t) = tlinoao e (t) = 0. (4.24)

t—o0

Maintenant, en utilisant Eq. (4.20), on peut réécrire I'état y, (¢) du systéme esclave comme suit :

1
Diys (t) = J'™ [W ((az2 — 1) ea(t) — T3) (4.25)
dy2
Fapplication de la transformée de Laplace a Eq. (4.25), nous donne
1
sTF(s) — 57 1yp(0) = 897 'L (W ((age — 1) ea(t) — Tg)) : (4.26)
A2

d’ott F(s) = L (y2(t)) . Multipliant Eq. (4.26) par s'~9 et par l'application de la transformée de

Laplace inverse au résultat, nous obtenons

yz (t) = i ((a22 — l) Gz(t) — Tg) . (427)

0y2
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En substituant Eq. (4.27) dans Eq. (4.17), la dynamique de l'erreur e,(t) peut étre écrite comme
éo(t) = (aga — 1) ea(t). (4.28)

Si la constante de controle [ est choisie de telle sorte que ay; — [ < 0, alors nous obtenons
lim ey () = 0. (4.29)

t—o00

Nous concluons que le systeme maitre (4.12) et le systéeme esclave (4.13) sont globalement syn-
chronisés. m

En utilisant le Théoreme 1.2, on peut conclure le résultat suivant.
Proposition 4.2 Si le systeme esclave est donné par
Dy, (t) =g; (Y () +uw;, 1=1,2,3,4, (4.30)
d’'ot1 0 < ¢; < 1, alors la matrice de contrdle L est choisie de telle sorte que U'équation
det (diag (\M4, AM®) + L — A) =0, (4.31)

soit vérifie, d'ou M est le multiple commun des dénominateurs de ¢, et gs.

4.3 Exemples numériques

4.3.1 Exemple 1

Dans cet exemple, nous considérons le systeme fractionnaire de Li [84] comme systeme

maitre et le systéme de Zhang-Shen [85] comme systeme esclave. Le systéme maitre est décrit

comme suit :
Dy = a(xy— 1),
DP2yxy = ~yxg — 1113, (4.32)
DP3xy = —Pxs+ 129,

d’ot («a, B,7) = (36,3, 20,) et (p1,p2,p3) = (0.985,0.99,0.98). Portraits de phase en 3-D et 2-D du
systéme fractionnaire de Lii sont présentés dans la figure 4.1

Le systéme esclave est défini comme suit :

Y1 = ay1 — Y2+ u,

Yo = Y1 — ay; + us,

ys = bys — y2 — 6ys + us,
Ys = Y3+ cys+ ug,

(4.33)

4.3. Exemples numériques
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= =2
T x. o 0
A0k
0.l
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FIG. 4.1 — Portraits de phase en 3-D et 2-D du systeme (4.32).

d’ott u;, i = 1,2, 3,4, sont des controleurs et (a,b,c¢) = (0.56,—1,0.8) . Portraits de phase en 3-D
du systeme de Zhang-Shen sont présentés dans la figure 4.2

Comparez le systéeme (4.33) avec le systéme (4.1), on peut avoir

0.56 —1 0 0 0

1 0 0 0 —yoy?
B = (bij)4x4 = 0 -1 -1 -6 |’ (gi)1§i§4 = 0
0 0 1 0.8 0

Basé sur les notations présentées dans la section 4.1, les erreurs entre le systeme maitre (4.32) et

le systeme esclave (4.33) sont données comme suit :

€1 = ¥ (ylay27y37y4) — 2y,
€2=y2—¢1($1,$2>$3), (4.34)
€3 = g (?Jl, yg,yg,y4) — I3,

€3 = Ys — Gy (I1,$27$3) )

4.3. Exemples numériques
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y3(t)
Sk e o
va(t)

FIG. 4.2 — Portraits de phase en 3-D du systéeme (4.33) lorsque u; = uy = ug = uy =0

d’ou
©1 (Y1, Y2, y3, Y1) = 2y1 + 4,

(
¢1 (901, T2, xs) = T1T2T3,
(

(4.35)
'2) y17y25y37y4) = 3ys,
¢2 (1'1,372,33'3) =T + ) -+ xIs.
Ainsi, la matrice M définie par (4.8) est
2 000
0100
M = (4.36)
00 30
0001
et
1000
01 00
M= (4.37)
0 0 % 0
0001

4.3. Exemples numériques
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Dans ce cas, la matrice de contrdle C' est sélectionné comme

1 -1 0
1 1 0
C = (4.38)
0 -1 0 —6
0 0 1 1
Selon le Théoreme 4.1, les controleurs u;, i = 1,2, 3,4, peuvent étre construits comme suit
uy = —0.22e; — (ay1 — y2) + 341,
Uy = —€9 — Y1 + YoU2 + T1T2T3 + T182T3 + T1Xod3,
2 2 — Y1 T Y2Y3 1T2L3 10273 1L2T3 (4.39)

us = —se3 — (bys — y2 — 6ya) + 33,

Ug = —0.264 — Y3 — CYy -+ .1"1 + i’z + .1"3.

On peut voir que (B — )" + (B — C) est une matrice définie négative. Par conséquent, le systéme
maitre (4.32) et le systeme esclave (4.33) sont globalement synchronisés en 4-D. Le systeme

d’erreur peut étre décrit comme

él = —0.4461,

wTT (4.40)
€3 = —e3.

é4 = —0.264.

La figure 4.3, montre I'évolution des erreurs de synchronisation ey, e,, e3 et ¢e4.

ittt e H

Les erreurs de synchronisation

1
0 5 10 15 20 25
t(Temps en secondes)

FIG. 4.3 — I'évolution des erreurs entre les systéemes (4.32) et (4.33).
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4.3.2 Exemple 2

Maintenant, nous considérons que le systeme de Chen [86] comme systeme maitre et le systeme

fractionnaire de Liu [87] comme systéme esclave. Le systeme maitre est défini comme suit

ii)l = (iL‘Q — {lfl) 5
iy = (v—a)z+yw2 — 1123, (4.41)
ig = ﬂxg, + 2122

d’ot = 35, f = —3 et v = 28. Portraits de phase en 3-D et 2-D du systéme de Chen sont présentés
dans la figure 4.4.

it (b}

30
% » 0 0 10 » % I T T
x1(t) x2(t)
FIG. 4.4 — Portraits de phase en 3-D et 2-D du systeme (4.41).
Le systeme esclave est défini comme suit
Dy, = by (yo —y1) +ya + u,
Diys = byys + 0.5¢s — Y193 + s,
Y2 2Y1 Ya y;y:a 2 (4.42)
Diys = —bsys — ys + 4yi + us,
Dy, = —byys — ys + ua,

4.3. Exemples numériques
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d’ol u;, 1 < i < 4, sont des controlleurs, (by, b, bs,bs) = (10,40,2.5,12) et ¢ = 0.9. Portraits de
phase en 3-D du systeme de Liu sont présentés dans la figure 4.5.

FIG. 4.5 — Portraits de phase en 3-D du systeme (4.42) lorsque u; = uy = ug = uy = 0.

En utilisant les notations décrites dans la section 4.2, les erreurs entre le systeme maitre (4.41)

et le systeme esclave (4.42) sont définis comme

€1 =1 — wl (1'1,332,1'3) 5
ea = X (Y1, Y2, Y3, Ya) — T2, (4.43)

€3 = Y3 — ¢2 ($17$2,$3) )

(N (I1,$27$3) = 21 + X223,
X (Y1, Y2, Y3, Ys) = Y2 + Y1Y3Ya,
)y (21, T2, T3) = T129 + T3.

Ainsi, la matrice A et la constante ay, sont données par

=35 0
A= , A9 = 28.
0 -3

4.3. Exemples numériques
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Selon le Théoreme 4.2, il existe une matrice de contrble L et une constante de controle [ de telles
sorte que les systemes (4.41) et (4.42) sont synchronisés. Dans ce cas, la matrice de contréle L et

la constante de contrdle [ sont choisies comme suit

10
L= . 1= 30.
0 1

Les controOleurs uq, us, us et u, peuvent étre construits comme suit

up = —36e; — by (Y2 — y1) — ya — DY (21 + xo23)
uy = —boyr — 0.5ys + y1ys + JO (—=36es (t) — Y3yal1 — Y1Yals — Y1Y3la) ,
uz = —des + bays + ys — 4y? — D (z120 + 23)

’LL4:O.

(4.44)

Il est facile de montrer que A — L une matrice définie négative et ay; — [ < 0. Par conséquent,
le systeme maitre (4.41) et le systeme esclave (4.42) sont globalement synchronisés en 3-D et le

systeme d’erreur peut étre décrit comme suit

D%, = —10
0o N (4.45)
D?'geg = —2.563,
et
ég = —e€q. (446)

Les résultats numériques sont présentés dans les figures 4.6 et 4.7.
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FIG. 4.6 — Iévolution des erreurs e; et e3 du systéeme (4.45).
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Conclusion générale

Pour arriver aux buts visés, nous avons commencé par présenter des chapitres préliminaires sur la
stabilité des systemes différentiels d’ordre entier et les systemes différentiels d’ordre fractionnaire,
puis nous somme passé a la théorie de synchronisation en évoquant les type de synchronisation
et la méthode du controéleur actif.

D’apres la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus a :

1- Nous pouvons trouver d’autres criteres de synchronisation

2- 1l est possible d’observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée.
3- Basé sur des théorémes simples a vérifier, les approches proposées sont rigoureuse.

4- La complexité des schémas proposés dans ce mémoire, peut utilisés dans la sécurité des com-
munications et la cryptographie.

Nos futurs travaux seront concentrés sur la recherche de nouveaux criteres de synchronisation,

qui sont moins cofiteux et trés compliqué.
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