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Résumé

Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudiée quelques problémes de types parabolique par la méthode
des inégalités énergétiques.

Le premier probléme est ’équation de la chaleur, le deuxiéme une équation parabolique sous
forme générale, et le troisiéme un probléme mixtes d’ordre supérieur impaire avec des conditions

non locales (conditions intégrale).




Abstract

Abstract

The objective of this work is to study some Problems of the parabolic type by the energy
inequalities method.
The first problem is the heat equation, the second is a parabolic equation in the general form,
and the third is a mixed problem of superior order with nonlocal conditions (integral

conditions).
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Introduction

Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent de maniére récurrente dans la
modélisation des problémes réels. Elles traduisent beaucoup des lois de la physique, mécanique

thermodynamique ....

Elles interviennent également dans beaucoup d’autre domaines comme la chimie pour modé-
lise les réactions, I’économie pour étudier le comportement des marchés...

Les équations aux dérivées partielles constituent encore aujourd’hui un sujet de recherche trés
actif pour la bonne et simple raison que d’'une maniere générale il est tres difficile, surtout pour
démontrer que le probléeme admet une unique solution.

Les conditions standard (Dirichlet, Neumann et le type Robin) qui sont prescrites ponctuelle-
ment ne sont pas toujours suffisantes car elles dépendent du contexte physique dont les données
peuvent étre mesurées au bord du domaine physique.

Beaucoup de phénomeénes physiques sont modélisés par des problémes aux limites non clas-
siques qui relient les valeurs de la fonction inconnue sur la frontiére et a I'intérieur du domaine
comme la condition intégrale sur le domaine spatial d’une fonction de la solution cherchée. Les
conditions aux limites non locales apparaissent principalement lorsque les données sur la frontiére
ne peuvent pas étres mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues.
Plus précisément, dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution wu (pression,
température, ...) ponctuellement, parce que la valeur moyenne de la solution peut étre mesurée
le long de la frontiére ou sur une partie de celui-ci.

La signification physique des conditions non locales, telle qu'une moyenne, la masse totale,
moments, etc, a servi comme cause fondamentale de I'intérét considérable de ce genre de pro-
blemes aux limites.

Les problémes non locaux, spécialement avec conditions intégrales sont généralement rencon-
trées en génie chimique, la transmission de chaleur, la physique des plasmas, thermoelsticity.

Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenues essentielles dans I’étude des pro-
blémes mathématiques théoriques et appliqués. Le role principal des méthodes fonctionnelles,

est de donner de meilleurs résultats par rapport & ceux obtenus par les techniques classiques,
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en conséquence, il y a eu des progrés considérables dans I’étude des équations différentielles
opérationnelles dans les espaces de Banach ou de Hilbert.

L’une des méthodes fonctionnelle utilisées dans 1’étude des problémes mixtes est la méthode
des d’analyse fonctionnelle qu'on a développé et appliqué pour des problémes aux limites dans
cette mémoire.

La méthode d’analyse fonctionnelle dite aussi méthode des estimations a priori et méthode
des inégalités énergétiques. Cette méthode est basée sur les idées de Dezin [3] et développée par
Ladyzenskaya [4-5-6], ou elle a été utilisée dans la résolution du probléeme de Cauchy lié aux
équations du type hyperbolique.

Le point remarquable de cette méthode d’analyse fonctionnelle est qu’on peut tirer le théo-

réeme d’existence de la solution du probléme posé, a partir du théoréme d’unicité.

Les points difficiles de cette méthode résident dans le choix des espaces fonctionnels F et F
et dans le choix du multiplicateur Mu.
Le programme suivant décrit les grandes lignes de la méthode des inégalités énergétiques :

1) On réécrit le probléme posé sous la forme opérationnelle :

Au = f,

ou A est 'opérateur engendré par ’équation et les conditions aux limites.

2) On démontre l'estimation a priori :

lullp < Ol Aullp, (1)

pour tout u € D (A) ou E et F sont deux espace convenablement choisis.

A partir de I'inégalité (1), on déduit I'unicité de la solution si elle existe. La démonstration
se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant I’équation donnée par un
opérateur Mu contenant la fonction u, ses dérivées et ses primitives. Le choix de 'opérateur Mu

est fondamental, il est dicté par ’équation et les conditions aux limites.
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On démontre ensuite la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans ’espace F'.
Ensuite dans les topologies fortes des espaces E et F on construit la fermeture A de 'opérateur

A; et la solution de I’équation

Au=F FeEF,

est appelée solution forte du probléme considéré. A ’aide d’un passage a la limite, on prolonge
Pinégalité (1) au € D (A) et ainsi est garantie I'existence de la solution sur 'ensemble des images
R (Z) de 'opérateur A. Comme I'image de 'opérateur A est fermée dans F et que R (E) = m
Pour la démonstration de 'existence de la solution forte pour tout F €F), il suffit d’établir la
densité de R(A) dans F' qui est obtenue a l'aide des opérateurs de régularisation. Le choix des
opérateurs de régularisation est lié au caractére du probleme étudié. L’unicité est déduite de
I'inégalité de 1’énergie.

La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup de
problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide et est
développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I'application de cette méthode on trouve
des difficultés parmi les quelles nous citons le choix des espaces fonctionnels et le choix du
multiplicateur Mu.

L’objectif de cette mémoire est de donner un développement important de la méthode des
inégalités énergétiques dans 1’étude des problémes aux limites, engendrées par des équations
parabolique pour démontrer 'unicité de la solution

Notre mémoire se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux notions de la théorie des espaces fonctionnels et a la
théorie des opérateurs, on citera aussi les inégalités utilisées dans cette mémoire et quelque
théoréme.

Dans le deuxiéme chapitre, on fait une synthése et des idées sur la méthode des inégalités
énergétiques.

Dans le troisiéme chapitre on traite deux problémes parabolique le premier est I’équation de
la chaleur et le deuxiéme une équation parabolique sous forme générale en appliquant la méthode

des inégalités énergétiques, on démontre I'existence et 'unicité de la solution.
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Et le quatrieme chapitre, comporte des résultats obtenus par S.Mesloub, R.Mazoud Les au-
teurs ont traités un probléme mixtes avec des conditions non locales pour une équation parabo-
lique d’ordre supérieur impaire avec des conditions intégrale :

Ils utilisent les inégalités énergétique pour démontre 'unicité de la solution puis Ils démontrent
I’existence de la solution.

On termine ce mémoire par une conclusion et une bibliographie.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1 Les espaces de Banach et les espaces de Hilbert

Dans tout ce chapitre k est le corps des réels R ou le corps des complexes C .

Définition 1.1 Un espace vectoriel E est dite espace normée si pour chaque élément u € E il
existe un nombre réel noté par ||u|| (norme de u) vérifiant les axiomes

a) ||ul| >0 ||ul]] =0 si et seulement si u = 0.

b) [l = 1Al lul] VA € k.

c) |lu+ol < ull+ ||lv]|  (Inégalité triangulaire) .
Définition 1.2 Dans un espace normée (E,|.||), on introduit la métrique (distance entre u et
v) par

d(u,v) = |lu—v|.

Définition 1.3 La convergence d’une suite (uy), cnd éléments de E vers u dans la norme de E
(convergence forte) est définie par
[t — ul] — 0,
/
et on not par u, — u .

Définition 1.4 Une suite (uy),cnd éléments de E est dite suite de Cauchy si

|up — gl ; — 0 quand p,q — oo,

11



Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

<= Ve > 0,3N.,Vp > N, Vg > N. = |Ju, —uyl| <e.

Définition 1.5 On dit qu’un espace vectorielle normé E est un espace de Banach s’il est com-

plet, c.a.d que toute suite de Cauchy (x,)nen d’éléments de E est une suite convergente dans

E.

Exemple 1.1 On définirt l’espace de Banach L? (2) par

I’ (Q) = {u€Q—R, mesurable / /|u|p dr | < oo
Q

avec 1 < p < oo.

Lorsque p = +00 on dit que f est essentiellement bornée ou encore que f € L (Q) si il
eriste C € Ry t.q |f| < C p.p..sur Q.

La norme dans L? () donnée par
1
p
[ull Loy = /\u|p dr | , avec 1 < p < +o0, (1.1)
0

[ull ooy = inf{C € Rys|ul < C pop..}.

Définition 1.6 On appelle un produit scalaire sur E et on note (.,.), tout forme sésquilinéaire,
hermitienne, définie positive définir de £ x E dans k, c.a.d.

(1) Linéarité & gauche : Vx,y,z € E,Ya, 5 €k, (ax + By, z) = alx, z) + By, 2).

(2) Hermitienne : Vx,y € E, (x,y) = (y,z).

(3) Définie positive : Yo € E — {0}, (z,2) >0 et (rv,2) =0= 2 =0.

Naturellement sik = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Corollaire 1.1 On peut définit une norme sur E par la formule suivante

|z|| = V(z,2) Vz e E.

12



Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.7 On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’une norme associée

a un produit scalaire.

Proposition 1.1 Pour chaque u et v d’un espace préhilbertien H, on a l'inégalité de Cauchy

(Cauchy-Bunyakovski)

[(w, 0) | < lull g [loll -

Théoréme 1.1 Pour qu’un espace normé E  soit préhilbertien il faut et il suffit que sa norme

satisfasse a lidentité du parallélogramme c.a.d.
lz +yll% + e —ylp =2 (=5 + lylz)  Vz.y € E.

Définition 1.8 Un espace de Hilbert (H,(.,.)) est un espace préhilbertien qui est complet pour
la norme associée a ce produit scalaire. Plus naturellement on conclut du théoréme ci-dessus un

espace de Hilbert est un espace de Banach sa norme satisfait 'identité du parallélogramme.

Exemple 1.2 Sip =2, L?(Q) est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire

sutvant

On peut considérer comme sous espaces dans LP () les espaces
a) C*(Q).
b) L’ensemble de tous les polynomes.

c) Cg° ().

Définition 1.9 En plus de la convergence forte dans H on considére aussi la convergence faible

ou converge au sens de produit scalaire (u,) d’éléments de H, on dit qu’elle converge faible-

neN

ment vers u Si

(un —u,v)y; — 0 quand n — oo pour tout v € H ,

13



Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

et on note par : U, — U

Proposition 1.2 Si (u,), .y converge au norme vers u, alors elle converge faiblement vers u.
L’inverse n’est pas vrai au général. Cependant si u, — u et ||u,|| — ||ul|, alors dans ce cas

Up — U.

1.2 Quelques inégalités importantes

1. Inégalité de Cauchy

DD agém,

i=1 j=1

< (Z aij§i§j> (Z az‘j77i77j> 5 (1.2)

1,7=1 1,j=1

vraie pour toute forme quadratique non négative a;;§;§; avec a;; = aj;, et pour §y, ..., &, My, -5 My

sont les réels arbitraires. a;; sont en général des fonctions.

2. Inégalité de Cauchy avec ¢

5 1
la.b] < 5 lal® + % 1b|?, (1.3)

pour tout € > 0, b, a arbitraire (réels).

3. Inégalité de Cauchy généralisée (Inégalité de Young)

p
1 _1(b|i
la.b] < = leal” + b=- —' pour tout p > 1. (1.4)
p p |€

4. Inégalité triangulaire pour l'espace L?(()

1 1 1
2 2 2

/(u +o)dr | < /uzd:v + /vzda: : (1.5)

Q Q Q
ou u,v € L*(Q2).Une généralisation (1.5) donnant 'inégalité triangulaire pour les éléments de

Lr(Q)

||U+UHLP(Q) < ||u||LP(Q) + ||U||LP(Q) pour p > 1. (1.6)

14
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5. Inégalité de Hoélder

/u.v dr < /qux /U2d£E : (1.7)

pour Q C R"onau € L*(Q) : u = (ug,ug,...,u,) avec u; € L*(Q), i = 1,n , l'inégalité de

Cauchy prend la forme

N

n n % n
/Zuivi dx| < /Zuf dx /va dx . (1.8)
o =1 o =1 o =1

Comme généralisation de (1.7) on a l'inégalité de Holder

1

1 1
/u.v dr| < /|u P dx /|u |“dx| , pour — + - =1, (1.9)
P q

0 Q 0
ouu € LP(Q) et v e LI(N). Pour tout 1 < p < 400 :on a (LP)* = LY.

Il est vrais que aussi dans le cas des fonctions vectorielles u = (uq, ug, .., uy)

=
[N

/Zuivi dr| < /Z|ul|p dx /Z\vﬂq dx : (1.10)
o =1 o =1 o =1

1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Des définitions

Dérivées généralisées
On sait que pour deux fonctions u(z) et v(z) indéfiniment différentiables dans 2 C R”", c’est

I'une d’elle par exemple v € C§°(2), on a 'égalité

k| [kl
/{ o + (= 1) o }daszooukz(kl,---,kn) avec |k| = kit

Uk o s k U i ks k
Oxi'0xy® ... Oxkn Oxi'0xy> ... Oxkn

Q

15
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Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

que 'obtient a l’aide de |k| intégration par parties.

BILd
Ox¥1 0xk? . Okn
dans tout ¥ C Q, la fonction Wy, _x, si pour tout v € C§°(Q2), on a l’égalité

Définition 1.10 On appelle dérivée généralisée d’une fonction u(z) intégrable

BILIEY .
/ (uiﬁxkl&p’” e Oxkn + (=DM oWh, ks ) dr =0,
1 2 n

Q

la fonction Wy, .., sera notée par
Okl

k1 9,.k2 kn
0xy'0xy? - - - Oxk

Cette notion de dérivée généralisé est une extension de la dérivée classique les D.G conservent

beaucoup (mais pas toutes) de propriétés des D.G (somme, produit, ordre,.. .)

Cependant si u(x) a des dérivées généralisées d’ordre inférieur a |k| de sous type |k| = Z k;

et si /]u|p dx < oo (p > 1) (existe).

Q
Alors dans ce cas u & toute ¢ dérivées généralisées d’ordre inférieures a | k| appartient a L? (Q) .

Définition 1.11 W! (Q) (Q C R") est 'ensemble de tout les fonction u € L™ () ayant des
dérivées généralisées jusqu’a l'ordre | (inclus) dans L™ (2).Si on munit W' () de la norme

sutvante

[ullme = [l @

- /zz

k=0 |k|

m
m

r
0 u dr |, (1.11)

Dt Okn

on obtient un espace de Banach.
an est le sous espace de W (Q) constitués de toutes les fonctions u € W' (Q) et en support
compact dans ).

L’espace an (Q) joue un role trés important pour la résolution des problémes aux limites des

16



Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

E.D.P de second ordre de tous types. Le produit scalaire dans W21 (Q) et W3 (Q) est défini par

1
(w0)sh = (1)

ou

i=1
2 E 2
v, = Uaci?
i=1

=1

1.3.2 Quelques propriétés

Supposant que 2 C R"™on remarque que Yu € W,ﬁz (), on a I'inégalité de Poincaré

borné

/qux < C’é/uidw.

Q Q
2 2
e, < Chllwl?,, -

Remarque 1.1 Yu € WL (Q) et v € W} (Q) on a alors

ou Ov .
/&Eivdﬁ——/uazi dr i=1,n.

Q Q

Formule d’intégration par parties

ou ov
/8%-” dzx = _/u(‘?xi dx + /u.vcos (n,z;)do,

Q Q o0N

(1.12)

(1.13)

(1.14)

17
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ou 7 est le vecteur unitaire de la extérieure a 0€); do est ’élément de surface de 0f).

Inégalité importante

/|u| do < c/ (‘g—z’ + yu|) iz, (1.15)

o

elle est vraie Vu € W} (Q) et 9Q (réguliére). Si on pose u = v? o v € Wy (), alors u € W (Q)

/v2d0 < cl/ {\v\ + '02} dr < / (5 (%)2 + c€v2> dz, (1.16)

o0N Q

et on obtient :

ov

ox

pour un ¢ positif arbitraire.

Remarque 1.2 On prouve que si v € W3 (), alors u € Wl (Q)

u € WH(Q)=uecL'(Q) et 8—uGLl(Q).

ox
/\u|dx = /vzd:c

Q Q
< o0 = u€L'(Q).
ou ov
/%dx = /28_:CU dx
Q Q
w2
< /a—z dx+/|v|2dx
Q Q

< 4oo=u€ L'(Q), alorsuc W} (Q).

18
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2
o200 = / Vo

o

< xf(
<of (5

Q

@
ox

1
lv| + 51)2) dx

2
1 2 12
‘|‘2—€2U +§’U)d$

@
ox
v

ov|? c
< 2 OV < 2
= /(cs g +<62+c>v>dx
Q
2
— +cgv2>dx
@

/(C v
(I e,

ox
Q
= k‘Hv

IN

IN

2112
vy -

Lemme 1.1 de Gronwelle
Si f(7),9(T) et h(T) sont des fonction positives et f(),g(T) sont intégrable et h(t) non

décroissante, alors
T T

/ F(t)dt + g(r) < h(r) + ¢ / g(t)dt,

0 0

implique

/f(t)dt + g(7) < cexp(er)h(T).

0

1.4 Quelques propriétés d’opérateurs bornées et fonction-

nelles linéaires dans un Hilbert

Une fonctionnelle linéaire [ sur un Hilbert réel H est une fonction linéaire numérique et

continue [(u)

19
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[ est linéaire

[(Auy + Buz) = M(uq) + Bl(uz)  Yuj,us € H et A, [ réels constante. (1.17)

[ est continue veulent dire

Up — u = l(uy,) — l(u).

[ est bornée veulent dire

l(uw)| <cllully; Yue H, ¢>0. (1.18)

Théoréme 1.1 Le théoréme de Reisz affirme qu’on peut toujours représenter un fonctionnel
linéaire par un produit scalaire

l(u) = (u,v)g Yu € H,

l
d’aprés Uinégalité de Cauchy la norme ||| = ||v|| .1l est claire que ||l|| = sup Hw)]

, est la plus
wer\foy |[u]

petite des constantes ¢ pour les quelle (1.18) est satisfaite.

1.4.1 Les opérateurs

1.0Opérateurs linéaires sur H :
Un opérateur A défini sur un ensemble D(A) C H fait aussi & chaque v € D(A) un certain
élément v € H (i.e)
Au =w.

A est linéaire si

A()\lul + )\2’&2) = )\1A(U,1) + /\QA(UQ) Vul, Uy € HD(A)

20



Chapitre 1 :Rappels d’analyse fonctionnelle

A bornée si

de > 0, telle que Yu € D(A) ||Aul| < c|lu||, sur D(A). (1.19)

A peut étre prolongé d’une maniére continue sur la fermeture de A (i.e.) D(A) = H (1.19)
reste toujours vrai pour u € D(A).

Si D(A) # H, on peut prolonger A en différentes maniére a tout H et (1.19) reste toujours

valable.

Remarque 1.3 On peut rencontrer plusieurs opérateurs bornés dans H

A
|Al| = sup J Au] est la norme de A.
uerr/{oy ||ull

Deux classes d’opérateurs bornés sont intéressantes.
2. L’opérateurs auto-adjoints

Un opérateur A est dite auto-adjoint si

Yu,v € H on a (Au,v) = (u, Av). (1.20)

Le spectre de cet opérateur est réel et est continue dans [— || A]|, || A]|] -

3. L’opérateurs complétements continues

Un opérateur complétement continue est un opérateur qui transformé un borné en un com-
pacte. Le spectre de tel opérateur est formé du point zéro est d’'un ensemble dénombrable de
valeur propre ayant les seules points d’accumulation le point zéro. Chacun de 71 points d’accu-
mulation, sauf le point zéro a un ordre de multiplicité fini.

4. Opérateurs non-bornés

Soit A un opérateur non-bornés sur un Hilbert H. (A : H — H) ce type de opérateurs ne

sont pas bornés (définis) sur tout H. (i.e.) dans (1.19) la constante ¢ peut ne pas exister.
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Soit D(A) C H domaine de définition de A

A : D(A) — R(A). Ces opérateurs sont linéaires, ils vérifiant
N N
H H

A(Au+ Bv) = MA(u) 4+ BA(v)Yu,v € H et X\, € R.

Nous allons en générales considérer les opérateurs ayant D(A) = H.

Remarque 1.4 On s’intéresse aux opérateurs différentiels pour chaque expression différentielle
correspond plusieurs opérateurs définis en indiquent leurs domaines de définition.

2
Par exemple : L’expression différentielle Lu = d_z’ x € [0,1]. Prenons H = L?([0,1]).
T

On peut associer avec cette expression différentielle 'opérateur

A: H — H défini sur Cg°
L*(Q) — L*(0,1)

a support compact dans l'intervalle [0, 1]. Donc pour u € D (A) = C§° (0,1) . L’opérateur A est
défini par
d2
Au="" 400 - H.

a2

On peut encore associer a Lu un autre opérateur non borné A défini sur C* ([0, 1])

OnaD(A)CD </~1> et Au = Au, Yu € D (A) dans ce cas on dit que A est une extension
de A. Il est claire que le domaine de définition de 'opérateur A (opérateur associer a I’expression
différentielle Lu) peut étre choisi d’une infinité de maniére et chaque foi en obtient un opérateur
ayant de différant propriétés. Les deux opérateurs A et A ont les propriétés différentes par exemple

A vérifie

(Au,v) = (u, Av) ot u,v € D (A). (1.21)

En effet
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1

d*u
(Au,v) 12001y = /@v dx

0

1
d?v

0
1

= /U.AU dz
0

= <u7 AU)L2(0,1) .
Pour lopérateur A, on a

(Au,v) o) = (u,flv) o) + %v ls —u;l—z s Vu,v €D (fl) , (1.22)

on remarque que A a la propriété de symétrie, par contre A ne I’a pas.

Remarque 1.5 Les opérateurs symétriques possédent un grand nombre de propriétés, et la théo-
rie des opérateurs symétriques a été extensivement développer et utiliser pour des classes spéci-
fiques d’opérateurs différentiels. L’une des plus importantes conceptions et celle des opérateurs
auto-adjoint.

Un opérateur non-borné A est dite auto-adjoint s’il est symétrique (i.e.)
(Au,v) = (u, Av) Yu,v € D(A), (1.23)

et si l'identité

(Au,v) = (u,w), (1.24)

ot v, w sont fizées et u € D (A) arbitraire implique que v € D (A) et w = Av. En d’autre
termes, A est auto-adjoint si sont adjoint A* a le méme domaine de définition que A et A* = A
sur D (A).

L’identité (1.24) définit le domaine de définition de A* ainsi que ces valeurs sur le domaine.

Notamment les éléments pour tout uw € D (A), constituant D (A*), avec A*v = w.
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Remarque 1.6 Dans la plus part des cas des opérateurs différentiels il est facile de vérifier la

validité ou non validité de (1.23) (a l'aide des intégrations par parties).

Remarque 1.7 1[I est en général considérablement difficile de décrire le domaine de définition
de A* pour le cas des opérateurs différentiels.

2
Pour lopérateur 7 nous avons vu qu’il est symétrique (A est symétrique). [Il est facile de

2
voir que A n’est pas aito—adjm’nt].

La relation (1.23) est satisfaite pour A non seulement pour u et v € D (A) mais aussi pour
u € D (A) etve D(A*). Cela montre que D (A*) est plus large que D (A). La question que se
pose est-que A peut-étre prolongé pour qu’il soit auto-adjoint ?

1l est possible de faire ¢a. Et en une infinité de maniéres. La théorie des opérateurs donne le
premier étape pour une telle extension (c’est le principe de fermeture). On procéde de la maniére
suivante :

Soit A un opérateur définit sur D (A) C H . On ajoute a D (A) les éléments u qui sont limites

des suites (uy)y de D (A) pour lequel Au,, converge vers un élément v. On définit v = Au ou A

est la fermeture de A. L’ensemble D (A) avec tous les éléments u constituant D (Z)

Remarque 1.8 Il existe des opérateurs non bornés que ne sont pas fermable (non linéaire).
1l n’est pas difficile de montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que un opérateur

non-borné admet une fermeture et que D (A*) soit dense dans H.

Remarque 1.9 En générale la procédure de la fermeture des opérateurs différentiels n’est pas
2

d
simple (cas de E.D.P). En particulier A défini par Lu = d—;; admet une fermeture. La fer-

meture A admet comme domaine de définition D (A) = W21 (0,1). Cette fermeture peut étre
achevée, si on ajoute a D (A) l'ensemble des fonctions continue différentiables u (x) s’annulant

u
enx =0 et x = 1 pour lesquelles — sont absolument continues et s’annulant en x = 0 et

p dx
r=1 (£ e L*(0, 1)) donc

du du du
D(A) = {u Jue L?(0,1), I € L*2(0,1), t|p—o = tlp—1 = 0 et %bzo = %uzl = 0}

= W(0,1).
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A est Uopérateur donnant les dérivées généralisées d’ordre 2
L’opérateur A défini sur D (Z) = VV22 (0,1) étant l'opérateur qui calcule les dérivées second
généralisées (sens faibles) (ou sens des distribution).

— d“u _ o
On va citer deuz extensions de Au = = a D (A) = W}(0,1). La premiére extension a la
x
2

o d N

forme : Au = au otv D (A) est ’ensemble des fonctions W2 (0,1) s’annulant en x =0 et x = 1
dz? 2

icl

Wgz{u /uELQ(O,l),Z—ZEﬁ(O,l)}.

Une telle extension est connectée a ce qu’on appelle premier probléeme aux limite pour

d2
Lu= 4

dx?’

c’est le probléme de déterminer la solution u(x) de l’équation

d*u
Lu = Gz
= f(x), (1.25)
avec les conditions aux limites
u(0) =0, u(l) =0. (1.26)

Le probléeme (1.25) — (1.26) admet une solution unique v € D (fl) pour tout f € L?(0,1)

arbitraire.

Remarque 1.10 L’extension A de lopérateur original A correspond au probléme (1.25) —(1.26)
si on n’a pas prolongé A, on n’aura pas un bon théoréme d’existence et d’umicité, et dans ce cas

Uéquation Au = [ peut ne pas avoir une solution dans D (A) pour f € L?(0,1) arbitraire.

Remarque 1.11 D’autre probléme aux limites de l’équation (1.25) nécessite d’autres extensions.

Par exemple o l’équation (1.25) on associée les conditions auzx limites

du
U |:c:0: 07 % |a::1: 0. (127)
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Alors on doit prolonger 'opérateur A comme étant ’'opérateur agissant sur W3 (0,1) vérifiant
les conditions (1.27). Cette extension A est un opérateur auto-adjoint. L’équation Au = f est

résoluble dans D (A) pour f € L*(0,1) ou

X du
D(A) = {u /uE W;(Ovl)vu |:v=0:O 7% ’:p:lz O}
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Chapitre 2

Théoréme d’existence et d’unicité de la
solution pour les E.D.P dans les espaces

fonctionnels

Introduction

Le but de ce chapitre est de faire la synthése de certaine idée et méthodes qui ont connu une
grande application pour la démonstration de l'existence et 1'unicité de la solution généralisées
pour les E.D.P en particulier les équations parabolique.

Ces idées et méthodes sont appelées méthodes d’analyse fonctionnelle qui ont été imitée par

Sobolev et Friedricks.

Nous utilisons des exemples et des modeéles simples pour expliquer cette méthode en suite des

indications pour la généralisation.
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les espaces fonctionnels

2.1 Plant de I’étude de I’équation Lu = f

Soient E et F' deux espaces euclidien de dimensions finies u = (uy, us,...,u,) € E et v =

(v1,v9,...,0,) € F muni du produit scalaire

n
(u,w), = Z U;w;,
i=1

2
(w,u)p = lullp,

n n 2
T I (&%) |
=1 3

ainsi que pour ’espace F.

Soit £ un opérateur linéaire de £ — F, il est défini par la matrice («;)

1<ij<n
n
Lu=v v, = E agiu; k=1,n.

i=1

Ul all .. o .. ... aln ul

V2 21 c 57 U2

Un anl .. e . e ann un

Notre but est d’étudier I’équation
Lu = f, (2.1)

on doit trouver les conditions pour lesquelles I'équation (2.1) admet une solution (existence)
quelque soit f € F et une seule (unicité).

Nous utilisons le schéma suivant.

Lemme 2.1 Pour que l’équation (2.1) admet une seule solution si et seulement si l’équation
homogéne

Lu=0 (2.2)
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ait la solution triviale.

Lemme 2.2 La solution de l’équation (2.1) est unique si on a
lullg < Cl[Lullp (2.3)

pour tout u € E et C' une constante positive indépendante de u.

Preuve lemme 2.2 = lemme 2.1

i) <= (insuffisance) si on suppose que u; et up deux solution (i.e)

Eul = f, et £UQ = f (24)

Jur —upl| < CL(ug — us)
= C ||£U1 — £U2||

= 0:>U1:U2.

lemme 2.1 = lemme 2.2

ii) = (nécessité) supposons que la solution est unique (i.e) ’équation homogene admet seule-

ment la solution trivial. On remarque que ||[Lu|, < C'|ju||; qu’on obtenir de

n /o 272
1Ll = > (Z Oékz‘uz') :

k=1 =1

On peut avoir
min | Lull, = ¢
# 0
= |[Lullp = d|ullg, pour |lul = 1.

Car I'ensemble S = {u / ||u|| = 1} des fonctions vérifiant ||u|| = 1 est fermé.
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On utilise la linéarité de L et ‘ m ' =1
=)l = o[l
] ]

= 4
1

S )
[l

= |[[Lul| >0 |ul, Vu e E.

Passons a l'existence de la solution de (2.1), on a besoin de 1’équation duale et 'opérateur

dual. On peut définir 'opérateur dual & partir de I'identité
(Lu,v)p = (u, L),
d’ou I’équation duale
L'v=g. (2.5)

Remarque 2.1 L’ensemble des éléments Lu est un sous espace de F'.

L’ensemble des éléments L*u est un sous espace de E.

Lemme 2.3 La solution de l’équation (2.1) existe pour tout f € F' si et seulement si :
L =0, (2.6)

admet la solution triviale uniquement (v = 0).

Preuve (=) Supposons que la solution (2.1) existe pour tout f € F et supposons que (2.6)
admet une solution non nulle v.
Pour tout v € F, on a

(L, u)p =0= (v, Lu), =0,

si on pose v = Lu, on obtient

0] =0=v=0,
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(i.e.) Péquation L*v = 0 admet seulement la solution triviale.
(«<)Supposons que (2.6) admet seulement la solution triviale.
Admettons maintenant que la solution de (2.1) existe mais pas pour tout f € F, alors les

éléments Lu forme sous espace différent de F
R(L)=ImCL,
donc on aura un orthogonal (complément de Lu) non réduit a zéro

(R (L) #10}) ,

d’ou :

il existe v # 0 tel que (Lu,v), = 0 pour tout u € F,

(u, L) =0, Yu € E,
= Lv=0, v#0,
d’ou la contradiction. m

Théoréme 2.1 Les équations (2.1) et (2.5) admettent une et une seule solution quelque soit le

membre de droit si et seulement si pour les opérateurs L et L* on a les inéqgalités

lulle < CliLullp,

lollp < CT L] g,

ot C' et C* sont deux constantes positives indépendantes de u et v (respectivement).

2.2 Inversibilité d’un opérateur
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On désigne par (£, |.||) un espace de Banach sur k := R ou C. Si (F,|.||;) est un espace
vectoriel normé sur k, on désigne par L(F, F') 'espace des applications linéaires de E dans F' et
L(E, F) I'espace des applications linéaires continues de E dans F. Si F' := E, on note simplement
L(E) := L(E,E) et L(F) := L(E,E). Enfin, 'l y a risque de confusion on notera la norme de
E par||.| .

Dans cette section, on regroupe certains résultats sur les opérateurs inversibles. En particulier,

on donne une caractérisation de I'inversibilité d’'un opérateur qui s’avérera trés utile pour la suite.

Définition 2.1 On rappelle qu’un opérateur T' € L(E) est dit inversible s’il admet un inverse
dans L(E), i.e. il existe S € L(E) tel que ST =TS =1, ou I désigne l'opérateur identité de E.
On note GL(E) U'ensemble des opérateurs T € L(E) inversibles.

Proposition 2.1 Soient (X, |.||y) un espace vectoriel normé sur'k et T € L(E,X) bijective.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

1.T' e L(E,X).

2. Il existe C > 0 telle que, pour tout x € E,||[Tz| > C ||z| 5.

3. (X, ||.]lx) est un espace de Banach sur k.
Preuve Voir Théorie spectrale Stéphane Maingot & David Manceau m

Corollaire 2.1 Soient (Y, ||.||y) un espace de Banach surk etT € L(E,Y). Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes

1. Il eziste C > Otelle que, pour tout x € E, on a |Tz|y > C ||z .

2. T est injectif et Im(T') est fermé dans Y .

Preuve On pose X := Im(T'). Supposons qu'il existe C' > 0 telle que, pour tout = € F, on
a: | Tally > C ] .

Alors, T est injectif donc est une bijection de E sur X. D’aprés la Proposition précédent, on
en déduit que X = I'm(T') est un espace de Banach et donc est fermé dans Y.

Supposons T injectif et X fermé dans Y. Alors, T est une bijection de F sur X et X est un
espace de Banach. D’aprés la proposition précédent, on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que,

pour tout x € E on ||[Tz|l, > C||z|;. =

32



Chapitre 2 : Théoréme d’existence et d’unicité de la solution pour les E.D.P dans
les espaces fonctionnels

Corollaire 2.2 Soient (Y, ||.||y) un espace de Banach surk etT € L(E,Y). Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes
1. Im(T) =Y et il existe C > 0 telle que, pour tout x € E, on ||Txz|y > C ||z|| 5.

2. T est inversible.

Preuve Si 1. a lieu, d’apres le corollaire précédent, T est injectif et Im(T') est fermé dans Y.
Alors, Im(T) = Im(T) =Y donc T est surjectif et par suite inversible.

Réciproquement, si 2. a lieu, on aY = Im(7T) C Im(T) C Y . Donc Im(T) = Im(T) =Y, ce

qui donne le résultat d’apres le Corollaire précédent. m

2.3 Espaces fonctionnelles, opérateurs

2.3.1 Notion sur les espaces fonctionnelles

Théoréme 2.1 L’espace L* () est complet.

Théoréme 2.2 L’espace C () dense dans L? (Q) c.a.d. C () = L? ().
Remarque 2.2 En vertu des théoréeme2.2 et théoréeme2.3 l'espace L* (Q) peut étre obtenu de la

maniere suivant

On considére I’ensemble de toutes les fonctions continues sur €2 et on définit dans cet ensemble
un produit scalaire
(u,v) = /uvdx, (2.7)
Q
en le complétant (en leur ajoutant) par les éléments idéaux (limites des suites fondamentales) on

obtient L? ().

[N

|ul]* = /qux > |jul| = /qum
(2.8)

Q Q
|| wn, — | = 0, (tn),en suite fondamentale.

Remarque 2.3 Tout élément idéal peut étre identifié a une fonction de carré intégrable.
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Définition 2.2 Toute fonction de carré intégrable peut étre obtenue comme limite d’une suite

de fonctions continues (dans la norme de L?).

Dans [0,1] C R, on considére I'espace C} ([0, 1]) vérifiant

on munit cet espace du produit scalaire

1

_ [dud

) drdx
0

(u,v) dz,

(2.9)

(2.10)

on compléte C} selon la norme induite par (2.10). L’epace obtenue est 1'espace de Hilbert

W([0,1]). Etudions cet espace, une fonction de C! peut étre considérée comme élément de

L?(]0,1]) . Pour une telle fonction, on a l'inégalité :

Preuve

||U||L2

IN

IN

IN

u

€ Gy ([0,1]) = llull g2 < llullyp; -

19 2
T 2

Ja) (] (2

0 0

8
|

dx (Holder)

xT

2
x/ (i%) d¢ | de comme x € [0, 1]
0

1
du\ 2
/ (d—g) it | do = [l do = Jully;
0

0

(2.11)

34



Chapitre 2 : Théoréme d’existence et d’unicité de la solution pour les E.D.P dans
les espaces fonctionnels

D’ou

[l o < ullyig -

Soit maintenant u un élément quelconque de W ([0,1]) et (), ey une suite de Cj ([0, 1]) qui
converge fortement vers u (||un — ullyi = O) (i.e.) up o dans L2([0, 1]).

D’aprés (2.11) la limite u € L?([0, 1]) sera identifiée a un élément v € Wy 2([0,1]) et de cette
facon on définit I'injection canonique W} < L2.

5 u
Si u, — u dans Wj. Alors <d—"> converge vers une fonction limite dans L? qu’on la note
x

u .
par T (appelée dérivée généralisée de la fonction u € W3 (au sens distribution)).
x

z du
fdg

Remarque 2.4 Pour tout u € W2, on a l'égalité u(x

Remarque 2.5 Si on définit C} avec la condition u(1) = 0, on construit la fermeture de C}

selon (2.10), on obtient W([0,1]).

Remarque 2.6 On peut fermer (compléter) C' dans la norme induite par le produit scalaire

(u,v) = /j—zg—;dm + /uvdx
— (w4 du dv
- dx’ dx
Pour obtenir W3.

Considérons C1(€2) ou 2 = [0,1] x [0,1] € R? avec

du dv du dv
(u,v) = / <d_x1d_331 + — s dxg) dridxy + /uvdmldxg.
Q Q

o ou
Cl([oa 1] X [07 1])a Uu |GQ: 07 6_77 |6Q: 0.

Si on compléte C! dans la norme induite par le produit scalaire, on obtient W”(Q)

35



Chapitre 2 : Théoréme d’existence et d’unicité de la solution pour les E.D.P dans
les espaces fonctionnels

Si on considére une fonction u € Co'lqu’on peut l'identifier un élément de L? et on utilise la

représentation
1

du
u(xy, o) = /d_,f (&, z9) dE, (2.12)

0

et repostons le raisonnement utilisé par la démonstration de (2.11). On obtient

ul| 2 < ||U||W21(Q)- (2.13)

L’inégalité (2.13) permet de définire I'injection canonique Wi () — L2.

2.3.2 Opérateurs linéaire( fermée, fermable)

Soit T': H; — H, (opérateur linéaire), on note D(T") sont domaine de définition, D(T") C Hy,

et R(T) ensembles des valeurs de T.
R(T)={Tu,ue D(T)} = U [Tu] .
La norme de T est donner par

Tu
7= sup 1Tl
580 Tl

1. Si [|7|| < oo, on dit que T" est borné. T' est continue si u,, — w dans H; = Tu,, — Tu
dans H,. L’opérateur A est appelé extension de T’ si
2. D(T) C D(A).

3. Tu= Au, Yu € D(T).

Définition 2.3 L’opérateur T : Hy — Hy est dit fermé si pour toute suite u,, € D(T)

u, — u dans H;

Tu, — f dans Hs
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alors

ue D(T) et f=Tu.

Définition 2.4 L’opérateur T : Hy — Hs est dit fermable si pour tout suite
un, € D(T),u,, — 0 et Tu, — f

alors

f=0.

2.4 Deérivées généralisées

2.4.1 Dérivée généralisée faible, forte

Soit u € Wi(€). Alors pour tout v € C1(Q), on a

1 1
d

/—Uud:c = —/fvd:t,
dx

0 0

ou f = _d_u est la dérivée généralisée de u définie par (2.14).
x

Soit maintenant w € W3 () / 3f € W3(Q) vérifiant (2.14) pour tout v € C1(Q)

1 1
dv

/%udx = —/fvdx Vv € C}(9),

0 0

(2.14)

on dit que f est la dérivée généralisée faible de u, et la condition u(0) = 0 est satisfaite au sens

faible.

La dérivée généralisée définie dans le paragraphe 1 (exemple) est appelée dérivée généralisée

forte

u, — u, dans W} ([0,1])
du,, du

& odx
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En définissant la dérivée généralisée, on a construit une nouvelle extension D" de 'opérateur
de la dérivation classique D définit sur Cj(Q).
L’extension D* est appelée dérivée généralisée forte et aussi une extension de D. L’existence

de D? entraine l'existence de D* (D" C D?).

En générale la réciproque n’est pas pour montrer que D* = D" (pour un opérateur différentiel)

il est tres difficile et reste un probléme ouvert (pour la plus part des cas).
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Les équations de type parabolique.

3.1 Position de probléme aux limites et a valeurs initiales-

probléme de Cauchy

Considérons 1’équation parabolique de la forme

Lu = — — Z _.(ai’j@’t)@_xj + a;(z, t)u) + sz‘(%t)a_x +a(z, t)u

comme ce particulier de (3.1), on a ’équation de chaleur

ou =~ Of;
i Au= f(z,t)+ 2 oz,

reQCR" 0<t<T,

qui décrit la propagation de la chaleur dans un domaine 2 C R".

Les problémes suivants sont fondamentaux pour (3.1) :

1/ Le probléme de Cauchy : chercher la solution u(x,t) vérifiant (3.1) pour x € R" et
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t > 0 et vérifiant aussi pour ¢ = 0 la condition
u(z,0) = @(x). (3.3)
2/ Le probléme de Dirichlet : chercher la solution u(z,t) vérifiant (3.1) dans
Qr =0 x[0,7] ouf CR",

et la condition initiale

Ulimo = p(z) € Q, (3.4)

et la condition ou limite

u ’89 = @(S,t). (35)

Dans R"*! le domaine Q7 est appelé un cylindre, sa surface notée par

ST = SX[O,T]
= 09 x[0,T7],

et 'ensemble {(x,t) : x € Q,t =0 } et la base inferieure du cylindre.
3/ Le probléme de Neumann : chercher la solution u(zx,t) vérifiant (3.1) et la condition

initiale u ;=g = ¢(z) et la condition ou limite

ou i ou
8—U|ST = Z@i,j(%t)a—%cos(ﬂ,wi)

ij=1

= X(S,t). (36)

Si au lieu de la condition (3.6), on a la condition

0
8_17; ’ST +u |ST = 77(5#5)» (37)

on a ce qu’on appelle le 3¢ probléme au limite et & valeurs initiale.
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

Exemple 3.1 Soit [’équation

Lu = f(z,t) sur Qr =1[0,1] x [0,T7], (%)
L ou  9u
o Lu = == o
At
Partie libre
T /
vs ] Bz
X = 0r x=1
2
2
0=(01)

Comment poser probléme aux limites pour l’équation (1) dans Qr, (i.e.) comment trouver
les conditions initiale et aux limites pour que l'inégalité de l’énergie soit vérifiée.
Solution :
ou  0%u
— - = ,t) sur =10,1| x [0,T 1
= Ft) sur Qr=[0,1] % [0,7] (1)
Si on multiplie ’équation (1) par 2u, et intégrer sur le domaine Q, ou 7 € [0,T] (i.e.) on

considére le probléeme dans L?(Q,) de l’équation (1) et la fonction 2u.

2/utUdI'dt — Q/ngxgd-rdt - 2(,}0) U)Q,Qr7 (2)
5, o,
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

evaluons les 2 termes du membre gauche de (2)

2/utudxdt = /%(UQ)dIdt

Q- Qr
= /u2 cos(7,t)do
0Q~
1 1
= —/uz(x,())d:): + /u2(:)3,7')d:1:,
0 0
et on a
0 ou .,
—2/uumd1’dt = —2/%(umu)dxdt + 2/(£) dxdt
Qr Qr Qr
— ou .,
= —2 [ upucos(V,t)do + 2 (%) dxdt
2Q- Q-
= —2/uz(1,t)u(1,t)dt + 2/um(0,t)u(0,t)dt + 2/(?)2dxdt.
T
0 0 Qr
L’équation (2) devient
1 1 a T
/u2(x,7')dx—/u2(x,0)dx+2/(a—u)2dxdt+2/ [1,(0,)u(0,t) — uy (1, t)u(l,t)] dt = 2(f, u)2q,,
T
0 0 Q- 0
(i.e.)
1 a 1 T
/ V(3. 7)d+-2 / (O rit = / W2, 0)dz+2 / (1, (1, £) — 1 (0, )0, 8)] de+2(f, u)so..
T

0 Q- 0 0
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

En utilisant 'inégalité : 2ab < a® + b?

1
/u2(:v,r)dx+2/(g$)2dxdt / 2(2,0) da:—i—Z/ (1, 1)L, £) — (0, (0, )] dt+| f112 0+l
0 0

Qr
(3)
De (3) on peut poser les problémes suivants
1/ Le probléme de Neumann : si on pose
ou ou
2(1,1) =0=—|o=1, u(0,8) =0 = — [4=
w1, =0= S0y 0(0,6) =0 = 5[y
2/ Le probléme de Dirichlet : si on pose
w(l,t) =0 =ulp=1, w(0,t) =0 =1u|p— -
3/Le probléme mixte : si on pose
0 0
8_1; lz=0 = 0,u |,=1 =0, ou a—z lz=1 =0, ;=0 =0,
de .
/ [uz (1, t)u(1,t) — u,(0,t)u(0,t)] dt = 0.
0
On peut avoir les conditions auz limites
ou «
(3152 +020) ag.=s.i00 = 0 /S =00 = {{0}U{1}} )

ur (1, ) u(l,t) — up(0,6)u(0,t) = wux(1,t) [u(l,t) — ug(0,t)] + ux (1, t)u(0,t)
—u(0,t) [ug(0,t) — u,(1,t)] — w(0, t)uy(1,1),

donc

a1, )u(L,8) — 1p (0, )u(0,8) = uy (1, 2) [u(L, ) — (0, 8)] + u(0,2) [un(L, t) — e (0, 1),
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

d’ot les conditions aux limites (x) On choisie u(x,0) = ¢(x) ( condition initiale) l'inégalité obtenir

1 1 T

/u2<:€,7')dl' + 2/(%)2@:(& < /g02(:v)dx + 2/ [ (1, )u(1,t) — ug (0, )u(0,t)] dt + HfH;QT + HquQT

0 Q- 0 0
2 2 2
< ||90||2,(0,1) + ||f||2,QT + ||u||2,QT )

on utilise

T 1
e, = (it
0 0
— [ e Ol
0

2

ou

2
[u(z, 7')||2,(0,1) +2 ‘ Oz

2 2 2
< el + I3q, + [ Iute Ol s )
2,Q-
0

En utilisant lemme de Gronwelle pour éliminer le dernier membre droite de (4)

T

/f(t)dt +g(1) < h(r) + c/g(t)dt — /f(t)dt + g(1) < cexp(er)h(T) |,

0

on prand le min(1,2) = 1, on pose

2 2
h(r) = el 01 + 1fllzg,

[ -

g(r) = lJulz, )50,

2

@
ox

Y
27QT

et
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On obtient alors
oul|?

o < cexp (c7) [||90||§,(o,1) T HngvQT] ’ &

27QT

2
. 7B o + \
)
c=1,

passons au supréme un / o 7 sur [0,T] dans (5), on obtient

2
27QT

@
ox

IN

sup (uuwwi,w,n + \ exp(T) [l 0 + /130, (6)

0<r<T

2 2
K [llell3 0 + 113, ] -

St on pose
] e, )] +\a“ 2
ull, = su u(z, T — 7
r OSTET 20D 0w |lyq,
2 2
[Aul|p = [lellz,00) + 1 fll50.
ol

A : E—=F
u — Au=F = (f, )= (Lu,lu)

ou F = L*(Qr) x L?((0,1)) la plus petite classe de solutions est l’ensemble C*'(Qr).On peut
choisir le domaine de définition (classe de solution) la féerméture de C*'(Q.) (a la norme ||ul|, =

SUPg< <7 (Hu(m, 7')H§7(071) +| %H;Q )) linégalité (6) peut étre mise sous la forme :
lull g < K[| Aul| -

L’unicité de solution s’ensiont de "inégalité obtenue.
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

3.2 Probléme de Dirichlet pour I’équation de chaleur

Nous allons étudier en détail le probléme de Dirichlet (2 C R™) borné, introduisons d’abord

Pespace W, °(Qr) ou le produit scalaire défini par

(u,v)gég; = /uvdmdt + /umvmdxdt, (3.8)
Qr Qr
1,0 2 Ou 2
W) = {u e @)/ g < 2Qn ),

on note par H||§1(§; la norme dans W,°(Qr), Wa*(Qr) est le sous espace de Wy(Qr) quiest la

1,0 . A
fermeture dans HHg Q; les fonctions réguliers s’annulant sur Sy.

3.2.1 Formulation du probléme

Considérons le probléme de trouver la solutions u(z, t)

Moyu = wu; — Au

= f(%ﬂ‘FZT, (3.9)
i=1 !
dans le domaine
QT = x [Oa T] ;
et la condition initiale
U li=o = ¢(2), (3.10)
et la condition ou limite
uls, =0. (3.11)
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Les solutions généralisées sont les éléments de VV22 ’I(QT) ayant le produit scalaire défini par

(u, v)géT = /(uv + UpVp + Ugr Vg + Ugvy)dxdt, (3.12)
Qr

ici

n n
Uy Uy = E Ug; Vg, et UppVpy = E Ug;z; Ve -
=1

4,j=1

Plus précisément la solution généralisée de (3.9) — (3.11) dans cet espace on obtient
Wyo (Qr) = W5 (Qr) n Wy (Qr)

On introduit Pespace suivent espace W' (Qr) ayant les éléments u € L2(Qr) au g, u, et

Uze € L?(Qr) avec la norme

2
mwwzlﬂﬁ+@+@+@WMMt, (3.13)

T

le produit scalaire dans Wi (Qr) défini par

(u, U)W2A,1 = (U,0) 20,y + (Ut V1) 1200y + (U, Va) p2gpy + (A, AV) 12, - (3.14)

Remarque 3.1 Au lieu de la norme (3.13) on peut utiliser une norme équivalant

lulls, = /W%%NNMMt. (3.15)

T

Le produit scalaire aussi a [’espace

(U, U)2A,5T = (uta Ut)LQ(QT) + (AU, AU)L2(QT) : (316)
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

On s’intéresse aussi a l’espace
A, A, i1
Wi (@) = W3 (Qr) N W, (Qr)

On suppose que f + Z g—ﬁ =F e L*(Qr).
i=1
On définit la solution généralisée du probléme (3.9) — (3.11) dans Wi (Qr) comme étant les

éléments u € W2A7 ' (Qr) vérifient (3.9) dans Q et la condition initiale (u |—¢ = ¢(z)). On peut

écrire le probléme (3.9) — (3.11) sou forme dite opérationnelle
Au = {F ¢}, (3.17)

ou A et lopérateur transforment u(x,t) a la paire d’élément Myu et u(z,0) = p(x).

L’opérateur A est considérée comme étant 1'opérateur non-borné agissant sur L?(Qr) dans

I’espace de Hilbert

= L*Qr) x W;°(9),
A o LXQp) — W = L¥(Qr) x W(Q), (3.18)

les éléments de W sont les pairs {f, U} avec f € L3(Qr) et ¥ € W;(Q) ou le produit scalaire

dans cet espace défini par

e {2 e = /fledxdt + /\If;\pidx. (3.19)
Qr Q
On démontre que 'opérateur A fermable (i.e.) on démontrer que si (v, )men € D(A) / vy — 0
dans L*(Qr) et si Avy, = {fin, ¢} — {f, ¢} dans W alors on démontre que f = ¢ = 0.

m—->00

Preuve Soit 7n(z,t) assez réguliere avec n|g, =0, n(x,T) = 0 et considére l'intégrale Qr

/Movmndxdt (*)
Qr
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(%) = /Movmnda:dt

Qr
d
= /(% — Avy, )ndzdt
dvp,
= /Lnd:ndt — /Avmndmdt

- /vmncos(v,t)da— /vmntdmdt— /7] E 8avmdmdt
x?
i=1

aQr

= /vmn ‘Eg dr —

Q

Qr Qr

n

Qr L oQr=sr= 1=09x[0,T) =1or

- / Vo, T)n(z, T)daw — / (2, 0)n(z, 0)dz: — / vmntdxdt—i—z / c‘?z %Z’jdmdt
Q

|
e

7QT

U (2, 0)n(x, 0)dz /vmntd:vdt+z /Um cos(v, x;)do — Z/@ 2'Umd:cdt

vm(z,0)n(z,0)dr — /vm(nt + An)dxdt,

Qr

on faisant tende m — oo on obtient

/fndmdt + /gpndx =0,

QT Q

implique que les 2 intégrales s’annulent indépendamment

\

/fndxdt =0< (f, n)L2(QT) =0, Vn assez réguliére,
Qr

/gondx =0 (0,02 =0, Vn  assez réguliere,
Q
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Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

W(Q) = L2(Q) de (e, M2y =0 Vn  assez réguliere alors ¢ = 0.
fel*Qr) (f, M2 =0 Vn  assez réguliere alors f =0, (i.e.) A admet une fermeture
A. =

3.2.2 Unicité de la solution

Pour le probléme (3.9) — (3.11) on a ’égalité

vz (2, 7)I50 + / (07 + (Av)®)dadt = ||vg(x,0)|5 o + / (Myv)2dadt, ou v e D(A) et 7€ [0,T],

Qr Qr
(3.20)

a partire des quelle on obtient ’estimation a priori

(lol3a,)” < Al

Preuve de (3.20)

On peut déduire que la convergence forte d’une suite d’éléments d’une espace W entraine la
convergence d’une suite d’éléments de ’espace W2A7 nglT (i.e) la convergence (Avp,)men (v € D(A))
dans la norme de W implique la convergonce (v,,)men dans la norme de Wf éng-

Pour démontrer (3.20) on considére l'intégrale

/(Mov)Qda:dt = /(Ut — Av)?dzdt = /(vf + (Av)?)dadt — 2/UtAvdxdt

Q- Qr Q- Qr
N 5 - 0%v
= (v; + (Av)?)dzdt — 2 Z vtmdxdt
o =14 L
0% “ 0 ov
— /( + (Av)*)dxdt — 22 / &E? cos(v, z;)do + 2 2; /ax,( )Gaji
Qr i=1 0Qr = Qr
= / (vt Av 81}
Q- =la
ov(x,T) - ov(
= / (v? + (Av)?)dzdt + Z / oz, / 8@
Q_’_ l
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donc
2
/(Mov)2da:dt = IFl30,
Q-
et
Fl2 _ 2 Aol ov(x, ) 2 ov(x,0) 2
1Fllzq, = lullg, + 1AV, + || —5 — vo | 0z g
ov(z, )|
2 2 s
& ||'Ut||27Q.,.+||A’U||27QT—{— o »
dv(z,0)|?
— 1Mool + |
27QT ax 279
Oy 2
— ||F|? 7r
Pl + 52 .
de cette derniére égalité, on obtient
Oy 2
2 2 2
Il + 1A0]2g < IFIZ0. + HO_ |
Tll2.0
(i.e.)
2
Al 2
(Ieli5a,) < 4wl )

et 'estimation & priori devient

Al 2
sup |[v(., 7)[lgn < [lAv[fy -
0<7<T

On peut obtenir a partir de (3.20)

Al 2
sup [[vm (-, 7)llog < [[Avmlly
0<7<T

d’ou la convergence (Av,,)men dans W implique la convergence de (v, ) men dans la norme donnée

SUPo<,<T “U(" T) HWQIQ )

o1



Chapitre 3 : Les équations de type parabolique.

Si on prolonge (*) avec solution forte, (i.e.) on a I'inégalité

lollza, < [[vlly, (%)

I'opérateur A défini par

cela prouve que les éléments de D(A) = Wf ’1T

Av = {F,v(z,0)}

ou / est I'opérateur de trace.

On peut déduire de () 1'unicité de la solution forte, aussi que R(A) = R(A), et pour

conséquent A existe sur R(A). m

3.2.3 Existence de la solution

Pour que I'équation Av = {F, } est résoluble il suffit de démontrer A est surjectif (i.e.)

R(A) =W
Preuve Pour montrer que

VF ={F, ¢} e W,3v/v=A4 {F ¢}, (3.21)
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il faut démontrer que

R(A) = W <= R(A)* = {0}
R(AY = {0} <= (Av,V),, =0
= V=0ouVeWw
(ie) V. = (w,wp).

Car W espace de Hilbert

({Lv; o} {w,wo}) = (Av,V)y

= /w(vt — Av)dzdt + %vx(x, 0)dx
x
Qr Qr
ou v € D(A) arbitraire v = (w,wp) € W.

Démontrons qu'il existe de (3.22) w = wy =0 ((i.e) V = 0). Posons
t

/A_lw(l',T)dT, sit >ty

t1

v =

O, SitStl,

ou t; € [0, 7] arbitraire.

(3.22)
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Remplacons v dans (3.22) on obtient d’abord

T
//Avt(vt—Av)dxdt =0
t1 Q
T T
= //(Avt)vtd:vdt—//AvtAvda:dt
t1 Q
" OU.a, 2 |t=T
— Z( . “ug cos(v, x;)d 3 V2dwdt — 5 (Av) ‘t:tl dx

= oy o

_ / [aysit - [(aop. ),

d’olt on déduit que v,y =0 = Av; = 0 = w dans Q.

L’identité (3.22) prendre la forme /%%vx(as, 0)dz = 0 pour tout v € D(A). Puisque

Q

wy € Waq et Wig(Q) = LA(Q), (3.23)

alors d’apres (3.23)

U}O:O:>VEOZ(U)77~UO)7
d’ou la théoréme. m

Théoréme 3.1 Pour tout Q € R™ borné, le probléme (3.9) (3.11) admet une solution unique

dans WQQ st F'= f+zgfz € L*(Qr) et QDEWQQ

=1

Remarque 3.2 Si S € C?, Au € L*(Q) et u € WH(Q), alors u € Wy(Qr), et dons ce
cas Wf O’l(QT) peut coincider avec VV22 ’Ol(QT) et par conséquent le théoréme précédant peut étre

appliqué pour les éléments v € Wi’ol(QT).

Remarque 3.3 Tout élément u € Wfdl(QT) est un, éléments W(Q) pour tout 7 € [0,T) et de

pend continument de T dans la norme de W(Q).
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De plus on a pour T € [0,T]

T

HUSE<$’7)H§,Q = Hum<x70)H§,Q B /(ut<x7t>’ Av<x7t))2,ﬂdt’
0

3.3 Meéthode de ’énergie pour les opérateurs paraboliques

de type général

3.3.1 Formulation du probléme

On considéré ce probléme

ou "9 ou
- —at:zjla—xxw%wa )+ 3 e+l
Zafz

avec la condition initiale

U =0 = p(z), (3.25)
et la condition aux bord
u |ST = O,
tel que
2 borné de R"  a;; = a;,,
ou
(3.26)
et
2 2,1 of

on & aussi la condition
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v <> a8 <pg® v >0, (3.28)

ij=1

3.3.2 Unicité de la solution

Premiére inégalité de 1’énergie

n
On note f(z,t) = f(x,t) + Z gﬁ?, supposons que 02 est réguliére et si les coefficients de

=1

sont certaine propriétés de régularités, avec les conditions (3.26), (3.27), (3.28) ’équation (3.24)

peut prendre la forme

"L 0 ou &
Mu = wu;— Z;a_xz(a”(x’ t)a_x]) - = ai(xa t)u:m —a (ﬂf,t) u (329)
= [f(=,1),

a laquelle sont associées les conditions initiales et aux limites

U =0 = ©(x),
|t 0 90( ) (3.30)
’LngT = 0,

et
Qij = Qji,
2\ ) (3.31)
v < Zaijfifjgﬂf-
ij=1

Ou v, i des constantes positives

5 = (5175% 7€n) 52 = Zgzz
=1

p e L*(Q), feL*(Qr)
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8a1~
< 1y

0x;
0L

. 1 (3.32)
(;a?) <y a| < py

On peut écrire le probléme sou forme dite opérationnelle

A:EFE— F,
Au={f, ¢},
avec
fulls = sup [l 1) [y + gy
[Aullr = llelzz@ + Iz

Définition 3.1 On appelle solution généralisée du probléeme (3.29).(3.30) toute fonction u €
W30(Qr) vérifiant Uidentité

—/(unt + @iy, + aiug,n + aun) drdt — /gpn(x, 0)dx = /fn dxdt
Qr Q Qr

pour tout n € W3 ,(Qr) assez réguliere avec n|s, =0, n(z,T) = 0.

Multiplions I’équation (3.29) par u et intégrant le résultat sur @,

/Mu u dxdt = /fuda:dt
QT QT

On a
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/Mu u dzdt = /u(ut - i(aijugcj) — au,, — au)dzdt

a[l’)i
QT
0
= [ uw; dzdt + (—a—(aijuxj)u — Uy, u — auu)dxdt
£y
Q- Qr
170 )
= 875( u?)dxdt + (@ijUa, Ue, + itz u + au”)drdt. (3.33)
QT Q-

Donc

1
5/%(102)611’6# + /(aijuxjuzi — QilUg; U — auQ)d:vdt = /fudg;dt_
Qr

Q- Qr

En utilisant les conditions (3.31), (3.32) dans l'expression (3.33) et effectuons les majorations

suivantes

/8 Hdxdt + u/u dxdt < /(a Uy, u + au®)drdt + /fudxdt

Q- Q- Q-

D’apreés inégalité de Cauchy on a

! !
/a %) dwdt + 1// 2dxdt < /uiidxdt (é/a?u%xdt) + ,u2/u2dxdt
QT T QT
+ / fAdxdt / Qda:dt)
2

fo /uidwdt / dedt) /qumdt
. o
/ fAdxdt / uzda:dt)

o8
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v 1
d’apres l'inégalité |ab| < §a2 + 2—62 on a
v

1 1
5/%(u2)dxdt + V/uidmlt < g/uidxdt + (52 + o + 2) / 2drdt + = /f drdt, (3.34)
QT

Q- Qr Qr Qr
alors
9, 5 2 2 2
a(u Ydxdt + v [ uidedt < Cy [ u*dxdt + | f2dxdt,
Qr Qr Qr Qr
ou
#2
Donc

‘ mdxdt + V/u dxdt < C’l/u2dxdt + /fzdxdt,

Qr Qr Q-
/u2 (z,7)dx — [ u*(x,0)dr + u/u drdt < Cl/lLle'dt + /f2d3:dt
Q Q- Q- o

u? (o, 7 d:c+y/u dedt < 01/u2d$dt+/U2($,0)dl‘+/f2dl‘dt

O

T

Qr Q Qr
u? a:Tda:—i—l//u dzdt < C/ 2dmdt+/ 2d:z:+/f2dxdt
QT

-

b\ b\ :\ b\

O

alors

min {1, v} /u2 (x,7)dx + /uidwdt < max {Cy, 1} /qua:dt + /90261:5 + /dea:dt :
QT

Q Q- , Q
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et par conséquent

/ u? (z,7) do + / uldrdt < c / ©?dr + / fAdxdt + / w’dadt | (3.35)

Q o ) Q- o
ou
~ max{C, 1}
~ min{l,v} "’

Utilisons maintenant le lemme de Granwall pour éliminer le dernier membre droit de (3.35)

T

/f(t)dt +g(7) < h(r) + C/g(t)dt — /f(t)dt + g(1) < cexp(er)h(T) |,

0

on pose
h(t) = /g02dx+ /f2dxdt,
Q Qr
/f(t)dt = /uidwdt,
O QT
et

o(r) = /u2 (2, 7) da.

Q

On obtient alors

/quxdth/uidmdt < ce” /@dedth/dexdt :
QT

Qr Qr Q

o) Wy + el < e el + 11,

en passant on sup par apport a 7 sur [0,7], on obtient
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sup u(2,7) [+ luslltaen < e [lelia + 1 1Eaan)

< k[l + 112 0m | - (3.36)
Alors I'inégalité (3.36) peut étre mise sous la forme
lulle < Kl[Aull k>0,

de cette derniére inégalité on peut déduire 'unicité de la solution généralisée du probléme (3.29)—

(3.30) .

La deuxiéme inégalité fondamentale

Pour les opérateurs paraboliques M de type général

o= P D 02 e+ 302 e

ot — 81’2 ’ 81’]‘ - 0@
i,j=1 =1
- f(x7 t) + ;:1 8:171',

on note F'(x,t) = f(z,t)+ Z gg i, supposons que 0f) est réguliere et si les coefficients de sont
i=1

certaine propriétés de régularités, et si en plus des conditions (3.26), (3.27), (3.28), les coefficient
de M vérifiant aussi les conditions

@i,j

8@1‘7]‘
S Hq 8t

S 251 ‘ axk

M,
\a Z < (3:37)

8%
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En tendent compte que la condition |2%

5ok < iy, alors Mu peut prendre la forme et on

ou "9 ou . ou
Mu = E - L]Zl a_xi(ai,j(xa t)a_xj) + (li(l’, t) 81‘, + G(ZE, t)u
= u— Lu
= F(x,t), (3.38)

ou

Nous savons que l'opérateur elliptique Lu réaliser

2
2 2 1
lttaall3y < - €0l 2y + ¢ (IulS2) (3.39)
avec ¢ dépondant de u et S.
Il est évident que
1
luzl* < 5— | Lullfz + Csy [lull®, (3.40)
21/62
. . 2 3 .
qul est vral pour tout u € W;(Q), oun C,, = — g+ —=+¢2], g2 > 0, et u est solution
v v

généralisée dans W3 () du probleme Lu = F(xz,t), u |s= 0, f € L*(Q).

Si on pose g9 = @, on obtient la seconde inégalité de ’énergie pour les opérateurs
elliptiques
JullE) < 2 1£ull + Ca lul (341
v(c+1)

0116’2:\/(1+C)(1+C’1)etC’1:C’82pouregz 1
Dans le cas ou (Lu,u) > &, ||ul|* avec ; > 0 constant le dernier terme de (3.41) peut étre

estimé en terme de |[Lu|| et au lieu de (3.41) on aura l'inégalité

Co < Cs|Lull, (3.42)

lu
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ou

et par conséquent

@ (2,
ol < (2452 ) eal.

On peut écrire le probléme sou forme dite opérationnelle

A:E—F,
Au={f. ¢},
avec
lullz = sup [lu(z,7)[|Z2)
0<7<T
[Aullr = Neallza@) + 1Mullz2q,),

Considérons I'intégrale / (Mu)*dxdt pour une fonction arbitraire u assez réguliére s’annulant

Qr
sur les frontiéres

/(Mu)2dxdt = /(uf — 2uLu + (Lu)?)dzdt
Qr Qr

= / [uf + (Lu)? — 2 (@ jUg; )2y — 2UpQiUy,; — 2€Luut} dxdt

Q-
_ Ja; ; X R
- /(uf + (Lu)?)dxdt + /ai,juxiuxj =0 dx — / gt’J Ug U, ATt — Q/Ut(aiumi + au)dzdt,
Q- ) Q- Q-

donc

da; . .
/(Mu)2dxdt+/ai,juxiuxj li—o dx = / {uf + (Eu)2 - %ulﬂjum — 2uy (G, + au)} dxdt—l—/ai,juxiuxj [P—
Q- )

Qr Q
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d’ou
2 da; j N N
(Mu)“dxdt + [ a; jug g, |i=o0 dz + 8t7 U U, dxdt 4 2 [ uaiuy, dzdt + 2 [ w,audzdt.
Q- Q Qr Qr Qr
= /ufd:cdt + /(Eu)dedt + /amu%uxj |i=r dx. (3.43)
Qr Qr [9]

On utilise les conditions sur les coefficients du 'opérateur L et les inégalités de Cauchy avec

. On obtient de (3.43) pour tout € > 0

2 2
a2, + I1Cull’ o, + / i ttaytty, iy da
Q

1
< /(Mu)zdxdt + /ai’jumium]. lt—o dz + C’g/ [ui + eul + _uz} dxdt. (3.44)
€
Q- Q Qr

Remplacants / (Eu)dedt et / @i Uz, Uz, [i=- dx par des quantités plus petits en se basant

Q- 0
sur l'inégalité de Poincaré

2 2
lullzq, < (@) llusllsg, -

en choisissant €= i, on obtient d’aprés (3.44)

1 1
V/ui(x,T)dx —|—/ [5“? + —uix} drxdt < ,u/gpi(w)dx + 03/ [u? + u?] dwdt + /(Mu)%ixdt
c
Q

Q Q-r Q-r QT

< w / @3 (x)dx + c4 / uldxdt + / (Mu)*dzdt, (3.45)
L Qr Qr
ie
v ||ux(x,7)||§7QT < u/gpi(x)dl‘ + c;;/uid:vdt + /(Mu)2dxdt,
Q Qr Q-
alors

2 2 2 2
sl T3, < C [lealia+ luallyg, + IMullyg, ]
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Ou
InaX{M’le}
> .

C:

En utilisant lemme de Gronwelle, on obtient 'inégalité

2 2 2
o, 73, < K [leallpe + 1 Mull3q |

en passant on sup par apport a 7 sur [0, 7]

2 2 2
S a7 30 < K [loalio + IMullg, ]
0<r<T

donc

2 2
lulle < K[| Aullp
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Chapitre 4

Un probléme mixte pour une équation
parabolique d’ordre supérieur avec des

conditions intégrales

Dans ce chapitre nous étudions la solvabilité d’un probleme mixte avec des conditions inté-
grales pour 1’équation parabolique d’ordre supérieur impaire. L’existence et I'unicité de la solu-
tion forte sont établies a I'aide d’inversibilité de la fermeture d’opérateur générée par le probléme

considéré.

4.1 Formulation du probléme

Soit le rectangle Qr = @ x (0,7) ou 7" > 0 et Q = (0,(), on considére le probléeme mixte

avec des conditions intégrales pour I’ équation aux dérivées partielles de type parabolique d’ordre

supérieur
92m+ly,
= f(fL’,t), (ZL‘,t) € QT7 (41)
l(u) =u(z,0) =¢(x), 0<z<l, (4.2)
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u(0,t)=0, 0<t<T, (4.3)
!
/xku(x, t)dzr =0, O0<t<T, k=0,2m—1, (4.4)
0
la fonction donnée «(t) et sa drivée oy (t) satisfaisant aux conditions
a(t) < cg, ayt) > e, (4.5)

ou les constantes cq et ¢; sont strictement positives. f(x,t) et p(z) sont des fonctions données.
Le probléeme (4.1) — (4.4) peut étre écrit sous la forme opérationnelle, on définit L I'opérateur

sur &/ dans F par
L=(L1),

on pose

D(L) = {u € B+ STup, Sy, 3 5 € LA(Qr) } :

tel que

T T1 Tm—1
%;”u:// / w(&ppo1, )dE,, 1 dTp—1...dxedx;.
00 0

Avec F est un espace de Banach pour la norme

2 2
fully = sup 197uC ) oy
_T_

= sup /(%Z‘u(m,T))de Vu(z,t) € E. (4.6)

0<r<T
0
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Et F est un espace de Hilbert pour la norme

[al= ”in?(QT) + ||%;n90||i2((0,l))
l
— [(rasts [Qrerds vF= (10 €, (A7)
Qr 0

la fonction ¢ vérifiez les conditions suivantes

et

4.2 Unicité de la solution

Théoréme 4.1 Siu(z,t) € E, et sila fonction a(t) et sa drivée ay(t) satisfaisant auz conditions

(4.5) alors on a l'estimation a priori suivante

lullg < cllLullp,

l4m
CcC = max{?—m,l} .

ol

Preuve
On pose
Mu = (—=1)"S2"y, (4.10)

et
Q" = (O’ l) X (077_)7

prendrons le produit scalaire dans L?(Q7) de ’équation (4.1) et I'expression différentielle Mu on
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avec des conditions intégrales

obtient

82m+1u

(Lu, Mu)r2gry = (—l)m(ut,%imu)Lz(QT)—I—(—1)2m(a(t)w,%imu)m(@)

= (—1) (ut, %i U)LZ(QT) + (Oé(t)%i u, W>L2(QT)

(4.11)

on intégre par parties le coté droit de 1'égalité (4.11) et utiliser les conditions (4.2), (4.4), on

obtient
(_1>m(ut7 %imu)LQ(QT) = (%?U’t) %?U)LQ(QT)
l Td
= //%(%;nu(x,t))%?u(x,t)dtdx
0 o
1 [ fd
= —//—(%m (z,t))*dtdx
20 / dt
1 t=1
1 om 2
= 5[ QT 0| de
0 t=0
1 / 1 l
= 5 [@rute. e - 3 o) s,
0 0
i.e.

(4.12)
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d’autre parte

82m+1u au

(a(t)%imu,W)L%Q*) = (al)u, 5-)r2@n)
_ /T/la(w ( ,t)auéx D dzat
— %/T/a 8x (u(z,t))*dzdt
_ %/Toz(t)( (x t))thl
- %/ (6l t>>2dt—5/T (0)(u(0.0) e
_ %/Toz(t)( (1, 8))2dt

on résulte que .
N LG IR (1.13)

0

Substituons les égalités (4.12) et (4.13) dans 'égalité (4.11)

T l l
%/a(t)(u(l,t))zdt + %/(%;”u(x,T))Qda: = (Lu, Mu) 29y + %/(%;”gp(x))zdx (4.14)

0 0 0

Pour estimer le premier terme du coté droite de I’égalité (4.14). On a besoin des lemmes

suivants

Lemme 4.1 Pour tout m € N*, on a

(4.15)

H“m 1

||%ZLU||L2 00) UHL2 0,0)
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Preuve On a

Jara

A
—
~
\H
—~~
(%)
83
|
=
AN
N
e
oW
~
=
8
[N

IN
=
o\
G
™~
~—~"
~—~
L
o

alors
!
1924l 20y < |fo [ (32 (e, )P
0 L2(0,)
= el / (@7l 1) dg
0
m—1
= HO “HL2 0,0)
[ ]
Lemme 4.2 Pour tout m € N*, on a
l?m
1S u”L2 0) = S om ||u||L2 (0,0) - (4.16)

Preuve Nous utilisons la preuve par récurrence, on a d’aprés lemme précédent pour tout

m € N*

HC"” 1

IS8T ull 20y < “HLZ 0,0)

supposons que
2m—2

”Om 1uHL?(oz S oot gm—1 ||u||L2(0l)7
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alors constatons que

m l2 m—
[N UHL?(O,Z) < b} H% 1“HL2(0,1)
12 ZQm—Z
< o om1 ||U||L2(o,l)
l2m
= om ||U||L2(o,1)‘

Remarque 4.1 Les inégalités (4.15) et (4.16) peuvent étre appliquées si on remplace l‘intervalle

(0,1) par une région bornée 2 C R™ ; il suffit de remplacer | par mes(§2) (mesure de 2).

Revenons a la preuve du théoreme
Par application de I'inégalité de Cauchy avec € et (4.16) le premier terme du coté droite de

I'égalité (4.14), peut étre estimé par

(Lu, Mu)r2qry < ||'C’UHL2(QT) || Ml

L3(QT)
1 1
< 5/(S§mu)2dxdt+ 5/(£u)2dxdt
QT QT
l4m ocm,,\2 1 2
< YT} (ST u)*dxdt + 3 (Lu)“dzdt, (4.17)
QT QT
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substituons ’égalité (4.17) dans I'identité (4.14), et utiliser la condition (4.5) on obtient

T l T l
1
% (u(l,t))dt + 5/(%;”u(x,7'))2dx < co/(u(l,t))th + /(%?u(x,T))zdx
0 0 0 0
. !
< (Eu MuLer —1—5/
0
!
[4m am. 22 1 1 2
< Jomi1 (ST'u)“dzdt + 3 Vidwdt + 3 dx
QT QT 0
Z4m -
< W/(Sx u)?dwdt + /(Eu)zdmdt+ /(\s o(x))?dx
QT QT
l
< e /(Eu) dxdt+/ dmdt—l—/ ,
T 0

1.e.

T

l
co/( (1,1)) 2dt—|—/ u(z,7))dzr < ¢y /(£U)2dxdt+/ V2dwdt +
0

de

0 T

D\N

(4.18)

avec

l4m
Cy = max{l,w},

pour éliminer le deuxiéme terme du membre droit de inégalité ainsi obtenue, on utilise le

lemme de Gronwall
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et

g(1) = /l (S™u(z, 7))2dx.

l T l

/ (S™u(z, 7))*dx + co / (u(l,1))2dt < cyexp(eaT) / (Lu)*dzdt + / (™ (x))?dx

0 0 T 0

Négligeons le premier terme du membre gauche de 1'inégalité précédant

/ (S™u(z, 7))2dx < cp exp(esT) / (Lu)2dzdt + / (S7o(2))2dz | | (4.19)

T

puisque la coté droite de 'inégalité ainsi ne dépend pas de 7, par conséquent passons au supremuim

par rapport a 7 de 0 a T', on obtient I'inégalité (4.10) avec
¢ = coexp(cT).

Proposition 4.1 L’operateur L de E dans F' est fermable.

Preuve La démonstration se fait de la méme maniére que dans le chapitre 3 section 2. m

Soit L la fermeture de L et D(L) son domaine de définition.

Corollaire 4.1 En dessous de la condition (4.5), l'inégalité on peut prolonger (4.10) en passant

a la limite :

ul|; < c||Lu| Yu € D(L). (4.20)

Corollaire 4.2 L’image R(L) est un fermé de F, R(L) = R(L) et L =~ = L1 avec L=1 est

extension de L™" par continuité de R(L) ¢ R(L).

Définition 4.1 La solution de l’équation d’opérateur Lu = F est dite solution forte du probléme

(4:1) - (4-4).
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4.3 Existence de la solution

Théoréme 4.1 Pour tout F = (f,p) de F' le probléme (4.1) - (4.4) admet une solution forte
UNIQUE U = Zflf =L 1F.

Preuve

Le corollaire (4.1) affirme que si la solution forte du probléme (4.1) — (4.4) existe il est unique
et dépend continuement du F . Le corollaire (4.2) stipule que il suffit de démontre la densité
de ensemble R(L) dans l’espace F' pour montrer que le probléeme (4.1) — (4.4) admet solution

forte unique. On a besoin la proposition suivante

Proposition 4.2 Supposons que les conditions de théoréme 4.1 soient réalisé, et soit
Do(L) = {u € D(L); £(u) =0}
Si g e L*(Q) et pour tout u € Dy(L), nous avons
(L2, 9) 121y = 0. (4.21)

Alors la fonction g s’annule presque partout dans Q).

Preuve

Premiérement, on définit ¢ par la relation
T
6wt) = [ gla.s)ds. (422
t
soit £ (32™u) une solution de 'équation

T

o (£) (32™u), — / 0u(S2u)ods = 6 (2, 1) (4.23)
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avec des conditions intégrales

et soit
t
/aT(%imu)TdT s<t<T,
0 0<t<s,

de (4.22) et (4.23), il s’ensuit que

g(x,t) = —(a(t) 2™ uy); — ;2™ uy. (4.25)

Nous avons les résultats suivants :

Lemme 4.3 La fonction g et o;3%™u; appartient a Uespace L*(Qs) ,avec Qs = (0, x1)(s,T).

Preuve De (4.5) et (4.16) on résulte que la fonction a;3?™u, appartient a espace L*(Qs) il
reste prouver que a(t)S?™uy € L?(Q,).
On utilise des opérateurs de régularisation (Friedricks)

“+00

bt = ¢ [ hatias,
w e CR0,T), wlt) >0, /w(t)dt .y

—00

Appliquons les operateurs p, et % a I’équation (4.23) on obtient

T
0 0 0 0
a(t)ape%imut = _Oétpe%imut + ape(b + a [apegimut - pea%im'u’t] + ape/as(%imu)sds,
t
(4.26)
il résulte de (4.26) que
0 ’ o I 2
a(t)apegimut < 4”&,05@25 +4||atp€%§mutHL2(Q) (4.27)
L2(Q) L2(Q)
T 2

4 a o2m d 4 a o2m o2m ?

+ 57 (S u) sds + 5 [ap S2 ™ uy — paS2M | o)

L*(Q)
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en tenant compte des conditions (4.5), lemme 4.2 et utilisant les propriétés des operateurs p,, on

a
2

0
Oé(t)aﬂe%imut

2
+ HutHL2(Q)}7

a 2
<K {H—/w
2(Q) ot "l 2

L

avec
) l4m
K = max (20122—m,4) .
Comme p_h — h dans L?(Q) et la norme de a(t)2 p. 32 u, est bornée dans L*(Q)) on résulte
que a(t)2p, 32y, € L?(Q). Ceci permet d’obtenir la preuve du lemme 4.3. m
Revenons a la démonstration de la proposition en remplacant g(x,t) dans (4.21) par sa re-

présentation (4.25) on obtient :

2m 2m
(Lus9)pag) = = (uns (@8 w),) ) = (1w, a3t o g
a2m+1u 82m+1u
D)™ agg (087 ) )iz + (= 1) oG5y 087 W) )
= 0, (4.28)

en intégrant chaque terme de(4.28) par parties, nous avons

!
-1 1™
— (ut, (a%imut)t)y(@ = ( 2) /a(s) [%Zlut(x,s)fds + ( 2> /at(%?utydxdt, (4.29)
0 Qs
- (ut,a%imut)m(@) = (—1)m+1/at(%2”ut)2dxdt, (4.30)

T
_1)m
, (a%zmut)t)ﬂ@) = (—1)m/aatuzutd9€dt + %/Ozzuf(l, s)?dt, (4.31)

s s

@ ) 2(g) = (1) / aqugwdzdt. (432)
Qs
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Combinaison d’égalités (4.28) — (4.32), donne

T
/a(s) [S™ (2, 5)) ds + /OJQU?(Z, s)2dt = 3/at(§?ut)2dxdt. (4.33)
s Qs

Négligeons le terme / o?u?(l, s)%dt du l'inégalité précédant et utiliser le condition (4.5) on
obtient

l
/ S™us(z, 8))2ds < 2 [ (S™uy)? dadt, (4.34)
0

et par conséquent

4 (ramm(3)) <

en intégrant l'inégalité (4.35) sur (s,7") et en prenant cela 3(T") = 0 on obtient

B(s) exp <6—15> <0.

Co

D’ou il résulte que g = 0 presque partout dans (Qr_s. Provenant de la méme maniére un
nombre fini d’étapes, on prouve que g = 0 presque partout dans (). Cela compléte la preuve de
la proposition 4.2.

Pour que nous terminons la démonstration du théoréme 3.1, on suppose que pour un élément

quelconque G = (g, go) € R(L)*

(Lu, g)m(Q) + (S5 u, %?QO)B(O,I) =0, (4.36)
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il faut prouver que G' = 0. Si nous mettons u € Dy(L) en (4.36), nous avons
(Lu, 9) 129y =0, w€ D(L). (4.37)
Appliquer la proposition 4.2 & (4.37), il s’ensuit que g = 0. Ainsi (4.36) prend la forme
(ST u, %?QU)LQ(O,Z) =0 weD(L) (4.38)
Puisque 'ensemble de valeurs de l’loperateur de trace est partout dense dans ’espace de Hilbert
! 2

ayant la norme / (%?90)2 dx | ,alors gg =0 i.e. G =0 ce qui achéve la théoréme 4.2.

0
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Conclusion

Le but de notre travail a été I’étude de 'existence et I'unicité des solutions du problémes
pour des équations paraboliques.

La méthode utilisée dans ce traitement de ce problémes est la méthode des inégalités énergé-
tiques, Malgré la complexité des calculs techniques des méthodes utilisées, nous avons pu établir
I’existence, I'unicité et la dépendance continue de la solution par rapport des donnés initiales du

probléme proposé.
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