Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université de Larbi Tébessi -Tébessa- e
Faculté des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie '
Département : Mathematiques et informatique Sl el e sl e

ET DES SCIENCES DE LA NATURE

MEMOIRE DE MASTER

Domaine: Mathématiques et informaticque
Filiere: Mathématiques
Option: Equation aux dérivées Partielles et Applications

Théme:

Analyse dynamique d’un nouveau type de
synchronisation chaotique discrete

Présenteé par:
- BOUDIAR Houria
- BOUAKKAZ Maroua

Devant le jury:
ABDELMALEK Salem  M.C.A Université de Tébessa  Président
MESSOUDANE Hadia M.C.A Université de Tébessa  Examinateur
OUANNAS Adel M.C.A Université de Tebessa  Rapporteur

Date de soutenance: 25/05/2017




Ded eace

Je dédie ce présent travail d,

Ma mére, qui depuis ma naissance,n’'a
cessé de me bercer avec des bons
conseils et sans doute celle qui me

réconforte et m'encourage dans les
moments les plus difficiles de ma

scolarité.

Mon pére, celui qui ne se lassait jamais
pour aménager tous ses efforts pour que je
sois quelquun dans la vie.

Mes fréves : Hamza, Mohammed et
Ibrahim.

Mes sceurs :Souraya, Aya et Nadjeh que je

souhaite la réussite dans a baccalauréat.
Mes amies : Houria , Abir, Fatma
Zohra , Sara T, Sameh, Hassiba.
Et je n'oublie pas : Bouaita, Laid.
Tous ceux qui de prés ou de loin m'ont
aideé d réaliser ce mémoire.




Remerc ements

Le plus grand merci revient d notre Dieu
Allah qui lui seul nous a guidé vers le bon
chemin durant notre vie et qui nous a
réaliser humble travail.

Nous exprimons nos remerciements avec
un grand plaisir et un grand respect d
notre encadrveur : Mr. OUANNAS Adel.
Nous remercions particuliévement Mr.
ABDELMALEXK Salem et Mm.
MESSOUDANE Hadia qu’ils ont accepté de
juger notre travail.

Enfin, un grand merci d toutes nos familles,
et notre amis proches qui nous ont assuré le
support moral et matériel dont nous avions
beaucoup besoin ...

Comme nous remevrcions tous ceux qui ont
contribué de prés ou de loin d la réalisation
de ce travail.




Ded eace

Je dédie ce travail dceux quiont sacrifiés
etqui ont donnés le meilleur pour me voir
réussir dans tous les cotés de ma vie
A mon cher pére, que Dieu lui garde
A ma chérve meéve, Lesprit de ma vie, pour
ses conseils et ses encouragements.

A mon frérve Walid et mes joyeuses sceurs :
Karima, Nessrine, Sabah et Zina.

A mes cheres amies : Ghania, Ouahiba,
Amna, Aicha, Nadjet, Zina, Souria,
khaoula et Houria.

A ma binéme Maroua et tout sa famille.
A tous les étudiants de mathématique et
informatique.

A toute personne qui m'a aidé du preés ou
du loin méme

Avec un petit mot du courage.

BOUDIA" HOURIA




il 4 pks e daldie) Aaaiiall 4 gun il Sl Aakasl) dia) ja Al 2 Jsliti 3 Sl 028
Cre 53 a5 e adiag Ll Jall (e aa o st 2 Ca gl 4l Adadl) A€ 0aliall dakai
il Aallad Hleday Cilawivd Apanell 3lSLaall dal & dlidg Caadadia el (dlis

Ll Jia i)

o gill Gl danke Al ¢suaa julaae cadafiall Aadaily) ¢ oo 58l Al ja AN cilalg



Résumeé

Ce memoire a pour objet I'étude de synchronisation des systemes chaotiques
discrets. Basé sur la théorie de stabilité des systemes linéaires et la théorie de
Lyapunov, des nouveaux schémas de synchronisation entre des systéemes
chaotiques discrets avec des dimensions différentes, sont dérives. Les

simulations numériques sont utilisées pour valider les résultats proposés.
Mots clés: Synchronisation chaotique, systémes discrets, nouveaux critéres,

synchronisation généralisée, probleme inverse, stabilité de Lyapunov.



Abstract

This thesis, investigate the synchronization of chaotic systems in discrete-time.
Based on stability theory of linear systems and Lyapunov theory, new scheme of
synchronization using two different type of synchronization between two
different dimensional chaotic maps is analyzed. Numerical simulations are used

to validate the proposed results.

Key words: Chaos synchronization, discrete-time systems, new criterions,

generalized synchronization, inverse problem, Lyapunov stability.
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Introduction générale

Au cours des dernieres années, de nombreux chercheurs ont proposé des différents sché-
mas de contréle pour la synchronisation du chaos [1, 2, 3], mais la plupart des travaux se sont
concentrés sur les systémes chaotiques continues plutot dans le temps discret [4, 5].

Dans la pratique, les systemes chaotiques discrets jouent un role plus important que leurs
continues-pieces, et attirent de plus en plus d’attention [6]. En fait, de nombreux modeles ma-
thématiques des processus physiques [7, 8, 9], des phénomenes biologiques [10], des réactions
chimiques [11] et des systémes économiques [12], sont bien décrits par l'intermédiaire de sys-
témes dynamiques chaotiques discrets. Récemment, la synchronisation des systémes chaotiques
discrets a été largement étudié en raison de ses applications potentielles dans la sécurité des
communications et la cryptographie [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Différentes techniques ont été appliquées avec succes a la synchronisation des systémes dy-
namiques chaotiques (hyperchaotiques) discrets . De nombreux types de synchronisation ont été
proposées pour la synchronisation chaotique (hyperchaotique) discrete telles que : la synchroni-
sation compléete (SC) [20], la synchronisation retardée et anticipée [21, 22], la synchronisation
impulsive (SI) [23], 'anti-synchronisation (AS) et hybride synchronisation (SH) [24], la synchro-
nisation projective (SP) [25], la synchronisation projective fonctionnelle (SFP) [26, 27, 28], la
synchronisation projective matricielle [29], la synchronisation full state hybrid projective (FSHP)
[30, 31], la synchronisation fonction-cascade [32], la synchronisation hybrid fonctionnelle lag
projective [33], la synchronisation généralisée [34], la synchronisation inverse généralisée [35],
la synchronisation Q-S [36], la synchronisation inverse full state hybrid projective [37], la syn-
chronization A — ¢ [38], la synchronization ® — © [39]

Ce mémoire a pour objet 'étude des nouveaux schémas de synchronisation pour les systemes
chaotiques (hyperchaotiques) discrets. Ce mémoire est structuré en trois chapitres. Le premier
chapitre est consacré aux notions de base sur les systemes dynamiques chaotiques discrets. Dans
le deuxieme chapitre, on trouve les différents types connus dans la synchronisation et la mé-
thode de synchronisation la plus usée. Le troisieme chapitre, expose le contenu de notre travail

qui consiste en quelques nouveaux résultats sur la synchronisation chaotique discrete.




Chapitre 1

Généralités sur les systemes dynamiques

chaotiques discrets

Le but de ce chapitre est de donner quelques notions de base concernant les systémes dynamique

chaotiques discrets. En fin, quelques exemples de systémes chaotiques discrets sont cités.




Chapitre 1. Généralités sur les systémes dynamiques chaotiques discrets

1.1 Notions de base

Définition 1.1 Un systéeme dynamique discrets est représenté par une équation aux différences finies
comme suit :
z(k+1)=F(x(k),k), (1.1)

dotxz (k) e R", ke Net F:R*"xR™x N — R".

Définition 1.2 [40] On appelle "point fixe" d’un systéme dynamique discret (1.1), tout point x tel
que
F(x)=x (1.2)

Définition 1.3 [41] Si la matrice jacobienne DF (x) n’a pas de valeurs propres dont le module soit
égal a +1, x est un point fixe hyperbolique. Si tous les modules des valeurs propres de DF (x) sont
égaux a +1, x est point fixe elliptique.

1.2 Stabilité

Iétude du comportement d'un systéme dynamique discret, correspond a I'étude de stabilité

des points fixes. Soit le systéme dynamique
x(k+1)=F(z(k)), (1.3)
Soit z; un point fixe du systeme, on a :

1.2.1 Définitions

Définition 1.4 Le systéme (1.3) est dit stable au sens de Lyapunov par rapport au point fixe xs Si

pour des conditions initiales x (kq) suffisamment proches du point fixe soit :
Ve >0, 30: ||z (ko) —xf|| <= ||z (k, ko, x (ko)) — x¢]| <e, VE > k. (1.5)

Définition 1.5 Le point fixe x; est attractif lorsqu’il y a convergence de Uétat x vers Uétat x; au

bout d’un temps infini, les conditions initiales x (ko) étant bornées, soit :
Vky € N; 350 (k?g) , tel que : ||ZL‘ (]{?0) — ZL‘f” < (50 (k?()) = limx (I{Z, ]{70, x (l{?o)) =Ty, (1.6)

lorsque 6 (ko) = +00, on dit que le point fixe x; est globalement attractif.

1.1. Notions de base
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Définition 1.6 Le point fixe x ¢ est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptoti-
quement) stable lorsqu’il est a la fois stable au sens de Lyapunov et attractif (respectivement globale-

ment asymptotiquement)

1.2.2 Stabilité des systemes linéaires discrets

On considere le systeme linéaire suivant
z(k+1)= Az (k), 1.7)

Théoreme 1.1 1- Si tous les valeur propres de A sont des modules strictement inférieurs a l'unité,
alors le point fixe x; du systéme (1.3) est asymptotiquement stable.
2- Si la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement supérieur a U'unité, alors

le point fixe x est instable.

Remarque 1.1 Si certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle du rayon de l'unité et

les autres a lintérieur, on ne peut pas conclure quant a la stabilté locale du point fixe x;.

1.2.3 Stabilité des systemes non-linéaires discrets

Soit le systeme non-linéaire suivant
z(k+1)=F(z(k)), (1.8)
doux (k) e R"et F': R" — R".

Théoreme 1.2 S’il existe une fonction v (z (k)) : R* — R™, dite de Lyapunov, vérifiant :
() V (0) =0,

i) V (z (k) > 0, Vz (k) # 0,

(i) Av(z (k) =v(x(k+1)) —v(z(k)) <0.

Alors le systeme (1.8) est asymptotiquement stable a Uorigine.

Remarque 1.2 La deuxiéme méthode de Lyapunov permet Uanalyse de la stabilité directement a
partir des équations qui décrivent le systéme et ne nécessitent pas la détermination explicite de leurs

solutions.

1.2. Stabilité
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1.3 Bifurcation

Soit le systeme dynamque non-linéaire suivant
z(k+1)=F(z(k),a), (1.9)

douz (k) eR", ae R" ke Net F:R" x R" x N — R™

Définition 1.7 [42] Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x; du systéme
(1.9) lorsqu’on modifie le paramétre de contrédle o, c’est a dire la disparition ou le changement de

stabilité et Uapparition de nouvelles solutions.

Définition 1.8 Un diagramme de bifurcation est une portion de lespace des paramétres sur laquelle

sont représentes tous les points de bifurcation.

1.4 Chaos discret

1.4.1 Définition du chaos

Définition 1.9 [43]Supposons que X est un ensemble et Y un sous-ensemble de X. Y est dense
dans X si, pour n’importe quel élément x € X , il existe un élément y dans le sous-ensemble Y
arbitrairement proche de x, c’est-a-dire si la fermeture de Y est égale a X : Y = X . Ce qui revient a
dire que Y est dense dans X si pour tout x € X on peut trouver une séquence de points {y,,} € Y qui

convergent vers x .

Définition 1.10 [43] f est dite avoir la propriété de sensibilité aux conditions initials s’il existe § > 0
tel que pour x (0) € I et tout € > 0 il existe un point y (0) € I point et un entier j > 0 satisfaisant :
[(z(0), y(0) >e = d(FY(z(0)), FY (y(0))) > 4, ou [ représente la distance et F'Y) la j ieme

itération de f.

Définition 1.11 [41] f est dite topologiquement transitive si U et V' étant deux ensembles non vides
ouverts dans 1, il existe x (0) € U et un indice j € Z7, tel que pour FY (x(0)) € V ou, de facon
équivalente, il existe un indice j € Z7, tel que pour FU) (U)NV # ().

Définition 1.12 [44] Une fonction f : I — I, v(k+1) = F(x(k)), est dite constituée d’ une
dynamique chaotique si :

(i) F posséde une sensibilité aux conditions initiales,

(ii) F est topologiquement transitive,

(iii) Lensemble des points périodiques de I est denses dans I.

1.3. Bifurcation
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1.4.2 Caractéristiques du chaos

Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité aux conditions initiales est un phénomene découvert pour la premiere fois,
deés la fin du xixe siécle par Poincaré, puis a été redécouvert en 1963 par Lorenz lors de ses
travaux en météorologie. Cette sensibilité explique le fait que, pour un systeme chaotique, une
modification infime des conditions initiales peut entrainer des résultats imprévisibles sur le long

terme. Le degré de sensibilité aux conditions initiales quantifie le caractere chaotique du systeme

[45, 46].

Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov servent a mesurer la divergence possible entre deux orbites issues
de conditions initiales voisines et permettent de quantifier la sensibilité aux conditions initiales
d’un systeme chaotique. Le nombre des exposants de Lyapunov est égal a la dimension de ’espace

des phases [47, 48, 49]. Soit le systéme dynamique non linéaire discret suivant :
z(k+1)=F(z(k)), (1.10)

avec = (k) € R". Nous supposons que la trajectoire émanant d’un état initial = (0) atteint un
attracteur. z (k) est ainsi bornée a l'interieur de l'attracteur. Lexposant de Lyapunov est calculé

par 'expression suivante :

dF (x (i)
O ' , (1.11)

=
A = lim lim — In

L s em0 k Z

=0
AL, appelé exposant de Lyapunov, mesure le taux moyen de divergence de deux trajectoires dis-

tinctes, a partir de deux conditions initiales tres proches.

Attracteur étrange

Définition 1.13 [50] Un sous-ensemble borné A de lUespace des phases est un attracteur étrange
pour une transformation T de Uespace s’il existe un voisinage U de A, c’est a dire que pour tout point
de A il existe une boule contenant ce point et contenue dans R vérifiant les propriétés suivantes :

1) U est une zone de capture, ce qui signifie que toute orbite par T dont le point initial est dans U est
entiérement contenue dans U. De plus, toute orbite de ce type devient et reste aussi proche de A que
l'on veut.

2) Les orbites dont le point initial est dans R sont extrémement sensibles aux conditions initiales.

3) A est un objet fractal.

1.4. Chaos discret
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4) Pour tout point de A, il existe des orbites démarrées dans R qui passent aussi prés que l'on veut de
ce point.

1.5 Exemples de systemes chaotiques discrets

1.5.1 Systeme de Lorenz discret

Le systéeme de Lorenz discret [51], est donné par :

{ 21 (k+1) = (14 ab)zy (k) — baa (k) 21 (k) , (1.12)

2o (k+1) = (1 —b)zy (k) + bx? (k).

Le systéeme 1.12 a un attracteur chaotique, voir la figure 1, lorsque a = 1.25, et b = 0.75.

Figure 1 : Fattracteur chaotique de Lorenz discret pour les
valeurs a = 1.25 et b = 0.75.

1.5.2 Modele de Flow

Le modele de Flow est un systeme chaotique discret de dimension 2 [51], présenté par :

{ 1 (k+ 1) = 23 (k) + az; (k) (1.13)

xy(k+1)=b+ 22 (k),

1.5. Exemples de systémes chaotiques discrets E
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d’ott a = —0.1, b = —1.7. Lattracteur chaotique de Flow est représenté dans la figure 2.

Figure 2 : lattracteur de Flow pour les valeurs a = —0.1 et
b=—1.7.

1.5.3 Systéme d’Hitzl-Zele

Hitzl et Zele [52], obtiennent le systéme généralisé d’'Hénon

I (k + 1) = —d$2 (k) s
o (k+1)=x3(k)+1—cad(k), (1.14)
3 (k+1) =dxg (k) + 21 (k).

1.5. Exemples de systémes chaotiques discrets
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La figure 3.6, montre le comportement chaotique du systeme (3.6) lorsque (¢, d) = (1.07, 0.3).

Figure 3 : Fattracteur chaotique d’Hitzl-Zele lorsque
(a, B) =(1.07, 0.3).

1.5.4 Systéme de Stefanski

Stefanski [53], a présenté un systeme discret en 3-D comme suit :

v (k+1)=1+a3(k) —czi (k),
za(k+1) =1+ dxg (k) — ca? (k), (1.15)
T3 (]-C + ].) = d[L‘l (k?),

1.5. Exemples de systémes chaotiques discrets E
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d’oti ¢ = 1.4 et d = 0.2. Lattracteur hyperchaotique de Stefanski est représenté dans la figure 4.

Figure 4 : Lattracteur hyperchaotique de Stefanski lorsque
c=14estd=0.2.

1.5. Exemples de systémes chaotiques discrets ﬂ



Chapitre 2

Synchronisation

Lobjectif principal de ce chapitre était de présenter, des différents type de synchronisation et

méthode de synchronisation la plus performante.
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Chapitre 2. Synchronisation

2.1 Types de synchronisation

On considere un systeme maitre représenté par
X(k+1)=F(X(k)), 2.1

d'ou X (k) = (z; (k)),<;<, est 'état du systeme (2.1) et F': R" — R".

Et un systeme esclave donné par
Y(k+1)=GY (k) +U, (2.2)

d'ou Y (k) = (yi (k)),<;<, est I'état du systeme (2.2), G : R* — R" et U € R" est un vecteur de

contrdle a déterminer.

2.1.1 Synchronisation complete

Définition 2.1 [54] Le probléme de synchronisation compleéte est de déterminer le contréleur U de
sorte que
lim ||Y(k) — X(k)| = 0. (2.3)

k—oo

d’otl ||.|| est la norme euclidienne.
Remarque 2.1 Si F' = G, la relation devient une synchronisation compléte identique.

Remarque 2.2 Si F' # G, c’est une synchronisation compléte non identique.

2.1.2 Anti-Synchronisation

Définition 2.2 [55] Le probléme d’anti-synchronisation est de trouver U de sorte que

Tim [[Y (k) + X (k)| = 0. (2.4)

2.1.3 Synchronisation projective

Définition 2.3 [56] On dit qu’'on a une synchronisation projective entre les systéemes (2.1) et

(2.2), S'il existe une matrice diagonale H =diag(hy, ..., hy,), tels que :
klim Y (k) — H x X(k)|| = 0. (2.5)
Remarque 2.3 Le cas ou tous les h; sont égaux a 1 représente un cas de synchronisation complete.

Remarque 2.4 Le cas ou tous les h; sont égaux a —1 représente un cas d’anti-synchronisation com-

plete.

2.1. Types de synchronisation
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2.1.4 Synchronisation FSHP

Définition 2.4 [57, 58, 59, 60, 61, 62, 63] On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais
full state hybrid projective synchronization) entre le systeme maitre (2.1) et le systeme esclave (2.2),
s’il existe des controleurs u;, 1 < i < n, et des constantes («;;) € R™*", tels que :

—0, i=1,...n (2.6)

llm k—s+oo

yi (k) — Z iz (k)

2.1.5 Synchronisation inverse FSHP

Définition 2.5 [65] On dit qu’on a une synchronisation IFSHP entre le systéeme maitre (2.1) et le
systéme esclave (2.2), s'il existe des controleurs u;, 1 < i < n, et des constantes (3,;) € R"™*" de telle
sorte que les erreurs de synchronisation

=0, i=1,..,n. 2.7)

lim k——s400

i ()= 3 B (k)

2.1.6 Synchronisation généralisée

Définition 2.6 [66] S’il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R" — R", vérifient :
Tim [[¥ (k) — 6 (X (K))]| = 0. 2.8)
alors, les systemes (2.1) et (2.2) se synchronisent aus sens généralisé par rapport a la fonction ¢.

Remarque 2.5 La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la syn-

chronisation complete, U'anti-synchronisation et la synchronisation projective.

2.1.7 Synchronisation inverse généralisée

Définition 2.7 [67] S’il existe un contréleur U et une fonction ¢ : R" — R", vérifient :

lim X (k) — ¢ (Y (K))[| = 0, (2.9)

k—o0

alors, les systemes (2.1) et (2.2) se synchronisent aus sens inverse généralisé par rapport a la fonction

®.

2.1. Types de synchronisation
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2.1.8 Synchronisation Q-S

Définition 2.8 [68] Nous disons que les systémes (2.1) et (2.2) sont en synchronisation () — S dans

la dimension d, s’il existe un contréleur U et deux fonctions ) : R — R%, S : R* — R? telle que
lim [[Q (X (k) — S (¥ ()] (2.10)

Remarque 2.6 La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes.

2.2 Meéthode du controleur actif

Soit deux systémes chaotiques a synchroniser, maitre et esclave, définis par :
X(k+1)=AX(k)+ f(X(k)), (2.11)

et
Y(k+1) = AY (k) + g(Y (k) + U, (2.12)

d’ou X (k), Y (k) € R" sont les état des systémes maitre et esclave, respectivement, A € R™*" est
une matrice constante, f, g : R” — R" sont des fonction non linéaires et U = (u;),,;.,, €st un

contrdleur a déterminer.

Théoreme 2.1 [69] Le systeme maitre (2.11) et le systeme esclave (2.12) sont globalement synchro-

nisés sous la loi du contréle suivante
U= f(X(k)—g(Y(k)+V, (2.13)
d’otl V est le contréleur actif, défini par :
V = —Le(k), (2.14)

d’'ott L € R™*™ est une matrice de controle, choisie telles que les valeurs propres de A — L se trouvant

a Uintérieur du disque de Uuniteé.

Preuve. Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que I'erreur entre les trajectoires
des deux systemes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini. Cette erreur est obtenue

comme suit :
e(k+1) = ylk+1)—z(k+1)
— AV (k) = AX (k) + g(Y (k) — F(X (k) + U
= Ac(k) + g(Y(k) — f(X (k) + U (2.15)

2.2. Méthode du contréleur actif
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En substituant Eq. (2.13) dans Eq. (2.15), Le systéeme d’erreur les systemes (2.11) et (2.12) peut
étre écrit sous la forme
e(k+1)=(A—-1L)e(k). (2.16)

Selon la théorie de la stabilité des systémes dynamiques linéaires discrets, si les valeurs propres
de A— L se trouvant a I'intérieur du disque de 'unité, il est immédiat que lim;,_,, e (k) = 0. Alors,

les systéemes (2.11) et (2.12) sont globalement synchronisés. m

2.2.1 Avantages de La méthode

- La technique du contréleur actif est efficace non seulement pour la synchronisation des systemes
identiques, mais aussi pour la synchronisation des systémes non identiques

- Cette méthode offre une simplicité remarquable pour I'implémentation de I'algorithme.

2.2. Méthode du contréleur actif
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Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D et
3-D

Le présent chapitre expose le contenu de notre travail.
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3.1 Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D

3.1.1 Description des systemes maitre-esclave

Nous considérons que le systeme maitre est donné sous la forme suivante

{ v (k1) = X0y ey (k) + f1 (X (R)), 3.1

wa (k+1) = 320 agia; (k) + f2 (X (k)

d’ott X (k) = (z1 (k), 22 (k))" est le vecteur d’état du systéme maitre, (a;;) € R>*? et (f;)
R? — R sont des fonctions non linéaires. Le systéme esclave, est donné comme suit

1<i<2

yi (k+1) = g1 (Y (k) +u,
Yo (B +1) = g2 (Y (k) + ug, (3.2)
ys (k+1) = g3 (Y (k)) + us,

3—>R

dot Y (k) = (yy (k) ya (k) ,ys (k)" est le vecteur d’état du systéme esclave, (9i)1<i<s * R
et u;, 1 = 1,2, 3, sont des contrdleurs.

3.1.2 Formulation du probleme

On dit que la FSHPS et la IFSHPS co-existe dans la synchronisation du systeme maitre (3.1) et
du systeme esclave (3.2) en 2-D, s'il existe des controleurs u;, ¢ = 1,2, 3, et des constantes ay, ao,

B4, B, B3, de telle sorte que les erreurs de synchronisation

€1 (k) = yl(lﬂ> — Cklfﬂl(k) — OCQ.TQ(]{?), (33)
e2 (k) = x2(k) = Bayn(k) = Boya(k) — Bays(k),

vérifie que limy ., o €;(k) =0, (i = 1,2).

3.1.3 Résultats

Le systeme d’erreur (3.3), peut étre derivé comme suit

€1 (k + 1) = Rl + Uy, (34)
ea(k+1) = Ry— Biur — Byus — Pyus,

3.1. Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D
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d’ou
2
Ry, = gl(Y(k)) - Z aljxj( alfl — Qg Z azgl'] 042f2(X(k‘)), (3.5)

Ry = Zazm ) + f2(X (k) = 191 (Y (K)) = Ba92(Y (K)) — Ba95(Y (K))-

Le systeme d’erreur (3.4), peut étre décrit sous la forme suivante

Uy
1 0 0
e(k+1):R+< >>< us | (3.6)
—B1 =By =P
Uus
dotie(k+1) = (e (k+1),e5(k+1))" et R = (Ry,R,)" . Supposons que 3, # 0, on peut citer le

résultat suivant.

Théoreme 3.1 La FSHPS et la IFSHPS co-existe entre le systeme maitre (3.1) et le systéme esclave

(3.2) se produit, si les conditions suivantes sont verifiées

1 0
(l) (Ul,’LLQ)T = < 8, 1 ) [(A — C) e (k?) — R] et ug = O, dott A= (a,-j)2x2 etC € R2X2.
By By

(ii) La matrice de controle C est choisie telles que les valeurs propres de A— C se trouvant a Uintérieur

du disque de lunité.

Preuve. En utilisant uz = 0, nous obtenons

1 0 U1
k+1)=R+ . (3.7)
ey (—ﬂl —6)()

En substituant la loi de controle (i) dans Eq. (3.7), le systeme d’erreur peut étre décrit comme
suit
e(k+1)=(A-C)e(k). (3.8)

Dans ce cas, la matrice de controle C' est choisie comme la condition (ii). Ainsi, selon le théoreme
1.1, il est immédiat que limy_., €;(k) = 0, (i = 1,2). Par conséquent, les systemes (3.1) et (3.2)

sont globalement synchronisés en 2-D. m

3.1.4 Teste numérique

On considere le systeme discret de Fold comme systéme maitre et le systeme d’Hitzl-Zele comme

systeme esclave. Le systeme maitre est décrit comme suit :

3.1. Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D
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r1(k+1) = zo(k)+ axy (k), (3.9
Ty (k+1) = b+a22 (k).

d’ot (a,b) = (—0.1,—1.7). Le systéme esclave est défini comme suit

yi(k+1) = —dys (k) + u, (3.10)
o (k+1) = ys(k)+1—cys (k) + u,
Y3 (k’ + 1) = dyg (k’) + U1 (k’) + us,

d’ott uy, us est ug sont des contrdleurs et (¢, d) = (1.07,0.3). Dans cet exemple, Le systeme d’erreur

est défini comme suit

€1 (k’) = yl(k> — (11.%1(]{?) — Oég!lfz(k), (311)
e2 (k) = wa(k) — By (k) — Baya(k) — Bays(k),

doua; =1, ay =2, f; = -2, B, = 3 et 3 = —2. Ensuite, selon notre approche présentée dans le

paragraphe 3.1.3, nous obtenons

1
P , (3.12)
0 0
et
—-0.1 1
C = ) (3.13)
0 0.82
Les controleurs wuq, uy est uz sont donnés comme suivants
up = —0.1ey (k) + 29 (k) + axy (k) + 20+ 223 (k), (3.14)
1 a 3 3 3¢ 3
uy = 0.05e (k) +0.05e (k) — 32 () — S (1) = S (k) + Sy () — 5798 (k) + 31 () + 5 (1 - D),

U3:O.

Il est facile de voir que les valeurs propres de A — C se trouvant a I'intérieur du disque de I'unité.
Par conséquent, les systémes (3.9) et (3.10) sont globalement synchronisés en 2-D. Nous obte-

nons, a I'aide des simulations numériques, les résultats de synchronisation qui sont présentés dans

3.1. Coexistence de FSHPS et IFSHPS en 2-D
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la figure 5.

03 i i ; i i i
T2

Figure 5 : I’évolution des erreurs e; et e, entre les systémes
(3.9) et (3.10).

3.2 Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D

3.2.1 Description des systemes maitre-esclave

Dans ce cas, les systemes maitre et esclave sont considérés sous les formes suivantes
zi(k+1) = f;(X(k)), i=1,2, (3.15)
yilk + 1) = 320 by (k) + g:(Y (k) +uy, i=1,2,3, (3.16)

dott X(k) = (x1(k), z2(k)", Y(k) = (y1(k),y2(k),ys(k))" sont les vecteurs d’état du systéme
maitre et le systéme esclave, respectivement, f; : R> — R, (1 <1i < 2), (b;;) € R¥3, g, : R —

R, (1 <i < 3), sont des fonctions non linéaires et u;, i = 1,2, 3, sont des controleurs.

3.2.2 Formulation du probleme

Le probleme, de la co-existence de la FSHPS et la IFSHPS entre le systeme maitre (3.15) et le
systeme esclave (3.16) en 3-D, est de trouver des controleurs u;, i = 1,2,3, et des constantes

(Vi)i<i<a > (0i)1<;<g s (€i);<;<9> de telle sorte que les erreurs de synchronisation

3.2. Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D
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e1 (k) = yi(k) — yix1(k) — voxa(k), (3.17)
e (k) = wa(k) = 01y1(k) — Oay2(k) — dsys(k),
es (k) = y3(k) — ezi(k) — eawa(k),

vérifie que limy_,, o €;(k) =0, (i = ,3).

3.2.3 Résultats

Le systéeme d’erreur (3.17), peut étre écrit comme suit :
er(k+1) = Ty +u, (3.18)
ey (k+1) = Ty — d1uy — dus — d3us,
es(k+1) = T3+ us,

d’ou
Ty = Zbuy] +gl (k)) _71f1(X(k7)) _72f2(X(k>)a (3.19)
Ty = fo(X(k)) = Z bijy;(k) — 61g1(Y (k) — 62 Z ba;y; (K
—0292(Y'(k)) — 53253]% — 6393(Y (k)),

Ty = Zb?uyg +93(Y (k) — e1 fi(X (k) — e2 (X (k).

Le systeme d’erreur (3.18), peut étre décrit sous la forme suivante :
e(k+1)=T+ M x U, (3.20)

dou e (l{? + ].) = (61 (]{7 + 1) , €9 (k? + 1) , €9 (l{? + ].))T , T= (T17T27T3)T7 U= (Ul,UQ,Ug)T et

1 0 0
M - —(51 —62 —(53 . (321)
0 0 1

Supposons que 0, # 0, alors nous choisissons le controleur U comme suit :

1 0 0
U=| -2 L & [[(B-L)e(k)—T], (3.22)
0 0 1

3.2. Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D
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d’'ou B = (bij)3><3

dans Eq. (3.20), le systéme d’erreur peut étre décrit comme suit :

et L € R3*3 est une matrice de contréle. En substituant la loi de contréle (3.22)

e(k+1)=(B—L)e(k). (3.23)

Pour analyser la stabilité des zéro solutions du systéeme (3.23), nous considérons la fonction de
Lyapunov
V (e(k)) = e’ (k)e(k), (3.24)
alors nous obtenons
AV (e(k)) =eT(k+1)e(k+1)—el(k)e(k)
=e"(k)(B — L)"(B — L)e(k) — " (k)e(k)
= T(k) [(B~ L)T(B — L) — 1] e(h).

Dans ce cas, la matrice de contréle L est choisie tels que la matrice (B — L)* (B — L) — I est définie
négative. Ainsi, selon le théoreme 1.2, il est immédiat que limy_. ., ¢;(k) =0, (i =1,2,3), et par

conséquent, les systemes (3.15) et (3.16) sont globalement synchronisés en 3-D.

Théoreme 3.2 La FSHPS et la IFSHPS co-existe entre le systéme maitre (3.15) et le systéme esclave

(3.16) se produit, si les conditions suivantes sont verifiées

1 0 0
@ (u,us,u)’ = | —& —L & [[(B-L)e(k)-T].
0o 0 1

(ii) la matrice de contréle L est choisie tels que la matrice (B — L) (B — L) — I est définie négative.

3.2.4 Teste numérique

Ici, nous considérons le systeme discret de Lorenz comme systeme maitre et le systéme de Ste-

fanski comme systéme esclave. Le systéme maitre est décrit comme suit

ri(k+1) = (14 ab)xy (k) —bxy (k) z2 (k) (3.25)
o (k+1) = (1—=0b)ay (k) +ba? (k).

d’ot (a,b) = (1.25,0.75). Le systeme esclave est donné comme suit

yi(k+1) = 1+ys(k)—cys (k) + ui, (3.26)
o (k+1) = 1+dys (k) — cyi (k) + uy,
Ys (k’ + 1) = dyl (k?) + Uus,

3.2. Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D
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d’otl U = (uq,us,us)" et (c,d) = (1.4, 0.2).

Dans cet exemple, le systéme d’erreur est donné par

er(k) = wyi(k) —yza(k) — yama(k), (3.27)
€2 (k) = 332(@ - 51y1(k’) - 5292(@ - 53y3(’f),
es (k) = ys(k) — eww1(k) — e2w2(k)

I

dott v, = 1,7, = 2,61 = 3,92 = 2,03 = 1, ¢ = —1 et e = —2. Alors, selon notre approche

présentée dans le paragraphe 3.2.3, nous obtenons

0 0 1
B=1 0 020 [, (3.28)
02 0 0
et
044 0 1
L=| o -o7 o [, (3.29)

0.2 0 —-0.13

Les controleurs uq, uy est us sont donnés comme suivants

u; = 0.4de; (k) —1—ys3 (k) +cys (k) + (1 + ab) zy (k) — by (k) 29 (k) + (3.30)
2 (1 —b) xg (k) + 2bx7 (k)
uy = —0.66e; (k) — 0.45e5 (k) — 0.065e3 (k) + 3ysz (k) — 3cys (k) + dys (k) — cyi (k)

2 (1 + ab) ay (k) + 3bar (k) 2 (k) — g (1 b) s () — gbxg (k) +7
uz = 0.13e3 (k) +dyy (k) + (1 + ab) zy (k) — by (k) 29 (k) + 2 (1 — b) 2o (k) + 2b27 (k)

Par des calculs simples, nous pouvons montrer que (B — L) (B — L) — I est une matrice définie

négative. Par conséquent, dans ce cas, les systemes (3.25) et (3.26) sont globalement synchronisés

3.2. Coexistence de la FSHPS et la IFSHPS en 3-D



en 3-D. Iévolution des erreurs est illustrée dans la figure 6.
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Figure 6 : I'évolution des erreurs e;, e, et e3 entre les systemes
(3.25) et (3.26).



Conclusion générale

Pour arriver aux buts cités, nous avons commencé par présenter des chapitres préliminaires sur les
systémes dynamiques chaotique discrets et la théorie de synchronisation en évoquant les grands

axes tels que : les types et la méthode du contréleur actif.

D’apres la présentation de nos résultats, nous sommes parvenus a :

1- Nous pouvons trouver d’autres criteres de synchronisation

2- 11 est possible d’observer et de développer de nouveaux types de synchronisation généralisée.
3- Basé sur des théorémes simples a vérifier, les approches proposées sont rigoureuse.

4- Les résultats dérivés peuvent étre appliqués aux des classes plus larges des systémes chaotiques
discrets.

4- La complexité des schémas proposés dans ce mémoire, peut utilisés dans la sécurité des com-

munications et la cryptographie.
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