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ction

Les équations différentielles aux dérivées partielles sont d'une importance
cruciale dans la modélisation et la description des phénomeénes naturels en
physique, mécanique, chimie, biologie....

Plusieurs phénoménes physiques : dynamique de fluide, mécaniques de
continuum, simulation d'avion, graphiques des calculatrices et prédiction
de temps sont modélisés par divers systemes d'équations aux dérivées
partielles.

Dans ce travail ou a étudier |'existence et |'unicité de deux type
d’équations aux dérivées partielles elliptique non linéaire avec des
conditions de Dirichlet homogeéne sur le bord

La premiére équation est de la forme suivant:.

—Apu=f(u)+h(x) dansQ

u=2~0 sur 0Q)
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Introduction

Ou Q) est un domaine régulier de RV, N >3, 2<p< N, he L%(Q)
et f : R — IR une fonction continue, satisfait les deux conditions suivants :
1) |[f(t) <a+blt|]" ', teR, 1< g<p

2) f(t)t<0et(f(t)—rf(s))(t—s) <0, pourtoutt,s € R
plusieurs d'auteurs ont étudier la question d'existence de ce type
d’'équation elliptique par exemple dans [5] pour obtenir un résultat
d'existence, |'auteur a appliquer le théoréeme de col-montagne, avec des
conditions sur f de type Ambrosetti-Rabinowitz ou la fonctionnelle
d’énergie J associé au le probleme (1, 1) satisfait la condition de
Palais-Smale.

La deuxiéme équation est de la forme suivante:

- (fﬂ Wp?ff) dX) Apiyu=f(x,u) +h(x) dans Q

u=2~0 sur 9Q)
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Introduction

Ou Q) est un domaine régulier de RN, N > 3, peC (ﬁ) ,2<p(x) <N,
et M, f deux fonctions continues satisfaits des conditions de la forme

1) mt* P < M(t) < myt* ! pour tout t > 0 ol my, my et a des
nombres réelles tel que 0 < M < my ,a >1

2) f(x,t)<a+b|t]" xecQ, qge C (Q) o q(x) < p* (x)

3) f(x,t)t<0 et (f(xt)—f(xs))(t—s)<0pourtout x € ) et
t,seR

L'équation (1,2) est dit non locale, est en relation avec la version de
I'équation de Kirchhoff

2%y P £ L]aul? %y _
[ (l70+2Lf0 ‘W‘ dX) e =0
Présenté par Kirchhoff en 1883 (voir [11]).

Cette équation est un extension classique d'équation d’onde de
D’Alembert.
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Le premier chapitre et un préliminaire qui comporte des définitions, des
théorémes, des propositions et des lemmes indispensables pour le reste de
la mémoire.

Le deuxieme chapitre contient des résultats d’existence et unicité de
solution faible de certaines classes d'équation elliptique avec I'operateur
p-Laplace par la méthode variationnelle (point critique)

Le troisiéme chapitre est une généralisation du chapitre 2 et comporte des
résultats d’existences et unicité de solution d'un probléme non local avec
p(x)—Laplace; en utilisant la méme méthode.
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Préliminaire

1- Espace L*.
2- Espace de Sobolev.
3- Espace de Sobolev généralisé ( Espace de Sobolev a

exposant variable ).

24 MAI 2017 6 /35

G Narimen et M Karima (Univ- Tebéssa) Existence et unicité de solution d'un probléme



Préliminaire

Espaces ?

Soit () un ouvert de R”, muni de la mesure de Lebesgue dx. Et p € R
avec 1 < p < o0, on définit I'espace LP ()) par

LP(Q) = { f: 0 — R, f mesurable et / I (x)|P dx < +o0
(@)

sa norme est .
p

Jullr = { [ 1uGol? dx

Q

24 MAI 2017 7/35
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Préliminaire

Espaces de Sobolev

Espace w'r (Q)

Soit () un ouvert borné ou non de R", et p € R, 1 < p < o0, |'espace
WP (Q) est défini par

WP (Q) = {u e LP(Q); tel que du € LP (Q),1 < i< n}

ol J; est la i-éme dérivée faible d'une fonction u € L} _(Q)
avec la norme

lullwre = (Jo IVul” + [u]”) dx)

alors W1 (Q)) est un espaces de Banach
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Préliminaire

Espaces de Sobolev

Theorem

L'espace WP (Q) s'injecte continument dans L™ (Q))
(WP (Q) — L® (Q)) pour tout 1 < p < +o0, i.e qu'il existe un
constant C ( dépendant seulement de Q) ) tel que

lullo < Cllallyar. Vue WH? (Q)

G Narimen et M Karima (Univ- Tebéssa)

Existence et unicité de solution d'un probléme 24 MAI 2017 9/35



Préliminaire

Espaces de Sobolev

Espace w,"* (Q)

Pour 1 < p < 400 on définit I'espace Wol’p (Q)) comme étant la
fermeture de D (Q) dans WP (Q)) et on écrit

Wy () = D)™

L'espace W, (Q) muni de la norme

o=

lullwge ey = (Jo [Vul? dx)

qui est équivalent a la norme de WP (Q))
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Préliminaire

Espaces de Sobolev

Corollary

(Inégalité de Poincarée) On suppose que () est un ouvert borné alors il
existe une constante C (dépendant de Q) et P) telle que:

||u||W01P(Q) S C ||VU||LP(Q) \V/U & Wol’p (Q) 1 S P < 0

en particuliere I'expression ||\/ul|,;» est un norme sur WO1 P(Q) qui est
équivalent a la norme |ul| 1, -
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Préliminaire

Espaces de Sobolev

Soient w une partie d'un espace de Banach X et F: w — R. Si v € w,
on dit que F est dérivable au sens de Gateaux (ou G-dérivable ou encore
G-différentiable) en u, s'il existe | € X’ tel que dans chaque direction

z € X ot F (u+ tz) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle
F! (u) existe et on a

im F(u+tz) — F (u) — (7).

t—0+ t

on posera F' (u) = 1.
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Préliminaire

Espaces de Sobolev

Soit O C R", n > 3,un ouvert, Pour p € (1, +00) on définie une
fonctionnelle

J o WP(Q) =R
J(u) = /|Vu|pdx
Q

alors J est différentiable dans W, P (Q) et

)= p/ IVulP~2 Vu.Vvdx, Vv € WP (Q)
Q
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Préliminaire

Espace de Sobolev généralisé (Espace de Sobolev a exposant variable)

Dans tout ce qui suit désigne Q) un ouvert non vide de RV,

p:Q) — [1; +o0[ une fonction mesurable et bornée.

On désigne par p~ et p* respectivement I'essentiel inf (inf p (x)) et
I'essentiel sup (supq p (x)) de la fonction p.On suppose p~ < p™ < +oo0.
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Préliminaire

Espace de Sobolev généralisé (Espace de Sobolev a exposant variable)

(voir [7]) Soit p une fonction mesurable de [1; +oco[ dans R* .On défnit et
on note LP(X) (Q) I'espace de Lebesgue d'exposant variable p :

LP) Q) = { u: ) — R mesurable ;fQ |u (X)|P(X) dx < oo}

On défnit sur LP) (Q) la norme :

p(x)

Dl
Z

|U|p(X):inf{U>0:fQ dXSl}

<LP(x) (Q), |.]p(x)> est un espaces de Banach.
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Préliminaire

Espace de Sobolev généralisé (Espace de Sobolev a exposant variable)

On définit I'espace de Sobolev généralisé (ol encore espace de Sobolev
d'exposant variable) W1P(*) (QQ) par

whe® () = {u e P09 () : |Vu] € P9 () }
On défnit sur WP (Q) la norme :
||u||1,p(x) = |u|p(x) + |vu|p(x)

pour tout u € WP(X) (Q)). L'éspace Wol'p(x) (Q)) est défini comme la
fermeture de C$° (Q) dans WP(X) (QQ) par rapport a la norme [ull1 pix) -

Pour u € W,”™ (Q), on peut défini une norme équivalente

lull = 1V ulp
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Préliminaire

Espace de Sobolev généralisé (Espace de Sobolev a exposant variable)

(Inégalité Holder généralisé) [13] L 'espace conjugué de LP*) (Q) est

LP') (Q)), ou p% y+ =1, pour tout u € LPX) (Q) et v € LP'X) (Q)

1
/ luv| dx < (—+ ) )|u| ) V1)

p(X)
, alors:
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Préliminaire

Espace de Sobolev généralisé (Espace de Sobolev a exposant variable)

(Injection de Sobolev) [8, 13] Soit r € C; (Q), si r(x) < p*(x) pour
tout x € Q, alors I'injection de sobolev

W," (Q) — L™ (Q)

est compact et continue, ol

cor-{ s

+o00 sip(x) > N.
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Existence et unicité de solution faible pour une équation

elliptique quasilinéaire avec I'opérateur p-Laplace

Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et I'unicité de solution faible au
probléme suivant:

—Apu="f(u)+h(x) dansQ

(2.1)
u=20 sur 0Q)

avec condition de Dirichlet homogeéne, ot () est un domaine réguliére de
RN, N>3 2< p < N, f:IR — IR une fonction continue et

he LrT(Q).

L'opérateur

Apu = div <]Vu|p72 Vu) ., p>1
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Existence et unicité de solution faible pour une équation
elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

On dit que u € W, (Q)), est une solution faible de (2.1), si :

/|Vu|p_2 Vu.Vedx = /f (u) pdx + /h (x) pdx.
o o o

pour tout @ € W,"" (Q)) .

v

La fonctionnelle d'énergie J correspondant a probleme (2.1) est définie par

J o WP (Q) - R

0
J(u) = 1/|Vu|pdx—/l—_(u)dx—/hudx,
pQ Q Q
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Existence et unicité de solution faible pour une équation

elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Definition

Soient X un espace de Banach, QO C X un ouvert et J € C* (3, R). On
dit que u est un point critique de J, si J' (u) = 0.

Remark

| A\

Il est bien connu que les solutions faibles de (2.1) correspondent a des
points critiques de la fonctionnelle J.
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Existence et unicité de solution faible pour une équation
elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Supposons que les conditions suivants :
(Ho) f : R — R est une fonction continue, et supposons qu'il existe
a, b > 0 tel que:

If (8)] < a+ bt

pourtoutt € R, o0 1< g < p*.
(Hy) f(t)t<O0et(f(t)—1f(s))(t—s) <0, pourtoutt,s e R. Sont
vérifiés.
Alors, le probléme (2.1) admet une solution faible unique.
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Existence et unicité de solution faible pour une équation
elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Soit X est un espace de Banach et | : X — IR une fonctionnelle
différentiable.

Supposons que pour tout u,v € X, (I' (u) — 1" (v),u—v) > 0. Alors |
est convexe.

Si I'inégalité stricte se vérifie lorsque u # v. Alors | est strictement
convexe.

Soit X est un espace de Banach et | : X — R une fonctionnelle
différentiable et strictement convexe. Alors | admet un point critique
unique dans X
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Existence et unicité de solution faible pour une équation
elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Lemma

(i) La fonctionnelle J est bien définie sur W, (€0) .
(i) La fonctionnelle J est de classe C; (Wol'p (Q)) ,]R) et

(J (u), @) =/Q|Vu|p_2 Vquodx—/Qf(u) qodx—/thodx

pour tout u, ¢ € W, (Q)) .

(i) La fonctionnelle J est coércive.
(i) La fonctionnelle J est strictement convexe.
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Existence et unicité de solution faible pour une équation
elliptique quasilinéaire avec |'opérateur p-Laplace

Résultat d’existence et unicité

(de théoreme (2.1)) :La fonctionnelle J est continue, convexe et coércive,
alors J admet un minimum global, c'est le point critique de J.D’autre part
d’'aprés la proposition (2.2) J est différentiable et strictement convexe,

alors le point critique de J est unique. O
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local

avec |'opérateur p(x)-Laplace

Introduction

En expose dans ce chapitre |'existence et |'unicité des solutions du
probléme non local suivant:

(x)
-M ( Wlll)(pdx) Ap(X)u: f(X, u)+h(x) dans Q)

u=20 sur 9Q)
(3.1)
Ou Q) est un domaine régulier de RN , N >3, p € C (Q) tel que
2<p (x) < N, pour tout x € Q, M et f sont des fonctions continues
certains conditions spécifiques et h € LP(X)/PX)=1(()) .
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local
avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Definition (1)

On dit que u € Wol’

m (Jo S

pour tout ® € Wol’

probleme (3.1)

p(x)

p(x)

(Q)) est une solution faible de (3.1) s
) s IVu|PY 2 T uVdds — Jo f (x, u) Pdx

— [ hPdx =0

(Q)) . La fonctionnelle d’énergie correspondant au

G Narimen et M Karima (Univ- Tebéssa)

Existence et unicité de solution d'un probléme

24 MAI 2017 27 / 35



Existence et unicité de solution d’'un probléme non local

avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Definition (1)

est défini comme:

J: WP Q) - R,

uwzﬂ(hmﬂ-> o F (x, u) dx — [, hudx

ol F(x,t) = [y f(x,s)ds et M(t) =[5 M(s)ds pourx € QetteR.
Il est cla|r que la solution faible de (3.1) est un point critique de la
fonctionnelle J.
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local

avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Theorem (1)

Supposons que les conditions suivants:
(Ho) M : Rt — IR™ est une fonction continue et satisfait la condition

mt* 1 < M (t) < mpt*1

Pour tout t > 0, et « > 1, ou my, my et & nombres réels tels que
O<m<myeta >1,

(Hy) f: O — R est une fonction carathéodory et supposons qu'il existe
a, b > 0 tel que :

If (x, t)| < a+b|t]71
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local
avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

pour tout x € Q et tout t € R, ot g € C; (Q) tel que q(x) < p* (x),
(h) f(x t)t

et (f (x,t) —f(x,s)) (t —s) <0 pour tout x € Q et pour tout t, s € R.
Alors le probléeme (3.1) a exactement une solution.
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local
avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Proposition

Soit X est un espace de Banach et | : X — IR une fonctionnelle
différentiable.

Supposons que pour tout u, v € X, (I' (u) —1I"(v), u—v) > 0. Alors |
est convexe.

Si I'inégalité stricte se vérifie lorsque u # v. Alors | est strictement
convexe.

| N\

Proposition

Soit X est un espace de Banach et | : X — IR une fonctionnelle

différentiable et strictement convexe. Alors | admet un point critique dans
X

v
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Existence et unicité de solution d’'un probléme non local
avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

Lemma

(i) La fonctionnelle J est bien défini sur WO1 P09 (Q).
(i) J est une fonction de Gateaux différentiable continue, i.e. J est

de class C! (Wol’p ©) () ,IR> dont la dérivée est:

(4 (w), @) = M (o, Stlax) [ [VulP™)? VuV®ax — [, f (x,u) Px

pour tout u, ® € Wl P (Q)

Lemma

| A

(i) La fonctionnelle J est coércive.
(i) La fonctionnelle J est strictement convexe.

.

G Narimen et M Karima (Univ- Tebéssa) Existence et unicité de solution d'un probléme 24 MAI 2017 32/35



Existence et unicité de solution d’'un probléme non local
avec |'opérateur p(x)-Laplace

Résultat d’existence et unicité

(de théoreme (3.1)) :La fonctionnelle J est contunie et convexe, et donc
semi-continu faible. En outre étant donné qu'il est coércive, il a un point
minimal global, c'est le point critique de J, d'autre par d'aprés la
proposition (3.2) J est différentiable et strictement convexe, alors le point
critique de J est unique. OJ
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Conclusion

La méthode de point critique est un outil permettant de montrer
I'existence d'oli moins une solution faible de probléme semi linéaire grace a
la fonctionnelle d'énergie associée a ce probléeme.

En perspective : En généralisé I'équation (3,1) dans I'espace d'Olicz
sobolev et démontrer |'existence et |'unicité par la mémé méthode.
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