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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier 1'existence locale, globale et le
comportement asymptotique de la solution d'un probléme de
viscoe¢lasticité non linéaire de type hyperbolique, fait par S. Berrimi et
S. A. Messaoudi en [5].

De plus, nous avons étudi¢ le cas ou la solution de notre probleme
explose en temps fini.

Mots clés: viscoélasticité, fonction de relaxation, solution locale,
solution globale, énergie, décroissance exponentielle, décroissance
polyndmiale, explosion.
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Abstract

The objective of this work is to study the locale, global existence and
asymptotic behavior of the solution of a nonlinear viscoelastic
hyperbolic problem, done by S. Berrimi and S.A. Messaoudi in [5].
More, we have studied the case where the solution blow-up in finite
time.

Keywords: viscoelasticity, relaxation function, local solution, global
solution, energy, exponential decay, polynomial decay, blow-up.
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Introduction générale

Nous rappelons les résultats et les développements de ce theme par certains travaux, nous com-

mencons par le probleme général suivant :

[ue]” uge — Au — Augy + f(fg(t — $)Au(s)ds — cAu+a|u|" P uy +blufPu=0, ze€Q,t>0,
u(z,t) =0, x €0, t>0,
u(z,0) =ug(x), w(r,0)=wu(x), ze€ Q,
(D)
ou () est un ouvert borné avec une frontiere réguliere I' dans R” telle que n > 1, p Vvérifié :
0<p<2/(n—2)sin >3 o0oup>0sin = 12 et g est une fonction positive satisfaite les

conditions suivantes : .
g(0) >0, 1—/ g(s)ds =1>0.
0

et

3
gt) < —=&P(t), t>0, 1<p< 3

Cavalcanti [7], a étudié '’équation non linéaire suivante :

¢
|uel” uge — Au — Ay + / g(t — s)Au(s)ds — kAu, =0,
0

lauteur a montré l'existence globale dans L>°((0,00), Hi(€2)) pour & > 0 et le comportement
asymptotique pour k£ > 0, dans 'absence du terme d’explosion forte Awu; dans (2, il a prouvé la
décroissance exponentielle de ’énergie si la fonction de relaxation g(¢) décroit exponentiellement
vers 0, il a utilisé ’énergie (modifiée) pour prolonger la stabilité asymptotique dans le cas k = 0._

Cavalcanti [9] a étudié I'équation (pour p =0, m = 2,b =0, Auy = 0)

¢
g — Au + / g(t — s)Au(s)ds + a(x)uy + |u|*u = 0,
0

pour « > 0, g est une fonction positive et a : Q — RT vérifié a(x) > ag > a dans w C €, w satisfait
quelque géométrie et

—&9(t) < g'(t) < —&9(t),
les auteurs ont montrés la décroissance de facon exponentielle, le dernier résultat a modifié dans
Particle [8] par Cavalcanti et dans I’article [4] par Birrimi et Messaoudi. Dans leur travail,
Cavalcanti dans [8] a considéré deux situations : la dissipation interne dans une partie € et la
dissipation viscoélasticité (dissipation faible) dans une autre partie, il a prouvés la décroissance

exponentielle ou polynémiale d’aprés des conditions sur g. D’autre part Birrimi et Messaoudi




dans [4] ont montrés que la dissipation interne est non linéaire. Ainsi ils ont prouvés que le
terme mémoire est suffisant pour stabiliser le systeme et la solution décroit exponentiellement si

la fonction g vérifiée la relation
g'(t) < —€g(t), t > 0.

Messaoudi [30], a montré la non existence globale pour '’équation suivante :
t
gy — Au + / g(t — ) Au(s)ds + a|u| ™ > uy = [ul’ > u,
0

il a prouvé sous certains relation entre p, m et g 'explosion et I'existence globale, ce travail a
généralisé par Georgiev et Todorova dans [14] et Messaoudi dans [28], ils ont trouvés le méme
résultat pour 'équation des ondes (g = 0).

Dans l'article [27], les auteurs ont considérés 'équation suivante :
t
gy — Au + / g(t — ) Au(s)ds + a|ue|™ > u; — bluf’ > u =0,
0

Ils ont changés le terme d’explosion non linéaire a |u;|™ > u; par a|u,|, ensuite ils ont montrés
I'explosion de la solution dans I'absence de terme viscoélastique (¢ = 0) et pour a = 0, dans ce cas
le terme mémoire est suffisant pour I'explosion du solution en temps fini avec énergie négative
(voir [2]). Pour b = 0 le terme d’explosion assure I'existence globale voir ( [16],[28]).

Georgiev et Todorova [14] ont développés le travail de Livine dans le cas ou le terme d’explo-
sion est non linéaire, tel que le terme est changé par a ]ut|m_2 ug, dans leurs travail les auteurs
ont introduit une méthode différente pour déterminer une relation entre m et p, précisément ils
montraient I'existence globale si m > p et 'explosion si m < p.

Messaoudi [28], a prouvé I'explosion de la solution sans que I'énergie soit négative, pour plus
des résultats de méme nature (voir [23], [38]).

Khaled Zennir dans [40] a étudié I'’équation suivante :

t
U — Au — wAuy + / g(t — s)Au(s)ds + alu| ™ > u = blulf' u, ze€Q,t>0,
0

pour w > 0,9 # 0 et m > 2, il a démontré I'existence locale par la méthode de Faedo-Galerkin et
la méthode de point fixe, il a prouvé que la solution locale est globale lorsque le temps tends vers
l'infini, ensuite il a étudié le comportement asymptotique de cette solution. Enfin, il a montré que
I’énergie associée a la solution décroit exponentiellement.

Dans ce mémoire, nous considérons le probleme hyperbolique de viscoélasticité suivant :
gy — Au + fotg(t — 8)Au(s)ds = |u|"u, x€ Qt>0,
u(z,t) =0, r e 00t >0, (2)
u(x, 0) = Uo(x)a Ut($, O) = ul(x)a VS Q:




qui a étudié par Berrimi et Messaoudi [5], ils ont montrés que la dissipation donnée par le terme
intégrale (viscoélastique) est suffisante pour stabiliser la solution avec la décroissance de facon
exponentielle ou polynomiale.

Notre mémoire se compose en trois chapitres :

chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoins, commencons
par les espaces normés, Banach et Hilbert, apres nous donnerons les espaces L, les espaces de
Sobolev. finalement nous présentons les inégalités nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire
et aussi nous citons quelques théoremes utiles.

chapitre 2 :

Dans ce chapitre nous étudions I'existence locale en utilisant la méthode de Faedo-Galarkin, ainsi
la méthode de point fixe.

Nous considérons pour u € C([0,T], Hy(2)) le probléme linéaire suivant :
vtt—Av+/tg(t—3)Av(s)ds:|u\vu, re, t>0, (3)
0
avec la condition initiale
v(x,0) = up(z), ve(z,0) = uy (), = €,

et la condition aux bord

v(x,t) =0,t >0,z € 09,

et nous allons montrer que le probleme admet une solution locale unique v par la méthode
de Faedo-Galarkin, cette méthode consiste une approximation de la solution, ensuite on obtient
une estimation a priori nécessaire pour garantir la convergence de cette approximation. Comme la
solution existe pour le probleme (3), nous allons utiliser le théoréme de I'application contractante
pour montre I'existence locale de notre probléme (2).

De plus, nous allons prouver que la solution locale est globale, pour cela nous allons démontrer
que la norme |ju (¢)||, + ||Vu (t)||, dans 'espace de I'énergie L*(Q2) x H}(f2) de notre solution est
borné avec une constante indépendant du temps t.

Chapitre 3 :

Ce chapitre est dévisé en deux sections :

Dans la section 1 :

Nous allons étudions le comportement asymptotique de la solution, c’est-a-dire si la solution et ¢
la fonction de relaxation satisfait quelques conditions alors pour p = 1 notre solution décroit de

facons exponentielle et décroit polynémiale pour p > 1.




Dans la section 2 :

Nous allons montrer I'explosion de la solution en temps fini.




Q) : Ouvert borné de R".

I' : La frontiére réguliére de €.

x = (x1, T, ..., ;) : Le point générique d'un ouvert (2 de R".
Vu : Gradient de wu.

Auw : Laplacien de u.

w,u(t) s u(z,t).

wj :wj ().

p.p : La convergence presque partout.

—: La convergence forte.

—: La convergence faible.

—*: La convergence faible étoile.

(.,.) : Le produit scalaire.

a—? : La dérivé partielle de u par rapport a ¢.

D() : Espace des fonctions différentiables avec support compact ().
D'(€2) : Espace de distribution.

C*(9) : Espace des fonctions différentiables contintiment & fois dans ().
Co(Q2) : Espace des fonctions continues nulles sur le frontiere de 2.

H : Espace de Hilbert.

HY = Wy




Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels, nous avons introduire les notions essentielles nécessaires a
la compréhension des énoncés qui forment le theme de notre mémoire. Ces rappels concernent
les espaces normés, les espaces de Banach, les espaces de Hilbert, les espaces L” (£2), les espaces

de Sobolev et quelques inégalités et des théoremes importants.

1.1 Espace normé

Définition 1.1 Un espace vectoriel linéaire F est dit espace normé si pour chaque élément u € E . il

existe un nombre réel noté par ||ul| , vérifiant les axiomes

D ||lul]| =0<= u=0,
2) [Ju+ || < ||u|| + ||v], Yu,v € E (inégalité triangulaire),
3) | | = |\ [Ju]l, Yu € E, YA € RouC.

Remarque 1.1 (E,||.||5) est un espace normé.

Définition 1.2 (Equivalence des normes)

Soit ||.||, et ||.||, deux normes sur V' on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux

constantes ¢, ¢ Strictement positives telles que
VueV, allully < flully < collull; -
Proposition 1.1 Soit ||.||, et ||.||, deux normes équivalentes sur V, on a Uéquivalence

u,, converge vers v pour la norme ||.||, <= u,, converge vers u pour la norme ||.|, .



Définition 1.3 (Suite de Cauchy)

Soit (&, ||.||) espace normé et (uy), . une suite d’éléments de £, on dit que la suite (uy,), . €st

une suite de Cauchy si
Ve >0, dng(e), Yn, m > 0= ||u, — unl| <e.
Définition 1.4 (Espace complet)

Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy (u,,),, .

de l'espace E est converge vers un élément u de E.

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Définitions et propriétés
Définition 1.5 (Espace de Banach)

Soit (£, ||.||) un espace normé, on dit que F est un espace de Banach si £ est un espace complet.
Définition 1.6 FE’ est U'espace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues

f:E—R,
et appelé 'espace dual de E.

Proposition 1.2 (voir [37])

Lespace E' muni de la norme |||, définie

1/l g = sup {[f(w)] = [lul <1},

est aussi un espace de Banach.
On note la valeur de f € E' auu € E par f (u) ou (f,u) g 5 -

Définition 1.7 Soient (E, ||.||z) et (F,||.||p) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-
tion linéaire injective de E dans F, cette application permet de considérer F© comme un sous espace

vectoriel de F et on notera £ — Fou FE C F.

On dira que cette inclusion est :
1) Continue : S’il existe une constante C' > 0 telle que ||u||, < C' ||u| 5, et on notera

E “continue F.




2) Compact : Si pour toute suite bornée dans F (pour la norme de E), on peut extraire une
sous-suite qui converge dans F' (pour la norme de F), et on notera £ — ompact F-

3) Dense : Si pour tout u € E il existe une suite (u,) C E telle que lim uw, = u (la

neN* 00

convergence étant pour la norme de F).

Théoreme 1.1 (voir [6])

Soit £ un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si
By=f{ueE:|lu] <1},
est compact avec la topologie faible o (£, E’) .

Définition 1.8 Soit F espace de Banach et (u,) une suite dans E, alors u,, converge fortement

neN*
vers u dans F si et seulement si

lim ||, — ul|| =0,

n—oo

et notée par u,, — u ou lim u, = u.

n—oo

1.2.2 La topologie faible et faible étoile

Soit F un espace de Banach et f € E’. On note par

lorsque f dans E’, on obtient la famille d’applications (¢ f) feE de E dans R.

Définition 1.9 La topologie faible en E est la plus faible topologie en E, notée par o (E, E') pour tout

(gof)feE, continue.

allons définir la topologie faible étoile en E', qui notée par o (E’, E). Pour tout u € E, on a
¢; E' =R
f =0, (f) = <f> u)E’,E
lorsque u € E, on obtient la famille d’applications de £’ dans R.

Définition 1.10 La topologie faible étoile dans £’ est la plus faible topologie dans E' pour tout

() e €St continue.

1.2. Espace de Banach |



Remarque 1.2 (voir [6])

Puisque F C E”, il est claire que la topologie faible étoile o (E’, E') est plus faible que la topologie
o(E',E").

Théoreme 1.2 Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au moins

une sous-suite faiblement convergente.
Définition 1.11 La suite (uy),, .. dans E est converge faiblement vers u si et seulement si

lim f (u,) = f(u), pourtout f € E',

n—oo

cela noté par

Uy — U.

Remarque 1.3 (voir [36])

1) Si la limite faible existe, elle est unique.
2) Si u,, — u (fortement), alors u,, — u (faiblement).

3) Sidim F < +o0, alors la convergence faible implique la convergence forte.

Proposition 1.3 (voir [37])

Sur la compacité dans les trois topologies dans I'espace de Banach £ :
1) La boule d’unité
B ={ueE|jul| <1},

dans £ est compact si et seulement si dim (£) < oo.
2) La boule d’unité B’ dans E’ est un compact faible dans £’ si et seulement si £ réflexif.

3) B’ est toujours faiblement étoile compact dans la topologie faible étoile de £’.

Proposition 1.4 (voir [6])

Soit (f,),cn- une suite de £/. On a

1) [fn, = fdanso (F', E)| < [fu (u) — f(u),Vu € E].

2) Si f,, — f (fortement), alors f,, — f, dans o (E’, E").

3)Si f, = fdans o (E',E"), alors f, —* fdans o (E', E).

4) Si f, —~* fdans o (E', F), alors || f,|| est borné et || f|| < liminf || f,|| .

5) Si f, =* fdans o (F', E) et u, — u (fortement) dans F, alors f, (u,) — f (u).

1.2. Espace de Banach



1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.12 Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E x E dans le corp

K = C définit par (., .) est un produit scalaire si :

1) (u,v) = (v,u), pour tout u,v € F,

2) (Aug + ug,v) = A(uq,v) + (ug, v) , pour tout u,v € E, et A € C,
3) (u, \v) = X (u,v), pour tout A € C,
(u,u e

Définition 1.13 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E,||.||;) espace normé complet)

muni d’un produit scalaire pour la norme associée :
lullp = (u,w)? (o) [ully = (u,u).

Définition 1.14 (Systéme orthonormé)

Soit £ un espace de Hilbert, la suite {e, },., C E est appelée un systeme orthonormé si

1, sin=m,

<€n7 €m> - 5n,m - {

0, sin # m.

1) Sie, L e, ondit que le systeme {e,},-, est orthogonal.
€n

lenl

2) Si le systéme {e, } . est orthogonal alors le systeme { } est orthonormé.
N n>1

Définition 1.15 (Base Hilbertienne)

Soit F un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.). On appelle base Hilbertienne (dé-
nombrable) de £ une famille dénombrable {e,},., d’éléments de £ qu’est orthonormée pour le

produit scalaire et telle que I'espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E.

Définition 1.16 ( Espace séparable )

Un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, QQ est un sous-ensemble dénombrable
dense dans R ).

Théoreme 1.3 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

1.3. Espace de Hilbert



Proposition 1.5 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.,.), soit (e,),>1 une base

Hilbertienne de E, il existe une suite unique (uy),~, définie par
Up = (u, en) )

p
telle que la somme partielle Z u, e, converge vers u quand p tends vers Uinfinie.

n=1
De plus on a

lull® = {u,u) = Y | en)]*.

n>1

u= Z (u,e,) en.

n>1

alors, on écrit

Théoreme 1.4 (voir [36])

Soit (u,),y. une suite bornée dans I'espace de Hilbert £, alors on peut extraire une sous-suite
converge dans la topologie faible.

Théoreme 1.5 (voir [36])
Dans I’espace de Hilbert, toute suite converge dans la topologie faible est bornée.
Théoreme 1.6 (voir [36])

Soit (u,) une autre suite

converge faiblement vers v, alors

une suite convergente vers u dans la topologie faible et (v,,)

neN* neNx*

Hm (v, u,) = (v, u) .

Théoreme 1.7 (voir [36])

Soit F un espace normé, alors la boule d’unité
B =f{ueE': |u <1},
de E’ est compact dans la topologie faible o (E, E’) .

Proposition 1.6 (voir [36])

Soit E et F' deux espaces de Hilbert, (u,), .y~ € E une suite qui converge faiblement vers u € E,

soit A € L (F,F). Alors la suite (A (uy,)) converge vers A (u) dans la topologie faible de F.

neN*

1.3. Espace de Hilbert



1.4 Espaces des fonctions

1.4.1 Lespace LP(12)

Définition 1.17 Soient 1 < p < oo et € un ouvert borné de R, n € N. On définit Uespace des classes
de fonctions LP(f2) par :

LP(Q2) = {u : Q — R, u est mesurable et / lu(x) P de < +oo} :
Q

Pour p € Ret1 < p < oo, la norme est notée par :
1/p
ful, = ([ utapas)
Q

Lo(Q) { u: Q — R, u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que }

Sip=o00,0na

lu(z)] < C  p.psur .
Il sera muni de la norme du sup-essentielle :

|lull, =esssup|u(z)] = inf {C; |u(z)|<C p.psurQ}.
xef €

Définition 1.18 On dit qu’une fonction u : 2 — R appartient a Lj,.(Q) si f |x€ L? () pour tout

loc

compact K C €}

Proposition 1.7 L?(§2) muni de sa norme ||.||;, est un espace de Banach, pour tout 1 <p < occ.
Théoreme 1.8 LP(Q) est séparable pour 1 < p < cc.

Proposition 1.8 L>({) est un espace de Banach non séparable.

Théoreme 1.9 (voir [37])

LP () est un espace réflexif, pour 1 < p < 0.

Lemme 1.1 On suppose que (2 est un ouvert borné de R",(1 < p < o0) et soient u,,, u sont des fonc-

tions de L? (Q2) telles que u,, converge fortement vers u dans L*(Q2) alors
u, — u p.p dans Q.

Lemme 1.2 On suppose que ) est un ouvert borné de R",(1 < p < o0) et soit u,, une suite bornée

dans LP(£2) converge presque partout vers u, alors
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1) uw dans LP ().
2) u,, converge faiblement vers u dans L” (£2) .

Théoreme 1.10 Pour toute suite (u,),en+ convergente dans LP(S)), on peut extraire une sous-suite

convergente presque partout dans Q.

Siu € L>(N) alors
u(@)] < [lull o p-p sur .

Remarque 1.4

1) La limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujours unique.

2) Dans le cas p = oo la symbole * est posée pour montrer que la définition de convergence faible
dans L> n’est pas entierement la méme que dans les espaces L” (2), 1 < p < oo. En effet, le dual
de L*> (Q) est strictement plus grand que L' ().

3) La convergence forte dans L? (2) implique la convergence faible dans L? (2) pour 1 < p < co.

Théoréeme 1.11 Soit ) un ouvert borné de R

1) Siu, —* v dans L*™ (R2), alors u, — u dans L? (Q2), Vp > 1.
2) Siu, — udans L? (Q), alors [Jun| 1,y = [[ull sy dans R, pour tout 1 < p < co.
3)Sil<p<ooetsiu, = udans L (), alors 3K > 0 tel que [jun| 1,y < K et

||u||LP(Q) < nliinoo inf ||Un||Lp(Q) .
Le résultat est aussi vrai si p = oo et u,, —=* u dans L (2) .
4)Sil <p<ooetsidK >0 tel que ||u,|;, < K, alors il existe une sous-suite u,, et u € L? (Q2)
tels que u,, — u € L? (Q).
Le résultat est aussi vrai si p = oo et on a alors u,, —* u dans L™ (€2).
5)Sil <p<ooetu, — u dans L? (), alors il existe une sous-suite u,, telle que u,,, — u p.p et
|un,| < h p.pavech € LP(Q).

Lemme 1.3 Soit Q2 un ouvert borné de R™ x R, u,, et u des fonctions de L? (Q2),1 < p < oo, telles
que

||um||LP(Q) < C ,u, — u p.p dans .

Alors u,, — u dans L? (§2) faiblement.

Lemme 1.4 L?() est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire :

(U, V) p2(q) = / u () v (x) dx, pour tout u,v € L*(1).
Q
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1.4.2 Lespace L((0,T),F).

Définition 1.19 Soit E un espace de Banach, 1 < p < oo et [0,T] un intervalle de R. On appelle
espace de Lebesgue a valeurs dans E et on note L?((0,7), E) Uespace des fonctions u :)0,7[— E,

mesurable qui vérifient :

)Sil < p<oo, [[ullpor)m (/ lu(z |pdx) < 00,

ii)Sip = oo, =ess sup |u(x)| < oo.

Hu”Loo((o,T),E) z€]0,T

Théoreme 1.12 (voir [36])
Lespace LP((0,T), E) est complet.

Remarque 1.5 Supposons que (1 < p < 0o) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent a la convergence faible.

Définition 1.20 Lespace des fonctions indéfiniment différentiables C* () a support compact inclus

dans un ouvert 2 de R" est noté par D (2) (espace des fonctions test), c’est-a-dire
D () =C(Q2) ={ueC™();IK CQ, K compact (fermé, borné); u = 0 sur K} .
Définition 1.21 Notons par D'((0,T) , E') Uespace de distribution dans |0, T[ a valeurs dans E, et on
définie
D'((0,T),E) = L(D]0,T[, E),

ou L(¢,p) est 'espace des fonctions linéaires continues de ¢ vers ¢. Comme u € D'((0,7), X),

on définie la dérivé de distribution par :
ou Op
— = D T
5 ) =0 (%) e D01,

et comme u € LP((0,7),FE),on a

U(w)=/0 w(t) o (t) dt, Yo € D (0, ).

Maintenant, nous allons introduire des résultats importants dans L?((0,7), E) :
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Lemme 1.5 (voir [25])

Soitu € LP((0,T), E) et g—? € LP((0,T7),E), (1 <p < o) alors la fonction u est continue de [0, 7]
dans F (i.e) u € C* ((0,7T) ,E) .

1) Pour 1 < p < oo, LP((0,7T), E) est un espace de Banach et en particulier L?((0,7), E) est un
espace de Hilbert, lorsque F est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 < p < oo et si E réflexif, alors LP(0, 7T, E') est aussi réflexif.

3) Pour 1 < p < oo et si £ séparable, alors L*((0,7"), E) est aussi séparable.

Lemme 1.6 (voir [26])

Soit ¢ =10, T[ x €2 est un ouvert de R x R", et soit g,,, g deux fonctions dans L?([0, 7], L% (2)),
1 < g < oo telles que

||gu||LQ([0,TLLq(Q)) <C, VpeN,
et

g, — g dans g,

alors

gu — g dans L(p).
Proposition 1.9 (voir [12])
Lespace LP((0,T), E') qui associé a la norme |||, 1) x) » €St un espace de Banach.
Proposition 1.10 (voir [14])

Soit £ un espace de Banach réflexif, de dual £’ et 1 < p < 00,1 < ¢ < o0, E + ! = 1 alors le dual
de LP((0,T), E) est définie algébriquement et topologiquement dans L? (((])D, T) ?E’ ).
Proposition 1.11 (voir [12])
Soit F, F' deux espaces de Banach, ¥ C F' avec injection continue alors
LP((0,T),E) C LP((0,T),E"),
avec injection continue.
Proposition 1.12 (De compacité) (voir [25])

Soient B; B, et Bs trois espaces de Banach avec B; C B, C Bj;, supposons que 'injection

Bs; — Bjs est continue et By, B3 sont réflexifs. On définie pour 1 < p < 00,1 < ¢ < ©
W= {U S ((07T) 7B1) cu e L1 ((07T> 7B3)} )

alors l'injection W — L? ((0,7"), Bs) est compact.




1.5 Espace de Sobolev

1.5.1 Dérivée faible

Définition 1.22 Soit Q un ouvert de R", 1 <i < netu € L}, (Q) une fonction a une i-éme dérivée

loc

faible dans L}, () s’il existe f; € Lj,. () telle que pour tout ¢ € C° (2) on a :

loc loc

| u@arptaris == [ Faypte)ds

Cela revient a dire que f; est la i-eme dérivée de u au sens des distributions, on écrira :

ou

1.5.2 Espace W?(Q)

Définition 1.23  Soit Q un ouvert quelconque de R" et p € R,1 < p < +oo, Uespace W'r(Q) est
défini par :

WP (Q) = {u € LP(Q); tel que dju € LF(Q)}.
ou §; est la i-eme dérivée faible de v € L] (Q).

1.5.3 Espace W"™(Q)

Définition 1.24 Soit Q) un ouvert de R", m > 2etp € R, 1 < p < 400, lespace WP () est défini
par :
W™P(Q) = {u € LP(Q); tel que Du € LP(Q),Va, |a| < m}.

OlaeN" |a| =a;+ay+ ...+ a, et D* = 9.0 est la dérivée faible de u € L], (Q2).

loc

Lespace W™P(2) est muni par la norme
el = lullpoey + D I Dl 2y -
0<|a|<m

Définition 1.25 On note par Wy"" (Q) est Uespace fermé de D (2) dans W™P ().

Définition 1.26 Si p = 2, on note par W™2(Q) = H™ et Wy*(Q) = H" (Q) muni par la norme

1/2

2
llamey = | D2 (10°ulloey) |

laf<m
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tel que H™ (Q) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(U, V) () = Z (D%u, D) ;> = Z /Go‘uaavdm, pour tout u,v € H™(Q).
Q

|| <m |a|<m
Proposition 1.13 ([36])
1) Les espaces W™P?((2) sont des espaces de Banach.

2) Sim >m/, H™(Q) — H™ (), avec injection continue.
3) Sim = 0ona W (Q) = LP(Q).

Lemme 1.7 Comme D (Q2) est dense dans H[" (2), nous identifions un dual H=™ () de H" (Q)

dans un sous-espace fermé sur 2, on trouve
D(Q) — Hy' (Q) — L*(Q) — H ™ (2) — D'(Q).
Lemme 1.8 (Inégalité de Sobolev-Poincaré)

Si

alors, il existe une constante C'(p, 2) telle que :
lull, < € (p, Q) [Vull,, pour u € Hy(Q).

Définition 1.27 (Intégration par partie)

Soit (u,v) € H' (Q), pour tout 1 <7 <mnona

Ou vdr = —/ Ov udz + / uvn,do,
o Ox; o Or; o0

ou 7, (z) = cos (1, x;) est le cosinus directeur de I'angle compris entre la normale extérieure a 052

au point et 'axe des x;.

Lemme 1.9 (Formule de Green)

Pour tout u € H? () etv e H' (Q) ona:

—/Auvda::/Vqudx—/ @vds,
Q Q a0 On

\ au 14 . 7/
ou o est la dérivée normale de u sur Of).
n
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Lemme 1.10 (voir [36])

. 1 o 11—«
Soitl <p<r<qg,—=—+
rop

,et0 < a <1. Alors

a 11—«
[ull 2r ey < Nullzeoy lull Lo -
Lemme 1.11 (voir [36])

Sip(R) <oo,1<p<gq<oo,alors L(2) — LP (), et

1/p—1
el oy < 1 (Y77 ]| ey -

1.6 Quelques inégalités utiles

Soit 2 un ouvert de R"(2 C R™).
Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u,v € L?(Q)
t 1/2 1/2
S/ luv| dx < (/ \u|2dx> (/ |v|2dx) :
0 Q Q

/uvdm
Q
[uv] 2y < [lul

(i.e)

.

L2(@)
Inégalité de Cauchy avec ¢ (s-inégalité)

Pour tout ¢ > 0 et (a,b) € R*on a:
€ 2 1 2
bl < = — [b|”.
ab| < = Jaf* +

Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.

Pour tout u € LP(Q2) et v € L4(Q), |uv| € L*(2) et pour tout 1 < p < co on note ¢ le conjugué de
p ((L?)* = L9), c’est a dire p + — =1, et on a l'inégalité :

q
1/p 1/q
/uvdm < / luv| dz < (/ |u|pdm) (/ |v|pdx) :
Q Q Q Q

/Q jwe] dz < [[ull oy 190l ey -

(i.e)
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Inégalité algébrique de Young
Pour tout a,b € Ry ona:
1
lab| < & |al® + o b]*, avec § > 0.

Inégalité de Young
Pour tout (a,b) € R*on a :
1 1
|ab] < = |af” + = [b]7,
p q
Ay 7 . o, . .7 . 1 1
ol p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (- + — = 1).
p q
Inégalité de Young avec ¢

Pour tout ¢ > 0 alors pour tout (a,b) € R?on a:
jabl < elal” + c(e) [0,

ol p, ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation (1 + Lo 1)etc(e) = l(ép)%.
Inégalité de Gronwall b i

Soit T' > 0, ¢ une fonction telle que p € L'(0,7T),p > 0, presque partout et ¢ € L}(0,7),¢ > 0,
presque partout et p¢ € L(0,T), Cy,Cy > 0.

Supposons que

o(t) < C1 + G, / o(3)6(s)ds, ppte (0.T).

Alors on a
B(t) < Crel2ho#®)%) p bt (0,T).
Inégalité de Minkowski

Pourl1 <p<oo,ona:

lu+vll e < llull + lvll -

1.7 Meéthodes d’existence

Ici, on énonce le théoréme du point fixe qui s’appelle le théoreme de I'application contractante.
On utilise ce théoreme pour prouver l'existence et 'unicité de la solution de notre probléme non

linéaire.

Définition 1.28 Soit f : E — FE est une application d’un espace métrique E. Le point u est un point
fixe de f si
f(u) = u.




Définition 1.29 Soit (E,dg) et (F,dr) deux espaces métriques. Lapplication ¢ : E — F est appelée

contraction s’il existe une constante positive C' < 1 telle que

dr (90 (u) P (U)> < Cdg (u7 U) :

Théoreme 1.13 (Théoréme de point fixe pour application contractante)

Soit (E, d) un espace métrique complet. Si ¢ : £ — F est un contraction, alors ¢ admet un point

fixe unique.
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Chapitre 2
Existence de la solution

Dans ce chapitre nous allons démontrer P’existence locale, en utilisant la méthode de Faedo-
Galerkin et le théoreme de ’application contractante. Aussi nous allons démontrer I’existence

globale.

2.1 Position du probleme

On considere le probléme suivant :

uy — Au + fgg(t — s)Au(s)ds = [u|"u, x€Q,t>0,
u(z,t) =0, €N, t>0, (2.1)
U(I,O) - UO(I)7 Ut(ZE,()) - Ul(fﬁ), YIS Qv

ol v > 0 est une constante, g(t) est une fonction positive (dite de relaxation) satisfaite quelques
conditions et 2 est un ouvert borné dans R"” (n > 1) de frontiere réguliere 02. Les fonctions ug(z)
et uy () sont les données initiales.

Ce probleme modélise certains phénomenes en viscoélasticité.

Maintenant, nous énoncons les hypotheses générales sur la fonction de relaxation

g : R, — R, est une fonction de classe C'(R,, R, ) satisfaisante :

g(0)>0, 1-— / g(s)ds =1>0. (G1)
0
Il existe une constante positive ¢ telle que :
3
gt) < —=&P(t), t>0, 1<p< 3 (G2)

3 o0
Remarque 2.1 Sip < jona Jo g*7P(s)ds < oo.
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Chapitre 2. Existence de la solution

Remarque 2.2 Un exemple pour une fonction qui satisfait (G1) et (G2) respectivement, est

g(s) = e a>0,

g(s) = b(L+s) "V p>1, b<2-p)/(p—1).

Lemme 2.1 Pour tout u € C'([0,T], Hy(2)) on a :

[ vuto) [ ot = 9Vuisde = 50 Tu)®) - 3500 Vale) = 5a0) [ [Fu(o) do

L[ yas [ 1Vu(s)Pd (2.2)
vy | ois [ [wusr ). .

(gou)(t) = /0 g(t —s) /Q lu(s) — u(t)|” deds.

ou

Preuve. On a

/QVut(t)/O g(t — s)Vu(s)dsdx = /QVut(t)/o g(t —s) (Vu(s) — Vu(t)) dsdz
+ Vut(t)/ g(t — s)Vu(t)dsdz,

_ /0 ot — s) /Q Vui(t) (Vu(s) — Vu(t)) deds
—I—/O g(t—s)/QVut(t)Vu(t)dxds.

Par conséquent

/QVut(t)/O g(t — s)Vu(s)dsdx = ——/0 g(t—s)i IVu(s) — Vu(t)) deds

implique que

/QVut(t)/O ot — $)Vu(s)dsdr — %(g'ovu)(t)_li(govu)(t)—%g(t) V()2 da
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2.2 Existence locale

Dans cette section, nous allons démontrer I'existence locale du probleme (2.1), pour
u € C([0, 7], Hy ().

Pour ce but, on consideére le probléme associé pour v fixé dans C([0, 7], H} (Q2)) :

vy — Av + fotg(t —s)Av(s)ds = |u|"u, z€Q, t>0,

v(x, t) =0, €I, t>0, (2.3)

v(x,0) = up(z),ve(z,0) = us(x), x€Q,
et nous prouvons I’existence locale en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, apres en utilisant
le théoréme de I'application contractante pour montrer ’existence locale du probléme (2.1).
Notre technique pour cette démonstration est la méme de Georgiev et Todorova [14], avec des
modifications nécessaires qui sont supposés par la nature de notre probléme.
La premiere étape est le choix de I'espace ou I'existence locale est établit, la condition minimale
pour cet espace est u(z,t) continue. Cespace faible qui satisfait la condition u € C([0,7], H) avec
H = Hj (Q) x H} () est I'espace du probleme (2.1).

Avant de commencer la preuve, on introduit 'espace

Vi =€ (7], H () NC* (0,77, L (@)

Et la norme associée est

2 2 2
ol = g { [ (o +1190] 20}

Théoreme 2.1 Soit ug € H} (), uy € L? (), supposons que

0 < v< n> 2,

n—2’
0 < v, n=1,2, 2.4)

sont vérifiées. Alors le probléme (2.1) admet une solution locale unique v € Y pour T assez
petit.

La preuve de ce théoreme est établit par des lemmes. La présence du terme |u|” v dans le membre
de droit du probléeme (2.1), donne une valeur négative dans I'énergie. Pour cela on fixe

u € C([0,T], H} (Q)) dans le membre de droit du probléme (2.1) et on montre que le probléme

(2.3) admet une solution.




Lemme 2.2 Supposons que (2.4) sont vérifiées, alors pour ug € H} (Q),u; € L*(Q) et

u e C([0,T], H} (22)) le probleme (2.3) admet une solution faible unique v € Y.

Pour La preuve de ce lemme on suivre la méme technique du a Lions [25], pour établir la conver-
gence du terme non linéaire, premiérement il faut que les conditions initiales sont plus régulieres
(ug € HY (Q) N H?(Q),uy € Hy (Q)).

Lemme 2.3 Siu € C([0,T], H (Q)). Supposons que

uy € H*(Q)NH}(Q),
u; € Hé(Q),

et (G1), (G2) sont vérifiées, alors il existe une solution locale unique v du probleme (2.3) telle que :

v € L*([0,T],Hy () NH*(Q)), (2.5)
v, € L*®0,7T],Hy (), (2.6)
vy € L>[0, ]aLQ(Q))

Preuve.

Existence :

1) Solution approchée

Soit V' = H} (2) N H? () est un espace de Hilbert séparable, alors il existe une famille de sous-
espace {V,,} telle que :

i)V, cV (dimV, < ), Vn € N.

ii) V,, — V telle qu’ il existe un sous-espace 1} dense dans V' et pour tout v € V, on peut extraire
une suite {v, }, . OU v, — v dans V.

iii) V,, C Vi etU, Vi, = Hi (Q) N H? ().

Pour tout n > 1, soit V;, =Vect{ws, ws, ..., w,}, ot {w;}_, le systeme orthogonal tel que
|w;|| = 1,w; € H*(Q), pourtoutj=1,..,n

On note par {\;}7_, les coefficients de combinaison linéaire, oli w; sont les solutions du probléme :

{ —Aw; = Nw;, j=1,..,n sur), 2.7)

w; =0, sur 0f).

Par (iii), on peut choisit v,g, v,1 € {wy,ws . w,} tel que

.....




Upo = Z anw; — ug dans Hy () N H? (), (2.8)

j=1
Un1 = Z Bjnw] — U1 dans H& (Q) , (2-9)
=1

ou

Uy, = /uowjdx,
Q

Bjn = /uledx.
Q

Soient les fonctions ¢7, ..., ¢ € C*[0,T], telles que

v (1) =)@} () wy, (2.10)
j=1

avec
ﬁ@ZL%@%m

on résoud le probleme

{ o U (8) e = Jo Do (8)ndo + [ [ gt =)Ao () ndsde = Jo lu (O w(®)nde, o

Un, (0) = Uno, U;—L (0) = Unp1,

pour toutn € V,, et t > 0, on pose n = w; dans (2.11) on obtient le probleme de Cauchy pour des

équations différentielles par les inconnues ¢ :

{ Pim () = N (8) + A; [y gt — 8)¢h (s) ds = 1), (t),
©} (0) = fQ uow; (x) dx, go}” (0) = fQ wwj (x)de, j=1,..n,
ou

W, (1) :/Q|u(t)|7u(t) wdz € C[0,T].

Donc ce probléme admet une solution unique ¢7 € C*[0,7]. En résulte que v,, défini par (2.10)
est unique et satisfait (2.11).

2) Estimations a priori

La premiere estimation a priori

Cette estimation pour montrer que I'énergie de (2.11) est bornée et on déduit que le temps

maximal (final) 7, tends vers 7.




On pose n = v/, (t) dans (2.11) on obtient

/Qv;{(t)v;(t)dx—/Avn dm—l—// (t — 8)Av, (s) v, (t) dsdx

= /f(u) vy, (t) dz, Yn > 1,
Q

ou f(u)=|u(t)]"u(t), lorsque
f:L*(Q) — L*(Q)

wr— fu ()" u(t),
est continue, on déduit que
Ju ()" (t) € L (0,77, L% (Q)) .
D’autre part, comme H'! (Q) — L*(Q) on peut déduire
feH (Q).

Le premier terme dans (2.12), s’écrit

T (t)v, (t)de = . d
JRACEACE th/| (1) d.

= el @2,

En intégrant par partie le deuxiéme terme dans (2.12), il vient

_ / Av, ()0, () de = — | Vun (#)0, () ndo + / Vo, () Vi, (1) dz,
Q Q

o0N

- /wn()w (t) da,

= 2dt/|an )P da,

= IV 0B

(2.12)

(2.13)

(2.14)




En intégrant le troisieme terme dans (2.12) et utilisant le lemme 2.1, on obtient

/Q/Otg(t—S)Avn(s)v;(t)dsdx _ / ’(t)/tg(t—s)Avn()dsdx,
= /Vv / (t — 5)Vu, (s) dsdx

[ wn<>/g<t—s> (t) dsdo,

_ /w /t—s)an(s)dsdx,

= 360 V) + 5 5 a0 VOO + 5000) [ [Vl do

2d

5 ( / o(6)ds [ [Tt de),

alors

[ [ st =900, (514, (0 dsde = =550 Vo)1) + 55100 T0)O + 5000 [V (0]

s ([ s ive o)

En substituant (2.13), (2.14) et (2.15) dans (2.12), on obtient

S5 (@i (1= [ oe-sa) 190, 0 + o 70 0)| - [ 10

_ %@fow()—lg(>Hwn<>ué-

D’ou

0~ [ #w (o oY) (1) — 29() [ Ven (1),

avec . .
E.(0)=1 [||v;<t>||§+(1— / g(t—s)ds) Vo, (1 + (g0 Vo) ()]

est '’énergie associée au probleme (2.11).
D’apres (G2), (2.16) vient

/f t)yde <0, Vt>0,

en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwartz, on obtient

CE.t) < / F(u

) da
S < (firwr)” ([ror)”

< IF @l [log D1l

IN

R
=
A

(2.15)

(2.16)

(2.17)




en appliquant I'inégalité de Young dans (2.17) pour tout § > 0, on trouve

d

—E, (t) <
T (t) <

1
oy 1Lf () + 6 12, (@)]3
en intégrant I'inégalité au-dessus par rapport a ¢ sur l'intervalle |0,¢[, (¢t < T'), il vient
1 ! 2 ¢ / 2 1 / 2 2
Ea(t) < o [ 1f@Eds+6 [ e @3 ds + o (I 013 + V0 (0)]Z)
45 J, o 2
1 2 f 2 1 2 2
E.(t) < = [ If@lzds+d | lv, ®)5ds+ 5 (lwmlls + [Vuaoll3)
lorsque f € L?([0,T],L*(9)), on déduit que

t
By (1) < Cr (lum |+ [Vunol2) + 6 / o, ()11 ds,

E.(t) < Cr (luml2+ [Vunol2)
v | t (5 1 om+ (1= [ ol $)ds ) [V, (15 + (50 ¥e) ()] ) ds

t
By (1) < Cr (lum |2+ [Vunol2) + 6 / E, (s)ds,
0

Donc

d’apres I'inégalité de Gronwall, on trouve
En (t) S RT7

olt Ry = Cr (|Juni||5 + || Vunol|5) est une constante positive.

On conclure que 7, tends vers T et
vy, est borné dans L™ ([0,77, Hy (2)) .

La deuxieme estimation a priori

On pose n = w, dans (2.11), on trouve

/QUZ (t) widr — /QAUn (t) widzr + /Q /Otg(t — 5)Av, (s) widsdr = /Qf (u) widz. (2.18)

En multipliant (2.18) par )\; et posant —Aw; = A\;w;, on obtient

t
= [ sk [ v, 0 dwgda— [ [ glt-5)80,(5) Buwydsds =~ [ £ (0) Bwyde. 219)
Q Q QJ0 Q




En multipliant (2.19) par 7" (¢) , il vient
t
/ w (1) Aw;l" (t) d + / Av, (t) Aw;pf" (t) do — / / g(t — 5)Av, (s) Aw;@f () dsdx
aJo
/f Awﬁ@ (t) de,

par l'utilisation de (2.10), on obtient

_/ o (1) A, ()dm—i—/ﬂAvn()Av dx—// (t — 5)Av, (s) A, (1) dsda

/ f (u) Av, (2.20)
En appliquant I'intégration par partie, le premier terme dans (2.20) devient
— / vl () AV, () de = — | YVl (t) o] () n,do + / Vol (t) Vo, (t) dx,
Q o9 Q

- /w”()w (t) da,

—2dt/|Vv )|? de,

= eIV oI, 2.21)

Le deuxiéme terme dans (2.20) s’écrit

/QAvn (t) Av,, (t)dx = 2dt/|Avn )| d,

= A 2. (2.22)
Par le lemme 2.1, le troisieme terme de (2.20) devient
t
| [ ot =100, (dsar = 5070 du,)(e) = 5 (g0 Au)(®) - 39(0) v, (O
QJOo
+ 5o {180, @ [ oo} @.23)
2dt R ‘ '

En intégrant par partie le premier terme du membre droit de I’égalité (2.20), il vient

- [rwag o~ [ Vi@V @ = [ o0 @nde,

= /Vf (u) Vi, (t) dz. (2.24)
Q
D’aprés (2.21) (2.22) (2.23) et (2.24), I’égalité (2.20) devient
1d 1 1d 1
IV (I + Mdumn B3+ §<g'o Aun)(t) = 529 0 Av) (1) = S9(8) [ Avn ()13
§d_ { | Av, (t || fo } = fQ V[ (u) Vol (t)de.




Donc

337 |19 01+ (o du)0)+ (1= [ gto)as ) 180, 01| - 3150 Aoy )+
/QVf (u) Vol (t) dx
(6= [ VF () Vo, () do = 50670 An) ()= 3a(0) v, (O]} <0
Avec K, <t>=§ [ng (DI + (g 0 Au,)(t (1—10 ds) | Ao, (1)]3]

h < /QVf () V' (¢) dz

En intégrant (2.25) par rapport a ¢ sur l'intervalle |0, ¢[, (¢t < T'), on obtient
' ! 1 / 2 2
Kolt) < [V ) Ve, (0 deds + 5 (199, O + 180, 0)]).

t
1
Ko) < [ [ V5@V 0 drds+ 5 (1Yl + [ual).
0 JQ

S9(6) 10, ()]

(2.25)

(2.26)

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et 'inégalité de Young au premier terme du membre

de droit de (2.26), on trouve

/Ot/Qw(u)w dxds<—/ IV 7 (u ||2ds+6/ IV, ()2 ds,

En substituant (2.27) dans (2.26), il vient

1 t t . 1
Ko< 35 [ IV @3ds+8 [ 196 (0 ds+ 5 (IVll + | Auol?).

(2.27)

Ko (6) < Cr (V3 + [ Sunal) 45 [ t (19, 013+ (o 0+ (1- [ tg(s)ds) 80, ()13) .

Donc .
K, (1) < Cr (| V]l + [ Aunoll2) +5/ K, () ds.
0

D’apres I'inégalité de Gronwall, (2.28) devient
K, (t) < Sr.

ol St = Cr (|[Vun||5 + || Aunl|) est une constante positive.

D’aprés la définition de K, (¢), (2.29) équivalent a :

IV0, (8)ll5 + (9 0 Avy) (1) + (1 —/0 9(8)d8> 12w, (8)]l5 < Sr.

(2.28)

(2.29)




Alors, en résulte que

v, est borné dans L ([0, 7], H* (2))
v;, est borné dans L ([0,77, Hy (2)) .

La troisiéme estimation a priori

Il est claire que

% [/Otg (t —s) Av, (s)ds| = g (0) Av, (t) + /Ot g (t — s) Av, (s) ds, (2.30)

en intégrant (2.30) par partie, il devient

%[/Otg@—s)mn(s)ds

En dérivant (2.11) par rapport a ¢, vient

e — [ s @nars [ 5[t = a0, 6)ds] wie = [ (@) w232

en substituant (2.31) dans (2.32), on trouve

[ wmte— [ su@ndes [ (50800 [ ol—9806)ds) s

- / (f (W) nde, (2.33)
Q

t
g (t) At + / g (t = s) Adl, (s) ds. (2.31)
0

a—‘:. On pose n = v/ (t) dans (2.33), on obtient

avec (f (u) =
/QUZ’ (t) v, (t) dz — /Q A, () vl (t) dz + g (t) Aung /Q vy (t) dx + /0 g (t—s)Auv, (s)v, (t)dsdz

- /Q (f (W) " (¢) da. (2.34)

Le premier terme dans (2.34) s’écrit

JRACEACE M/w )2 dr.

10401 (2.35)
Le deuxieme terme dans (2.34) par intégration par partie, vient
—/Av;Z () vl (t)de = — Vv (t)vr (t)n do—{—/Vv; (t) Vol (t) dx,
Q Q
= th/ IVl ()] d,
= IV OIE. (2.36)




Le quatrieme terme dans (2.34) par intégration par partie et le lemme 2.1, vient
t t
/ vl (t) / g(t—s)Av, (s)dsde = / vl (t) / g (t—s) V! (s)dsn;do
Q 0
/ Vol (t / (t —s) Vv, (s)dsdz,  (2.37)

2

von [ , 1d , 1d ,
Lo [[ot=s) s @ dstn = 550090 0= 5 [ 190 )13 s
0
1 1
WV O+ VO @38)

En remplacent (2.35), (2.36) et (2.38) dans (2.34), il vient

Sl I + 2dtuw<>u§+<g<tmuqo> ) dr+ 55 (g0 w>< 5 g (5) IV ()] ds
(VL) (1) + 50 (1) [V ()1 = fo (F () v (1) i
donc
s IO+ 55 (1= [ 900 ) IV 01 + 55 0090 0+ (00 ) [ et 01
=[Gy 56 0T 0 - 5001V 0. (239
on note par

firon+ (1- [ 9(s) i) IV, (01 + (70 90 (1)}

Sla {0+ (1= [o0a) 196 0+ e v 0}] + 60 2w [ 0as

(F @) el (0)dr+ 5 (o © V04 (1) = 50 1) IV, (). (2:40)

N —

I
@\

Iégalité (2.40) devient
G = [ (O ) e+ (90 Auna) [ i (0)da =5 (670 T) (0 = 500 IV @1 < 0

Q

En intégrant la formule au-dessus sur l'intervalle |0, ¢[ et estimant le deuxiéme terme par Cauchy-

Schwartz et Young, on trouve

¢ " 1 " 1 / 1 ¢ 1112 ¢ "
sen (D)+(g (£) Attyo) / / o (1) dads < ||l |24 [V, (0) 24— / 1(F (@))'||? ds+ / 1o (8)]2 ds.
0o Jo 2 2 40 Jo 0




%n<t) ( ( Aunﬂ fo )dde<RT (HU ||2+||Vun1||)
+4 Jy (Il )13 + (1 fo ds) [V, 03 + (g0 Ver) (1)) ds.
Alors

t
PRORE Auno// " dmds<RT(||v ||2—|—||Vun1||> / L) ds,  (2.41)
0

d’apres I'inégalité de Gronwall, (2.41) vient

s, (t) + (g (1) Augg) / / " (t)dxds < Ry (Hv ol + 1|Vt || )

Ainsi, pour estimer le terme ||,/ , on pose n = v/ () et t = 0 dans (2.11)

/Qv;; (t) v (t) d:zc—/QAvn ()" (¢) dx+/ﬂ/0tg(t—s)Avn (s) 0! (1) dsda;:/ﬂf(u(()))v;; (t) da,

/ o (0) 1 (0) dz — / Au, (0) v (0) dar / £ (u(0)) o' (0) dx,
/]v" )| dx—/Avn vl ( dx—i—/f
Nous avons
loroll; = / Atingtpgdz + / f (u(0)) v)yde, (2.42)
Q Q

a partir de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, (2.42) s’écrit

1/2 1/2
llly < ([ 1ot \dx) (( [awepar) "+ ([ 1 @opp2ar) )
< lvnolla (1Auolly + [1f (w (0))l,) ,

alors
[onolly < [[Auolly + [1f (u (0))], < C. (2.43)

Donc
s, (t) < L (2.44)

t
//Ug(t)dxds < Ly, (2.45)
0o Ja

ou Ly est un constante positive.
D’apres (2.8), (2.43), (2.44) et (2.45) en résulte que

vy, est borné dans L™ ([0,77], L* (2)),
vy, est borné dans L™ ([0, 77, Hy (2)) .

)




Passage a la limite :

D’apres la premiere, la deuxiéme et la troisieme estimation, nous avons

v, est borné dans L ([0, 7], H* () N Hy (Q)) ,
vy, est borné dans L ([0, 7], Hy (),
vy est borné dans L ([0, T, L* () .

(2.46)

On déduit d’apres (2.46) et le théoréme 1.2 qu'on peut extraire une sous-suite (Vni), ey, de

(Vn),en+ €t une fonction v telle que si on passe la limite dans (2.11), on trouve la solution faible

v de (2.3) avec la régularité au-dessus.

Un — v dans L™ ([0, T] H; (Q) NH?(Q)),

v, — *v’ dans L™ ([0, ) (Q))
om, — " dans L™ ([0, Q)

En utilisant

L ([0,7]. L% () — LA(0,T], L*(2)).
1 (10.7), Hy () — L7 ([0.7], H} ().

Nous obtenons

v, — o fortement dans L* ([0,7], H; (Q)) ,
vy, — " fortement dans L ([0, 7], L* () .

D’autre part
v;, est borné dans Hj (0,77, Hy (2)) .

Par conséquent, l'injection
Hy ([0, 7], Hy () — L* ([0,7],L*(Q)) ,

est compact, alors

vy, — v’ (converge fortement) dans L ([0, 7], L* () .

Donc

v, — o fortement dans L ([0,77], L*(Q)) ,

n

vn, — " fortement dans L™ ([0,7], L* (Q)) .

(2.47)

(2.48)




D’apres le lemme 1.1, on peut déduire

v, — v p.pdans (0,7) x Q,

12

o, — V" p.pdans (0,7) x Q.

Maintenant, nous allons passer la limite dans (2.11).

On pose = w,, n = nk et fixe j < nk,

t
/ v (t) wide — / Avpy (1) wydx —I—/ / g(t — s)Avyy (s) widsdr = / f(u) widx (2.49)
Q Q QJo Q

En intégrant par partie le deuxieme et le troisieme terme du membre de gauche de (2.49), on

trouve

t
/vxk (t) wjdas+/ank (t) Vw;dz — // g(t — )V (s) Vw;dsdr = / f(uw)w;dx. (2.50)
Q Q aJo Q

Par passage de la limite dans (2.50),on obtient

/QU// (t) wjd:c+/QVv (t) Vw;dx — /Q/Otg(t — 5)Vu (s) Vw;dsdx = /Qf(u) wjdz. (2.51)

Comme, le base w; (j = 1,...) est dense dans H, () N H?(Q2), on peut généraliser (2.51) par

/Q o (1) o+ /Q Vo (t) Vooda — /ﬂ /0 ot — )V (5) pdsdi = /Q f () pdz, Yo € H ()N H2(Q).

Alors
v est borné de L* ([0, T] H? (Q) N Hy (Q)),
vy est borné de L™ ([0, ) (Q))
vy est borné de L™ ([0, 2(Q)) .

n

Unicité :

Soit v; vy deux solutions de (2.3), et soit w = v; — v, satisfait :

w” (t) — Aw (t) + /tg(t — s)Aw (s)ds = 0. (2.52)

En multiplient (2.52) par «’ et intégrant sur €2, on trouve

/Qw" (t)w' (t) dm—/Aw d:v—l—// (t — s)Aw (s)w' (t) dsdz = 0, (2.53)




le premier terme dans (2.53), s’écrit

/Qw"(t)w’(t)dx = 2dt/| ) dx,
= 19 - (2.54)

Une intégration par partie sur le deuxieme terme dans (2.53) donne

— / Aw (t)w' (t)de = / Vw (t) Vw' (t) de,
Q v

1d
= 5 IVw (t)]5. (2.55)

En intégrant le deuxiéme terme dans (2.53) par partie et utilisant le lemme 2.1, on obtient

/Q/Otg(t—S)Aw(s)w'(t)dsdx _ // (t — 5)Vw (s) V! (1) dd.

- 2<g 2 Vu)(0) ~ 5500 Vu)(0) — 3a(0) [ [Vult)da

o {/ /|Vu )2 dm}

= 2( VU)()—FiE(g Vu)(t) + 59 (1) [[Ve ()]

1d ¢
37 {HVUJ (t)||2/0 g(s)ds} ) (2.56)
En remplacant (2.54), (2.55) et (2.56) dans (2.53), on trouve

S DI+ 5 [V ()2~ (o Tu)(t) + 5 (g0 Vu)(t) + 59 (1) [V (1)

—%% {HVw (ﬂlli/otg(b‘)ds} =0,

o(6)ds ) [F (I + (g V) ()} = 3 (50 V) () = 59 () [V 015

t

s {0+ (1-

On note par

S—

Vo =5 {0+ (1= [ o9as) 19w @I+ 0o Tw) 0}
Comme |
Lo V) () <0,
on conclure J
Inm<o




C’est implique que N (t) est uniformément borné par NV (0) et décroissante par rapport a ¢, d’autre
part w (0) = 0, on trouve

w =0 Cest-a-dire v; = vs.

La preuve du lemme 2.2

Nous approchons ug, u; par les sous-suites {uo,}, {u1,} dans C° (€2), et u par la suite {u*} dans
C ([0, T],C5° (£2)), pour le probleme (2.3). Le lemme 2.3 confirme I'existence du sous-suite {v*}
de la solution unique qui satisfait (2.5) et (2.6). Maintenant, pour déterminer la preuve du lemme
2.2, nous allons démontrer que la sous-suite {v*} est de Cauchy dans Y7.

Pour cela, on pose w = v" — v¢, qu’est la solution du probléme

wy — Aw + fotg(t — s)Aw(s)ds = f (u) — f (u¥), z€Q, t >0,
w(z,t) =0, x € 0, t >0, (2.57)
w(z,0) = wo(z) = u) (x) — u@(z), = € Q,
wy(x,0) = wy () = uy(x) — ui(z), v € Q,
avec
f ) = [T u.
Apres en multipliant 'équation (2.57) par w;, on obtient
1d 2 ! 2
3 {01+ (1= [ athas) 190l + (0o Vo)
0
1 1
- 5000 V)0 + 500 Vw1 = [ (7= f (@) wi(de. @58)

- ST .. 1 1 1 .
En utilisant I'inégalité de Holder avec — + — + 3 = 1, pour estimer le membre de gauche de
q n
I'égalité (2.58), il vient

Y

[ =5 ) wey o

= |[ 1@ @ - o o 0] (50 - of ) a
< 0 [sw (w0 OF Juf O [0 ) = )

o () = ), (ke O, + [ D7)

o (#) = of (1) da,

< C Hu77 (t) — us (t)”q

Linjection de Sobolev L? (Q)) — H; (Q) — L*(Q) donne
|w" (t) = u (t)|| g < e ||Vu' (t) — Vi (t)H2 , Ve > 0.

Et

Il @I, + [[u* O, < e (IVa” O3 + [|Vus (1)]],) , Ye2 > 0.




Donc

/Q (f (u") = f (uf)) wydx

<Ch ||Vu7’ (t) — Vut (t)H2

o (1) = of )| (19" @13 + Ve 0)]3)

(2.59)
ou (] est une constante positive.
En intégrant (2.58) sur I'intervalle |0, ¢ et substituant (2.59), il vient
1 5 1 t s 1 [t 1,
Sl @3 +5 (1= [ o)ds ) IVw O +5 [ (90 V)t = (oo Tw)(t)
0 0
L[ 2 1 2 1 2
+5 [ 9(s)ds [[Vw @)ll; = 5 [lunll; = 5 [[Vaoll,
0
t
< 01/ [V (&) = Zus @], o7 () = o @) (19 @13 + [T @) (2.60)
0
D’autre part, on a
1/t 1., I 5
3 (g o Vw)(t) — 5(9 o Vw)(t) + 5 g(s)ds||Vw ()5 > 0. (2.61)
0 0

Donc, (2.60) devient

1 1 t 1 1
S w5+ 5 1—/9(8)d8 IVw @)ll; < 5 llwlls + 5 Vol
2 2 o 2 2

+OLT |lwill, || Vu" = Vat|,,  (2.62)

/ gls)ds < [ otoras

sl + 5 190} + CaT e (B, 07 (1)~ Vu ()], (2.63)

et comme

I'inégalité (2.62), devient

1 1
5 e @)l + Ve (0] < 5

D’apres I'inégalité de Cauchy avec ¢, (2.63) devient

1

1
5 lwe (@)1l + 1V (#)]l5 <
2 2

1 € 1 2
ol + 5 19wl + €t {5 T 1 + 5 90 () = 7 @)},

1 1 9 9
w01, < 5 lnll3 + 5 I19wol} + € llw (@)1,

ol ¢ est une constante positive.

En appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient

2 1 2 1 2
lw ®lly;, = 5 lhwdllz + 5 [ Vwollz




Finalement, on déduit que {v*} est une suite de Cauchy dans Y7.

Comme {v*} est une suite de Cauchy, elle est converge vers la limite v dans Yr , d’apres le lemme
2.3 cette limite est la solution faible.

Maintenant, nous démontrons l'existence locale du probleme (2.1).

La preuve du théoreme 2.1

Soit (ug,u;) € Hi (Q) x L? (), et

= (IVuoll3 + llealf3) -
Pour T > 0, nous considérons
My = {u € Yy :u(0) = ug, uy (0) =uy et [Ju(t)]y, <R}.

Soit
é: My — My
ur— v =0 (u).

Nous allons prouver :

(i) ¢ (Mr) CMr.

(ii) ¢ est un contraction en M.

La premiere assertion :

Par le lemme 2.2, pour tout u € My on peut définir v = ¢ (u), la solution unique du probléme

(2.3). Pour 7' > 0, on démontre que ¢ est un contraction satisfaisant :
¢ (Mr) CMr.

Soit u € Mr, la solution v = ¢ (u) satisfait :

3 {10+ (1 [ o)) 190 @I+ oV O} = § [l + Il

//]u V' (t)dzds.
1

S 10, < 3 lall+ 1900 + [ [ @ wio) o yasas (2.64

Ce qu’ implique

De méme en estimant le terme [, [u (¢)|” u (¢) v'(t)dz, comme la preuve du lemme 2.2, d’apres

I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous avons

/ fu ()] w () ' () < e [lu ()7 [ D, (2.65)




en appliquant I'inégalité de Cauchy avec ¢ dans (2.65), nous obtenons
/Q () u () ' ()dr < ellu @3 [V O],

€ 2(y+1 1 2
e[S I@ET + 1w 0l3).

< e [lu@®3 + v Ol ] (2.66)

IN

en remplacant (2.66) dans (2.64), et comme u € My on obtient

o1, < ol + 190l + ek [ s [ o013, ds, @.67)
grace a 'inégalité de Gronwall, (2.67) devient
lv Olly, < llually + [IVuoll, + R,
on choisit T suffisamment petit, cela donne
v (®)[ly, <R, cest-a-dire v e Mr.

Identiquement
¢ (Mr) CMr.

La deuxiéme assertion :

Maintenant, nous prouvons que ¢ est un contraction en M. Nous prenons w,, ws dans My, et
posons v (t) = vy (t) —wg (t) et u (t) = wq (t) —ws (1), tels que vy (t) = d(wq (t)) et vy (1) = P(wy (1)).
Il est facile que v satisfait

/Qvtt (1) ndx—l—/ﬂ Vo (t) Vndx—/ﬂ/o g(t—s)Vu (t) Vn(s)dsdr = /Q (Jwy ()] wq (¢) — |wa (¢)|” weq (t)) ndz,

d’autre part, en posant n = v; (¢t) dans l'inégalité au-dessus et utilisant la méme technique du

lemme 2.2, on trouve

lo @Iy, < C/O (o D17, + lwr @115,) lws () = w2 (Dly,, v ()], ds,

alors
o @)y, = ll6 (w1) — ¢ (w213, < o [lwr — walf3, . (2.68)

pour 0 < 0, = 2¢T'R” < 1 (si en choisissant 7" assez petit).
Finalement par le théoreme de 'application contractante avec (2.68), on déduit qu’ il existe une

solution unique faible u = ¢ (u) € Y du probleme (2.1).




2.3 Existence globale

Dans cette section, nous allons montrer I'existence globale du probleme (2.1). Avant de prouver
notre résultat, on introduit les fonctions

10 =100) = (1- [ 9)as) Tl + oV (0 - [w @3, @69
« 1 ! 2 1 1 y+2
1= t) =5 (1= [ 9)ds) IFulf + 5 (00 90 () = 5 IS,

Lemme 2.4 Lénergie "modifiée" associée au probléeme (2.1) est donnée par :

B0 = B u®) =5 lu@l+3 (1= [ o)ds) Tl + 5 6070 0
@I (2.70)

Preuve.
Soit .
uy — Au+ / g(t—s)Au(s)ds = |u|"u, (2.71)
0

En multipliant et intégrant (2.71) sur €2, on trouve

/Qutt (t) ug (t) dx — /Q Au (t) ug (t) do + /0 g(t—s)Au(s)u (t)de = /Q lu ()" w (t) ug (t) da,

t
_ _ - - 7+2
2dt/ Jug ()] —|—/Vu()Vut()dx /Og(t s) Vu (s) Vu (t) dz 7+2dt/| t)]

]_d 2 1d 2 t o ]- y+2
thuut(wuﬁm/|w<t>| o= [ gt=5)Vu (o) Vur () ds = —5 S Iu @3,
sl O + 5 IV~ [ 9= 5) Vu () Vs (o = 5 L I
g MWl 2dt T Y Al

En utilisant le lemme 2.1, on trouve
1d , 1 d - 1d 1 )
337 I O+ 5 IV Ol = — 5 Z I O3 = 50 o Tu)O)+ 5 500V 0) + 39) [ Tu (0

—m{/ ds/\Vu )2 da:}

31 1 = 5 @I+ 55 (1 [ aas) IFu i + 5 o0 Va0

- Lgovai - ;g@ 19 ().

alors

2.3. Existence globale



donc, on déduit

1d 9 2 1d ¢ , 1d
—— _—— ——(1- —— < .
5 g7 1w (Ol 5 lu @Olls2+ 57 (1 /0 g(s)ds | [Vu (@)l + 5 (g0 Vu)(t) < 0, (2.72)

en intégrant (2.72) par rapport a ¢ sur l'intervalle |7, 7 + 1]

L a2 [ S nza [T L (- [ gas) 1vuza
2 ), "R TS L @ e Ty o o

1 T+1 d
43 [ e vana <o,

2 dt
alors
T e / (s)ds ) [V (r + DI+ ~(g0 Va)(r) = —— Jfu(r + D772
J— J— — J— O —_—
2Ut7' 2 2 OgSS ul\T 9 29 ui\T fy+2u7' Y2
< @+ 5 (1= [ oo)is) IVl + 500 Va)(s) - 5 I @I
_2ut722 Ogss u722g u)(s 7+2u7'7+2,
donc

E(r+1)<E(r).

Par conséquent, I’énergie "modifiée" est

B = B u®) =5 lu@li+z(1- [ ods) Iul

1 1 +2
+5 (goVu)(t) — T2 lu (B)]1775 -

|
1
Remarque 2.3 B (t) = J (t) + 5 [us ()]l

Lemme 2.5 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et (ug,u;) € H} () x L? (). Si u est

la solution de (2.1), alors Uénergie "modifiée" satisfaite

B(t) = %(g’ o V) (£) — %g () IVu ()% < % (¢ 0 V) (£), pour tout t € [0,T]. 2.73)
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Preuve. En dérivant £ (¢) par rapport a t, il devient

B0 = GEO =55l 55 (1 [ o) IVul + 3560 T
1 d Y42
—ma [Ju ( )||7+2,
E'(t) = %% Q|u1t )7 dx+ /\Vu )| dx—§% [/g(t—s)/Q’Vu(s)de]
1d ’y+2
E'(t) = /Qutt(t)ut(t)dx%—/Vu(t)Vut()d:p—%a [/ (t—s) /|Vu )|? dx}
+%% /\u w (t) d,

en utilisant (2.1)

4 vu@)vut(t)dx—%i Vog(t—s) V()2 dx}—k%di(govm()

— [ Ju ()" u () u (t) da. (2.74)

En intégrant par partie 1’égalité (2.74) sur €2, on obtient

ZE() = E'(t):/QVut(t)/O g(t—s)Vu(s )dsda:—l% {/ (t—s)/Q|Vu(t)|2dxds]
20 g0 Vu)(r), (275)

grace au lemme 2.1, I'inégalité (2.75) devient

B (1) = 5 (9 0V) (1)~ 59 () [Vu()] < 5 (40 V) (1), pourtourt € 0,7].

2

Lemme 2.6 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et (ug,u1) € Hy (Q) x L? (Q) , tels que

03—0—2 2(~+2 v/2
Bo== ((Vw )E(uo,u1)> <1, (2.76)

[(U’O) > 07
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avec C, est la constante de Poincaré.
Alors
I(u(t)) >0, Vvt >O0.

Preuve.

Comme I (ug) > 0, alors il existe (par continuité) 7,, <7 tel que

I(u(t)) >0, Vte|0,Ty],

on a
10 =3 (1= [96)ds) 1Tl + 5 0070 ()~ —5 Il
alors
0= (525 ){ (1= [ s@as) Iu + o v} + 51,
donc

102 (555 ) { (1 [ 908 Iva0+ Gevw o}

Grace aux (G1), (2.69), (2.73) et (2.77), nous obtenons

ol < (1- | 9(s) i) vl < (22 00,

[ Vu @) < (%) E(t) < (2(#) E (ug,uy) , ¥t € [0, T, .

2(y+2 v +2)
Ensuite, a partir de (G1), lemme 1.10, lemme 1.11, (2.76) et (2.78) nous obtenons

+2
lu (D112

IN

+2
CI2 Va3,
42

&
— [Vu @3 [Vu @)l < B1[Vu @5,

5. (1= [ aas) Ivutole.

< (-] tg<s>ds) IV )2, Ve T,

IN

IN

Pour cela
t
10 =100) = (1= [ 9()ds) ITuIE + (90 90) () = u (O3 > 0.
pour tout ¢ € [0,7,,] . En répétant cette procédure et utilisant

_CT?(2(v+2)
_ e

v/2
E(u()vul)) < B < 17

on obtient 7,, s’ étend a 7. m

(2.77)

(2.78)
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Théoreme 2.2 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées et si (ug,u1) € H} () x L? ()

satisfaits (2.76). Alors la solution est globale et bornée.

Preuve.
Il suffit de montrer que
IV (@)115 + llue ()15

est borné indépendant de t.
Pour déterminer ca, on utilise (2.69), (2.73) et (2.77)

EQO) > E(f)=7(0)+ g @),

Y 9 1 , 1
<m) [l [Vu (@)l5 + (g0 Vu) (t)] 4 3 g ()12 + mI@)’

comme / (t) et (g o Vu) (t) sont positives, ce qu’ implique

B2 (57 ) IV + 5 s 013

Donc
IVu ()] + [lue ()5 < CE(0),

avec (' est une constante positive, qu’est dépend de y et /. m
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Chapitre 3

Comportement asymptotique et Explosion

de la solution.

Dans ce chapitre, nous allons développer les calculs pour montrer que 1’énergie associée est
exponentiellement ou polynémialement décroissante.

De plus, nous allons étudier 'explosion de la solution en temps fini.

3.1 Comportement asymptotique de la solution

3.1.1 Décroissance de I’énergie

Dans cette section, nous allons prouver la décroissance de 1’énergie. Pour cet résultat, en utilisant
la fonctionnelle
F(t)=E(t)+e1¢(t) + e (1), (3.1

avec 1, ¢y deux constantes positives et

o) = [u®ulds

6) = = [u® [ 95000~ u o)
Remarque 3.1

Clairement que
a1 F(t) < E(t) < aF (1), (3.2)

ol «; et oy deux constantes positives.

47
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Lemme 3.1 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées, alors la fonction ¢ (t) vérifiée

0 <T@l - 51900+ 7| [ A7 0]@ovo@+nons. 63

Preuve. En dérivant ¢ (t) par rapport a t, on obtient

& (t):%d)(t) :%{/ﬂu(t)ut (t)da:] :/Q]ut (t)\2dx—/Q|Vu(t)\2dx

+ /Q V(1) /0 gt — ) T (s) dsd + /Q ()7 da. 3.4)

Nous estimons le troisiéme terme dans le membre de droit de 'égalité au-dessus, nous obtenons

2

évwwébu—@vw@@mg%anwFM+§L(AE@—QWM@Qda

/QVu(t)/Otg(t—s)Vu(s)dsdxg%/Q|Vu(t)|2dx
1 )

+§/Q(/Otg(t—s)|Vu(s)—Vu(t)+Vu(t)|) dz. (3.5)

En appliquant linégalité de Young pour tout 6 > 0, nous obtenons

2

/Q(/Otg(t_s)lvu(s)_Vu(t)+Vu(t)|ds) dr
< /Q(/Otg(t—s)(‘Vu(s)—Vu(t)]+]Vu(t)’)ds)2dw7

/Q</0t9(t—s)|Vu(s)—Vu(t)|+\Vu(t)|ds> dxg/g</Ot9(f—8)(|VU(S)—Vu(t)])ds) du

—l—/Q</Otg(t—8)\Vu(t)\ds>2daz+2/Q(/Otg(t_s)(’vu(s)_vu(tmds) y
(/Otg(t—s)lvu(t)yds) dz,
dxé(1+5)/ﬂ(/Otg(t—s)|Vu(t)|ds) dx

/Q(/Otg(t_SHVU(S)_vu(t)|+|Vu(t)|d3)

—|—<1+%)/Q</Otg(t—s)(|Vu(s)—Vu(t)|)ds) dz. (3.6)

2

2

2 2

D’autre part on a

(/Otg(t—s)(lvu(s)—Vu(t)|)ds> S/OtQZ_p(S)dS/Otgp(t—s)|Vu(s)—Vu(t)|2d5,
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En utilisant fo s)ds < fo s)ds =1 — [, l'inégalité (3.6) devient

/Q(/Utg(t—S) HVU(S)—VU(t)|+|Vu(t)|]ds)2dx§ (1+5)(1_l)2/0t|vu(t)|2dx—}-(1+%>

/Otg,?—p (s) ds/g/otgp (t— ) |Vu(s) — Vau () dsda. 3.7)

En remplagant (3.7) dans (3.4), on trouve

/|ut |d:v—|—/|u ) da — /|Vu |d:E+ (140)(1-1) /|Vu )|? dx
+<1+5>/ // (t — ) |Vu(s) — Vu (t)]* dsdz,

00 < [lu®Pdes [ Ot g 210+ =07 [ Va@Pa

+(1+5>/ ds// (t — ) |Vu(s) — Vu (t)|* dsdz. (3.8)

l
En choisissant § = -7 l'inégalité (3.8) vient

X

alors

8 (1) < e O3~ 5 IV I3+ 7 [ |7 ds] (97 0 Vu) (1) + u (D773

Lemme 3.2 Supposons que (G1), (G2) et (2.4) sont vérifiées, alors la fonction v (t) vérifiée

Y (t) <6 {1 +2(1 1)+ 20t <2 Sl +jl) E(O))W} |V (8)])*+ (25 + 4—15 (1+C )) Vot ¢>7P (s) ds] X

(g" o Vu) (t) + %Cp (=g o Vu) () + {(5 — /Otg (s) ds} |ue (8)|3, pour tout § > 0. (3.9)

Preuve. En dérivant ¢ (¢) par rapport a ¢ sur I'intervalle |0, ¢[
V) = = [ [ o= O -u@)dsis= [ ) [ =5 @) —u(s)dss

([ orts) [ puetoras (3.10)

on a d’apres le probléme (2.1)

t
Uy = Au — / g(t—s)Au(s)ds — |u|” u. (3.11)
0
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En substituant (3.11) dans (3.10) et appliquant I'intégration par partie, nous obtenons

00 = [V ([ o-9Fuw-vunas)do— [ ([ a-Tut)-u)as) »
/ s)Vu(s)ds — /\u (/ —5)(u(t)—u(s ))ds> dx
—/Qut (t)/o g (t—s) (ut) — u(s)) dsdz — </ ds)/|u V2 dar (3.12)

Comme (3.4), on estime le premier terme dans 1’égalité au-dessus

/QVu(t) </0tg(t—s)(Vu() V(s ))ds) x<5/|VU )2 dx+4i§{/t92_p(s)ds} «

/ / s) |Vu (t) (s)|? dsdz. (3.13)
Le deuxiéme terme

/Q(/Otg(t—S)(Vu(t)—Vu(s))ds) /Otg(t_s)w@)ds
1
< —

< - Q/Otg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds2dx—|—6/9 /Otg(t—s)Vu(s)dsz
< (25+4—15) x/ﬂ(/Utg(t—s)(Vu(t)—Vu(s))ds)2dx+25(1—1)2/Q|Vu(t)|2dx.
Donc

/Q(/Otg@—s)(wt)—Vu<s>>ds)/Otg<t—s>w<s>ds< (254 55) [ [ 77 00a5] =

// s) |Vu (t) — Vu (s)]* dsdz 4 26 (1 — 1) /|Vu )|? da. (3.14)

dx,

Le troisieme terme a partir de I'inégalité de Young

/Q\U(t)!7u(t) (/Otg(t—S)(U(t)—U(S))dS)dx < 5/|u ()20
i ), (/ )ds>)2d~%
donc

/|u (/ 8 (u )dx < 6/|u 2041 g 4 U 2_p(s)ds}><
// 2 dsd.
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Donc

/Q|u(t>wu(t> (/Otg(t —5) (u(t) — u(s))ds) d < 5/9 lu ()20 da

+ S [ @al@evao. (3.15)

Grace a l'injection de Poincaré-Sobolev le premier terme de le membre de droit dans I'inégalité
(3.15), devient

/|u “YH)dm < Ci(wl) ||Vu()||2(7+1,
2(y+2 7
< 2ot (%E(O)) |V ()3 (3.16)

En substituant (3.16) dans (3.15), nous obtenons

[urao([se-9wo-uwas) e (2 2s0) vuo;

2] () ] (o v 0 (3.17)

En appliquant I'inégalité de Young, le quatrieme terme vient

_LUt<t>/g<t—s><u<t>—u<>>dsdw<6/|w (O do+ ig)ox

U/ '(t — 5) | Vu(t) — u(s)|2dxds] (3.18)

En substituant (3.13), (3.14), (3.17) et (3.18) dans (3.12), on trouve

W) < 5{1 Lol - 1)+ 020D <2(7 *jl)E(O))V} IVu ()2 + {25+ % (1+C, )}

t t
{/ g (s) ds] (g” o Vu) (t)—i—%Cp ((—g' o Vu) (t))—i—{5 — / g (s) ds} |[ug (t)||5, pour tout § > 0.
0 0
]
Théoreme 3.1 Soient (ug,u;) € Hy (Q) x L? (Q), satisfaites (2.76). Supposons que (2.4) est vérifiée

et g satisfaite (G1) et (G2) alors E(t) décroit de fagcon exponentielle ou polynémiale vers zéros,

C’est-a-dire il existe deux constantes positives K, k telles que :

jsa
=
IN

ke M. p=1, (3.19)
E(t) < KA+t)7'/72 p>1.
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Preuve. Comme g est continue et g(0) > 0, alors pour tout ¢, > 0 on a

/Utg(s)ds > /Oto g(s)ds = go > 0, Vt > t,.
En dérivant (3.1), on obtient
F'(t) = E'(t) + 19 (t) + 20" (t) .
En utilisant (2.72), (3.3), (3.9) et (3.20) , on obtient

F'(t) < —{ea(go—0) — et llue (1) + e u ()25

— {%z — 90 {1 +2(1-1)° 4 Cp0H (ME(O))WH IV (8)])3 + (1 — gL

vl

(g o Vu) (t) + (% + e {25+ 4—15 (1 +op)}) x MQH (s) ds] (¢" o V) (t) .

On choisis § plus petit tel que

1
go— 0> 590,
et
(1+20 -0+ G (20 +2) BO/T) 4
) < 590-
l 8
Comme § est fixé le choix de deux positives ¢, et ¢, satisfaites
1 o< 1
49052 €1 290527
ce qu’ implique
ki = e2(90—6) —e1>0,
l 2 2 K
k’g = 615 — 82(5 {1 + 2 (1 — l)2 + OE(’Y+1) ((’Y_‘;)E(O)> } > 0.
Y

Alors, on choisis ¢; et e5 plus petites pour (3.2) et (3.22) sont utiles et

1 0 1 1 e
ks = 5—82%6}—5(3—1—1—62 {26+E(1+Cp)}> {/0 g (s)ds

Donc (3.21) devient

> 0.

F'(t) < =Ky Jue (D)l — k2 [V (D)5 = ks€ (97 0 V) () + e [lu (0)[1715, V> to.

Casl:p=1
D’apres (3.2) et (3.23)

F'(t) < =B1E(t) < —=Biaq F (t), Vit >ty,

(3.20)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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pour (5, > 0, et par intégration simple de (3.24) on trouve
F (t) < F (tg) e Preatohront g > 4o
A partir de (3.2), on obtient
E(t) < apF (tg) e Prorfoghront — pe=F gt > ¢4

Cas2:p>1
D’apres (G2), il est claire que

/ g' 7% (s)ds < 00, VO <2 —p,
0

Donc (voir[11], lemme 3.3)

(9o Vu) (1) < C { ( / T (s) ds) E (0)}@1)/@1%) {(g7 0 V) (1)}

Pour ¢a, pour toutc > 1,0n a

E7(t) < CE771(0) {/Q [us ()| da — /Q [u (@t do + | Vu (t)||§} +C{(goVu) (1)}"

B7 () < OB (0) {llu ()13 — I (1533 + 1Vu ()2}

7+2

o0 o(p—1)/(p—1+9)
+C{</)g}ﬁ@ﬁk)EUD} {(g” o V) (t)}7%/ @110 (3.25)
0
On choisit § = % etoc=2p—1(pourcaocl/(p—1+80)=1),'inégalité (3.25) vient
B (1) < € {u (13 = Tu @73 + IV @13 + (97 0 Vu) (0} (3.26)
Par (3.2), (3.23) et (3.26), on trouve
F'(t) < =857 (t) < =By (a1)” F7 (1), YVt > to. (3.27)
Pour tout 3, > 0, par intégration simple de (3.27)
Ft)<Cy(146)7Y™ vt >t (3.28)
Par conséquent de (3.28), on trouve

L/F@ﬁﬂwﬁ@ﬁm
0

t>0
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On a (voir [11], lemme 3.3) :

(p—1)/p
} (gp o Vu)l/p

t
goVu < [/0 HU(S)”Hl(o,l)d3+t”u(t)HH1(071)

(»—1)/p

e [ / tF(s)dsHF(t)} (g7 0 Vi) 7 (8) < Cs (g 0 V) (1)

Ce qu’ implique
(9" o Vu) > Cy(go Vu)".

Par conséquent
F' (1) < =Cs [lue 01 — lu (175 + (g0 Vu) () = llu (91752] ¥t >0
D’autre part on a semblable de (3.26)
B (1) < Co { e (D113 = lu (D755 + IVu @)} + (9 0 Vu) ()} . vt = 1o,
D’apres deux dernieres inégalités et (3.2), on obtient
F'(t) < —C7F?(t), Vt>to. (3.29)
Par intégration simple de (3.29), on trouve

F#) <K@+t YD vt>¢

3.2 Explosion en temps fini

Avant d’étudier I'explosion de solution en temps fini, on présente le lemme et le corollaire au-

dessous :
Lemme 3.3 Si v satisfait (2.4) alors il existe une constante positive « telle que
S 2 2
[ @42 < e (IFe @3+ u@®I73), 2<s <y+2,

pour tout u solution du probléme (2.1).
Preuve.
D Si |lull.,, <1, alors

w54 < llu (15)||,2Y+2 < ¢, ||Vu (t)||5, d’apreés l'inégalité de Sobolev-Poincaré. (3.30)

3.2. Explosion en temps fini
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2) Si[jull, 5, > 1, alors

lu (O340 < lu®INE, 2< s <v+2, (3.31)

en assemblant (3.30) et (3.31 ), nous obtenons

2 2
@l < & (IVe O+ lu(I533), 2<s <v+2.

Corollaire 3.1 En résultant par le lemme président que
lu ()55 < Ce (IVu @5 + H (&) + llus (D)5 + (90 V) (£ +), 2 <5<y +2,
avec H(t)=—-FE(t).

Théoreme 3.2 On suppose que (G1) et (G2) sont vérifiées. Si 0 < v < 2 et

1 1 1
Ey = E(0) = 5 | Vuoll3 + 5 [luall; — luol|775 < 0,
2 2 v+ 2

alors la solution explose dans un temps fini.

Preuve. En multipliant (2.1) par —u; et intégrant sur 2

- / e (8) g (£) dar+ / A (8) g (t) d— / / (1) (s (1) dsdir = — / (O w (#) e (1) da,
_M/ g (8)2 dr— /w ) V(¢ dx—i—// (t—)Vu(s) Vi (£) dsda — — /|u w () da,

_§E/ g (2) dx—2dt/ IV (0) dx+/ Vu (¢ )/0 gt—s)Vuls )dsdx_—_/| O da

En utilisant le lemme 2.1 dans le troisiéme terme de I'égalité au-dessus, on trouve

1 1d
o [ s = 3% [ 190 o+ (6 0 V)0~ 500 Vu)e) — 9(0) [ Va0 de

i R '7+2

+2dt(/ ds/]Vu ]dx) 7+2/] t)"" de,

d ]- 7—&-2

7173 |ut ))? dx—— 1-— |Vu )P dz — = (g o Vu)(t |u ) da
0 2

_ _%(g'ovu)(t)—|—§g(t)/Q|Vu(t)| da,

4 |3l @z =5 (1= [ atoas) Iu @l - 5ta0 Vo) + 5 lulol]
= 3¢ o Vu)(O) + 59(0) [Vu ()2 (3:32)
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D’aprés la définition de H (t) et I'égalité (3.32), on déduit

d

Ht) =5

H (1) =~ 5(' o Va)(1) + 59(t) [Vu (]3> 0. (3:33)

Par conséquent

0< H(0)< H().

Grace au (3.33) et la définition de ’énergie "modifiée", on introduit

L(t)=HY"2(t) + e/ u (t) u; (t) dw, pour e assez petit. (3.34)
Q

En dérivant (3.34) et utilisant (2.1), on obtient

L'(t)

2
_Z g2t H/ / /
’}/—|—2 () +€ |Ut | d.r+€ o (t)utt (t) d.ﬁ?,
2
——HY L () H (1) + / t)*d
S 19 (t) H' (t) GQlut()l x

v [ute) [Au( -/ gl — 5)Aus)ds + \u(t)ﬁu(t)] dr,

/|ut )2 dx+e/ ()Au()dm—e/u(t}/t (t — ) Aus )dsdx+e/|u (O de,
/|ut )2 dx—e/|Vu )2 dx—i—e/Vu / (t — 5)Vuls )dsdx+6/|u B2 da,

E/Q |ug (8)| d — e/Q |V ()] da + E/Q/o g(t —s)Vu (t) [Vu(s) — Vu (t) + Vu (t)] dsdx

+e/ u ()" da,
Q

E/Q|ut (t)|2d:c—e/Q|Vu (t)\Qda:qLe/Q/Otg(t—s)Vu () [Vu(s) — Vu (¢)] dsdz

t
+6// g(t—s)]Vu(t)|2dsdac+e/\u(t)|7+2dx,
aJo 0

e llus (O — €[ Vu (t)HngG/Q/O g9(t = 5)Vu(t) [Vu(s) = Vu (t)] dsdx

t
te / glt — s)ds [ Fu B2 + e lu (712 (3.35)

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur le troisieme terme de (3.35), on obtient

L'(t) = elu ()5 —ellVu (t)||§—6/0 g(t = s)ds [|Vu ()]l [[Vu(s) = Vu @)l

t
v [ gl =s)as [V + e Ju (01553
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En appliquant I'inégalité de Young dans le troisieme terme de I'inégalité au-dessus, il devient

L) > euut@)r\;—e(l— / g(s)ds) V6Ol -6 [ ot = s)ds [Vult) - Tuo)3

€ t
15 ([ oas) 1vu + ez, (336)
on a d’apres la définition de I'énergie "modifiée"

42 y+2 2 Y F2 ! 2

2 T Ty It 2T Ty - 2

lu (@l = (r+2)H () + —— llwe Ol + —— {1 i g(s)ds ) [[Vu(t)]]

2

+122 (g0 V) (), (3.37)

en substituant (3.37) dans (3.36), on obtient
t
L) > clu - (1 - [90 ds) [V (0]
t
~eb(900) ()~ 1 ( [ 9(6)ds) ITu )l
0

re(0+ 280+ 2 w0l + 52 (1= [ 96ds) IFu+ 152 o v ).
alors
v 2 (1152 i+ e (132 -0) o0 0 + O+ 2 H ()
e K”T” - 1) - (77” 14 %) (/0 9(5) dsﬂ IVu @12,
donc
vz (1+ 152 ) 0+ el + DH O+ e g0 T0) () + [Tl (39
avecalz%w—6>0;a2: (VTH—1> - (VTH—1+4—15> ( gg(s)ds> > 0.
On a
1 e 1 , 1 1 )
H(0) 2 — @I - 3 IVu 18 - 500 V)0 = e 0] (3.39)

On pose v+ 2 = a3+ ((7+2) —as), olt ag < min (ay, az,y+ 2), (3.38) devient

/ +2 a a
L'(t) > e (2 + 77 — 53) g (2)]]5 + 653 e (D)5 + € (v + 2 — as) H (t) + eagH (t) + eay (g o Vu) (t)
+eay || Vu (1|3, (3.40)
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Chapitre 3. Comportement asymptotique et Explosion de la solution.

en remplacant (3.39) dans (3.40), on trouve

L(t) 2 e(245 =)l @} +€ (v +2 = ag) H (1) + e (a1 — a5) (g © V) (1) + € (a2 — as) [ Vu (1)
e IS
donc
L (1) 2 p [l (O3 + H (1) + (9.0 V) () + [V ()3 + u () 753] . pour p>0.  (3.4D)

D’autre part d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

1/2 1/2
/u(t)ut(t)dx < (/ lu (¢ |d;v> (/ |ut(t)|2dx) ,
Q Q
= Nu@lly [lue (@)1l
< Cullu @)z lue (D12,
alors 1oz
,
[uuar] < Clu@IE? u o, (3.42
Q

En utilisant I'inégalité de Young en (3.42)

v+2/2
1 1
/u(t) w(tyde| < Cy a5 4 fu ()37 pour — + o=l (343
Q Ha 1
4 . 4 e .
On pose §; = —— ( respectivement j;, = ——), alors I'inégalité (3.43) devient
v+ 2 2—9
v+2/2 2/ (2
[u@uod] < @R lu o).
v+2/2 )
Ju@u®dd] < G [l + O] (3.44)

ous=2(v+2)/(2—7)<y+2et 0 <vy<2(cesta-dires <4).

D’apres le corollaire, I'inégalité (3.44) devient

v+2/2
/Qu(t) u (t) do < G [C(IVu )3+ H (&) + llur ()] + (90 V) (5) +) + [lue (0)]]3]
< Co[(IVu@)ll; + H () + [lus ()]l + (g0 Va) (1)] - (3.45)
Ona
y+2/2
L(’Y+2)/2 (t) _ |:H2/V+2 (Zf) + 6/ u(t) u (Zf) dx:| :
N+2/2

< H@®+ (e /Q w (#) e (8) dm) | (3.46)
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Chapitre 3. Comportement asymptotique et Explosion de la solution.

En remplacant (3.45) dans (3.46), on obtient

LOE () < H () + P20 [([Vu (Oly + H (8) + llue (D)5 + (9 0 Vu) ()], pour €4 >0,
LOTD2 (1) < 5 [H () + [|Vu @) + [u 0+ (g0 V) (1)] , pour Cs >0,
LD () < Cs [H (1) + IV (8)]3 + llue ()13 + (9.0 Vo) () + [lu (1) 753 ] (3.47)

En comparant (3.47) et (3.41), on trouve
L' (t) > L0272 (t) ) vt >0, (3.48)

ol ¢, est une constante positive.

En intégrant (3.48) sur l'intervalle |0, ¢[, il devient
L7772 (t) > L7/2(0) 4+ (—v/2) Ait, pour \; > 0, est une constante positive.

Alors
L(t) > [L7772(0) + (—v/2) Mt] 7 pour A > 0,

Donc
L(t) — oo quand t — 2/y\ L2 (0).

C’est-a-dire L (t) explose en temps fini

*

<
= NI (0)

3.2. Explosion en temps fini



Conclusion

Dans notre travail qui a pour objet '’étude d’un probléme non linéaire de viscoélasticité de type
hyperbolique [5], nous avons étudié :

Lexistence locale, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et la méthode de point fixe.
Lexistence globale et le comportement asymptotique de la solution (décroissance de facon expo-
nentielle ou polynomiale).

D’autre part on a démontré I'explosion de la solution en temps fini.
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