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Introduction

Lobjectif principal de ce travail est 'étude de I'existence locale et I'existence globale des solutions
des équations d’evolution fractionnelle de type paraboliques,et des systemes. On étudie dans
ce mémoire 1équations de spatio-temporellement et un probleme de Cauchy pour le systéme
parabolique semi-linéaire avec une mémoire non linéaire , avec des dérivées fractionnaires.

Le mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, on introduit quelque no-
tions et rappels de base, quelque espace fonctionnelle ( 'espace de Sobolev,'espace LP(£2)), des
théorémes fondamentales (théoréme de point fixe de Banach,le théoréme de convergence dominé
de Lebesgue,) et quelques définitions (systeme de réaction-diffusion,et dérivées fractionnaires,
I’équation de spatio-temporellement).

Dans le deuxiéme chapitre, on définit quelques équations et systemes de réaction-diffusion et ses
modilisations dans le cas classique et le cas fractionnaire

Tous ces problemes s’écrivent sous la forme :

0
5 — DAu= f(u) @)

avec les conditions aux bords bien choisies.

Dans le troisieme chapitre, nous analysons une equation spatio-temporellement non locale et non
linéaire

de type parabolique.et ce probleme est définit comme suit :

t

wot (897 = i [ =) P (o) 2 RN, 0
0

u(z,0) = ug(x)

(2)

Tout d’abord, nous validons I'existence locale et I'unicité de solution douce au probleme (1.1).
Ensuite,nous montrons I’explosion de solution et on étudie leurs temps.d’explosion.

De plus, nous établissons les conditions nécessaires a I'existence locale ou globale.

Dans le dernier chapitre, nous étudions l'existence locale et 'explosion de solution en temps fini

pour un systeme semi-linéaire parabolique définit comme suit :(avec une mémoire non linéaire).

up — Au = ﬁfot(t— $)7 o’ u(s)ds ,x € RNt >0

(3)
vy — Av = ﬁ fg(t —5) 7 v P u(s)ds , o € RNt >0

avec les conditions initiales

u(z,0) = ug(x) > 0;v(x,0) = vo(z) > 0,z € RY,




De plus, nous donnons le taux d’explosion des solutions et les conditions nécessaires pour l'exis-

tence locale ou globale.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

On introduit dans ce chapitre des notions et définitions de base principales, des théoremes fonda-

mentaux (théoreme de point fixe de Banach,...), quelques inégalités qui sont tres utiles pour les

autres chapitres.
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1.2 Notations et notions générales

Opérateurs différentiels

Soit n un entier, on note x = (zy, ..., ¥,) un point (ou vecteur) de R".

On appelle champ de vecteurs sur R" une application v : R" — R", qui a z = (x, ..., z,,) associe
v(z) = (v1(x), ..., ().

Pour une fonction « : R™ — R", son gradient est le champ de vecteurs défini par

grad u(x) = Vu(z) = (%(m), - 5—;(@) : (1.1)
Pour un champ de vecteurs u : R” — R" on appelle divergence de « la fonction définie par
div u(z) = 88—;1(1;) +ot 5; (z) = é g;‘i (). (1.2)
On appelle Laplacien d’une fonction u : R” — R la fonction définie par
Au(z) = %(m) + ...+ %(x) = inl %(x). (1.3)

Soit ) est un ouvert borné de R™ de frontiére 02 réguliere.

On appelle normale a 02 un champ de vecteurs v(x) défini sur le bord 0f) tel qu’en tout point
x € Q,u(z) soit orthogonal au bord et unitaire.

On appelle normale extérieure une normale qui pointe vers 'extérieur du domaine en tout point.
On appelle dérivée normale d’'une fonction réguliere u sur le bord 02 la fonction définie sur les
points de 9Q par 9“(z) = Vu(z) - v(z) (produit scalaire du vecteur Vu(z) avec le vecteur v(z)).
Espaces fonctionnels

On dfinit 'espace LP(f),par

LP(Q) =< u:Q — R: mesurable et /]u\pdx <o00,1<p<oo;p. 1.4)
Q

Muni de la norme

1
nmmzﬁfwm
Q

L>*(Q) ={u:Q — R :mesurable 3C' et |u| < C ppsur Q}.

1.2. Notations et notions générales
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Muni de la norme
[l oo 0y = sup ess [u(z)| = inf {C; [u] < C p p sur Q2}.
HISY)
On définit les espaces LP(0,7, X ),1 < p < co comme suit
LP(0,T, X) = {u :[0,7] — X : mesurable et ||ull 1, r.x) < oo} .

Muni de la norme .

||u||Z£P(O,T,X) = fo Jully dt sil<p < oo,

[ull oo, x) = sUD ess [|ul[x sip = oo

te(0,T)

P
loc

On définit les espaces L} (£2),1 < p < oo comme suit

LP

loc

(Q) = ¢ u:Q — R: mesurable ;3k compacte telle que/ |ul” dz < 00,1 < p < o0
k

Muni de la norm
1
mm@—m/wwm
k

On définit les espaces L7 (Q, f(t,x),dtdz),1 < p < oo comme suit

loc
LV (Q; f(t,z);dtde) = S u: Q — ]R/ |ul” fdtdx < +oo;pour k C Q
k

H'(Q) c’est I'espace de Sobolev défini par
H'(Q) = {u € L*(Q): —

Muni de la norme
2 2 2
o = [ Vel do+ [ 190l .
Q Q

D’une facon générale pour m € N* et 1 < p < oo, les espaces de Sobolev H™({2) et W™P((2) sont

définis comme suit

H™(Q) ={ue L*(Q) : D*u € L*(Q);Va € N*: |a| <m}.

Muni de la norme
2 a 2
||UHH1(Q) = Z |D u||L2(Q)7

laj<m

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D*u € L¥(Q);Va: [a| <m}.

1.2. Notations et notions générales
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Muni de la norme
lulf, = > IDullf,q sil<p< oo,

laj<m
max [ D[ 1,00y $i P = o0.

\ 8041+-~+C¥m,
ou D% = SFo———
oz t..0zym )

I'espace des fonctions continues et bornées sur €2 muni de la norme

la| = a1 + ... + aup..est la dérivée au sens des distributions.C'(2) désigne

1l gy = masx ()]

Ck(Q),k € N ,désigne I'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur §2 et on écrit

C>(Q) = () ().

k>0

C;:f(ﬂ),k; r € N ,désigne I'espace des fonctions r fois contintiment différentiable par rapport a
sur (2 et désigne I'espace des fonctions k fois continliment différentiable par rapport a ¢ sur €.
Naturellement on a H'(Q) = Wh%(Q) et H™(Q2) = W™2(Q).

1.3 Théorémes et formules fondamentaux

Nous rappelons ci-dessous quelques théoremes classiques d’analyse fonctionnelle qui sont fonda-

mentaux pour I’étude des équations d’évolution.

Définition 1.1 (F, || - ||) est un espace de Banach et F' un fermé non vide de E.

On dit qu’une application f : ' — E est A—contractante s’il existe une constanteX € [0, 1] telle que :

V(z,y) € Fx F || f(z) = f) <Az =y

On dit aussi que f est \—contractante.

Théoreme 1.1 théoréme de point fixe de banach
Si f : F — F est une application A\—contractante avec A € [0, 1], elle admet alors un unique point
fixe o dans F

Preuve. Pour l'existence du point fixe, on montre que la suite (z,),cn est suite de Cauchy
dans I'espace de Banach (E, || - ||)
Pourg>p>0,ona:

qu - xp” < qu - xq—IH +oe ||xp+1 - xp”

1.3. Théorémes et formules fondamentaux
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avec pour tout k > 1:

1S (zrr1) = S )l

< Mk = wpaall <o <A [l — o

k1 — 2l

Ce qui nous donne :

)\qp
u%—m|s<iyﬂmTﬂm M2 s — ol

/\P
< 15 lle =l = 0
puisque A € [0,1] .
La suite (z,)nen est donc de Cauchy dans (E,|| - ||) et en conséquence, elle converge vers un

élément o € F puisque F est complet et F' fermé dans E. avec la continuité de f on déduit que

f(a) = «, c’est-a-dire que « est un point fixe de f. =

Théoreme 1.2 (Le Théoreme de la convergence dominée)

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions f,, : [a,b] — R, possédant chacune une intégrale de Riemann au
sens généralisé sur [a,b],a < b. On suppose qu’il existe une fonction g : [a,b] — R* possédant une
intégrale de Riemann généralisée, ainsi qu’une partie x C |a,b] vide, finie, ou infinie dénombrable,
tels que :

1.pour tout x ¢ x la suite (f,,),>1 est converge,

2.pour tout x ¢ x, ona Vn|f(z)| < |g(x)].

Alors la limite
= 1
Wﬂ;/h

existe (et est finie).Si de plus on suppose qu'il existe ,, : [a, b] — R possédant une intégrale de Riemann

au sens généralisé et telle que lim f, (z) = f(x), pour tout x ¢ x alors

b

/f( =ngr+noo/fn

a

Preuve. voir [...] =

1.3. Théorémes et formules fondamentaux
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Semi-groupes de contractions

Définition 1.2 Un semi-groupe (S(t)):~o fortement continu sur X est un semi-groupe de contractions
s
1S <1

Théoreme 1.3 Un opérateur linéaire non borné (A; D(A) dans X est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites
(1) A est fermé,
(17) D(A) est dense dans X,
(i17) pour tout X\ > 0,(A — A)est une application bijective de D(A)sur X, et est (\[ — A)~! est un
opérateur borné sur X vérifiant

[0 — 4 <

> =

Formule de Green

Pour toute fonction u de H?(2) et toute fonction v de H'(12), alors la formule de Green s’écrit

/(Au) vdr = /g—zvda—/VuVU. (1.5)
T Q

Q

Preuve. Voir H.Bresis[4] m

1.4 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder

Théoreme 1.4 Soit p > 1 et q des nombres réels liés par la relation p + p = pp alors Yu € LP(2) et

v e LP(Q)
/|u x)|dr < /|u )P dx /|U(U)|pdl‘ : (1.6)
Q

Preuve. Voir Brezis[4] m

3
~|

Inégalité de Young

Théoreme 1.5 Soit f une fonction continue et croissante sur [0,c] oit ¢ > 0 f(0) =0, a € [0,c] et

b€ [0, f(c)], alors
a b
ab< | f(x)dz+ | f(2)dx, (1.7)
[roe]

ou [~ est la fonction inverse de f.

1.4. Quelques inégalités utiles
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Preuve. (Voir Mitrinovic, Pecaric et Fink [18]). =
La fonction f(x) = zP~'avec p > 1 dans chaque intervalle [0, ¢] satisfait les conditions précédentes.
On applique (1.5) utilisant p + p = pp ,on obtient
Poopp
ab < a_/ + —,Va;b e RT.
p p

Si on remplace la fonction f(z) par ex?~'dans (1.5) alors on obtient I'inégalité de Young avec ¢
ab < eXP +C(e)YP VXY € RT
Inégalité de Gronwall
Théoréme 1.6 Soient v et y deux fonctions continues sur un segment |a,b|, a valeurs positives et
vérifant l'inégalité :

de >0V, t € [a,b], y(t) <c+ /w(s )y(s)ds

alors

Vt € [a,b], y(t) < @(t) + cexp /w(s)ds

Preuve. voir [7] =
Linégalité de Ju
Pour tout fonction non négatif de Schwartz en la dimension N > 1 tel que 6 € [0,2] et ¢ > 1,

(dans le cas général) on a :
(=AW (z) < qUIH=A)2U(z) oz e RY

Preuve. voir [3] =

1.5 Systémes de reaction-diffusion

Dans un milieu continu, soient NV especes chimiques (ou constituants fluides). On note
i =1,2,..., N I'une de ces espéces, soient alors w;(z, t) sa concentration (ou densité) au temps
t et au point x = (x4, z, ..., x,) de R", et D, son coeffecient de diffusion. Les concentrations
u;(z;t) représentent les variable étudiée dans un modele de réaction-diffusion dont I'’évolution est
régie par le systeme d’équation aux dérivées partielles suivantes, appelées équations de réaction
diffusion

ou

5 DAu = f(u), (R-D)

1.5. Systémes de reaction-diffusion
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ol u(x,t) = (ui(x,t), us(x,t),...,uy(z,t)) est 'inconnue

flz,tyu(z, b)) = (fi(x, t,u(x, b)), ..., fm(x, t,u(zx, t))),

est la réaction (généralement non linéaire) et D(x, ¢, u(x,t)) est une matrice carrée m x m définie
positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion. Les termes de réaction sont le résultat de
toute interaction entre les composantes de w.

En chimie u est un vecteur de concentrations chimiques et f représente I'effet des réactions
chimiques sur ces concentrations. Le terme DAu représente les diffusions moléculaires a travers
la frontiere de réaction.

En dynamiques des populations u représente le vecteur de densités des populations et f I'effet
des relations prédateurs-proie, des relations compétitions ou symbiose. Le terme DAuwu représente
des mouvement aléatoire d’individus de la population étudiée (voir M. Kirane and S.Kouachi[ 24]
, [20]et[21]).

En biologie par exemple, lors du transport sanguin du sucre u = (uy, us, ug) désigne les
concentrations respectives en sucre complexe (sucrose) et sucre simple (glucose et fructose)sucrose
hydrolysis by acid

sucrose hydrolysisbyasid  glucose ® fructose

ul—u2du3

f(u) représente les réactions chimiques sur les sucres et DAu désigne, comme toujours, le
flux de ces sucres a travers la frontiere de la surface ou se produit cette réaction (voir Rothe[23]
,Morgan[24] , Feng[25]).

Définition 1.3 Les systémes de réaction-diffusion sont des systemes couplés d’équations paraboliques

non linéaires qui peuvent s’écrire sous la forme

ou
a - DAU - f('LL)7

ot l'inconnue u(z,t) = (uy(x,t), ..., un(z,t))" est un vecteur des variables dépendantes

flz, t,u) = (fi(x,t,u), ..., fm(z, t,u))est la réaction (généralement non linéaire)

et D(z,t,u(x,t)) est une matrice carrée m * m définie positive et diagonalisable appelée matrice de
difusion

Définition On dit qu’une fonction u de la variable réelle ¢ > 0 a valeurs dans X est
une solution locale du probléme (R-D), s’il existe « définie sur un intervalle maximale [0, 7™)
qui pour tout ¢ < T™* est 'unique solution de (R-D) dans C*([0,T*), X).

1.5. Systémes de reaction-diffusion
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En particulier, I'une des deux éventualités suivantes a lieu

DT* = 0

i)7T* < oo et tlil%l l|lu|| = o0

Remarque

-Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

-Si la propriété (ii) est satisfaite, on dit que la solution explose en temps fini.

1.6 Dérivation fractionnaire

Commencons d’abord par I'historique du concept ;nous connaissons que Leibnitz est I'inventeur

De la notation Z;—LZ{ mais en 1695 'hopital posa une question qui surprit leibnitz

La fonction Gamma

La fonction d’Euler est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs réelles et complexes.
Pour Re(a) > 0 on définie I'(«) par

“+o00

MNa) = /to‘_le_tdt, (1.8)

0
la fonction I' s’étend (en une fonction holomorphe) a C \ Z~ tout entier.
Onal(a+1)=al(a) et pour n entieronan! =I'(n+1).

la fonction Béta

La fonction Béta est définie par

B(p,q) = fol P11 — 1) dr = Flff’;ig%) ,avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0.

Dérivation fractionnaire approche de Riemann-Liouville
Soit f une fonction intégrable sur [a, | ,alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avecn—1 < p < n)
au sens de Riemann-Liouville est définie par

t

/ (t—7)" P f(r)dr. (1.9)

a

Rp 1 d"
D = - %2
atf(t) I'(n — p) dtn

La dérivée a droite, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par

Df(t) = ﬁ (%)n j (t — 7)1 f(7)dr- (1.10)

a

1.6. Dérivation fractionnaire
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La dérivée a gauche, de Riemann-Liouville, correspondante est définie par

b
Ep 1 d ! n—p—1

Exemple 1.1 La dérivée de l‘)T"‘ (1- %)lau sens de Riemann-Liouville (0 < o < 1)
t

7 (-1) = () Jooo -

Onpose =T+ (1 —=MN)t,donct=(T—t)\+1.

Donc
n(-5) - —/
q
= T"%(T—tﬂ“ /1 (1— M) A7),
= T’H (T—t)"“B(+1,—a+1),
g L(l+1)

(l+41-—a)T(l+1—a)
Dérivation fractionnaire Approche de Caputo.

Soitp > 0 (avecn — 1 < p < n etn € N*) f est une fonction telle que %f € Ly[a,b].
La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est défnie par

t

1 ) /(t . 7_)nfpflf(n) (T)dT. (1.12)

Cp
DI =5y

a
La dérivée a droite, de Caputo, correspondante est définie par

t

1 — )M (D dr
> /(t L F) (1) g (1.13)

Cp
DI =5y

a

La dérivée a gauche, de Caputo, correspondante est définie par

b
Df( ey p/T—t”plf (r)dr. (1.14)

1.6. Dérivation fractionnaire
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Propriétés

Relation entre dérivée de caputo avec la dérivée de Riemann Liouville
Cp Rp
Soitp > 0 (avecn — 1 < p < n et n € N*)supposons que f est une fonction telle que 13 et 12
a a

Existent alors
Rp

Bf(t) = D [0) ~ F(0)]. (115

1.6. Dérivation fractionnaire



Chapitre 2

Modélisation des systemes de

réaction-diffusion

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier comment modéliser quelque phénomenes natureles biologiques
, chimiques,population dynamique et pour la plus grande partie de ces phénomeénes, on montre
qu’on aboutit a des systemes de réaction-diffusion avec des dérivées classiques et dérivées frac-

tionnaires

12
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2.2 Modélisation des systemes de réaction-diffusion avec dé-

rivées classiques

Nous allons donner la démarche suivie pour établir (1), d’ailleurs qui est la méme pour tous les
phénomenes cités a 'introduction, puis nous donnons des exemples.

On considére une région bornée O de R? ou R? (qui peut étre une surface géo-graphique, une
cellule vivante ou des molécules) dans laquelle des réactions se réalisent (ces réactions peuvent
étre une épidémie, une rumeur ou bien une réaction moléculaire,d’ailleurs la cellule vivante est
le siege de plusieurs réactions chimiques, ainsi que les surfaces géographiques forment les lieux
de milliers de virus et rumeurs circulant entre les individus des populations...).

Si on note par u;(z;t) la concentration de la i“"¢ espece prenant part dans ces réactions,

fi(z; t;uq (), ..., um(z; t)) son taux de formation dans la réaction en question au point x et a I'ins-
tant ¢ > 0 et soit J; le fluux de ces especes a travers la frontiere 02 de notre région (2. Considérons
un volume V ifiniment petit de la région de frontiere S = 9V . La vitesse de formation de la i“"¢
espece dans le volume V est égale a la quantité formée par la réaction otée de son flux a travers

la surface S, en termes d’équations

%/ul(:c, t)dxr = /fl(x, tyug(x;t), oy up (25 t))de — /Jida 2.1)
apres application directe du théoréme de la divergence au terme désignant le flux on obtient
dui .

v
puisque le volume V' est ifiniment petit et arbitraire, on en déduit

dui
ot

+ijzfl ’l:l, ..... ,m (23)

Dans le cas d’une réaction chimique, le terme de réaction f; vient de I'application (sur le plan
microscopique) de la loi d’action des masses (ou loi de Gulberg et Waage).D’ailleurs dans le cas
des populations (plan macroscopique) on applique une loi semblable. Le flux (ou la diffusion) est

donné par la loi de Fick (seconde loi de Fick)
J,L' = Z aijVuj (24)
j=1

ou

A = (ai)1<ij<m

Section 2.2. Modélisation des systémes de réaction-diffusion avec dérivées classiques
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est une matrice définie positive appelée matrice de diffusion on obtient en substituant (2.4) dans
(2.3), on obtient

du; -
j=1
normalement les a;;sont constants, quoi qu’ils peuvent dependre de ¢, x et u; aussi on va conside-
rer des termes de réactions dépendants seulement de u; dans ce cas on a

du
— + AAu = f(u) (2.6)
ot
ou A = (aij)1<i,j<m €St une matrice non diagonale, ses termes sont les coefficients de diffusion.
a;; caractérise la diffusion de u; dans u; Dans ce cas on a affaire a ce qu'on appelle croisement de

diffusion entre les densités u; (En anglais : cross diffusion).

Remarque 2.1 Par un simple changement de variables linéaires, la matrice A peut étre ramenée a

une matrice diagonaleD = diag(dy, ....,d,)avec d; > 0;i = 1,...,m le systéme (2.6) devient :
d
a—? + DAv = g(v) 2.7)

Remarque 2.2 Remarquant que, pour établir (2.5), on a simplfié plusieurs termes, si non on abou-

tirait a des équations trés compliquées et difficiles a étudier .

2.3 Exemples

2.3.1 En chimie

Peut-étre la plus grande source de problemes intéressants dans ce domaine est la modélisation
des réactions chimiques multispéciques.Nous considérons un mécanisme général de réaction de
la forme

Ry + ja Ry + o+ ppRic Sy 01 Py + 03Ps 4 .+ 0, Py (2.8)

Ici, les R; et P, représentent les réactifs et les especes produits respectivement,et y; ,u; € N pour
chaque i. Maintenant, si nous mettons x; = [R;]et v; = [P;] nous faire (I'entier non négatif) avant
et arriere des taux de réaction, respectivement, alors nous pouvons modéliser le processus par
I'application de la loi de la conservation de la masse et de la seconde loi de Fick (débit) par le

systeme deRéaction-Diffusion suivant :
oU; o n v n i -
W—V(dZVU)—,uZ k’rszl‘/} —Kijle;vU>,Z—1..]€

v; _ noorrY nooyv L
D=V dVV) =y (B TT Uy = K TT V) i = 1

(2.9)

Section 2.3. Exemples
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Nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné §2 de frontiere suffusamment
réguliére 0S)

remarque La matrice diagonale D peut dépendre de ¢, x et u, comme il peutne pas étre diagonale
(C’est le cas lorsque la diffusion d’une espéce affecte le rythme deproduction des autres).

Par exemple, considérons la réaction réversible suivante apparemment simple,dontlaquelle le di-

oxyde de soufre réagit avec 'oxygene pour former le trioxyde de soufre :
250, + 0y =, 2504

Sinous fixons u = [SOs], v = [O,], et w = [SO,), puis cette réaction, dans 'hypothése d'une action

massive cinétique, peut étre modélisée par le systeme deréaction-difusion :

V. (d,VU) =2 (kw?® — kpu?v)

9 — V. (dyVv) = (kyw? — kypu?v) (2.10)

Qu _ V. (dsVw) = 2 (ku?v — kyw?)
Avec conditions initiales non négatives L et conditions aux bords homogenes de Neumann .Ici,
les d; sont les coefficients positifs de diffusion et k¢, k, sont respectivement les coefficients positifs
avant et arriere de réaction et nous supposons que la réaction se déroule dans un domaine borné
(2 de frontiere suffusamment réguliere (voir Holliset Morgan [25])

Pour la réaction de I'eau, par exemple, on prend dans (2.8)
p=23;1={1,2};J ={3};n1 =n3 = 2etny = 1; Ry = hydrogéne, Ry = oxygeneet Ry = lleau,
on obtient la réaction classique
2H50 + O, % 2H,0
Les équations décrivantes cette réaction s’écrivent alors

Aol — (dy [Hy]) = 2 (—h[Ha]? [0] + 1 [H,O))
401 _ (4, [04]) = (—h (o [0 + L[LOP) 7€ R0 (2.11)

0. (4 [11,0]) — 2 (b [H (0] — 1 OP)

avec conditions aux bords appropriées(par exemplea[HZ] 6[30772] = 6[15’?]0] =0,t>0,z € (dQ)et

conditions initiales positives (i.e)
[Hz],_o = [Ha]y > 0,[0:2],y = [O2] > 0,[02]; > 0 (2.12)

Les coefficients h et | sont supposés des constantes positives, quoi qu’ils peuvent dépendre de la

température

E
h,lch’BeXp<§T>,1§B§2

voir Hollis [27] et J.Morgan [15]avec différentes conditions aux bords.

Section 2.3. Exemples
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2.3.2 En physique nucléaire

Le modeéle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systéme de réaction diffusion

9u — , A —b
{ ot 1Au+u(av —b) surf) x (0, +00) (2.13)

% = dyAv + cv
avec conditions aux bords homogénes de Newman et conditions initiales positives. On montre
que (voir Pao [24]),pour a > 0,b > Oet ¢ > 0,la solution du systéme avec conditions aux bords
bien choisies et conditions initiales positives explose en temps fini (cesse d’exister). Cette réaction

est analogue a celle de deux enzymes
u Upr — OU
gz sur (0,1) x (0,400) (2.14)

avec les conditions aux bords
t>0 (2.15)

et conditions initiales positives. Ce modele a été étudié par Pao[6], Thomas& Aronson|27] et
Turner& Ames|6]

2.4 Modélisation des systemes de réaction-diffusion avec dé-

rivées fractionnaires

Dans certains fluides complexes, le mouvement Brownien peut étre géné a cause de la composi-
tionméme du milieu.

On observe aussi que la moyenne carrée des déplacements de particules n’obéit pas toujours
ala loi ci dessus dans des fluides homogenes ne présentant pas cette anomalie, comme l’eau pa-
rexemple, lorsqu’ils sont le siege d'un champ de vitesse non uniforme a I’échelle macroscopique.
Pensons a un écoulement poiseuille de vitesse moyenne V' dans un tuyau cylindrique.Taylor [15] a

démontré que les déplacement effectués par un traceur sur de petits intervalles detemps t vérifient
2 1
(2*(t)) = au.t2
pour des durées t appartenant a un intervalle fini, au du quel on obtient

(z*(t)) = Dt

Section 2.4. Modélisation des systémes de réaction-diffusion avec dérivées fractionnaires
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2
avec D =D,, + K (g—d) d étant le diametre du tuyau
On voit que l'interaction entre la diffusion de soluté et un champ des vitesses non uniforme a
uneffet non trivial en termes de transport.

Des expériences en milieux poreux ont suggéré que [18|
(22(1)) = Dot®, a0 # 1

D, est le coefficient de la diffusion géneralisée.
Lorsque « > 1, on parle de super-diffusion ou diffusion renforcée, et pour & < 1; on a ce qu'on
appelle une sub-diffusion ou diffusion réduite. Ces processus sont souvent non Gaussiens.
Sous certaines conditions, on a suggéré que la diffusion simple (sans influence de ’environnement
extérieur) anormale peut étre décrite par une équation généralisée de la forme [16], [25]

0* 0%

gra?(7:0) = Desy s
ou « et 3 sont des nombres réels,D, 5 est le coefficient de diffusion généralisé et les opérateurs
différentielles dans les membres de gauche et de droite de I'équation sont les opérateurs dedéri-

vation fractionnaire de Riemann-Liouville.

Section 2.4. Modélisation des systémes de réaction-diffusion avec dérivées fractionnaires



Chapitre 3

Propriétés qualitatives des solutions des

équations différentielles fractionnaires

3.1 Introduction

On s’intéresse, dans ce chapitre, a I'étude de I'existence locale et I'existence globale des solutions

et 'explosion des solutions pour une équation de spatio-temporellement, sous la forme suivante :

t

up 4+ (—A)P2 = r;/(t —5) " ul  u(s)ds € RNt >0

(1-7)
0
u(z,0) = up(x)

et on établit des conditions nécessaires pour I'existence locale et I'existence globale des solutions

18
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3.2 Existence locale

Cette section est consacrée a prouver I'existence locale et 'unicité de solution douce au probleme
(2). soit T(t) := e *~2)"* Comme (—A)#/2 est un opérateur auto-adjoint positif de L2(RYN) T(t)
est un semi-groupe fortement continu de L?*(R") généré par la puissance fractionnaire (—A)%/2

(voirY osida[9]) : nous commencons par donner :

Définition 3.1 (solution douce).Soit uy € Co(RY),0 < 3 < 2 et T > 0 nous dire que u €
C([0,T7], Cy)) est une solution douce du probléeme (2) si u satisfait 'équation d’intégrale suivante :

t

u(t) = T(t)uo + / T(t - s)js, (luf " u) ds, ¢ €[0,T] 3.1

Théoréme 3.1 (Existence locale). Donné uy € Co(RY et p > 1,il existe un temps maximal Tpay > 0
et une solution douce unique u € C([0, Tax), Co(RY)) au probléme (2). De plus Tyax = 0o ou sinon
Trnax < 00 et ||“||Loo((0¢)xRN) — 00 ,comme t — Ty .,de plus si ug > 0, ug # 0, alors u(t) > 0 pour
tout 0 <t < Tax -

De plus , si ug € L"(RY), pour 1 <r < oo, alors u € C([0, Tiax, L"(RY))

Preuve. Pour arbitrairement 7" > 0, on definit I'espace de Banach
Er = {u e L%((0,T), Co(R™)); [lull; < 2 luoll o } »

ou [[[| := |[“[| e ((0,49),co(r)) -EDSUItE, pour tout u € E; on difinit

t

U(u) :=T(t)ug + /T(t — 8)Jols (\u|p_1 u) ds

0

Nous prouvons l’existence locale par le théoreme du point fixe de Banach

o¥(u) : Er — Eq :soitu € Ep ,alors on obtient avec ||-||_ = ||'||Loo(RN) ’

||1
@)l < uoll + H o) |[u(0)llz, dods ||,

1 p
— S — —0o)77 dods ||
ol + g | / / (s = 0) 7 lu(@) 1, dods 1z~

T2~
T ra—y Ik
T2 2P HuO“L<><> H H
r@—q)

< ol +

< uoll +

Section 3.2. Existence locale
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Maintenant, si nous choisissons 7" assez petit comme ca

T2772 |ug b
INCEe))
Nous concluons que ||V (u)||, < 2 ||lugll,, , Et ensuite ¥(u) € Ep.

1 t s . - -
|9 () — ¥()]| < ﬁ;;ﬁu//@—w [ ™" () = o7 0(0) [l dods [z

1 -1
S ] H//s—a 7l (o) ol (o) e dords =0
T%
< — N |uf =P |
LI Y
p—1 2~
< Clp >2F|(|1u0|| )T u—wv
-7
< Slu-v]
— u—7v
>~ 2 1
grace a 'inégalité suivante :
| ulP ™ u— o~ o < Cp) [u—v | (Juf™ = [o]P™) (3.3)

on choisi 7' tel que
2727 |Juo||”s " max(2C(p), 1
I'3—7)
Ensuite, par le théoréme du point fixe de Banach, il existe une solution douce u € IIy, ou Iy =:
L>®((0,T), Co(RY)),au probleme (2). m
eUnicité :

) <1. (3.4)

Si u,v sont deux solutions douces dans £ pour certains 7" > 0 en utilisant (3.3),nous obtenons

lu(t) = o). < 2p ’““” // ) [[u(o) — v(0)| dods

- Sl // ?) lule) - v(0)ll dods

CO2Nuollz= [ = o) — v(o) do
] /@ o) () = v(o)] d

Ainsi, I'unicité découle de l'inégalité de Gronwall (voir.[6]).

Section 3.2. Existence locale
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Ensuite, en utilisant 'unicité des solutions, nous concluons I'existence d’une solution dans I’ in-
tervalle maximal [0, Tipax) OU Tinax := sup {t > 0; il existe une solution douce u € IIr on (1,1)} <

+o0o en utilisant la continuité du semi-groupe 7'(¢), On peut facilement conclure que :
u € C([0.Tmax), Co(RY))

de plus si, 0 <t < t+ 7 < Tyay utilisant (3.1) , nous pouvons écrire :

s

u(t+7) = T(r)u(t) + ﬁ/T(t - 8)/(8 — o) [ulP M u(t 4 o)dods (3.5)

t t
1

Ry T [0 oot

Pour prouver que | u(t) [p~— oo tel que ¢ — Tyax , quand Ty, < oo,nous procédons par
contradiction. supposons que u soit une solution de (3.1) sur un certain intervalle [0,7") avec
| w(t) || oo ((0.1)xmN)— 00 €t Thnax < 00 .0n utilisant le dernier terme dans (3, 5) dépend uniquement
des valeurs de u dans l'intervalle (0,¢) et on utilisant une autre fois un argument de point fixe
, nous concluons que wu peut étre étendu a une solution sur un certain intervalle [0,7") avec
T" > T : si nous répétons cette itération, on obtient une contradiction avec le fait que le temps
maximal 7T,,,, est borné.

Preuve. Positivité des solutions

si ug > 0 et ug # 0, alors nous pouvons construire une solution non négative sur un certain
intervalle [0, 7] en appliquant 'argument de point fixe dans 'ensemble E; = {u € Er;u > 0},En
particulier, il résulte de (3.1) que u(t) > T'(t)up > 0 dans (0,77 Il n’est pas difficile par 'unicité
d’en déduire que u reste positif dans (0, Trax)-

Régularité

Siug € L"(RY)NCy(RY), pour 1 < r < oo, puis en répétant 'argument de point fixe dans I'espace
Br, o= {ue I*((0,7), CoRY) N 17 (RY)); ull; < 2 ol e 0],y < 2 [t }

Au Tiew de Fr3 01 |-, i= 2 || 01,y €t ON estimant [,y Par [ 10 ey

dans 'argument de cartographie de contraction, on utilisant la formule suivante :
N1
1S5(8) < vll, < G750 oll, (3.6)
tel que S;(t) peut étre représenté par la transformation de Fourier suivante :

Sy (0)(e) = Si.1) = g [ e

RN

nous obtenons une solution unique dans F,,. ; nous concluons que :
u € C([0, Thnz), Co(RY) N L™ (RY)). (3.7)

Section 3.2. Existence locale
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3.3 Explosion des solutions

Nous disons que u est une solution globale si T}, = 0o ; lorsque T,,., < oo, on dit qu’il exploser
dans un temps fini et dans ce cas, nous avons [|u(., )| e gx) — 0o tel que t — Tipax.
Maintenant, nous voulons dériver un résultat explosif pour '’équation. (2). Notre argument utilise

la solution faible .

Définition 3.2 (solution faible). soit ug € Lj . (RY),0 < § < 2et T > 0,on dit que u est une
solution faible du probléme (2) si u € LP((0,T), L (RY)) vérifie Uéquation :

loc

/ o(,0) / [ 5 (ul ™ 0) (ot (3.8)

0 RN
T

/ [ nartown - [ [0 om0,

0 RN 0 RN
Pour tout support compact ¢ € C*([0,T], H’RY)) tel que o(-,T) =0, ot v :=1—~ € (0,1)

Lemme 3.1 Considérons uy € Cy(RY) et soit u € C([0,T], Co(RY)) est une solution douce de (2);
alors u est une solution faible de (2), pour tout 0 < § < 2 et pour tout T' > 0

Preuve. Soit 7> 0,0 < 3 < 2, ug € Co(RY) et soit u € C([0,T], Co(RY)) est une solution de
(3.1). Donné ¢ € C*([0,T], H’RY) tel que supp o est compact avec ¢(-, T) = 0 puis multiplié (3.1)

par ¢ et l'intégration sur RY ,on a :

/u(x,t)go(x,t) /T Yoo, 1) + // )2, (u ™ u) (2. £)ds) ol 1),

RN

nous différencions pour obtenir :

4 [uw0e@t) = [ L@Ou@ee.n) 3.9)
+ [ 4 7€ =95 (™ 0) (o asota )

Maintenant, en utilisant la formule suivante :

/u(x)(—A)B/Qv(x)dx = /U(:L’)(—A)’Bﬂu(a:)da:, (3.10)

RN RN

Section 3.3. Explosion des solutions
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et une propriété du semi-groupe; on a :

[ TOu@ew0) = [ATOwee )+ [Tou@ewn @G0

- / T(t)uo(z) Ap(z, t) + / T(t)uo(z)p(z,1),

et

t

/%/T(t—s)f(x,s)dsgp(aj,t) = /f:ct (x,1) //A (t —s)f(x,s))dsp(x,t) (3.12)

RN 0 RN O

+//T(t —5)f(z,5))dsp,(z, 1)

RN O

= /f:cs dsp(x,t) + // (t—s)f(x,s)dsAp(x,t)

RN 0

N / / T(t — ) f(x, s)dsg,(x, 1),

RN 0
o f:=jg, (lul"" u) € C([0,T]; LA(RY)).
Ainsi, on utilisant (3.1), (3.4) et (3.10), nous concluons que (3.11) implique que

4 Jua e = [uoaeten + [u@ietwn+ [ e,

RN RN

Nous concluons on intégrant dans le temps [0, 7’| et on utilisant le fait que ¢(-,7) = 0. =

Théoréme 3.2 Soit uy € Cy(RY) tel que ug > 0 et ug # 0si :

(N =B+ 57, = poup < ~ (3.13)

Pour touts les /5 € (0, 2], puis la solution douce de (2) explosion dans un temps fini.

p<1+

Notant que dans le cas oil p = p* et 5 € (0,2) on prend p > avec N > [3.

N (N-B)
Preuve. La preuve est par contradiction. supposons que u est une solution globale douce pour
(2), alors u est une solution de (2) dans C([0,7°, Co(RY)) pour touts les T' >> 1 tel que u(t) > 0
pour tout t € [0, 7.

Section 3.3. Explosion des solutions
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Puis, en utilisant Lemme (3.1), nous avons

/ ©o(x,0) //]mtlu\ (z,t)p(z,t) // (z,t)(=A)?2p(z,t)

RN RN O 0 RN

—/T/u(x,t)got(m,t).

0 RN
Pour toutes les fonctions de test p € C1([0,T], H?(RY)),tel que supp ¢ est compact avec (-, T) =
0,ouca:=1—v€(0,1).
Maintenant, nous prenons ¢(z, t) = Dii() := Diir. (1 | ()'¢5(t)) avec o, (z) i= O(|z] /TY7), py(t) :=
(1—t/T)  oul>p/(p—1),n>max{(ap+1)/(p—1);a+ 1} et ®,une fonction non négative et
non croissante tel que :
o) = 0 sir > 2,

0<®<1,|9| <Cy/r, pour tout r > 0 ,on utilisant la formule suivante :

{1 si0<r<l,

(D§jyws) (T) = 0, (Dgj,wr) (0), (3.14)

alors on obtient

/ o) DB, 0) + / Jo uP (., £) D3 (. 1) (3.15)

Q Qr
T

= [ [ue.0-8)"Dg 3. 1) - /u<m 0D D3, )

0 RN

ou Qp := [0,T] pour Q = {z € RY; [z < 2T"/7} / /d:c et/ /dsdt
T

De plus, on utilisant (3.14) et la formule d’intégratlon par parties :

/ Dt|t t)dt = /f Dt|tg
0

dans le coté gauche de (3.13) et dans le c6té droit de :

DDjrf = Dyt (3.16)
, on obtient
e [un(a) (@) + [ DD (). 07 (3.17)
Q Q
T
— [ [ute.o-ay25w 0+ [u.0Dg 5.0
0 RN Qr

Section 3.3. Explosion des solutions
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De plus, on utilisant (2.13), nous pouvons écrire :
[tz + o [
QT QT
T
[ [t 02026 @it + [t D3 (.0
0 RN Qr
Ainsi, I'inégalité de ju (—A)%/2(¢}) <17 (p,)(=A)P72(p,) permet d’écrire :
/up(x,t)@(x,t) + C’Ta/up(x,t)goll(m, t) (3.18)
QT QT
< € [ula )6 @) [(-8)2, @) Dt
Qr
+ [utz, ) @) | D et0)]
Qr
= € [ulw /275 B @) (00, (@) Dirlt)]
Qp
+/U(rv,t)s0 e () ‘D,}E“wz(t)‘ :
Qp
Par conséquent, on utilisant I'inégalité de Young
1 Pl
abgz—ap+ —b ou pp=p+p ,a>0b>0p>1,p>1 (3.19)
P p

avec
a = u(z, t)&l/p,
b= 3" () (AP, (x) D pps (t)

dans l'intégrale premiere de la partie droite de (3.18), et avec

a=u(z,t)p"?,

b= 576k (@) | Dl (t)]

Section 3.3. Explosion des solutions
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dans la seconde intégrale du c6té droit de (3.18), nous obtenons

(1-— %)/u”(m,t)&(x,t) (3.20)

Qr

< € [P0 7| (-8, @) Dl

(3.21)

+€ [0, 0) (07 | Dl

Qr

comme 1ug>q , nous présentons les variables :7 = T~¢,¢ = T-Y%x en utiliser les deux formules

suivantes

_ (I-a+o)(o+1),_, t\7
Digwn(t) = U e (1o 1)

l—a+o)l(c+1),, £\ "
Dty _ ( T (a+1) 1 - —
o0 (t) re—a+o) T

+

tel que wq(t) = (1 —¢/T)%,t > 0,0 >> 1;dans le coté droit de (3.24), pour obtenir :

/ uP(x, 1)@ (z,t) < CT™° (3.22)

Qp

oud:=(1+a)p—1—(N/B),C = (|],|Q2]), (|| représente la mesure de 2;, pour i = 1, 2),avec
Q= {SERN;|§| < 2},92 ={r>0;7<1}
Maintenant, en notant que :
. 1 1
p<p‘ou p<-—-—<di>0oup< —, (3.23)
g Y

Il faut distinguer trois cas :

e Le cas p < p*(6 > 0) : Nous passons a la limite dans (3.22), comme 7" passe a co; on a

Thfio/ / WP (2, )3, ) dadt = 0.

0 |a|<211/8

En utilisant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, la continuité dans le temps et

espace de u et le fait que p(z,t) — 1 comme 7" — oo , nous déduisons que :

//up(x,t)dxdt =0 = u=0,

0 RN

Section 3.3. Explosion des solutions
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ce qui est une contradiction
e Le cas p = p*(d = 0) : en utilisant I'inégalité(3.16) avec 7" — oo et on prend le fait que p = p*,
on a d’'une part

u € LP((0.00), LP(RY)), (3.24)

d’autre part, en répétant le méme calcul que ci-dessus en prenant cette,fois-ci ¢, (z) := ®(|z| /(B~YATY?))
oul < B <T estsuffisamment important pour que lorsque 7" — oo nous n’avons pas B — oo en

méme temps, on a :

/ / wP(z,t)p(x,t) < OB~ NP 4 0 B~N/BP, (3.25)
0 RN
grice alarescalant suivante : 7 = T—1¢,{ = (T//B)/?z,ou Xy := [0, T|x{z € RY ;|z| < 2B~VPT/A}

/ = / dxdt.ainsi, en utilisant p > N/(N — [3) et de prendre les limites lorsque 7" — oo et

Er X
B — oo, nous obtenons :

I
o

//up(x,t)dxdt =0 = u

0 RN
ce qui est une contradiction.
On notera que, dans le cas § = 2 ne soit pas nécessaire de prendre la condition p > N/(N—f) avec

N > (3. En effet,a partir de (3.18) avec la nouvelle fonction ¢, nous pouvons écrire

/up(:v, t)p(x,t) (3.26)
Zr
< ¢ [ula, 375 o\ @) [ Dleelt)]
Xr
o /u@, D75 (01(@)) 7 |Aer(@) Diiealt)]
Ag

ou
Ng=[0,T] x {z eRY ; B'V2TYV2 < || <2B7V2TY?} C zTet/ = /da:dt.

Ap  Ag
De plus, en utilisant I'inégalité de Young
1 2 - ~ - ~
ab§2—ap+:bp oupp=p+p,a>0,p>1p>1, (3.27)
P p
avec
a=u(z, t)3",

Y

b= (@) | Dl ea(t)]
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dans la premiére intégrale du coté droit de (3.22), nous obtenons
1/p 1/p
/abg /ap W , oupp=p+p,a>0>b>0,p>1p>1,
Aﬁ Aﬁ A/{g
avec
a = u(z,t)g"",
b= 5" (1 (@) | Aus (0) Dra(t)]
dans la seconde intégrale du coté droit de (3.26), nous obtenons
1 ~
(1= ) [l 050
p e
1 o p
< ¢ [(e)'(ea) 7 Dl
3
1/p /P
~ = _ 1 o p

[wz] | [e@) 7 (e @b | o @2

A[g Aﬁ
a partir de 7 = T't,& = (T/B)~'/?z, et le fait que § = 0, nous obtenons

1/p
/up(;c, 3 (z,t) < CBN2 + 0B » ! /U% (3.29)

St AV

Maintenant, comme
1/p

lim / W3 | =0(de(3.24)),

T—o00
A

passant a la limite dans (3.29), comme 7" — oo, nous obtenons :

//up(x,t)dxdt <CB™N2,

0 RN

Nous concluons que u = 0 on prenant la limite lorsque B va a l'infini :contradiction.

ePour le cas p < 1/, on répete le méme argument que dans le cas p < p* on choisissant cette

fois, la fonction de test comme suit p(z.t) = Djj;¢(z,t) := D;TT(¢Z3($)904(t)) ol p4(x) = ®(|x| /R),
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w4(x) = (1—1t/T)] et R € (0.7") suffisamment important que lorsque 7' — oo on a pas R — oo en

méme temps ; la fonction ® est la méme que ci-dessus. On obtient alors

/u”(x, tp(x,t) + C'T_o‘/(g03(x))u0(x) (3.30)
< € [ula ) re () | Dhies0)

+C [ula 975 (@)1 |(- ) 2,(0) Dig 0]
Cr

tel que Cr := [0.7] x C pour C := {z € RY; |z| < 2R}, / /dx et/ /dxdt Maintenant,

Cr  Cp Cr
par I'inégalité de Young (3.17) avec

a=u(x,t)p?,
b=5 (@) | Diea(t)]
dans I'intégrale premiere de la partie droite de (3.30), et avec

a = u(z, 7",
b= 712 (p3 (@)1 | (=2)723() Dlria ()]

)

dans la seconde intégrale du coté droit de (4, 24) et on utilisant la positivité de u,, nous obtenons

P

<1—%9> C/ W (w,)p(x,t) < C C/ (05(2))! (104()) 77 | DY, (1)
+C / (20(@) 7 (2al) 77 | (=202 0y Db, )]
Cr

Ensuite, les nouvelles variables ¢ = R~'z,7 = Tt nous permettent d’obtenir I'estimation :

/ P (z, 1)@, t)dadt < CT'= P RN 4 O =P RN -7,

Cr

Prendre la limite comme 7" — oo,on déduit, comme p < 1/y <= 1 — ap que :

7/u(x’t)p(903($))l)dxdt =0

0 RN

Enfin, on prenant R — oo ; nous obtenons une contradiction que u(z,t) > 0 pour tout z € RY,
t>0
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Remarques.

(1) Nous pouvons étendre notre analyse a 'équation :

R TSR S & 1C0 1110 P
¢ (—A) +F(1—7)0/ (= s ds, eR

oup>13€(020<y<let¥e L (RY x(0.00)),¥(-,t) > 0 pour tout t > 0

loc

U(B-YBTYBE Try>C >0 si p<p*
W(RE,Tr)>C >0 si p<l/y

pourtout 0 < R;B<T;7€[0,1] et € |0,2]

(2) Dans le théoreme 3.2, nous utilisons précisément la solution faible, mais dans ce cas, nous
obtenons une non-existence des solutions globales faibles. par conséquent, pour obtenir des ré-
sultats d’explosion, nous utilisons la solution douce et I'alternatif si : 7},,,, = 0 ou bien T}, < c©

et [|ul| oo((o.yxrry — 00 tel que t — Ty m

3.3.1 Taux d’explosion dans le cas § = 2

Dans cette section, nous présentons le taux d’explosion pour les solutions d’explosion au probleme

parabolique (2).nous prenons la solution de (2) avec une condition initiale satisfaisant :
ug € Co(RY) N LARY), u(-,0) = ug > 0,ug # 0. (3.31)
Le lemme suivant sera utilisé dans la démonstration du théoreme 3.3 ci-dessous.
Lemme 3.2 soit o est une solution classique non négative de
0, = Agp +j:g|t(gop) dans RN x R, (3.32)

ouye (0,1), p>1let

Alors ¢ = 0 pour
(3.33)

Preuve. Nous répétons les mémes calculs que dans Theorem 3.2 avec (1 — t*/7%)" au lieu de(1 —

t/T*)" pour n >> 1 utiliser I'inégalité :

1— 1—
Jaat(@”) 2 57, (7).
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De plus, nous prenons /¢, /% au lieu de 373V (resp. /", /") dans (3.18), (3.26)(Resp.In(3.30))
pour [ >> 1 pour utiliser 'inégalité de Young and Holder.notant que, ici, nous utilisons plutot le
e—Young inégalité

ab < ga” + ()P

pour0<e<1lm

Théoreme 3.3 soit v satisfait (3.27). Pour p < p*ou p < (1/7),s0it a; := (2—7)/(p—1) et soit u est
Uexplosion de la solution douce de (2) dans un temps fini Ty,., := T*,alors , il existe deux constantes
c,C' > 0 telle que

(T —t)™ <supu(-,t) <C(T*—t)~*, te(0.7). (3.34)

RN

Preuve. La preuve est en deux parties.soit
eLestimation du taux d’esplosiion supérieur
Soit :

M(t) .= sup wu, te(0.77).
RN x(0.¢]

Il est clair que M est positif, continue et non décroissante dans (0, 7). comme lim; 7« M (t) = 00}

alors pour tout ¢ € (0,7*), nous pouvons definire :
tg = t"(to) := max{t € (to, T*) : M(t) = 2M(to)}.

choisissant A > 1 et soit
1
nous affirmons que

A2 (o) (tg —to) <D, 1o (T?T) : (3.36)

ou D > 0 est une constante positive qui ne dépend pas de t.

Nous procédons par contradiction. si (3.36) était faux, il existerait une séquence ¢, — T tel que

ou \, = A(t,) ettt := t*(t,) Pour chaque t, choisit :

~ o~ 1

(T, 1a) € RY x (0,t,] telque u(Z,,t,) > §M(tn). (3.37)
Evidemment M (t,) — oo par conséquent 1, — T Ensuite, redéfinissez la fonction ¢ comme

O (u, 8) = NNy + Tny N2s +1,),  (y,5) € RN x I,(T%), (3.38)
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ott I,(t) := (=, %t,, A, 2(t — 1,,)) pour tout ¢ > 0.Ensuite ¢* est une solution douce de

0o = Dy + % 2p (¢7) dans RN x L(T"). (3.39)

Cest-a-dire pour G(t) := G(z,t) := (47T)~N/2e~I2l/4  érant Pespace de convolution nous avons

P5) = Gls 4 AR s AN+ [ Gls— o)t (PP)o. (340)

-\ %,
dans RY x I,,(T*) , comme ©*(0,0) > A,
0 <M < NUM(EH) = N M(t,) =4A dans RY x I,(t)).

Gréace a (3.35) et a la définition de ¢

En outre, comme
o e C([-\, %1, T), Co(RY) N LA(RY)) pour tout T € I,,(T™).

ainsi, comme dans le Lemme 3.1, o’ est une solution faible de (3.18).

D’autre part, si nous écrivons ¢** comme ¢*(s) = v(s) + w(s) pour touts les s € I,(T*) ou

v(s) = G(s 4+ A%t * o™ (=A%) et w(s) == / G(s— o) * jfk_zgl‘o((gokn)p)da.

-2 %,

Nous avons, pour 7' € I,,(T*)(voir [6, chapitre3|)
v € (=A%, T)s HA(RY)) N O (=A%, T); LARY)) € LA((=A %6, T); HY(RY)),

et, on utilisant le fait que f(s) := j*, - |U((90A”)p) € L*((—\,%,,T); H(RY)) et la théorie de la

régularité maximale, nous avons
w € W (=X ,); L2 (RY)) N L2((= A, %80, T); HA(RY)) € L*((—A, %6, T), H' (RY)),

Il s’ensuit que
o e C([-N\ %1, T), LA (RY)) N L2 (=, %, T), WEH2(RY)).

donc de la théorie de la régularité intérieure parabolique (voir[10, Théoremel0.1p.204]) la-bas
est 4 € (0,1) de sorte que la séquence p*» est délimitée dans le C’l’f)’c“/ >(RY x R)-norm par un

constant indépendant de n, ot C**/*(RN x R) est I'espace localement Hélder défini dans [10]. des

loc

estimations uniformes similaires pour j*, - (¢)? suivre si u est suffisamment petit.,l'intérieur

2;f\n|a

parabolique des estimations de Schauder (voir[13,7Th.8.11.1p.130]), en utilisant les théoremes

d’existence dans 'espace de Holder, impliquent maintenant que le C-7*'*" / >(RN x R)—norme

loc
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de p* est uniformément délimitée.par conséquent, nous obtenons une sous-suite convergeant

dans ¢ 2(RN % R) 4 une solution ¢ de

Ps = AQD +]goo|s<30p) dans RN X (—OO, +OO)7

tel que ¢(0,0) > Aet0 < ¢ < 44 en RY x R; en utilisant Lemme 3.2, nous déduisons que ¢ = 0
dans RY x (—o0, +00) contradiction avec le fait que ©(0,0) > A > 1. Cela prouve (3.36).Ensuite,
nous utilisons une idée de Hu [11]. Il résulte de (3.35) et (3.36) que

T*
(t& —to) < D(2A)Y1 M (to)~Y/*1pour tout t, € <7,T*) .

Fixer ty € (T*/2,T*) etonnote t; =t ,ty = t],t3 =15 ,......ensuite

(tir1 —t;) < DEA)YVUM(t;) Y™
M(tjp) = 2M(1;)

j=0,1,2,....Par conséquent,

T —ty = Y (tia—t;) < DAY M(t;) V™
7=0

j=0 =
= D(24)V M (ty)~Vn (ZQ J/al) .

Enfin, nous concluons que

U(l’,to) < M(to) < C(T* — t0>_a1, Vto c (O,T),

ou "
A (i 2_j/°‘1> :
§=0
alors
sﬂ&a u(-,t) < C(T* — )™, vVt e (0,77).

eLestimation du taux d’explosion inferieur.

Si nous répétons la preuve de I'existence locale de Théoréme 3.1, en prenant ||u||, < © au lieu de
ull; < 2|luoll,, dans I'espace Er pour tout constante positive© > 0 et tout 0 < ¢t < T, alors la
condition (3.2) de T sera :

Juo|| o, + CT?70P < 0, (3.41)
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et puis, comme auparavant, nous déduisons que |lu(t)||,, < 6 Pour (presque) tout 0 < t < T,

par conséquent,si [jug||,, < +Ct* 6P < 6 alors ||u(t)]|,, < 6..Appliquer cela a tout.point dans la
trajectoire, on voit que si 0 < s <t et
O =)l

t—s5)? < —— A, 3.42

(t=s)"7" < —p (3.42)
Alors ||u(t)||,, < 6 Pour tout 0 <t < T.
De plus,si0 <s<T* etlu(s)|, <6 puis:

= us)]]
* 2 0

En fait, en argumentant par contradiction et en supposant que pour certains 6 > ||u(s)||, et tous

t € (s,T*) nous avons

0= )l
(t = 5P < .

ensuite, en utilisant (3.16), on déduit que ||u(s)||,, < @ pour tout t € (s,7™) Cela contredit le fait

oo

que ||u(t)||,, — oo comme ¢t — T™* ensuite, par exemple, en configurant 0 = 2 ||u(s)|| in (3.17), on

[

voit que pour 0 < s < T™ nous avons :
(T" =) > " Jluls) ]|,
et par la positivité et la continuité de u, nous obtenons:

co(T* —s)* < sup u(x,s), Vs € (0,77). (3.44)

z€RN

3.4 Existence globale

Dans cette section, nous prouvons l'existence de solutions globales de (2) avec conditions initiales
,- Dans ce qui suit, nous utilisons la notation p,. := N(p—1)/5(2—~) .comme p* > 1+ (2—7)/N
on note que p > p* = ps. > 1.

Théoréme 3.4 soit ug € Co(RY) N LP=((RY)) et 0 < 8 < 2. si
1
p > max{;;p*}, (3.45)

et ||ug|| p.. est trés petit, alors u existe globalement notons que nous pouvons prendre |ug(x)| <
C || PE @Y gy Tieu de ug € LPo((RY).
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Preuve. Comme p > (1/7), alors nous avons la possibilité de prendre une constante positive ¢ > 0

pour que
2—v 1 N

1

b1 S SpT 2P (540

en utilisant (3.45), on obtient :

N(p—1)
p

N N 2-4 N

q> > P > 1 (3.47)

Soit :

b:= —— = — (3.48)
Bpse  Ba p—1 pBq
Ensuite, en utilisant (3.46) — (3.48), nous concluons que
1-— N(p—1
b>—7>0, pb<1,L+(p—1)b+’y=2. (3.49)
p—1 Bq
Comme,, nous obtenons, pour tout ¢ > 0,
sup ¥ eft(fA)B/zu()H < |luoll ppoe =1 < 0. (3.50)
>0 La
Ensemble
== {u € L*((0,00) LY (RN)); sup t” |u(t) | o < 5} : (3.51)
>0
ou ¢ > 0 doit étre choisi suffisamment petit.si nous définissons
d=(u,v) :== supt’ ||u(t) — v(t)|| . Yu,v € =. (3.52)
>0
Alors (Z; D) est un espace métrique complet. donné u € = définissons :
1 S S
O (u)(t) := B TE T =) /e_t(t_s)(_A)B/2 /(s — o) [ul’ " u(o)dods. (3.53)
-7
0 0

Pour tout ¢t > 0.on a :

t s
N0 (). < n+Ct /(t — )5 (ima) /(s —0) " [u(0)] 4 dods (3.54)
0 0

b _ N(p-1) Y b
< n+Co”t (t—s) s (s—o) Yo Pdods.
0 0
ensuite, en utilisant (3.46) et pb < 1, on a
t s N 1 t N(p—1)
(t—s) P B . (- 2%
// G—o) o Pdods = (1—-0)"0 "do st (3.55)
0 0 0 0

_Np=1)
= Ot B P2 = ot
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Pour tout le ¢t > 0, donc, nous en déduisons (3.54) — (3.55) que

@ (u)(t)ll 0 < 0+ COF (3.56)

Par conséquent, si 7 et § sont choisis assez petit pour que n + C'0* < § ,on voit ca ¢ : = — = .des
calculs similaires montrent que (en supposant 7 et § Assez petit)® est un contraction stricte,
il a donc un point fixe unique v € = qui est une solution de (2). maintenant, nous montrons
que u € C([0.00), Co(RY)).tout d’abord, nous montrons queu € C([0.c0), Co(RY)) si T > 0 est
suffisamment petit..Effectivement,notez que I'argument ci-dessus montre I'unicité dans =, Ou,

pour tout 7" > 0,
== {uwe L2000 ®); swp )], <3

0<t<T

soit u la solution locale de (2) construite dans théorem 3.1. Depuis uy € Co(RY) N LP=((RM));
ensuite, en utilisant le fait que vy € LI(RY) et (6.3), nous avons & € C([0.Tax), LY(RY))par
théorem 3.1. Il s’ensuit que supy,.t*||u]|,, < si T > 0 est suffisamment petit. Par conséquent,
par unicité, v = u sur [0,7], pour que u € C([0.7),Co(RY)).ensuite, nous montrons que u €

C([T, 00), Co(RN)).pour t > T, nous écrivons

t T
u(t) — e_t(_A)ﬁ/Quo = /e_(t_s)(_mﬁ/2 /(5 —0) |u]p*1 u(o)dods
0

0
t s

N / o (s (~2)P 2 / (s — o) Jul" L u(o)dods

- Il(ot)+I2(t). '

Puisque u € C([0.T), Co(RY)), 1l sS'ensuit que I; € C([0.00), Co(RY)). En outre, par des calcules
utilisés pour construire le point fixe, en utilisant le fait que t=* < 77" < cc et pg > ¢l €
C([0.00), L4(RY)).ensuite, notez que N(p/q—1/q)/3 par (3.47),par conséquent, il existe r € (g, o]
tel que

N p 1

E(& - ;) <L (3.57)

Soit T' < s < t (Lecasde T < s < t est évident). Depuisu € L>®((0.00), LY(RV)) on a |u|’ ' u €
L>((T, s), LY?(RN)) et il suit facilement, en utilisant (3.6)et (3.43),que I, € C([T.cc), L"(RY))
comme e~ -2y et I, appartiennent tous deux a C([T.00), Co(RYN)) N C([T.o0), L2(RY)),0n
voit que u € C([T.c0), L"(RY)), litération de cette procédure a nombre de fois, on déduit que

u € C([T.00), Co(RY)) ceci compleéte le preuve m
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3.5 Conditions nécessaires pour l'existence locale ou globale

Dans cette section, nous établissons les conditions nécessaires a I'existence de solutions globales
faibles au probleme (2), ces conditions dépendent du comportement des données initiales pour

un grand z.

Théoreéme 3.5 (Conditions nécessaires a Uexistence globale). soit ug € L (RY), ug > 0,0 < 3 < 2
et p > 1.5i u est une solution globale faible au probléme (2), alors Il y a une constante positive C' > 0
telle que

B(2=7)
p—1

) >C (3.58)

lim inf(ug(x) |z|

|z|—o00

Preuve. .soit u une solution globale faible pour (2), alors v € ((0, R?), L>(Byz)) pour tous
R > 0; Ou By représente la boule fermée du centre 0 et le rayon 2R. Donc, nous répétez
le méme calcul que dans la preuve du théoreme 3.1 (ici dans le domaine délimité) en prenant
p(z,t) == Dijp(p1(z/R)py(t)) au lieu de celui choisi dans Theorem 3.1, ou 0 < ¢, € D(A%/Q) est
la premiere fonction propre du fractionnaire opérateur Laplacien ABD/ * en B, ; avec la condition
limite homogéne de Dirichlet , associé 4 la premiére valeur propre A := \? /2 et ©o(t) == (1—t/RP)\.

pour [ >> 1 assez grand.alors, quant a l'estimation (3.20), on obtient, avec ¥ := [0.R] X Bap,

/up&dxdt—i—CRaﬁ / uo(z)p; (z/R)dx (3.59)
> |z|<2R
< ¢ [na/Bie) ™ Dl )] dnat
>
+C [ oula/B) 5 (0,(0) 77 |80 0/ RIDY 3 00 dd,
¥

olla:=1—~vetp:=p/(p— 1), si nous prenons les variables mises a I'échelle 7 := t/R°,{ = z/R
et utiliser le fait que A%/ *p,(z/R) = R®X\p,(z/R) a droite coté de (3.59), prendre en compte la

positivité de n,nous en déduisons que

CRf / uo(RE) 0y (€)dé

[€]<2

C(R) / o1 (€)d¢
|£]<2

~ C(R) / [REPI+ITD | Re P00 ()¢
|€]<2

CRRPTITD [ |REP0D o (),

§1<2

IN

IN
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ol C(R) = R#~(+2)B8(C' + C)), et donc

/ uo | RE| 0 (€)d€ < C / REPIF0D o (€)de. (3.60)

l§1<2 €1<2

Utilisation de Pestimation

‘é|n>fl(u0(R€) ’R£|5(1+a)(1fﬁ)) / |R§|5(1+a)(1fﬁ) 01 (f)df < / uo(Rf)% (g)dg

€1<2 [1<€]<2

< / uo(RE) oy (€)de.

1€1<2

dans le coté gauche de (3.8), nous concluons, apres avoir divisé par f\&l < |RE PAFTe)A=P) ) (€)dg
cette
lgafl(uo(Rg) |R¢|PAT0=P)y < ¢, (3.61)
>

Passant a la limite dans (3.61), comme R — oo on obtient

lim inf(ug(x) |z[* Ty > ¢

|z|—o0

Corollaire 3.1 (conditions suffisantes pour non existence de solutions globales)
soit ug € L (RY),ug >0,0< B <2etp>1si:

B(2=v)
lim inf(ug(x) |z| 71T ) = 00

|z|—o00

alors le probléme (2) ne peut pas accepter une solution globale faible.,ensuite, nous accordons une
condition nécessaire a lexistence locale oil nous obtenons un estimation de T trouvée dans la preuve

du Théoréme 3.1, comme |z| va a linfini.

Théoréme 3.6 (Conditions nécessaires pour Uexistence locale). soit uy € L3.(RY),uq > 0,3 € (0.2]
et p > 1, Si u est une solution faible locale au probléme (2) sur [0,7] oi1 0 < T < +00; ensuite on a

lim inf(ug ) < CT ¥ 1. (3.62)

|z|—00

Pour une constante positive C' > 0.
Notez que, si A := lim,| .o inf(ug )uo(x) , Alors nous obtenons une estimation similaire a celle trouvé

dans (3.4), ) )
v Ap—
l < 1.
cr-t =
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Preuve. Nous prenons ici, pour R > 0 suffisamment grand,
p(x,1) = Dijpp(x,t) := Dip( p1(x/R) @a(t)) ol (1) == (1 — t/T)" Au lieu de celui choisi
dans le Théoréme 3.5. Puis, comme (3.55), on obtient

/u%édxdt—i—C’Ta / up(x)py(x/R)dx (3.63)

) |z|<2R

< C / o1 (] R)(py(1) ™

2

e / (o1(2/R)) ™5 (palt))

%

D“"(%(t)’p dzdt

t|T

D
A, (x/R)Diir(i0y(t)| dadt,

ou X = [0,7T] x {z € RY;|z| < 2R},a := 1 — vy et p := p/(p — 1) maintenant, dans le c6té
droit de (3.63), on prend les variables a I'échelle 7 = T7't,¢ = R~'z en utilisant le fait que
Af)/ *p,(x/R) = R P\p,(2/R) Tandis que dans le coté gauche, nous utilisons la positivité de u;

alors nous obtenons

cT ™ / u(RE)py (€)de < (OT 1P 4 OAT—P) / 01 (€)de;

l€1<2 l§1<2

et donc

/ wo(RE)py(€)dé < C(R,T) / o1 (€)dt (3.64)

1€]<2 1€]<2
ou O(R,T) = CT0+)0=P) 4 OT+(1=P) R=5P

Utilisation de 'estimation

inf(uo(Rf))/ p1(§dg < / uo(RE) iy (§)dE

[€1>1
|¢]<2 1<[é|<2

< / o (RE) oy (€)de

l€1<2

Dans le c6té gauche de (3.64), nous concluons, apres avoir divisé par f‘ el<2 @1 (&)d¢ cette

éPf up(RE) < TP 4 Ooi+ell=p) R=FP, (3.65)
>1

Passant a la limite en (3.65), comme R — oo on obtien

lim inf ug(z) < CTIHDI-P) — CT .

|z|—o00

Section 3.5. Conditions nécessaires pour |'existence locale ou globale



Chapitre 4

Propriétés qualitatives des solutions pour

des systemes de réaction-diffusion

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 'étude de I'existence locale et le temps fini des solutions pour un
systeme parabolique semi-linéaire avec une mémoire non-linéaire et nous donnons le taux d’ex-

plosion des solutions et les conditions nécessaires pour I’existence locale ou globale des solutions.

40
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4.2 Existence locale et unicité

Dans cette section, nous présentons quelques definitions et résultats concernant la solution fon-
damentale de I'’équation de la chaleur et des derivés fractionnaires necessaires dans la suite ,la

solution fondamentale de I'’equation de chaleur.
—~Au=0,z € Rt >0

est donnée par

Gt(w) = Gt 7) = ——ve 5
2
est bien définie que cette fonction satisfait

Gt € L=(RY) N L*(RY), Gt(z) > Oet / Gt(z)dr =1
RN
pour tout x € RY et t > 0. c’est pour, on utilise 'inegalité de Young pour la convolution, I'inégalité
suivante
|G ol < vll, (4.1)

vérifier pour tout v € L"(RY) et touts 1 < r < oo, t > 0.le semigroupe on L,(R™) généralisé par
le Laplacian est e/ v := G, x v pour tout v € Ly(R"),t > 0,tel que u * v pour la convolution.en
'espace de u et v. de plus, comme (—A) est un opérateur Auto-adjoint avec D(—A) = H?*(R"),
on a

/u(x)(—A)v(x)dx = /v(m)(—A)u(x)dx

R® R®
pour tout u, v € H?(R™).Ensuite, si AC[0, T] est 'espace de toutes les fonctions ce sont absolument
continues on [0,7] avec 0 < T' < oo, alors, pour f € AC[0,T], d’aprés la derivée fractionnaire de
Riemann-Liouville Dg . f (¢ )etleTT1 f(t) (resp) a € (0,1) sont definies par

Dijirf (t) = DJor " ()(5)

T
1

e / (s — £ f(s)ds

t

Diirf(t) =

pour tout ¢ € [0,7], where D := ¢ dt)est le derivé habituel, et définie en [5],pour touts g €
L9(0,T)(1 < g < 00).

donc, pour chaque f,g € C([0,T]),tel queDg . f(t), Dfi;g(t) sont exist et sont continus,pour tout
t €[0,7],0 < a < 1, on a la formule d’integration par parties (voir(2.64) p. 46 en [7]).

T

/(DOT t)dt = / () (Dijry(t)

0

Section 4.2. Existence locale et unicité
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Notez également que pour tout f € AC2[0,7T], on a(vu (2.1.35) en[5])

t|Tf Dt\T

ou
AC2[0,T) :={f:[0,T] = R; f € AC[0,T] et Df € AC[0,T1]}.

on va utiliser les resultats suivantes :

si
wi(t)=1—-t/T)+,t>0,T>0, c >>1
alors ( I )
l—-a+o)l(c+1),,_, AN
N l—a+o)(—a+o)l'(c+1), ., [N
Dﬂ;l 1( ) ( F(;(_ OH_U)) ( )T ( +1)(1 _ T)J“ 1 (4.3)

Définition 4.1 Considérons le probleme de Cauchy suivant pour le systeme parabolique semi-linéaire

avec un memoire non linéaire voir[4]

u “’vplvsds,xe]RN,t>O
t 'y) fO 6 ‘ L . ( ) N (4.4)
1 ) fo || u(s)ds ,x € RVt >0
on supplément avec des conditions initiales
u(z,0) = ug(z),v(x,0) = vo(z), 2 € RY (4.5)

Sur Uobservation que le systeme différentiel non linéaire (4.1) peut étre écrit sous la forme :

{ u — Au = jgjt(|v|p71 v),r € RN
v — Av = jg“t(|u|pf1 u),r € RY
Définition 4.2 (solution douce)
soit ug,v0 € Co(R™) et T > 0 on dit que(u,v) € C([0,T], Co(R™) x Co(R™)) est une solution douce
de (4.4) — (4.5) si
{ u(t) = eug + [y et=I2Jg (jvPv)ds, ¢ € [0, 4.6
u(t) = eBup + [ e sAngs(W—lu)ds,t € [0, 7] '

Théoréme 4.1 (Uexistence locale d’'une solution unique) soit ug,vy € Co(RY) et p,q > 1, alors il
existe un temps maximal T,,., > 0 et une solution unique douce (u,v) € C([0, Traz), Co(RY) x
Co(RY)).de systtme (4.4) — (4.5) de plus ,on a Ualternative : soit Tj,., = oo ((u,v) est globale
ou sinon Tpae < 00 et [[u(t)|| oy + 10 oo — 00((u,v) explosion au temps fini comme
t — Thaz >ST ug,v9 > 0,up,v9 # 0,alors u(t),v(t) > 0 ,pour tout t € (0,T,,q.).d'autre part si
ug, vg € Co(RN) N LT (RY) pour 1 < r < co.donc u,v € C([0, Tmazx), Co(RY) N L™ (RY))

Section 4.2. Existence locale et unicité
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Preuve. soit 7' > 0 un arbitraire,on define 'espace de Banach :

Er = {(u,v) € L2((0,T),C0 x C(R™)); []|(u, )[I| < 2(||uoll, + [lvollo)} (4.7)
tel que ||| , == ||/l s~ et ||| - ||lest la norme de Er défini par :
[ (w, O[] = [lully + 1ol = vl goo 0,y xrry + V] 200 (0,7 xR

puis,pour tout (u,v) € Er,on présente ¥ défini on Ep par ¥ (u,v) = (Vq(u,v), Ua(u,v)), tel que
t
Uy (u,v) = e®ugy + / e(t_s)AJ(ﬁs(|v|p_1v)ds,t € 10,77
0
t
Wy = ebuy + /e(t_s)AJ(ﬁsﬂu]q_lv)ds, te[0,T]
0
Nous allons prouver I'existence locale par le Théoréme du point fixe de Banach.

oV; Fr — E7p :soit (u,v) € Er; on utilise I'inegalité de Young pour la convolution,on a :

t s
1ol < ol + o | [ (5= 0)7 (o). dods
0 0

L>(0,T)

t s
T looll, + Co / / (s — o) llu(o)|”, dods
0 0

Lo°(0,T)

t s
= Juoll, +Cr / / (s — o) lu(o)|”, dods
0 o

Lo2(0,T)

t s
llooll, + Co / / (s — o) lu(o)|”, dods
0 o Lo°(0,T)

tel que
: L o 1
Tl-5) 27 T(I-9)

Par conséquent, en utilisant le fait que (u,v) € Er, nous obtenons.

Ol =

()l < Juoll + C5T* Wl + [lvoll o CoT* 0]l

< (ol + llvolloe) max{CsT* (ol CaT? = [|ull{™ Y (olly + flull,)
< ([Juollo + llvollo) + 27 (uo, vo) (fluoll + llvolls ),
tel que c c
1 1
C3 = ! - 04 = 2 —

I—72=7) TE—7) 1-7@E-7) TE-7)

Section 4.2. Existence locale et unicité
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et

T'(uo, vo) = max{Cs 7?2~ (JJuoll + Ilvoll )"~ CaT* 2 ([luoll o + llwolle)™™"}

Maintenant, si nous choisissons 7" tel que

QT(U(), U()) S 1

nous concluons que ||¥(u,v)||; < 2(||uoll,, + ||voll,)et par conséquent ¥ (u,v), € Er

eVest contraction :pour (u,v) € Er ,on a I'estimation

I1¥e,) - V@D < / / 5= 07| lol"0(0) = [65(0) dordsl oo,
e / / s — o) [ul7 (o) — (317 5(0) |dods]] w1y
e / / (5 — )| [0V 0(0) = [5175(0) | dords] oz

0 o

t s
+Cy //(8—0)"5 [ul (o) — [al* a(o) [|dods|| oo,z
0 o

Maintenant, par les mémes calculs que ci-dessus, nous obtenons

o> [[lof ™ — [BP 0], 4+ CaT?™* lul e — fal"™

< CEGT (ol + 717 v = ol + c<q>c4T2 "l + 115 e = vl
~ 1 _

< 2C(p, )T (uo, vo)[l(w,v) = (@ D] < 11w, 0) = @ D]

119 (u, v) = ¥ (w, v)]

IA

grice a l'inégalité (3.3) et le choix deT" :max{2C(p, q), 1}T (ug,vo) < 3,d’aprés le Théoreme de

point fixe de Banach,le systeme (4.4) — (4.5) admet une solution douce (u,v) € Er

Lunicité de solution

Section 4.2. Existence locale et unicité
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soit (u,v), (4, 0) € Er sont deux solutions douces en Er , pour T > 0.utiliser I'inegalité de Young

pour la convolution et (3.3),on a pour ¢ € [0,7] :

[u®) = @)l + [lv(t) = 0()] < ClC(p)2p||voH§§1//(S—0) lv(0) = 0(0) |l dods

s

02l [ [ =) u(o) ~ o)), dods

Olc(p)2p ||U0||Ic:1
['(2-7)

=0 oto) - 560 do

S [ =0 o) = o) o

soit

. C1C(p)2? [|vo||%s " C2C(q)27 |Juol|%
¢ _max{ T2—~) = T(2-9)

alors
Ju(t) = a(t) ]|, + [v(t) = 9()]l o <

t
¢ [t =) (luto) - 20, + o(o) = 3(o)])do
0
D’aprés l'inégalité de Gronwall on obtient 'unicitée ,et d’autre part on peut déduire 'existence de

temps maximal [0, T1,.x) tel que :
Tonaz = sup{T (ug,v9) > 0: (u,v)est une solution douce pour (4.1) — (4.2) dans Er} < 0.

Positivité des solutions

Si ug, vg > 0 et ug, vy # 0, alors nous pouvons construire une solution non negative sur un certain
intervalle [0, 7] en appliquant 'argument point fixe dans I'ensemble £} = {u € Er;u > 0}.En
particulier, il résulte de (3.1) que u(t) > e®ug > 0 et v(t) > e®vy > 0 dans (0,77 Il n’est pas
difficile par l'unicité d’en déduire que u reste positif dans (0; Ti,ax)

Régularité

Si ug,vg € L"(RY) N Co(RY); pour 1 < r < co; puis en répétant 'argument de point fixe dans

I'espace

Er, : ={ueL®(0,T),(Co®RY)NL(RY) x (Co(RY)NL"(RY)); }
[ (u, )| < 2([Juoll oo + [[vollzoe)s [ (s )1 < 2([|uoll - + [lvoll 1)

Section 4.2. Existence locale et unicité
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Au lieu de Er; ot |||(w, v)|ll := l[ull poogo.r),r@ny) T NVl 1o (0,7),7my) €t €D estimant [[u?]] g,
-1

Lo (@
nous obtenons une solution unique dans £, ; nous concluons que

par ||u?|| ) || - g~y dans I'argument de cartographie de contraction, en utilisant (4.1)

(u,v) € C([0, Ty ), (Co(RY) N L™ (RY) x (Co(RY) N L™ (RY)). (4.8)

4.3 Explosion des solutions

Nous prouvons I'explosion des solutions de systeme (4.4) - (4.5) par Théoreme 2.

D’abord, nous donnons la définition du solution faible :

Définition 4.3 (solution faible). soit ug, vy € Li (RY), ,on dit que

(u,v) € LY(0.T), Ly (RM)) x LF((0.T), L, (RY))

loc loc

est une solution faible de probléme (4.4) — (4.5) si :

@0+ / [ 5 (0 ) (o) = - / [ e ty@yetat) - / [t aa,
RN 0 RN 0 RN 0 RN 4.9)
et

[yt + / [ Gl ) Gttt = - / JECRINEETE / [t tyoden),
RN 0 RN 0 RN 0 RN 4.10)

Pour tout support compact ¢, € C1([0,T], H*R")) tel que (-, T) = p(-,T) =0.
Lemme 4.1 (Mild — faible)

soit T' > 0 et u,v € C([0,T], Co(RY)). si (u,v) est un solution douce de (4.4) — (4.5), alors (u,v)
est un solution faible de (4.4) — (4.5).

Théoreme 4.2 (explosion des solutions)

soit ug, vy € Co(RY) tel que ug, vy < 0 and ug, vy #0. si

N <max{(2—v)p+(1—v)pq+1,(2—7)q+(1—7)pq+1
= 5

1 1
- : },tel que g < —etp< — (4.11)
2 pg—1 pqg—1 v

donc la solution douce (u,v) de (4.1)-(4.2) explosion au temps fini

Section 4.3. Explosion des solutions
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Preuve. la preuve est basée sur l'idée of Mitidieri and Pohozaev [8];il est par une contradic-
tion. Supposez que(u,v) est solution douce globale pour(4.4) — (4.5),alors (u,v) est un solu-
tion de(4.1) — (4.5) tel que u,v € C([0,T],Co(R™)), pour tout 7' >> 1, tel que u(t),v(t) > 0
pour tout ¢t € [0,7]. ainsi, en utilisant le Lemme 1 on peut déduire que u et v vérifie (4.9) et
(4.10), respectivement,pour touts pris en charge de facon compacte , p, v € C1([0,T], H2(RY)) tel
que (-, T) = ¢(-, T) =0

Maintenant, on prend o(z,t) = D (¢(x,t)) == Djp(p(z Vooy(t)) et (w,t) = DﬁT(gb( t)) pour

a=1-vand §=1-4,avecy, (x) = (|z|/(T?)), ¢y(x) = (1 —t/T)% tel quel = pg/((p — 1)(q ~
1)),n > 1 et ® est définie comme le suivant :

1,si0<r<1
O(r) .
Osir>2

0<®<1,|®(r)| < Cy/r,pourtoutr > 0.

d’aprés I'inegalite
(Dijipw1)(T) = 0, (Dijpw1)(0) = CT™ (4.12)

ouC=(1-—a+0)'(c+1)/T(2—a+0),0n obtien :

[ Do) + [ "D = - [usDie -~ [uDDi (4.13)
Q QT QT QT

et
/ DL (B(-,0)) + / (0" D = / vADp ~ / DD (4.14)
Q QT QT QT

ou

QT:[O,T]prourQ:{xERN;|x|§2T1/2},/:/dxdt et /:/dx

Qrp Qr Q Q

on peut déduire que :

cT /Uo% /Dt|T tch _/UAD?TSO /UDD,?;I@

CT_B/UOQOI /Dtﬁ|T tcl"T(uq)@: —/UADtB'T@—/UDDfl;l@
Q

et

on peut écrire

Section 4.3. Explosion des solutions



Chapitre 4. Propriétés qualitatives des solutions pour des systémes de réaction-diffusion 48

/qub—l—C’T_B /U()(,Dll /vADtTCp /vDDﬁ;l@

Qr Q Qr Qr

et

Ensuite, linégalité (—A)(¢}) <o ' (=A)p, on peut prendre que

/ W+ CT™ / gl < C / et [(=A) Diiry| +4 / ugy | Dyi ez (15
Qr o
B C/wp/w 1/q - 1‘ )DﬁTgag}—l—C'/ugO/@ 1/q¢ ‘(—A)Dtl‘;asﬁz
Qp Qr
et
/uq@+CT_6 /v0<pl1 < O/USpll_l (—4A) DﬁT¢2‘ +/U9011_1 2 902’ (416)
Qr Q

_ C/USO /(Z(p—l/q -1

(=) Dyirpa +C/us0 fap=1/ag), )( A)D;7% | -

on applique 1’inégalitée de Holder on obtient

[raosen< | [uepsen) A e [uwosen< | [veppen)| B

RSl

Qr T Qp T
(4.17)
olion a )
q9 1 1
A3:C(/S01902 fo;l%@z‘ )i +O(/ T q 3 o \Amsol t\T‘Pz‘ )q
QT QT
1
B:IC(/%% iT P2 )p +C(/ o i Ay Dy o )”
QT QT
avec p := (pf 7 4= (qﬁl) ,maintenant, en combinant les termes dans (4.17), on obtient
1—& 54
/ (2, 1) P2, 1) <BiA et / w!(z, ) 3(z, 1) < AiB (4.18)
T T

on peut introduire une valeure scalaire 7 = T~ t, ( = T x en utilisant la formule (4.2) et (4.3)

dans le coté droit des termes in (4.18), nous obtenons les estimations

1-L '~ pq
pq

/vp(a:,y)gb(a:,y) < CT™ et /uq(:c,y)gb(x,y) < CT” (4.19)

Q T
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0, = (—(1+a)q+ <1+g>> %4‘ (—(1+6)25+ <1+g>>$
0y = (—(1+6);5+ (1+%))1—15+ (—(1+a)d+ <1+%)>%

I'inégalite (4.11) est équivalent a #; < 0 ou #, < 0 ,on a deux cas :

ou

Ja 1¢7¢ cas 0; < O(resp f2 < 0 ).on passe a la limite de la premiere inégalitée (resp la deuxiéme

inégalitée),tel que T tend vers oo,on a :

t—o00

T T
lim / / VP (x,t)@(z, t)dxdt =0 | resp tlim / / ul(x, t)p(x, t)dedt = 0
0 1 0 1

2?2 22

f/vp(x,t)da:dt: 0 [ resp f/uq(%w .

0 RN 0 Rn

on obtient

qui implique que v = 0(resp.u = 0)

-la 2°m¢ cas 0; = O(resp 0, = 0 ) dans ce cas , utilise (4.19) comme 7' — oo,on peut deduire que
v e LP((0,00), LL(RY)) (resp.u € £1((0, 00), LL(RN)).

donc on prend
p1(w) = ®(|z]/(B~Y2T"?)

ou 1 < B < T alors on répete les mémes calcules on obtient :

+C / USB%ISE%SD%_I }(_A:c)SDDﬁTS%} ) (4.20)

et
/uqsbS C/vsﬁ@?s@i Dyi’¢s +0/w91¢?1<pl11 (—=A)¢ D7l (4.21)
S5 P Ap
tel que
S5 =[0,T] x {z e RY;|z| < 2B‘1/2T‘1/2},/ - /dxdt
YB B
et

Ap :=[0,T] x {x e RY; BT < |z| < 2Bl/2T1/2},/ = /d:cdt

Ap Ap
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comme (u,v) est une solution globale ,alors u(resp.v) satisfait (4.9) (resp. (4.10)) localement et

en particulier dans Ap :

/vpgb < C’/wp—qlgb_qlgoll Dtll}r,ﬁg% +C’/ugo_qlgb_ql<p_1 (—AmthE}'B (4.22)
Ap Ap Ap
-1 -1 N =l =l g a
/qub < C/vgo PP gl ‘Dtl‘ﬁ} @2‘ —l—C/ng Pl ‘(—Amngtﬁ; @2‘ (4.23)
Ap YB Ap
on pose que
Lﬁ:/uq@ ,ng—/qub ,Vlzz/vqu,etl}g:/vq@
YB Ap YB Ap

Ensuite, en utilisant I'inégalité de Holder dans (4.20) - (4.21) et (4.22) - (4.23), nous obtenons

les inégalités

1 1
V<U A—i—Z/{Z Vo < Uy A1H+US 2y,
1 1 Lol =Tz (4.24)
Z/{l < Vl Bl+V2 ZQ Z/[Z S V;BQ"‘V; ZQ,
tel que
1/q ; 1/q
A =C /@1%02 o DI\T 902‘ Ay i =C /901902 o~ DIIJ%QS% < A,
B B
1/p N\ VP
B, :=C /901802 o Dzel|;ﬂ902 By :=C /901@2 ! Dl\T 902 = By
B B
et
1/q 1/p
l—q _q+1 « q I—p _ﬁ B P
Z:=C 01 Ly ‘AgplDtngog‘ 29 =C $1 P2 A901Dt|T902
B B

En combinant les termes en (4.24), on obtient

V< Vll/qui/qu + V21/pq221/qA1 + Vzl/qu;/qSﬁ + Vzl/quQI/qz’y1 (4.25)
et
U, < ull/Pin/qu + u%/pqzll/qlgl + uzl/qu;/pzl + uzl/pqzll/qz2 (4.26)
Pour estimer le premier terme dans le c6té droit de (4.25) et (4.26), nous appliquons I'inégalité
de Young
1 pq—1, pa
ab < —aP? + bra=T.p>1,g>1,a>0,b> 0.
pq Pq
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Cela produit

1 p g
(1 _ p_q)vl S Blpq—lA{n]—l _I_V;/Pq [le/qu —FB;/qu _|_Z21/<121}

et

1 N
(1= - < AR B P [Z}/%’l T APz 4 le/ng] .

En utilisant la définition de ¢ et en appliquant le changement de variables suivant 7 = T , £ =

T-Y2BY2z dans les intégrales dans.A;, B;,et Z;(i = 1,2) nous obtenons :

Vi < CT" 51 BRw1 4 /P[0T + CT% B% 4 CT% B™)

et
Uy < CT"5 1 Bt 4 Uy [CT"2 + CT® B + CT% B,
tel que
=¥ ()=t ¥ ()
dy=1——%(Ll+1) 5, =1+1-% ﬁiﬁé)
et
ni= 5 (g om = ¥ (54 3)
m=1- =% (E+ 1) =141 - 4 (L+1)

Rappelons-nous quef; = 0 (resp. #, = 0) implique que

Vi < CT 51 + VyY/PUCT® 4+ CB% + CB%) resp Uy < CT"w 1 + U™ [CT™ + CB™ + CB™]
(4.27)
d’autre part ,on a :

lim Vo, =0 (resp. Tlim Uy =0)

T—o0

Prenant la limite comme 7" — oo dans (4.27) et en applique le Théoréeme de convergence dominé

de Lebesgue, nous concluons que

//Up(a:,t)dxdt < BOpai resp //uq(x,t)dxdt < BMwa1 (4.28)
0 RN 0 RN
Enfin, comme §; < 0 et ; < 0, en prenant la limite comme B — oo dans (4.24), nous concluons
que v = 0 ouu = Oet (4.20) implique que u = v = 0, ce qui est une contradiction.
‘Le cas p < (1/d)etq < (1/7) : Nous répétons la méme procédure que dans le cas (; < 0 ou
0, < 0) en choisissant cette fois la fonction de test suivante o(z,t) = (¢, (z)'p,(t)) tel que ¢, (x) =
®(|z| /R), p1(t) = (1 —t/T)",r >> 1 and R € (0,7),nous obtenons.l'inégalité suivante voir [4]

//Upgb(m,t)da:dtzo resp //uq{o(x,t)dxdt:()

0 |e|<R 0 RN

Section 4.3. Explosion des solutions
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Enfin, en laissant R — oo, nous avons une contradiction avec le fait que u(x,t) > 0 et v(z,¢) > 0

pourtoutz € RY, ¢+ >0 m

4.4 Taux d’explosion

pour prouver le taux d’explosion en utilisant le lemme suivante :
Lemme 4.2 soit (u,v) une solution classique non négative de

up = Au+ iy (V) v = Av+ i (u?) dans RV x RN

tel que v, € [0,1],p,q > 1 et

t

/(t —s)" 1 f(s)ds, pel0.1], feL (R)(1<r<o0).

—00

1
['(p)

jﬁoo‘Tf(t) =

Alors si (p, q) satisfait .(4.11), nous avons u =v =0

Théoreme 4.3 (Taux d’explosion )

soit
2=+ @2-0)p
a1 =
pqg—1
_ 2=+ (2-10)g
Aoy =
pq—1

si (p, q) satisfait (4.2) (u,v) est la solution d’explosion de(4.4)(4.5) au temps fini 7,,,,, := T*, alors
pour constants ¢;,Ci > 0(i = 1, 2) il existe

o (T* —t)=* <supu(-,t) < C(T* —t)~™, te0,T7],
R’ﬂ

co(T* — )22 <supw(-,t) < Co(T* —t)~ 2 | t€[0,T7].
Rn

Preuve. voir .[4] =

4.5 Les conditions necessaires pour I’existence globale

Théoreme 4.4 (les conditions necessaire pour I existence global) soitug, vy € Lz‘;c(RN), ug, vg > 0,et
p,q > 1.si (u,v) est une solution globale faible pour (4.4)-(4.5), donc il y a un constant positive
C > 0 tel que

lim inf(uo(x)|z|**) < C

|z|—o0

Section 4.4. Taux d’explosion
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et
lim inf(vo(x)|z|**?) < C

|z|—o0

Preuve. voir[4] =

Corollaire 4.1 (les conditionsSuffisant por la non existence de solution globale) soitug, vy € Lz"oc(RN), Ug, Vg >

O,et p,q > 1.5t
|l|im inf(uo(z)|z[*") = +oo
‘l‘im inf(vo(7)|z[**?) = +o0

donc le systeme (4.4) — (4.5) ne peut pas admettre une solution globale faible

Preuve. voir [4] =

4.6 Les conditions necessaires pour I’existence locale

Théoreme 4.5 (les conditions necessaires pour Uexistence locale)

soit ug,vo € L5, gny> Uo,vo > 0, €t p,g > 1.si (u,v) est une solution faiblement locale pour le
systeme (4.4) — (4.5) dans [0,7] tel que 0 < 7" < oo, alors on a I'estimation

lim infug(z) <CT™™ et lim infug(z) < CT™*?

|z|—o0 |z|—o0

pour n'importe qu’elle constant positif C' > 0. Notez que,si

A:= lim infug(x)

|z|—00

et
B := lim infuvg(x).

|z|—o00

Alors nous obtenons une estimation ci-dessous,

C~a=D)2=-7)+(2=0p gpa—1 < |
C~pa-)2=-0)+2-79Bra-1 < |

Section 4.6. Les conditions necessaires pour |'existence locale



Conclusion

Nous avons étudié dans ce mémoire la modélisation de quelques problemes d’évolution du type
parabolique, représentés dans des systémes de réaction-diffusion avec des dérivées classiques et
fractionnaires.

De plus ,I’étude de l'existence locale et I'existence globale des solutions d’equation d’évolution

avec dérivé fractionnaire ,et 'existence locale des solutions d’un systéme d’évolution .
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