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Regume

Dans ce travail on a étudié des theoremes de point fixe commun
dans I’espace b-métrigue. Nous avons démontré de nouveaux
théorémes de point fixe commun pour des applications contractantes,
selon la contraction rationnelle et la contraction de Pata. Nous avons
également soutenu ces résultats avec des applications et exemples.

Les mots clés: Espace b-métrique, Point fixe commun, Application
faiblement compatible, Application contractante, contraction
rationnelle, contraction de Pata.




Algtract

In this work we studied some common fixed point theorems in a b-
metric space. We proved some new common fixed point theorems for
the contractant applications under both rational contraction and Pata
contraction. We also supported these results with applications and
examples.

Keywords: b-metric space, Common fixed point, Weakly
compatibility mapping, Contraction mapping, rational contraction,
Pata contraction .
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Introduction générale

«La théorie du point fixe» est un bon mélange d’analyse, de la topologie et de la géométrie, les
idées topologiques sont présentes dans presque tous les domaines des mathématiques d’aujour-
d’hui. Les théorémes de point fixe donnent les conditions dans lesquelles les applications (simples
ou a valeurs multiples) qui assurent des solutions.

Au cours des derniéres années, la théorie des points fixes a été révélée comme un outil tres
puissant et important dans I'étude des phénomenes non linéaires. En particulier, les techniques
de point fixe ont été appliquées dans une diversité de domaines comme la biologie, la chimie,
I’économie, I'ingénierie, la théorie des jeux et de la physique.

Un espace métrique abstrait sert fréquemment comme un objet mathématique utile dans la modéli-
sation des systéemes physiques, dans un ensemble dans lequel on sait mesurer la distance entre deux
points (un espace métrique)

La théorie du point fixe est I'une des célebres théories classiques en mathématiques, dernierement
elle a connu un développement considérable a cause de ces applications énormes dans plusieurs
branches de la science, en particulier dans la théorie du controle, les systemes dynamiques, la
théorie des équations différentielles, la théorie du chaos, la théorie des jeux et ainsi dans l'intelli-
gence artificielle et la programmation logique etc.

lidée de 'espace b-métrique a été initiée a partir des travaux de Bourbaki [11], [31] et Bakhtin

[5]. Czerwik [18] a donné un axiome qui était plus faible que I'inégalité triangulaire et formelle-
ment défini un espace b-métrique en vue de généraliser le théoreme de la contraction de Banach.
La théorie du point fixe dans ’espace b-métrique est un domaine trés dynamique dans la recherche
mathématique. Cette théorie consiste a résoudre un probléme trés simple et élémentaire : pour
une application f d’un ensemble non vide dans lui meme X (espace b-métrique), un point fixe
de f est un point = de X pour lequel f (z) = z.

Un théoreme fondamentale concernant les points fixes est celui de Banach [7]. Selon ce mathé-

maticien, dans un espace métrique ordinaire complet X muni d'une métrique d, toute contraction



fie d(f(x),f(y) < kd(z,y) avec 0 < k < 1 pour tout z,y € X, admet un point fixe unique
(vérifie la propriété du point fixe).

Par la suite, de nombreux chercheurs ont prouvé que la notion d’applications contractives définie
précédemment dans 'espace métrique ordinaire, peut s’étendre a I'espace b-métrique.
Récemment, grace a 'évolution des notions de la commutativité des applications (commutati-
vité, faiblement commutative, compatibilité, faiblement compatible...), les mathématiciens ont pu
transformer le probleme du point fixe au point fixe commun pour plus cette notions qui constitue
pour nous un intéret vitale. Parmi les divers résultats publiés, on peut se référer en particulier :
[13]1, [19], [101, [9], [14], [3], [36] et [1].

Cun des aspects importants a étudier, concernont le théoreme de point fixe commun dans I'espace
b-métrique est d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes impliquant I'existence d’un point
fixe commun.

Dans ce cadre nous avons concu notre travail qui regroupe en plus d’une introduction général et
conclusion, trois chapitres.

Le premier chapitre sera consacré a quelques déffinitions et quleque notions qui sont indispon-
sable pour le reste de notre travail.

Dans la deuxiéme chapitre nous allons démontrer des théoremes de point fixe pour des appli-
cations contractantes dans ’espace b-métrique complet. Loriginalité de ce travail est I'utilisation
de la contraction rationnelle dans un espace b-metrique complet pour démontre un point fixe
commun dans un premier plan, et dans deuxiéme plan I'application d'un systéme d’équations
intégrales sur ce théoreme.

On trouvera dans le dernier chapitre les théoremes de point fixe commun dans I'espace b-métrique

complet satisfaisant la contractante de Pata.




Chapitre 1
Préliminaires

Le présent chapitre est dédié aux rappels essentiels des notions et des concepts de base d’analyse
utilisés tout le long de ce travail, a usage permanent dans les prochains chapitres. Ces importantes
notions sont énoncées sous forme de définitions, théoremes, corollaires et lemmes. Pour plus de

détails, des références a la littérature seront systématiquement données.

1.1 Notions de base

Définition 1.1 "Espace métrique" Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute

application d : X x X — R, vérifiant les propriétés suivantes :

a)Ve,y e X, d(z,y) =0z =y,
b) Vz,y € X, d(z,y) = d(y, r) (symétrie),
o) Vx,y,z € X, d(z,2) <d(z,y)+ d(y, z) (inégalité triangulaire).

On appelle espace métrique tout ensemble non vide X muni d’une distance d et on le note (X, d).

Exemple 1.1 Notons k = R ou C Lapplication d : k x k — R, définie par

d(z,y) = |z -yl

est une distance sur k, appellée distance usuelle.

Définition 1.2 " Suite de Cauchy" Une suite {x,}, . dans un espace métrique (X, d) est dite de
Cauchy si :

Ve>0,3IneN, Vp,g>n d(z,,x,) <e.
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c’est-a-dire

lim d(zp,z,) =0.

n,m—00

Exemple 1.2 Dans (R, |.|) la suite définie par :

1
Up = —
n
Soit p,g e N, p > q
1 1
d(zp,x,) = ‘———‘
p q P q
_ ‘u
pq
1
< Lo
pq q
o1
< lim - =0.
q—0 (

Donc {x,} suite de Cauchy.

Définition 1.3 "Suite convergente" Soit (X, d) un espace mertique alors {x, },,  une suite dans X

est appelée suite convergente si et seulement si
Ve > 0,3n(e) e N,Vn > n(e) = d(z,,x) < ¢
on note alors

lim z,, = x.

n—oo

Proposition 1.1 Toute suite convergente est de Cauchy. Linverse est généralement faux.
Définition 1.4 "Continuité" Soient (X,d) et (X,d’) deux espaces métrique et T : (X,d) — (X,d')
une application dite séquentiellement continue a xy € X si

Ve > 0,30 > 0,Vz € X,d(z,19) <6 = d' (Tx,Txg) < e.

Définition 1.5 " Espace métrique complet" Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite

de Cauchy de X converge dans X.

1.1. Notions de base [
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1.2 Les applications contractantes

"Contraction de Banach" : Le principe de contraction de Banach est le résultat le plus élémen-
taire dans la théorie du point fixe. Comme il est basé sur un processus itératif, alors il peut étre
rendu éffectif sur un ordinateur pour trouver le point fixe d'une application contractante, il peut
ainsi realiser I'exactitude désirée tout en jouant sur le nombre d’itérations dont on a besoin.Ce
théoréme est d(i a Banach en 1922. il s’agit d’une abstraction de la méthode classique

des approximations successives introduite par Liouville en 1837 et développée pour la premiére
fois par Picard en 1890.

Définition 1.6 Soit (X, d) un espace métrique et T': X — X une application est dite :

1. lipschitzienne s’il existe une constante k£ > 0 tel que pour tout x,y € X , on a

d(Tz, Ty) < kd(x,y). (1.1)
2. contraction ou une application contractante s’il existe k € [0, 1], tel que pour tout z,y € X,

d(Tx,Ty) < kd(x,y). (1.2)
3. contractive si et seulement si pour tout z,y € X, etz #yona:

d(Tz, Ty) < d(z,y).

Exemple 1.3 Soit X = Ret T : R — R une application définie par

1
Tx:§$+1,x€R

alors 7" est une contraction.

Remarque 1.1 Notons que contraction = contractive = lipchtisienne et que tout les applocations

sont uniformement continues.

Définition 1.7 Soit (X, d) un espace métrique, et T : X — X une application, on dit qu’'un point

x € X et un point fixe de T si et seulement si T'(z) = x.

1.2. Les applications contractantes
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1.3 Quelques types de contractions
1- Contraction de Boyd-Wong

Théoreme 1.1 Soit (X, d) un espace métrique complet. et T' : X — X une application Supposons

qu’il existe une fonction ¢ : R, — R, semi-continue supérieurement telle que ¢(t) < t

pour tout ¢ > 0 et vérifiant :

d(Tz, Ty) < ¢(d(z,y)).
pour tout x,y € X. Alors 7' admet un point fixe unique xz*. En outre, pour tout x € X , on a
lim,, oo T"x = z*.
Dans ce cas, T est dite ¢-contractive ou contraction non linéaire.

2- Contraction de Meir-Keeler

Théoreme 1.2 Soit (X, d) un espace métrique complet, et T' : X — X une application satisfaisant

pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z,y € X :

e < d(r,y) < 0 implique d(Tx,Ty) < e.

Alors T a un point fixe unique dans X. De plus, pour tout z € X , on a lim,,_,,, 7"z = x*.

3- Contraction de Geraghty

Définition 1.8 Soit (X, d) un espace métrique. Lapplication T : X — X est dite contraction de
Geraghty si et seulement si il existe une fonction  : R, — [0, 1) satisfaisant [(t,) — 1 implique

t, — Oetpourtoutz,y € Xona:

d(Tx, Ty) < B(d(x,y)).

Théoreme 1.3 Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet dans lui méme admet

un point fixe unique.
4- Contraction de Matkowski
Définition 1.9 Une application T : X — X d’un espace métrique (X,d) est dite contraction de

Matkowski (ou (-contraction) si et seulement si il existe une fonction ¢ : R, — R, strictement

croissante vérifiant :

1.3. Quelques types de contractions E
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lim ¢"(t) =0, pour tout ¢t € R,

n—oo

et
d(Tx, Ty) < ¢(d(v,y)).

Théoreme 1.4 Toute p-contraction T' d’'un espace métrique complet (X, d) dans lui méme admet un

point fixe unique x*. De plus, pour tout xq € X, on a lim,, .., T"z = z*.

5- Contraction de Caristi

Théoreme 1.5 Soit (X, d) un espace métrique complet, et T' : X — X une application satisfaisant

la condition suivante : il existe une fonction ¢ : X — R, semi-continue inférieurement telle que :

d(x,Tr) < ¢(x) — ¢(Tx),

pour tout x € X. Alors 7" admet un point fixe.

6- Contraction de Branciari

Théoreme 1.6 Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui méme satisfaisant :

d(Tz,Ty) d(z,y)
/ p(t)dt < k/ o(t)dt,
0 0

pourtout z,y € X,ou0 <k <lety:R, — R, estune fonction intégrable au sens de Lebesgue

vérifiant :

/ (t)dt > 0, pour tout € > 0.
0

Alors T a un point fixe unique x*. De plus, pour tout o € X, on a: lim, ., T"xq = z*.

1.4 Compatibilité des applications

1.4.1 Les applications compatibles

Avant de citer la notion de la compatibilité due a Jungck [24], on va rappeler la définition de la

commutativité et de la commutativité faible :

Définition 1.10 [25] Soient S,T deux applications d’'un espace métrique (X, d) dans lui méme. S

et T sont dites commutatives si STx = TSz, pour tout x € X.

1.4. Compatibilité des applications E
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Sessa [42] a généralisé la derniére définition en introduisant la commutativité faible. S et T sont

dites faiblement commutatives si et seulement si d(STz, T'Sx) < d(Tx,Sx) pour tout x € X.

Définition 1.11 [24] S et T sont dite compatibles si et seulement si lim,, .., d(STx,,TSz,) = 0,

pour toute suite {z, } dans X satisfaisant :

lim Sz, = lim Tz, =t,

n—oo n—oo

pour un certain t € X.

Remarque 1.2 Si S et T sont commutatives, alors elles sont faiblement commutatives, donc compa-

tibles, mais la réciproque est fausse en général.

Exemple 1.4 Soient X = R et d la métrique euclidienne. Définissions :

1
Sx:m; , et Ter=2x—1

Soit la suite {x,} définie pour tout n > 1 par z,, = 1+ %.On a:

lim Sz, = lim Tx, =1,

n—oo n—oo

de plus
2
lim STz, = lim S(1+—) =1,
n

n—oo n—0o0

2
lim TSz, = lim T'(1+ —) =1,

n—oo n—oo n

Donc la paire (S, 7") est compatible.

1.4.2 Les applications faiblement compatibles

Définition 1.12 [26] S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de

coincidence; i.e., pour tout u € X satisfaisant Su = Tu, alors STu = T Su.

Exemple 1.5 Soit X = [0, 2] muni de la métrique euclidienne, définissons S et T par :

2—z,0<z<1 L ()
Sx = o == 7T’x: 2
0, z>1 1

VAN

T

IA A

1
%, <xr<?2
Le point 1 satisfaisant S(1) = T(1) = 1 et ST(1) = T'S(1) = 1, alors la paire(S,T') est faiblement

compatible.

1.4. Compatibilité des applications
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1.5 Théoreme de point fixe contraction de Banach

Le théoreme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom : le théoréme de l'application
contractante) est un théoreme simple a prouver, qui garantit I'existence d'un unique point fixe
pour toute application contractante, s’applique aux espaces complets et qui posséde de nom-
breuses applications. Ces applications incluent les théorémes d’existence de solution pour les
équations différentielles ou les équations intégrales et 'étude de la convergence de certaines mé-

thodes numériques.

Théoreme 1.7 (Banach 1922) soit (X, d) un espace métrique complet (ou de Banach si X posséde
une norme) et T : X — X une contraction alors T admet un point fixe unique dans X, c-a-d Ju € X
tel que T'u = u et aussi ce point peut étre obtenu comme limite de la suite engendrée par Uitération

Tpy1 = Tx,, n € N avec xy un élément arbitraire dans X, et

n

1—k

d(x,,u) < d(xg, 7).

Preuve. (a) Existence :

Soit 2y € X et {z,,} ., une suite dans X définie comme suit

Tp=Tx,_1 =T"ve,n=1,23,... (1.3)
Par (1.2) et (1.3), on trouve

d(xp, Tny1) = d(Tx, 1, Txy)
kd(zn_1,2,)

S de(gjn—Qa xn—l))

IN

continuant ce processus, on obtient
d(Tn, Tyy1) < k"d(20, 71).

Puis, il faut prouver que {xz,}. -, est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0 avec m > n :

Ad(Tp, ) = d(zp, Tpy1) + d(Tpi1, Tm)
= d(Tn, Tpt1) + d(Tnt1, Tpya) + d(Tpr2, Toss) + oo+ d(Tormo1, Tm)
< Kd(x1,20) + K" (1, 10) + o+ KT (2, 1)
< Erd(zy,mo)[1+k+ k24 L+ ETY
| — fmn+
< k" d(xy,z0)| T % ]
< 1kink d(z1, zo),

1.5. Théoreme de point fixe contraction de Banach
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alors, on prend m,n — oo

lim d(z,,z,)=0.

Par conséquent {z, } -, est une suite de Cauchy dans X alors{z, } converge vers z* € X.
(b) Unicité :
Supposons qu'’il existe x,y € X tel que x = T'(z) ety = T'(y), alors

d(T'(z), T(y) < kd(z,y) = d(z,y) < kd(z,y).

Par conséquent, d(x,y) = 0 ce qui entraine z = y. W

1.6 Espace b-métrique

Définition 1.13 [5] Soit X un ensemble non vide et soit s > 1 un nombre réel donné. Une applica-

tiond: X x X — R, est appelé une b-métrique si les conditions suivantes sont vérifiées pour tous

x,y,z € X
1) d(z,y) =0siz =y,
2) d(x,y) = d(y, ),

3) d(z, z) < s[d(z,y) + d(y, 2)].
Une paire (X, d) est appelé un espace b-métrique.

Remarque 1.3 Il est clair que la définition de U'espace métrique est un cas partuclier dans l'espace b-

métrique.

Exemple 1.6 [10] Lespace 1,(0 < p < 1),

l, = {(xn) CR:Z|xn|p<oo},

n=1

avec la fonction d : 1, x l, — R définie par

d(x,y) = (Z ’xn - yn‘p) p )

n=1

oll ¥ = Ty, Yy = Yy € l, est un espace b-métrique. Par un calcul élémentaire, on obtient que

d(z,z) < 2v[d(z,y) + d(y, 2)].

1.6. Espace b-métrique



Chapitre 1. Préliminaires

Exemple 1.7 [10] Soit 1,(0 < p < 1) de toutes les fonctions réelles =(t), t € [0,1] tel que

fol |z(t)[” dt < oo un espace b-métrique si on prend

1 v
o) = | [ e -]
0
pour chaque z,y € l,.
Exemple 1.8 [22] Soit X = NU {oo} etsoit d: X x X — R est définie par

0, sim =n,

1_1 si lun de m,n est pair et U'autre est pair ou oo,

d(mwn> = "o ’ . . . .
5, si 'un de m,n est impair et Uautre est impair(et m # n ) ou oo,

2, sinon .

Ensuite, en considérant tous les cas possibles, on peut vérifier que (X,d) est un espace b-métrique

avec s = 2. Cependant, soit x,, = 2n pour chaque n € N. Alors
1
d(2n,00) = — — 0 quand n — oo,
2n
C’est, x,, — oo, mais d(x,,1) =2 -» 5 = d(c0, 1) quand n — oc.

Définition 1.14 [8] Soit E un ensemble non-vide et T' : E — E une application. On dit que © € E
est un point fixe de T si T'(x) = x et dénote par F'T or Fix(T) U'ensemble de tous les points fixes de
T. Soit E un ensemble quelconque et T' : E — E une application. Pour tout x € E on définie T"(x)
inductivement par T°(x) = x et T"*'(x) = T(T"(x)). Pour chaque xy € X, la suite {z,},-, C X
donnée par

Tp=Tr,1=T"x9,n=1,2,...

est appelé la suite d’approximations successives avec la valeur initiale xq. Il est aussi connu sous le

nom d’itération de Picard a partir de x.

Lemme 1.1 [40] Soit (X, d) un espace b-métrique et {y,} est une suite dans X tel que d(y,+1,Yn)

est décroissante et que lim,, ... d(Yn41,Yyn) = 0.

Si {y2, } n’est pas une suite de Cauchy alors il existe § > 0 et deux suites strictement croissantes

{m4} et {n;} d’entiers positifs tels que les suites suivantes tendent a ¢ lorsque k£ — oo :

d(mek,ank), d(yzmk,ymﬂ), d(merl,ank), d(mewl,y%kH), d(yzmk+1,y2nk+1)-

1.6. Espace b-métrique
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Théoreme 1.8 [37] " Contraction de Pata" Soit (X, d) un espace b-métrique, et f : X — X une
application, soit A > 0, a« > 1 et 8 € [0, a] des constantes fixes et ¢ : [0,1] — [0, 00) une fonction

croissante, disparaissant avec continuité a 0. Si l'inégalité

d(fz, fy) < (1= e)d(z,y) + Ae(e)[1 + [l + [ly]])”

est satisfait pour chaque ¢ € [0,1] et tout z,y € X, alors f a un point fixe unique z € X. Ici,

||z|| = d(xo, z) pour un point choisi z, € X.

1.6. Espace b-métrique



Chapitre 2

Théoremes de point fixe commun dans
I’espace b-métrique utilisant la contraction

rationnelle

2.1 Introduction

Le concept de I'espace b-métrique a été introduit par Bakhtin dans [5] et utiliseé par Czerwik
dans [17]. Il est bien connu que le théoréme de 'application de contraction de Banach est I'un
des résultats pivots de I'analyse fonctionnelle.

Soit T : X — X est un application contractante et 'espace métrique (X, d) est complet alors
I'applicaion 7" a un point fixe unique. En effet, 'inégalité (1.2) implique la continuité de 7' Ainsi, il
y a des conditions de contractions qui implique I'existence d’'un point fixe dans un espace métrique
complet mais n'implique pas la continuité (voir [36]).

Dans ce chapitre, on établi une contraction rationnelle pour les applications définis sur I'espace
b-métrique et on montre quelques nouveaux théoremes de point fixe pour ces contractions. Ces

résultats généralisent des résultats dans [36].

2.2 Résultats principaux

Théoreme 2.1 Soit (X, d) un espace b-métrique complet et Uapplication T' une contractante. Alors

il existe ©* € X un point fixe de T selon le contraction de Banach.

Preuve. Soit zy € X et {z,} ., une suite dans X définie comme suit
Tp=Tx,_1 =T"ve,n=1,23,...

15



Chapitre 2. Théoremes de point fixe commun dans I'espace b-métrique utilisant la contraction

rationnelle

Par (1.2) et (1.3), on trouve

d(Txy—1,Txy,)
k d(zp_1, %)

S kzd(xn727 mn*1)7

d(gjm wn—t-l)

IN

continuant ce processus, on obtient
d(xnv xn«l»l) S knd(xhu ‘Tl)'

Puis, il faut prouver que {xz,}. -, est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0 avecm > n :

d(mn; wm) < S[d<$n7 $n+1) + d($n+17 xm)]
S Sd<xn7 xn—i—l) + S2d<xn+l7 xn+2) +
< sk™d(wo,my) + STk d(wo, 1) + .o+ STETT (20, 21)
< (sk™d(zo, 1) [1 4 (sk) + (sk)® + ... + (sk)™ ]
1 — (sk m—n+1
< (k") da, ) F R
sk™
S 1(_ S)k' d(x())xl)»

alors, on prend m,n — oo

lim d(z,,x,) =0.

m,n— o0

Sd(Tpio, Tnis) + oo + 8" Tpimo1, Tn)

Par conséquent {z,} -, est une suite de Cauchy dans X alors {z, } converge vers z* € X.

Passant a montrer que z* et un point fixe de T’

d(z*,Tx*) < sld(z*,zp41) + d(xpg1, T2")]
< sd(2*, xpgn) + sd(Tpr, Tx™)
< sd(z*, xps1) + sd(Txy,, Tx")
= d(z*,Tx") < sd(z*, xpi1) + skd(z,, ™).

Alors, on trouve d(z*, Tx*) < 0, lorsque n — oo, ce qui donne Tz* = z*.

En suite, on prouve que x* est le point fixe unique de 7.
supposons que z’ est un autre point fixe de 7', alors on a T2’ = 2’ et
d(z*,2") = d(Tx*,Tx")
< kd(z*,2"),

2.2. Résultats principaux



Chapitre 2. Théoremes de point fixe commun dans I'espace b-métrique utilisant la contraction
rationnelle

ce qui donne
(1—k)d(z*,2") <0,

donc
d(z*,2") <0,

ce qui contredit la définition de la distance. Donc
d(z*,2") = 0.
Alors z* = 2’. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.1. =

Théoreme 2.2 Soit (X, d) un espace b-métrique complet. On définie la suite {x,},-, C X par la
récursivité

Ty = Txn_1 =T 2.
Soit T : X — X une application satisfisant la contraction suivante :
d(Tz, Ty) < Md(z,y) + Xo[d(z, Tz) + d(y, Ty)], Vx,ye€ X, 2.1

ous>1, et A\, s €0, %)
Alors il existe z* € X tel que x,, — z* et x* est un point fixe unique de 7.
Preuve. Soit zy € X et {z,,} -, est une suite dans X définie comme suit

Tp=Txr, 1 =T"1r9, n=123, ...

Par (1.3), on trouve
d(xp, Tpr1) = d(Txp_q, Txy),

en utilisant (2.1), on obtient

d(Tzp—1,Txy,)

Md(Tp_1,2n) + Na[d(xn_1, Txn 1) + d(xn, Try)]
Md(xn_1,T) + Xold(Tn_1, ) + d(Tn, Tpi1)]
(A1 + A)d(xp—1,xn) + Xod(2p, Tpy),

d($n> xn—b—l)

IN A

IN

dong, il vient
(1 = A)d(n, Tny1) < (M1 + A2)d(Tn—1, 7)),

ce qui donne

d(-rn; xn—i—l) S

A+ Ao
( 1— )\2 ) d(xn—bmn)

< kd(-rn—h -rn)a

2.2. Résultats principaux
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ou N
= A1 + 27
1— A
comme \; + 2)\; < 1, alors Ay + A2 < 1 — \y; qui imlique
_ A+ Ao <1
1—X —
d’ autre part
d(xn; anrl) S kd<mn717 mn)

< k2d($n_27$n_1),

continuant ce processus, on obtient
d(*fpna xn—i—l) < knd(.T(), x1>'

Ainsi T est une application contractante.
o0

Maintenant, on doit montrer que {x,} _, est une suite de Cauchy dans X.

Soient m,n > 0avecm > n:

d(xp, Tm)

IN

S[d(gjm xﬂ-‘-l) + d<xn+17 (Em)]

IN

SA(Tn, Tpy1) + S A(Tpi1, Tni2) + Pd(Tni2, Tnys)
+ oo + 5" d(Tprm—1, Tm)

sk™d(zg, 71) + s*K" T d(xg, 11)

+ o+ STET N (2, 1)

(sk™)d(zo, 21)[1 + (sk) + (sk)* + ... + (sk)™ ]

(), o) [F P

VAN

IN

VAN

ainsi si m,n — oo alors
lim d(z,,z,)=0.
m,n— 00

[ee]

Par conséquent {z,} -, est une suite de Cauchy dans X, alors {z, } converge vers z* € X.

2.2. Résultats principaux
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On prouve d’abord que z* est un point fixe de 7'

d(z*, Tz")

IN

sld(z*, x,) + d(xn, Tx")]

sld(z*, x,) + d(Txp—q, Tx")]
sd(z*, xp) + sd(Txy—1, Tx™)
sd(z*, x,) + s[hd(zp—1,2")]
+sXold(zp—1, Txp_1) + d(z*, Tx")]
sd(x*, xp,) + shd(zp—1,2%)
+shod(zp_1,2,) + shod(z*, Tx"),

IN A

IN

IA

donc on trouve

d(z*, Te*) < sd(zn,2*) + shid(x,_1,2%) + s*Xa[d(2p_1, 2%) + d(2*, 2,)] + sAod(x*, Tx*)
< sd(n, %) + shd(z_1, %) + 2 Aod(Tp_1, 1) + s Xod(2*, 2,) + shed(2*, T2*),

ce qui implique que

(1 —sXo)d(x*, Ta*) < sd(w,,2%) + shid(Tn_1,7%) + s Xad(z,_1, 7%) + 8> Aod (7, 7*)
< (54 82N d(Tn, ) 4 (sA + 52 A)d (21, TF),

alors, on obtient

(S + 82)\2>

(S)\l + 82>\2)
(1 — S)\Q)

d(z*, Ta") <
(a7, Ta") < (1 — sho)

d(zp, ") + d(xp_q,2%),

donc, on trouve

lim d(z*,Tz*) =0, i.e Tz" = a*.

n—oo
Finallement, il reste de montrer que x* est le point fixe unique de 7. On suppose que z’ est un

autre point fixe de 7', alorson a Tz’ = 2/ et

d(z*,2") = d(Tx*,Tx)
< Nd(z*, 7)) + No[d(z*, Tx*) + d(«, Tx')]
< Ad(x, ),
alors, on trouve
(1 - )\1)d({1}*, 1'/) < 07

ce qui implique que z* = 2/. =

2.2. Résultats principaux
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Théoreme 2.3 Soit (X, d) un espace b-métrique complet. On définie la suite {x,} -, C X par la
récursivité

Ty = Txn_1 =T 2.
Soit T': X — X une application satisfisant la contraction suivante :
d(Tz,Ty) < Md(z,y) + Xod(z, Tx) + Asd(y, Ty) + M[d(y, Tx) + d(z,Ty)], Ve,ye X (2.2)
Ol:lSZlet)\1+2S)\2+)\3+28>\4 < 1.

Avec A1, A2, A3, A4 réels non négatifs.
Aors il existe z* € X tel que x,, — z* et x* est un point fixe unique de 7.

Preuve. Soit 2y € X et {z,,} -, une suite dans X définie comme suit
Tp =T, 1 =T"29, n=123..
Utilisant (1.3) et (2.2), on obtient

d(Txy—1,Tx,)

Md(Tp_1,2n) + Nod(xy—1, Txn_1) + Asd(2p, Txy) + M|d(xy, Txy—1) + d(2y—1, Ty)]
Md(Tp_1,20) + Xod(Tp_1,20) + A3d(2p, Tpy1) + Mld(zp, 20) + d(Tp_1, Tpy1)]
d(
d(

d(xm xn—i-l)

IN A

IN

>\1d($n,1, xn) + )\2 Tp—1, xn) + )\3d(l‘n, anrl) + S)\4[d(‘7;n717 *’L'n) + d(l’n, anrl)]

IN

/\1d($n,1, l‘n> + )\2 Tn—1, l’n) -+ Agd(.l‘n, l‘n+1) + 8)\4d(1’n,1, l’n) —+ S)\4d(l’n, l'nJrl)
(A1 4+ Ao+ s\)d(xp—1,x,) + (A3 + sAg)d(n, Tptr),

IN

ce qui implique
(1 — )\3 — S)\4)d($n, Z‘n+1) < ()\1 + )\2 + S)\4)d($n,1, In),

donc, on trouve

(M + A2 + s\g)

d ny+n S d n—1s<n
(',1’. x +1) (1 _)\3 _SA4) (x LT )
S k d(xn—lvxn>7
ol
]{: ()\14‘/\2"}‘8)\4) <1

(1—)\3—8)\4> -
car )\1 + 28)\2 + )\3 + 28)\4 < 1,
donne A\; + Ay + sAs < 1 — A3 — s, alors

()\1-1-)\2-1-8)\4) <
(1—)\3—8)\4> -

2.2. Résultats principaux
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rationnelle

d’autre part

VAN

kd(zn_1, %)

< ]{sz(l'n,27l’n,1>,

d(mna anrl)

continuant ce processus, il vient

d(Tn; Tnyr) < K"d(z0,21).

[es)
n=1

Maintenant, il s’agit de montrer que {z,,} _, est une suite de Cauchy dans X.

Soit m,n > 0avecm > n:

(T, )

VAN

5A(Tp, Trg1) + 82 d(Tni1, Tnao) + °d(Tpy2, Tnys) + ..
sk"d(xg, z1) + 2" d(zo, 1) 4 ... + s"ET T d(mg, 21)
< sk™d(zo, z1)[1 + (sk) + (sk)* + ... + (sk)™ 1],

IA

alors, on trouve

1 — k m—n-+1
(X, Tp) < sk™d(xo, 1) {L} ,

1— sk

lorsque on prend m,n — oo, on obtient

lim d(z,, ) <0,

n—oo

ce qui contredit la définition de la distance. Donc, on résulte

lim d(x,,x,,) = 0.

n—oo

Par conséquent {z,} -, est une suite de cauchy dans X et {xz,,} converge vers z* € X.

Maintenant, on passe a montrer que x* et un point fixe de 7.

Ona
d(z*,Tx*) < sld(a®, zpi1) + d(@pi1, Tr")]

< sd(x*, xpy1) + sd(Tay, Tw")

< sd(x*, xpy1) + shd(xy,, ) + shod(zy, Txy,) + shsd(z*, T'x™)
+s\ld(z*, Txy) + d(z,, Tx")],

< sd(x*, xpy1) + shd(z,, %) + shed(zp, i)
+shgd(z*, Tx") + shqd(x*, Txy,) + shd(z,, Tx™)

< sd(x*, pp1) + sMd(zn, %) + s Xod(T, %) + s2Xod (2, Tpy1)

+shsd(x*, Ta*) + shgd(x*, 1 41) + 8 M[d(2,, %) + d(2*, Tz*)],

2.2. Résultats principaux
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donc, on obtient
(1 — sA3 — s*\)d(z*, Ta)
< sd(z*, wpp1) + sAd(zn, %) + 2 Aod(h, %) + 2 Aod (2, T0p)
+sMgd (3%, 2ppy1) + 82 Ngd (T, T,
ce qui implique que
(1 —sA3 —s*A)d(z*, Ta*) < (s+ 82Xy + s\)d(zpy1,27)
+(sA1 + 2N\ + 52)\4)d(xn, z*),

on obtient

(S/\1 + 32)\2 + 82)\4)
(1 — S)\g — 32/\4>

Ao Ta) < (54 s2Xg + sA\q)

d(xy, ).
_<1—3/\3—S2)\4) (JJ l')

d(anrlv 1’*)

Alors, on trouve d(z*, Tx*) < 0, lorsque n — oo, ce qui donne 7'z* = x*.
Finallement, il reste de prouver que x* est le point fixe unique de 7. Supposons que z’ est un

autre point fixe de 7', alorson a Tz’ = 2/ et

d(z*,2") = d(Tx*,Tx")

Md(x*,2") + Xod(2*, Ta*) + Agd(2', T'x")
+M\ld(2!, Tx*) + d(z*, Tx')

Md(z*,x") + Xad(2*, 2%) + Azd(2', 2')
+Ald(2! %) + d(z*, 2)]

Ad(z*,2") + Mld(2!, 2*) + d(z*, 2)]

= (A1 +2)\)d(2", 7).

IN

IN

IN

Ce qui implique que z* = 7/. =

Théoreme 2.4 Soit (X, d) un espace b-métrique complet et soient S,T : X — X deux applications

satisfaisant la condition

pd(x, Sx)d(y, Ty)
L+d(z,y)
Pour x,y € X et \, u réels non négatifs, avec A + p < 1, alors S et 7" ont un point fixe commun

d(Sz, Ty) < Md(z,y) + (2.3)

unique .

Preuve. Soit 2y € X et {z,,} -, est une suite dans X définie comme suit

Tp=S8x,_1, €t x, 1 =Tx,, n=1,2,3,.., (2.4

2.2. Résultats principaux
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rationnelle

a partir de (2.3) et (2.4) , on obtient

d(xp, Tpr1) = d(Szp_1,Tx,)
,Uld(mnfla Smnfl)d(xna Txn)

<
< )\d(-’rnfla ‘%‘n) + 1 —|— d(xn—]J l’n)

,U'd(xn—la In)d(xnv wn—}-l)
1+ d(xy_1,z,)

S )\d<xn—17 xn) +

)

d’autre part, on a
d<xn—1a xn)

1 dn—;nzd n—1;<4n
+ ([L’ 11’) (.’I} 1x):>]_—|—d($n_1,xn)

<1,

posons k= A <1 donc on aura
1—p 2

IN

kd(zn_1, %)

< de(mnfly l’n),

d(ﬂ?n, xn+1>

conséquent, on trouve
d(Tn, Tpi1) < E"d(x0, 21).

On montre d’abord que {z, } -, est une suite de Cauchy dans X. Ainsi pour m,n > 0 avecm > n :

d(xp, )

IN

S[d(in, $n+1) + d(‘rn-i-l: (L’m)]

IN

5d(Ly, Tpgr) + Szd(ﬂﬁnﬂ, Tpio) + 53d($n+27 Tpyi3)

+ oo + 5" d(Tprm-1,Tm)

IN

IN

(sk™)d(xo, x1)[1 + (sk) + Eskf + oo+ (sk)™7Y
(k) d(a, ) [

1— sk
o (k)
- 1-sk

IN

d(xo, 1),

si on prend m,n — oo, on aura
lim d(z,,z,)=0.

m,n— 00

sk"d(xg, z1) + 2k" (0, 1) 4 ... + s"ET T d(mg, 21)

Ce qui donne que {z,} -, est une suite de Cauchy dans X alors {z,} converge vers z* € X.

Encore, il suffit de montrer que z* et un point fixe de 7.

2.2. Résultats principaux
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rationnelle

On a

A

d(xz*,Tx") sld(z*, xpi1) + d(zper, Ta")]

IN

Tpat1, Tx™)

Tx,, Tz")

sd(x*, xpy1) + sd

(
(

IN

sd(x*, xp11) + sd

sd(z*,xpy1) + s {)\d(ycn, ")+

IN

pud(zy, Tay,)d(x*, Tx*)
1+ d(xp, z¥) ]
pd(zp, Tpy1)d(z*, T'a¥)
1+ d(xp, z¥) ]
pd(x*, x*)d(x*, Tx*)
14 d(x*, x*) ] ’

IN

sd(x*, Tpy1) + 8 {)\d(z’n, x*) +

< sd(x*z*)+ s {)\d(m*, ")+

donc on obtient la contadiction d(z*, Tz*) < 0.

Ensuite, on trouve

Donc z* est un point fixe de 7'
Par la méme méthode on montre aussi que z* et un point fixe de S.

On a

A

d(z*, Sz*) sld(x*, zni1) + d(@py1, ST7)]

VAN

Tpg1,57")

Sy, St*)

sd(x*, xp1) + sd

sd(x*, xp11) + sd

sd(z*,xpy1) + s {)\d(ycn, ")+

(
(

IN

IN

Md(a:m an)d(l’*, S‘T*>

1+ d(xy, 2*)

* * /’Ld(aij $n+1>d('x*’ S$*>
Sd(£ axn-i-l) s |:/\d(l’n, v ) + 1+ d(a:”’ J?*)
pd(z*, z%)d(z*, Sz*)

1+ d(z*, x*) 7

IN

IN

sd(z*,x%) + s {)\d(x*, x*) +

donc on obtient la contadiction d(z*, Sz*) < 0.

Alors, on trouve

Donc z* point fixe de S.

Il reste a prouver l'unicité du point fixe commun.

2.2. Résultats principaux
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supposons que z’ est un autre point fixe de 7' et de S alorson a Tz’ = 2/, et Sz’ = 2/,

d(z*,2") = d(Sz*,Ta")
pd(x*, Sz*)d(z', Tx")

< )\d * /

>~ (ZL' 7'r)+ 1_’_d(1.*’$/)
o pd(zt x*)d(x 2t

< Ad(z*

< MG e )

< Md(z*, ),

il vient
(1 —=N)d(z*,2") <0=d(z*,2") <0,

ce qui contredit la définition de la distance. on resulte
d(z*,2") = 0.

Alors z* = 7.

D’otu I'unicité du point fixe commun. =

Théoréme 2.5 Soient S et T' deux applications définis sur un espace b-métrique complet dans lui

méme satisfaisant la condition

pd(z, Sx)d(y, Ty) + vd(y, Sz)d(x, T'y)
1+d(x,y)
Pour tout x,y € X. A, i,y réels non négatifs, avec A + u + v < 1, alors S et T" ont un point fixe

d(Sz, Ty) < Md(z,y) + . (2.5)

commun unique .

o0

Preuve. Soit 2y € X et {z,} _, est une suite dans X définie comme suit

Tp=S8x,_1, €t xp 1 =Tx,, n=1,2,3,..,

a partir de (2.4) et (2.5), on obtient

d(zp, tpy1) = d(Sxp—1,TTy)
pd(x,_1, Sxp_1)d(xn, Txy) + yd(xy, STp_1)d(Th—1, Tx)y)
14+ d(xp—1,xn)
pd(@p—1, Tn)d(Tn, Tni1) + YT, Tn)d(Tp—1, Tny1)
1+ d(xn_1,xn)

S )\d(wnflawn) +

< Ad(xn—la xn) +

)

d’autre part, on a
d(-'rnfla xn)

]- d n—anzd n—:n:>
T d@n-1,2n) 2 d(@n-1, 20) 1+ d(zn-1,2n)

<1,
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rationnelle

d’ou

et aussi

d(xn—la wn) = d(‘sxn—% Txn—l)

IN

IN

d(gjnv an+1) S )\d(wn—lv wn) + Nd(xnv xn+1)
(1 - :u)d($n7 xn—&-l) < )‘d($n—17 $n>
A
d(l’n, $n+1) S md<xn—17 xn)u

)\d(..’[‘n_z, 'Zn—l) +

)\d(l’n,g, xnfl) +

wd(Ty—o, Stp_9)d(xy_1,Txy 1) + vd(Tp_1, STp_2)d(Ty_2, Ty 1)
1 + d(ﬂfn,Q, CE’n,1)
pd(xy g, xp_1)d(Tp_1,xn) + Yd(Tp_1, Tpn_1)d(Tn_2, T,)
1 + d(ﬁn_g, l’n_l)

d(xnfla xn) S )\d(l’nf% xnfl) + Md(xnfla xn)

=
= d(x,_1,1,) < Ld(x Tp-1)
n—1,+n 1 1 n—2,+n—1),

posons k = -2 < 1, donc on aura
1—p ’

par conséquent, on trouve

d($n7 Z'n—s—l) S kd(xn—ly In)

< de(l’anv xnfl)a

d<xn7 xn—i—l) < knd(xm 1131).

On montre d’abord que {z,} -, est une suite de Cauchy dans X. Ainsi pour m,n > 0 avecm > n :

d(xp, Tm)

Si on prend m,n — oo, on aura

IN

IN

IN N

IN

Sld(xn, Tpi1) + d(Tps1, )]

SA(Tn, Tpy1) + S d(Tpi1, Togz) + Pd(Tni2, Tnys)

+ oo + 5" d(Tprm—1, Tm)

sk™d(zg, w1) + 2K (21, m0) 4 .o+ SR (2, 1)
(sk™)d(z0, 21)[1 + (sk) + (sk)* + ... + (sk)™ ]

(sk™) d(xo, z1)[

(sk™)
1— sk

1— (Sk)mfnJrl

1— sk )

d(l‘g, $1),

lim d(z,,x,)=0.

m,n— 00

Ce qui donne que {z,} -, est une suite de Cauchy dans X alors {z,} converge vers z* € X.

2.2. Résultats principaux
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Encore, il suffit de montrer que z* et un point fixe de 7.

Ona
d(z*,Tz*) < sld(x*,zp41) + d(xpy1, Tz")]

< sd(z*, pi1) + sd(Tpp1, Tx™)

< (!IJ* anrl d(T ,T{IJ*

< sd(a* ) (o, @ pd(xy,, Txy)d(z*, Te*) + vd(x*, Tx,)d(z,, Tx*)
1+ d(x,,z*)

< Sd .7} -Tn-l—l + s )\d l‘n) Iud(wn7 anrl)d(m*?Tx*) - 7d<w*7 xn+1)d($n’ Tx*>
1+ d(x,,z")

1+ d(z*, x*)

donc on obtient la contadiction d(z*, Tx*) < 0.

Ensuite, on trouve

donc z* est un point fixe de 7.

Par la méme méthode on montre aussi que z* et un point fixe de S.

Ona
d(z*,Sz*) < sld(x*, zpy1) + ATy, ST™)]
< sd(x”, xpy1) + sd(zpyq, Sx™)
< sd(z*, xpy1) + sd(Sxy, Sz¥)
ny Sy )d(2*, S d(z*, Sx,)d(x,, Sz*

< sd(at o) + 5 | (o, 27 ud(w xp)d(x*, Sx*) + vd(z*, Sxy,)d(zy, ST*)
L+ d(z,, z*)

et s Dy 4 60 B " SE) 5 ), 2
1+ d(zp, z*)

. » . a pd(x*, 2*)d(z*, Sx*) + vyd(z*, x*)d(x*, Tx*)
< sd(x,:c)%—s{)\d(x,:c)%— T dz, ) :

Donc on obtient la contadiction d(z*, Sz*) <0

Alors, on trouve

2.2. Résultats principaux



Chapitre 2. Théoremes de point fixe commun dans I'espace b-métrique utilisant la contraction
rationnelle

Donc z* point fixe de S.
Il reste a prouver l'unicité du point fixe commun.

supposons que z’ est un autre point fixe de 7' et de S alorson a Tz’ = 2/, et Sz’ = 2/,

d(z*,2") = d(Sz*,Tx")
pd(z*, Sx*)d(z', Tx") + ~vd(«', Sx*)d(z*, Tx")

< * /
< A% a) + 1+ d(z*, ')
d(x*, z*)d(z’, x") + vyd(2', 2*)d(z*, x)
< )\d * ! IU/ ) 9 ) )
< Mt o)+ L+ d, )

< (A y)d(a*, o),
il vient

(1—=X—7)d(z*,2") <0=d(z*,2") <0,

ce qui contredit la définition de la distance. on resulte

d(z*,z") = 0.

Alors z* = 2/.

D’ot1 I'unicité du point fixe commun. =

2.2. Résultats principaux
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rationnelle
2.3 Application au systeme d’équations linéaires
Dans cette section, nous donnons une application en utilisant le théoreme 2.1.
Soit X = R™ est un espace b-métrique avec la distance
— 9P .9y
doo (7, y) = 2 max |w; — yil.
Ouzx,y€ X. Avecp > 1Si
Z la;j| < o< 1lpourtouti,j=1,2,..,n,
2
alors le systeme linéaire suivant
)
a;1rp + appZz + ... + apTy, = bl
2171 + Q22T + ... + QopTy = bg
(2.6)
Ap1T1 + Gp2T2 + ... + App®p = bn
\

de n équations linéaires a une solution unique.

Preuve. Il est facile de montrer que (X,d,) est un espace b-métrique, il faut vérifie les trois

conditions suivants :

1—doo(z,y) =0 &z =1y,

2= doo (2, y) = doo(y, ),

3— doo(,y) < 8[doo(,2) + do(2,y)].

Donc

1= do(2,y) = 2" maxiicn |2; — yi| =0
=S|l —yl=0cx,=y

2— doo(z,y) = 2P maxX<i<p |7 — yi| = 2P MaXi<i<p [Yi — 3| = doo(y, ),

3
doo(z,y) = 2pf§%§\$i—yz‘\ :2pg%§’$i_yi_zi+zi’
< 2 max (7 — = + |2 - i)
D . P o
< 2 gl;ag)ﬂxl zi| +2 g;a;ﬂzz il
< doo(x,2) + doo(2,Y).

2.3. Application au systéeme d'équations linéaires
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rationnelle

Maintenant on va prouver que I'application 7" donnée par

T(x) = Az — b,
T b1 ail ... A1p
i) b2 21 ... Q2pn
oux = , b= et A=
T b, Apl --. Ay,

est une contraction, donc si on pose T'(z) = 0 = Ax —b =0 = Ax = b, alors si T'(x) = 0 a une

solution unique implique que Az = b a une solution unique.
On suppose que 7" est un point fixe alors

Tz = z*
Az* —b = z*
Ax* — a2 = b

ou A est inverssible.

ail ... A1p I bl

a9o1 ... Aoy To bg
OnaT(x)=Ax—-b= . -1 . |=

Qpl - Apn Tn by,

d’apres

1<i<n

D i1 15T —

D i1 A2T) —

D @iy —

> i AnjTj —

doo(T, Ty) = 2" max | aia; = 3 ai
j=1 J=1

n
= 2P max E a;qi(x;
1<ien U( J

j=1

n

—Yj)

Yjl

< op s —
< 2 max Yoyl
j=1
n
< ZP(%lgﬁlxj—yjl)leaijl
pn
n
= Zlaz’j|doo(may)
7=1
< Oédoo(xvy)'

by
by

bi

by

2.3. Application au systéeme d'équations linéaires
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On obtient d’abord que 7" est une application de contraction. Et avec la théoreme 2.1 le systeme

d’équation linéaire (2.6) a une solution unique. m

2.4 Une application aux systéme d’équations intégrales

Théoreme 2.6 Soit X = C ([a,b] ,R"),a > 0etd: X x X — X est défini comme suit :

d(z,y) = sup |z (t) —y ()", p>1

te(a,b]

considérer les équations intégrales d’Urysohn
b
2() = [ it (9)ds+(0), 2.7)

y(t) = /b Ks(t,s,y(s)ds+ h(t), (2.8)

out € la,b] CR, z,9,h € X.
Supposons que K, K5 : [a,b] x [a,b] x R" — R” sont tels que F,, G, € X pour chaque z,y € X,
ol

b b
F, = / Ki(t,s,z(s)ds, G, = / Ks(t,s,y(s)ds pour chaquet € [a,b].

S’il existe des réels non négatifs \,  avec A + u < 1 tel que pour chaque z,y € X

[Fo(t) = Gy + g(t) — h(t)] < AA(z,y) () + pB (2,y) (1),

pour tous x,y € X, ou

Az, y) (1) = [(2) @) — (y) ()],
|2 (t) + g(t) — 2(t)] |Gy(t) + h(t) — (y) ()]
1+d(z,y) ’

alors le Systéme d’équation intégrale (2.7) et (2.8) avoir une solution commune unique.

B (z,y) (t) =

Preuve. définir 5,7 : X — X par

Sr=F,+g, Ty= Gy, +h,

puis

2.4.  Une application aux systéme d'équations intégrales
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d(Sz,Ty) = sup |Fu(t) — Gy(t) +g(t) — h(t)],

tela,b]

d(z,Sz) = sup |F.(t) + g(t) — x(t)|,
t€la,b]

et

d(y,Ty) = sup |Gy(t) +h(t) —y(®)],

tela,b]
on voit facilement que

pd (x, Sz)d (y, Ty)
1+d(z,y) ’

d(Sz, Ty) < Md(z,y) +

Pour chaque z,y € X, par théoréme 2.4, 'équation intégrale d’Urysohn (2.7) et (2.8) posséde une

solution commune unique. =

2.4.  Une application aux systéme d’'équations intégrales



Chapitre 3

Théoreme de point fixe commun dans
I’éspace b-métrique utilisant la contraction
de Pata

3.1 Introduction

Il existe des centaines des recherches traitant la généralisation du principe de base de la contrac-
tion de Banach. Grosso modo, ils suivent deux lignes d’investigation.

La premiere ligne concerne les généralisations de la condition de contraction. On mentionne ici
les travaux de Cirié (voir exemple [15], [16] ). Un des résultats récents intéressants de ce genre
a été obtenu par VPata dans [37]. Plusieurs auteurs ont déja utilisé des conditions de type Pata
pour obtenir de nouveaux résultats de point fixe (exepmle, [6], [12], [20], [28], [29], [30]).
Pautre ligne d’investigation traite de diverses généralisations d’espaces métriques et des résultats
qui peuvent étre obtenus dans de nouveaux cadres. Parmi des dizaines de telles généralisations,
on cite ce qui suit. Lespace b-métrique ont d’abord été étudiés par I. A. Bakhtin en 1989 [5], et S.
Czerwik en 1993[17], 1l existe une vaste littérature concernant ce type d’espaces, on mentionne
seulement quelques uns [[1], [2], [4], [211, [22], [23], [32], [33]1,[34], [35], [381,[411, [43]1.
Dans ce chapitre, on obtient des résultats de point fixe (commun) pour les applications dans
I'espace b-métrique avec les conditions de type Pata. En particulier, on montre que les résultats
d’article [6], peuvent étre obtenus comme des conséquences de résultats plus généraux et de

maniere beaucoup plus courte.

33
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3.2 Résultats principaux

Théoreme 3.1 Soit (X,d) un espace b-métrique complet avec s > 1 et. Supposons que pour cer-

tains A > 0, « > 1, § € [0,a] des constants fixes et ¢ : [0,1] — [0, 00) une fonction croissante,

disparaissant avec continuité a 0. si f : X — X une application

d(fo fy) < " max{d(e, ), d(e, f2), dly, f3)}

+Ae () [L+ [l + iyl + 1= 1+ £yl]7
pour tous x,y € X ete € [0, 1]. Alors f a un point fixe unique .

Preuve. Lexistence de z :

A partir de x(, on définie la suite {z,,} comme suit

Tn = fxn—l = fnxO

et

cn = ||za| = d(zn, x0).

Premierement, on a la suite d(x,.1, z,) est non-croissant, alors

d(xpi1,xn) < d(xp, xp0-1) < .o < d(x1,20),

pour n € N.

En effet, on pose ¢ = 0, x = x,,, y = z,,_; dans (3.1), on obtient (3.2).
La suite {c, } est bornée.

En utilisant (3.2), on déduit I'estimation suivante

cn = d(zp,xo) < d(xp, xpi1) + d(Tpi, 1) + d(x, 20)
< d(ni1,21) + 201 = d(fxy, fro) + 201

Par conséquent, on déduit de (3.1) on trouve

1 _
e < — max {d(zy, o), d(wn, frn), d(z0, fT0)}
AP () [1+ ||znall + 2ol + | fn 1+]| f2ol])” + 261,
donc
1—¢
e < max {d(z,, xo), d(Tn, Tni1), d(zo, 1)}

FAP(e) [L+ [|zall + l|zoll + llznra |+ 21ll]” + 261,

3.1

(3.2)

3.2. Résultats principaux
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ensuite on obtient

1—c¢

(@, 20) + Ae(e) [1+ [lzall + [lzoll + llznss 1+] z[]” + 21,

Cn <

En utilisant d(z,,z1) < d(z,,x0) + d(zo, x1), d(xpi1,20) < d(xp,x0) €t (3.2), comme 5 < a,
I'inégalité précédente implique que

1—¢

e, < Cn + Ae®Y(e) [1 + co + 2¢, + 2¢1]) + 2¢4,
maintenant

(14 o+ 2¢, +2¢1]" < (14 2¢,)%(1 4 2¢1)® + ¢ff <2%€n(1+ 2¢1)* + ¢f,

ce qui implique que

£
en < Cp + ag®Y(e)cy + b,

pour certains a, b > 0, alors
ec, < ag®P(e)cy + 0.

Maintenant, pour la méme raison que dans [37], il s’ensuit que la suite {c, } est bornée.

lim,, .o d(x,41,x,) = 0. Pour tout € € [0, 1] et pour z = z,,, y = z,,_1 on obtient

1—e¢
d(xn—i-lv xn) = d(fxna fxn—1> S T max {d(xny xn—l)a d(xna xn—i—l)) d(xn—lv l.n)}

+Ae(e) [L+ 2 [lzall + [@nall + llznsa )7

donc

1 _
A(Tnir, 1) < —d(n, an1) + Keo(c), K >0
S

Silim,, o d(zpi1,,) = d* > 0, alors

1_
"< 2 —Sq 1 Kep(e), K >0
S

(1— 1_5) & < Kep(e), K >0
S
ce qui implique que
d" < Key(e), K=>0

Ve € [0, 1], alors on trouve d* < 0, ce qui contredit avec la définition de la distance alors d* = 0.
la suite {z,},. est une suite de cauchy. Si ce n’est pas le cas, on choisi § > 0, {m} et {n,}

comme dans lemma 1.1. On pose & = Topk)-1, ¥ = Tan(k) dans (3.1), on obtient

1—¢

d(Tom(k), Tan(ky+1) < d(Zam (k> Tank)—1) + Ke(e) (3.3)

3.2. Résultats principaux
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ol d(Tam(k)s Toan(k)—1) — O, A(Tam(k)s Ton(ky+1) — 0. Lorsque k — oo dans (3.3), on obtient § <
Ki(e),

ce qui implique que 6 = 0, une contraduction.

On prend (X, d) est complet, nous pouvons maintenant I'existence de z € X auquel {z,,} converge.
Enfin, tout ce qui reste a montrer est :

z est un point fixe de f. Pour cela, nous observons que, pour tous n € N et pour ¢ = 0,

d(fz,2) < d(fz,2p41) + d(Tns1,2) = d([2, frn) + d(Tn41, 2)
La(rz,2),

IN

alors
1
(1 - —) d(fzz) <0,
S
donc on trouve

d(fz,z) <0,

ce qui contredit avec la définition de la distance alors d(fz,z) = 0, ce qui implique que fz = z,
d’otu le résultat.
L unicité :
Pour u,v € X, deux points fixes, on écrit (3.1) a la forme suivant

1—

d(f“v f’l}) S —8 max {d<ua U), d(uv fu)a d(?), fv)}
S
+Aep(e) [L+ [[ull + [[v]l + I full+] ol

si fu=wu et fv =wv alors on trouve

A, ) < 2 d(w,0) + A [1+ 2 ull + 2l

(ylgaﬂ%wgmw@u+mw+MMﬂ

donc
d(u,v) < Ki(e),

pour tout ¢ € [0, 1], ce qui implique que
d(u,v) = 0.

Soit (X, d) un espace b-métrique et ¢ : [0, 1] — [0, co) une fonction croissante et continue a 0 avec

(0) = 0.

3.2. Résultats principaux
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Théoreme 3.2 [37]Soit (X,d) un espace b-métrique complet avec s > let f,g: X — X deux
applications tel que fX C gX. Supposons que pour certains A > 0, a > 1, 5 € [0, ] :

d(fz,gy) < 1;5maX{d(%;gy),d(gaf,fw),d(gy,fy)}
+AeY(e) [1+ |lgz|| + lgyll + I f2 1+ fyll]7 (3.4)

pour tous x,y € X et ¢ € [0,1]. Alors f et g ont un point de coincidence unique. De plus, si f et g

sont faiblement compatibles alors ils ont un point fixe commun unique.

Preuve. Soit zy € X arbitraire, formons une suite de Jungck {y,} par y, = fz, = gx,+1 (Cest

possible si fX C ¢gX ). Siy, = y,,1 pour un certain n, il n’ya rien a prouver. Par conséquent,
supposons donc que y,, # y,+1 pour chaque n € Nj.

Etape 1 :

On pose ¢ = 0 dans (3.4) on obtient

Ad(WYnr Yns1) = d(fn, fTni1)

1 d(yn—layﬂ>
< Z _\InRT L I
< < maX{ P s A(Yn—1,Yn), A(Yn, Yn+1)
1
< gd(ynflvyn)u (35)

pour chaque n € N. il s’ensuit que d(y,, y,+1) est une suite strictement décroissante, tendant vers
0 lorsque n — oo.

Etape 2:

Il s’agit de preuver par induction que la suite ¢,, = d(y,, yo) est bornée par 2sc;.

Passertion est valable pour n = 1 et n = 2. Supposons que ¢, < 2sc¢; pour certains n € N.
Ensuite, 11 suffit de montrer que ¢, ; < 2sc;.

Alors, en prenant ¢ = 0, il vient

Cpt+1 = d(yn+17 yO) S S(d(yn-i-b yl) + d(y17 yO))
= s(d(frny1, fo1) + d(y1,90))

1 d(gxni1, gx
< s (— maX{@+—w7d(9$n+1,fxn+1)ad(9$17fﬁ)} +d(y1,yg))

S 2s

d(Yn.
= max {%, d(Yn, Yn+1), d(Yo, yl)} + sd(y1, Yo)

= d(yo,y1) + sd(y1, %)
= (1 + 8) C1 < 2801,

puisique w et d(yn, yns1) De sont pas plus grands que d(yo, y1). Cela termine la preuve induc-

tive.

3.2. Résultats principaux
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Etape 3:
Afin de prouver que {y, } est une suite de Cauchy, supposons le contraire.
En utilisant [[41], lemmel.7] (remplacé ¢ par §), on obtient qu’il existe § > 0 et deux suites {n(k)}

et {m(k)} des entiers positifs tels que n(k) > m(k) > k,

A(Ymk)> Ynk)) = 65 A Ym(k)s Yn(e)—1) < 6,

et

0 .
-< lim sup d(ym(k)+17yn(k))7 (36)

S n— o0

remplacer & = ¥, (k)+1, ¥ = Tn(k),dans la condition (3.4) on trouve

A(Ym(k)+1> Un(k)) <

1— d _
€maX{ (ym(k)ayn(k) 1)
2s

) d(ym(k)a ym(k)ﬂ): d(yn(k)fla yn(k))} + K€a¢(€)7
pour une constante K, puisque la suite {y,} est bornée, passant a la limite supérieure, et en

utilisant (3.6), on obtient alors

o

" < T}Ln;osupd(ym(k)+1,yn(k))

1— A(Ym(k)» Yn(k)—
< 6max{hm sup TWm(k): Ynit 1>,0,0}+Kga¢(e)

S n—o0 2s
1—¢96
< . (07
< g, TR,
et donc 51 5 . 5
0 o 1=€0 | praye) < L2800 | pape, (3.7)
S s 2s s

Posons ¢ = 0, on trouve § = 0, ce qui donne une contradiction.
Par conséquent, y,, = fx, = gx,1 est une suite de Cauchy, et gx,, — ¢z, quand n — oo, pour un
certain z € X, on montrera que fz = gz .

On a
Sd(f2,02) < d(fz fa) +d(fra,g)

. max {M, d(fz,g92),d(gxn, fxn)} + Ke*(e) + d(fxn, g2),

S 2s

s’ensuit que, pour n assez grand.
1 1—¢ o
gd(fZ,gZ) S Td(fz7gz>+K€ 1/1(5)7

et on obtient facilement que fz = gz.
Lunicité de point de coincidence vérifie facilement si en prenant ¢ = 0 dans (3.4).Et que c’est un

point fixe commun de f et g (voir exp [27]).

3.2. Résultats principaux
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Soit 2’ un autre point fixe de f et g

2 t2) < S { N2 g oy aee )}

alors

1
de) < hdle)
1
= (1 — ﬁ)d(z, Z,) <0,
S

ce qui contredit avec la définition de la distance alors d(z,2') =0,= 2z =2". m

En mettant g = ix dans le théoréme précédent, on obtient

Corollaire 3.1 Soit (X,d) un espace b- métrique complet avec s > 1 et soit f : X — X une

application, supposons que pour certains A > 0, > 1,5 € [0,q] :

d(fr, fy) < 1fmax{d(§’sy)

,d<x,fx>,d<y,fy>} 3.8)
FAp(E) [+ flall + Nl + 1 ] Fyll®

pour x,y € X et e € [0,1]. Alors f a un point fixe unique.

Théoreme 3.3 Soit (X,d) un espace b- métrique complet avec s > 1 et soit f : X — X une

application tel que fX C gX, supposons que pour certains A > 0, > 1,5 € [0,q] :

1—
d(f, fy) < =5 ~d(gr.gy) + Ae"0(e) L+ [lgal| + [lg]]” (39

pour tous z,y € X ete € [0,1]. Alors f et g ont un point de coincidence unique. De plus, si f et
g sont faiblement compatibles alors ils ont un point fixe commun unique.

Preuve. Soit o € X arbitraire, formons une suite de Jungck {y,} par y, = fx, = gz, (C est
possible si fX C ¢gX ). Si y, = y,.1 pour un certain n, il n’ya rien a prouver. Par conséquent,
supposons donc que y,, # y,.1 pour chaque n € Nj.

Etape 1 :

On pose ¢ = 0 dans (3.9) on obtient

A(WYns Y1) = d(frn, frni1)
1—¢

<
- 2s

d(yn—lv yn)
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Etape 2 :
Il s’agit de preuver par induction que la suite ¢, = d(y,, yo) est bornée par 2sc;.
Ensuite, 11 suffit de montrer que ¢, ; < 2sc¢;.

Alors, en prenant € = 0, il vient

Cnv1 = AYnt1,90) < $(d(Ynt1, 1) + d(y1,v0))
s(d(frn1, fr1) + d(y1, yo))

1
S(%d(g.frﬁ-l; gz1) + d(y1,%0))

IN

1
= §d(yn, Yo) + sd(y1,vo)

sc; + sc; = 2s¢;

IN

Etape 3:

Afin de prouver que {y, } est une suite de Cauchy, supposons le contraire.

En utilisant [[41], lemme1.7] (remplacé ¢ par ¢), on obtient qu’il existe 6 > 0 et deux suites {n(k)}
et {m(k)} des entiers positifs tels que n(k) > m(k) > k,

AYmk)> Ynk)) = 65 A Ym(k)» Yn(r)—1) < 6,

et
) .
25 = Jim sup d(Ym)+1, Ynir)) (3.10)
Remplacer © = 2,141, ¥ = Zn(), dans la condition (3.9) on trouve
1—e¢ o
A(Ym(k)+15 Yn(k)) < Td(ym(k)v (Yn(r)—1) + Ke*P(e),

pour une constante K, puisque la suite {y,} est bornée, passant a la limite supérieure, et en
utilisant (3.10), on obtient alors
)

5 S Jim sup d(Ymee+1, Ynen)
1—¢ o
< 95 d(ym(k)a (yn(k)—l) + Ke ¢(5)7
1—¢)d
< U=ep 2;) + Kep(e).

Posons ¢ = 0, on trouve § = 0, ce qui donne une contradiction
Par conséquent, y,, = fx, = gx,1 est une suite de Cauchy, et gx,, — ¢z, quand n — oo, pour un
certain z € X, on montrera que fz = gz .

On a

1 —
< dlgz gm) + Ke(e) + d(fra. 92).

3.2. Résultats principaux
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s’ensuit que, pour n assez grand.

d(f202) < o dlgzg2) + Ke(E) + (72, 02)

< Ke*Y(e) +d(fz, g2).
Et on obtient facilement que fz = gz.
I'unicitié :
Si en prenant ¢ = 0 dans (3.9)

soit z* un autre point fixe de f et g, et prenant € = 0 on obtient
d(fz fz7) <

1
* <_ *
= d(z,2%) < 2Sal(z,z )

1
= (1- %)d(z,z*) <0

1
_d *
5 (92,9%")

Donc on obtient la contadiction d(z, z*) < 0
Alors d(z,2z*) =0=z=2*. m

3.3 Exemple

Soit (X, d) 'espace b-métrique de I'exemple 1.7 (ol la b-métrique d n’est pas continue). Considé-

rons lapplication suivante f : X — X.

100, =z <100,
fr= .
4, sinon

et laissez-nous vérifier la condition de contraction (3.8). Le seul cas non trivial est quand = €

{1,2,...,100} ety € {101,102,...,00}. Alors

d(fx, fy) = d(100,4) =
et il suffit de vérifier cette inégalité

24 < 2(1—¢) Hax d(z,y)
100 ) )

(qui est la condition (3.8) avec A =1, ¢(¢) =, a=1,5=0).Ona

11 24
100 4| 100’

o, 100)d(y, )| + 2

1) $L- i , ety sont pairs ou l'un est pair et 'autre est oo,

d(x,y

max ——— = max %.5, x et y sont impairs ou 'un est impair et 'autre est oo,
.2, sinon

<1

)

3.3. Exemple



Chapitre 3. Théoréme de point fixe commun dans I'éspace b-métrique utilisant la contraction de Pata

1 1 . .
- — = slx estpair
maxd(z, 100) = 4 |~ o0l st estpair <2,
2, si x est impair
1 1 . .
~— 2|, sl y estpair ou oo,
max d(y,4) = v 4 yestp <2
2, si y est impair ou oo
Par conséquent, on montre que
24 2(1—¢) 9
— < ———2+4¢&7
100 — 5

qui est rempli pour chaque ¢ € R, Surtout pour ¢ € [0, 1].Alors f a un point fixe unique.

3.3. Exemple



Conclusion

Dans ce travail on s’'intéresse aux théoréme de point fixe commun dans I'espace b-métrique avec
différentes conditions et propriétés pour éclairer le concept de point fixe avec plusieurs applica-
tions et ensuite pour établir I'existence et 'unicité de point fixe commun.

Ou, apres d’analyse profonde dans I'espace b-métrique qui généralise I'espase métrique usuelle,
on a pu parvenir a ces résultats :

1. Obtenir des théorémes de point fixe pour des applications de contraction dans I'espace b-
métrique complet.

2. Obtenir des théoremes de point fixe commun utilisant la contraction rationnelle dans I'esapce
b-métrique complet et application au systéme d’équations linéaires et aussi d’équations intégrales.
3. Obtenir des théoremes de point fixe commun pour deux applications faiblement compatibles
dans I'esapce b-métrique complet en utilisant la contraction de Pata.

On signale que beaucoup de problemes intéressants pour mieux enrichir cette étude restent ou-
verts, on cite ici quelques uns :

Théoremes du point fixe commun pour des applications faiblement compatibles dans 1’esapce

b-métrique complet avec les différents conditions contractives.
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