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Introduction Générale

Le chaos et les systemes basés sur le chaos ont été étudie largement dans la littérature. Le chaos
est possible si I'equation a au moins une dimension 3. Parmi les systemes chaotique, les sys-
temes chaotique simples, proposés par Zeraoulia Elhadj et J. C. Sprott, ont suscité un intérét
considérable dans la littérature en raison de leur simplicité et de richesse de leur comportement
dynamique. Les systémes chaotique simples basés sur les systémes de jerky peuvent étre d’écrits
comme suit

2" = J(x, 2 2",

ou J est appelé Jerky qui est la dérivation d’une seule variable scalaire x. Dans un systeme

"

neutonien x,z’, 2", " sont déplacements, vitesse, accélération et jerky, respectivement. Si un

systeme est le systeme dérivé du quatrieme ordre de la forme
/
I//l/ — J(l’,.%’ ’x/l7x///>’

il est appelé systéemes de hyperjerky ou systéemes de snap. Il existe plusieurs études sur les
systemes hyperjerky dans la littérature.

Nous avons divise ce travail a trois chapitres comme suit

Chapitre 1 : Nous denons certaines définitions et notions générales sur les systemes dynamique
et les différents types d’équations.

Chapitre 2 : Nous denons quelque équations transformable aux forme de Jerky.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous denons les conditions qui devraient étre disponible pour la

transformation d’équation différentielle a une forme de hyperjerky.




Chapitre 1
Préliminaires sur les systémes dynamique

Dans ce chapitre, on introduit les définitions et les notions de la théorie des systémes dynamiques,

ainsi que certaines de leurs propriétés que I'on utilisera dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Notions générales sur les systemes dynamique

En mathématique, en chimie ou en physique, un systeme dynamique est la donnée d’un systéme
et d’'une loi décrivant I’évolution d’une réaction chimique au cours du temps, le mouvement des
planétes dans le systéme solaire ( régi par la loi universelle de la gravitation de Newton) ou encore
I’ évolution de la mémoire d’un ordinateur sous I'action d’un programme informatique. Formelle-
ment on distingue les systemes dynamique a temps discrets comme un programme informatique)
des systemes dynamiques a temps continu (comme une réaction chimique).

Deux aspects importants d’un systeme dynamique sont qu’il est

e causal, c’est-a-dire que son avenir ne dépend que de phénomenes du passé ou du présent.

e déterministe, c’est-a-dire qu’a une " condition initiale" donnée a l'instant "présent" va corres-
pondre a chaque instant utérieur un seul état "futur" possible.

Une notion importante est celle de systéme dynamique réversible pour lequel on peut également
décrire un état passé du systéme a partir de son présent et de son futur.

Autrement dit, en renversant la fleche du temps on a encore un systéme dynamique.
Matimatique un systeme dynamique réversible est un cas particulier d’action de qroupe (le groupe
étant celui des entiers relatifs Z dans le cas discret et 'ensemble des nombres réels R dans le cas

continu).
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FiG. 1.1 - Evolution d’un systéme discret.

1.1.1 Systéme dynamique a temps discret

Un exemple est fourni par un modele de la croissance d'une population animale. On sait que si
quelques animaux sont mis dans un vaste espace réunissant toutes les conditions favorables a leur
vie, en moyenne leur nombre croit. En effet, des naissances interviennent au printemps, des morts
en hiver. Il est donc préférable de n’effectuer le dénombrement "qu’a temps discret", par exemple
tous les ans a une date fixe. I expérience montre qu’au début, les animaux étant peu nombreux,
chaque année qui passe voit leur population multipliée par un certain nombre C. Exprimée sous

forme algébrique, cette loi de croissance s’ écrit
Pn+1 — CPn,

ol l'indice n indique le numéro d’ordre de 'année. Le nombre C peut étre de I'ordre de 2 ou 3
pour les mammiferes de taille moyenne ; il est considérablement plus élevé pour de petits animaux

comme les souris ou les lapins. I equation ci-dessus "s'integre" facilement comme suit
Pn = Cmpg,

ou P, désigne la population initiale. On a donc une croissance exponentielle. Voir Fig. 1.1.

1.1.2 Systeme dynamique a temps continu

Un systeme dynamique continu est défini par une équation différentielle du premier ordre (EDP
parabolique ou équation différentielle ordinaire ) ou le temps est la variable décrivant I’évolution

du systéme

1.1. Notions générales sur les systemes dynamique
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F1G. 1.2 — Type des systemes dynamique.

Avec une condition initiale

l’(to) = Ty,
A titre d’exemple, I’ equation
dp
P =—=CP 1
7 : (D)

peut étre vue comme une limite continue de I’ equation (1). Pour C' > 0, elle décrit aussi un
modele simple de croissance d’une population, quand la population est petite. La solution est
bien connue

P (t) = Pyexp (Ct),

ou Py = P(0) désigne la population initiale. Un autre exemple de systéme dynamique continu est

fourni par I’ equation différentielle logistique :

LPyexp (LKt)

P(t) =
<> L—Po—i—POeXp(LKt)’

Utilisant cette formule, on voit facilement que ce modele prédit la croissance ou la décroissance
de la population initiale vers 1’équilibre L. Un systéme dynamique discret est souvent beaucoup

plus compliqué que son analogue continu. Voir Fig. 1.2.

1.1.3 Systeme dynamique autonome

Si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps (la loi est alors dite stationnaire).

Exemple 1.1 Le pendule simple a tige rigide : Létat d’un tel pendule est composé de sa position
angulaire et de sa vitesse angulaire. Son espace d’état est donc

(1) R? si on traduit la position angulaire par un réel.

1.1. Notions générales sur les systemes dynamique
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F1G. 1.3 — Pendule simple.

(2) Le produit d’'un cercle par la droite réelle, donc un cylindre, si on traduit la position angulaire

par un réel a 2kr pres. Voir Fig. 1.3.

1.1.4 Systeme dynamique non-autonome

Sa loi d’évolution dépend alors du temps.

Exemple 1.2 On peut encore utiliser le procédé d’extension d’état pour transformer un systéme non-
autonome a une systeme autonome. En effet, la non-autonomie se traduit par une équation de la
forme «' = f (z,t). Il suffit dés lors d’ajouter Uétat =, 1 = t, ce qui réhabilite la forme ' = f(x),

avec cette fois © € R"! et I” equation supplémentaire ), ; = 1.

Définition 1.1 On appelle systéme dynamique, un triplet (2,7, f) ou 2 est un espace métrique
(généralement Q2 C R™), T est Uensemble R, Z ou N, et f une application continue de 2 x T dans §2
vérifiant

f(z,0) =z, Vo € ()

f(f(x),7) = flz,t+7), VtreT Vt,7eT, z€Q

Q) espace des phases ou espace d’états.
T espace temporel.

f flot du systéme dynamique ou fonction d’évolution.

La fonction f d’écrit la facon dont le systéme évolue au cours du temps. Si cette fonction ne
dépend pas du temps, le systéme est autonome. Le choix de I'espace temporel T est décisif, et
dépend en général du phénoméne que I'on souhaite modéliser. Si 7' = R, le systéme (2, T, f) est
dit continu, et si 7' = Nou T = Z, le systéme (2, T', f ) est dit discret.

1.1. Notions générales sur les systemes dynamique E
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Exemple 1.3 L oscillateur harmonique : est un exemple de systéme autonome a temps continu.
Le déplacement horizontal ( d’une masse fixée a Uextrémité d’'un ressort est régi par I’ équation
différentielle

¢

ap Tee=0
oll w dépend des parameétres du probleme. La loi d’évolution du systéeme est donnée par

dx
% - f(x)v

léquation de loscillateur harmonique est d’'ordre 2, elle n’est donc pas sous la forme souhaitée. On

l'améne a cette forme en remplacant £ € R par © € R?, ce qui la réduit de Uordre 2 a Uordre 1. La

)

ou (' désigne la dérivée de ¢ par rapport au temps. On obtient I équation de Uoscillateur sous la forme

transformation est la suivante

de U’ équation différentielle vectorielle d’ordre 1

P BN
x<t)_(_w2 0> <t>7

On a diminué Uordre au prix de Uaugmentation de la dimension (x € R?, alors que ( appartenait a
R).

Plus généralement, on passera de (dimension 1, ordre n) a (dimension n, ordre 1) en écrivant

I’équation différentielle

d¢ (C d¢ d d%lg)

@ = I\Sar de g
sous la forme d’une équation différentielle vectorielle 2’ = f(x), ou z est le vecteur de R" suivant
L1 ¢
2 dc/dt
T = : = : ;

Tt dn=2¢ /dtn2
Tn dn1¢ /dent

En effet, on a

! 010 - 1 0
xh 01 T
= =1 i ¢ : + : ;
x4 000 -+ 1 Tp—1 0
a!) 000 - 0 T g (@1, 29, 1)

1.1. Notions générales sur les systemes dynamique
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FIG. 1.4 — Trois portraits de phases.

Ici, I’ espace des états est dans de nombreux cas un domaine (2 de I’ espace R™.

I’ espace de phase : Un systeme dynamique est caractérisé par un certain nombre de variables
d’état, qui ont la propriété de définir complétement I’ etat du systéme a un instant donné. Le
comportement dynamique du systéme est ainsi relié a I’ évolution de chacune de ces variables
d’état. Cet espace est appelé I’ espace de phase ou chaque point définit un état et le point associé

a cet état décrit une trajectoire, appelé également une orbite. Voir Fig. 1.4.

1.2 Différents types d’équations différentielles

Equation différentielle ordinare

Définition 1.2 Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation
entre la variable réelle t, une fonction inconnue t — x(t) et ses dérivées ', 2", ..., ™ au point t définie
par

F(t,z, o', 2", ...,2™) =0,

ol F n'est pas indépendante de sa derniére variable (™. On prendra t dans un intervalle I de R (I
peut étre R tout entier). La solution z en général sera a valeurs dans R", N € N* ou N sera le plus

souvent égal a 1, 2 ou 3. On dit que cette équation est scalaire si F' est a valeurs dans R.
Equation differentielle normale

Définition 1.3 On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme

e ™= f(t,z, 2z, . a7,

1.2. Différents types d'équations différentielles E
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Equation differentielle autonome

Définition 1.4 On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme

!/

2™ = flz, o'z, 2,

autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.

Les équations autonomes sont trés importantes quand on cherchera des solutions stationnaires
ainsi que leur stabilité. Comme example, une equation du premier ordre autonome est donneé

par

1.3 Les systemes linéaires et non linéaires

1.3.1 Systemes linéaires

Définition 1.5 Une EDO de type (4) d’'ordre n est linéaire si elle est de la forme

an ()2 () + an ()2 () + -+ ar (D)2 (t) + a()x(t) = g(t),
avec tous les (V) de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t.
Exemple 1.4 les équations différentielles suivantes sont linéaires

(x —t)dt + 4tdx = 0,

2 =22 +x=0,

1.3.2 Systéemes non linéaires

Définition 1.6 Un systéeme non linéaire est un systeme qui n’est pas linéaire, c’est-a-dire qui ne peut
pas étre décrit par des équations différentielles linéaires a coefficients constants. Il n’y a pas une
théorie générale pour ces systemes, mais plusieurs méthodes adaptées a certaines classes de systemes

non linéaires.

Exemple 1.5 Le pendule simple : Un pendule simple non amorti repéré par Uangle 6 d’écart de sa

tige (rigide) par rapport a la verticale descendante, a une énergie totale constante. Ceci se traduit, T

1.3. Les systemes linéaires et non linéaires [
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F1G. 1.5 — Le pendule simple.

représentant I’ énergie cinétique et V' I énergie potentielle, par

1 1
§m.u2 +m.g.z = §m.u2 +m.l.g(1—cosf) = Cte,
— v

tellque : m étant la masse, v sa vitesse, [ la longueur de la tige de masse nulle. Soit encore

1 .
§m.l2.02 —m.l.g.cos 6 = Cte,

d’ott par dérivation par rapport au temps

m.A2.0.0 +m.d.g.sin6.0 =0,

Cette équation se simplifie et devient : 0 = — (2) .siné, soit encore 0 = —sin 6. L espace des états est
. . I 0 . T2 R
de dimension 2. Avec x = =| . |,onobtient s’ = f(x) = . . Voir Fig. 1.5.
T 0 —sinx;

1.4 Points d’ équilibre d’un systeme non linéaire

Les systémes linéaires possedent un point d’équilibre unique. Mais, les systemes non linéaires

peuvent posséder plusieurs points d’équilibre.
Exemple 1.6 Soit le systeme physique linéarisé suivant
2 (t)=—x(t), zo=1x(0),

Le systéme posséde un point d’équilibre unique = = 0. Dans le cas linéaire, le point d’ équilibre est
stable et les trajectoires d’état pour différentes conditions initiales, décroissent vers I’ état d’équilibre.
Le point d’équilibre = = 0 est stable localement puisque toute trajectoire issue d’'une condition initiale

suffisamment proche converge vers cet état d’équilibre. Voir Fig. 1.6.

1.4. Points d' équilibre d'un systéme non linéaire
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FIG. 1.7 — Points d’équilibre d’un systéme non linéaire.

Exemple 1.7 Soit le systéme physique régi par U equation différentielle suivante

2 (t)=—z(t) +2*(t), 7o =2(0),

les trajectoires sont convergentes vers U état d’équilibre 0 ou sont divergentes. Voir Fig. 1.7.

Le systeme possede deux points d’équilibre ©x = 0 et x = 1. Dans le cas non linéaire, les deux points
d’équilibre sont de nature différente. Le point x = 1 est instable constitue en quelque sorte une

frontiére de stabilité. I axe est en effet divisé en deux régions de conditions initiales pour lesquelles

1.4. Points d’' équilibre d'un systeme non linéaire



Chapitre 1. Préliminaires sur les systémes dynamique

1.5 Cycles limites

Un systeme linéaire invariant dans le temps, pour osciller, doit avoir une paire de pdles sur I'axe
imaginaire. Cette condition est évidemment tres fragile vis a vis de perturbations et/ou erreurs
de modélisation pouvant affecter la valeur de ces poles. De plus, 'amplitude de l'oscillation ob-
tenue en théorie dépend uniquement de la condition initiale. Au contraire, les systémes non
linéaires peuvent étre le siege d’oscillations, (cycles limites), caractérisées par leur amplitude et
leur fréquence, indépendantes de la condition initiale xz(, et sans excitation extérieure. Il est donc
indispensable d’utiliser un systéme non linéaire si 'on souhaite réaliser en pratique une oscillation
stable. Donc certains systemes non linéaires présentent des oscillations d’amplitude et de période

constante avec entrée nulle. Ces oscillations sont appelées cycles limites.

Exemple 1.8 Soit le systéme suivant présenté par I’ equation de Van Der Pol
m.a” (t) + 2¢. (2% (t) — 1) 2’ (t) + k.x (t) =0, ¢ >0,

avec m, c et k sont des constantes liées au systéme physique.

1.6 Systemes Dynamiques chaotiques

Le chaos tel que le scientifique le comprend ne signifie pas 'absence d’ordre, il se rattache plutot
a une notion d’imprévisibilité, d’impossibilité de prévoir une évolution a long terme du fait que

I’état final dépend de maniére sensible de I’état initial.

Définition 1.7 On appelle un systeme dynamique chaotique, un systéeme qui dépend de plusieurs
parametres et qui est caractérisé par une extréme sensibilité aux conditions initiales. Il n’est pas
déterminé ou modélisé par des systemes d’équations linéaires ni par les lois de la mécanique classique :
(a) La non-linéarité : Un systéme chaotique est un systéeme dynamique non linéaire. Un systéme
linéaire ne peut pas étre chaotique. La notion de systeme dynamique est relative a tous les systemes
dont I’ évolution dépend du temps.

(b) Le déterminisme : Un systéme chaotique a des régles fondamentales déterministes et non proba-
bilistes. Il est généralement régi par des équations différentielles non linéaires qui sont connues, donc
par des lois rigoureuses et parfaitement déterministes.

(c) Sensibilité aux conditions initiales : Certains phénoménes dynamiques non linéaires sont sen-
sibles aux conditions initiales que, méme s’ils sont régis par des lois rigoureuses et parfaitement dé-
terministes, les prédictions exactes sont impossibles. Par exemple, Uattracteur de Rossler, Uattracteur

de Lorenz. Voir Figure. 1.8.

1.5. Cycles limites
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= m

Alffracteur étrange de Lorenz

Aftracteur étrange de Réssler

Aftracteur etrange de Chua

FI1G. 1.8 — Quelques attracteurs étranges.

1.6. Systémes Dynamiques chaotiques



Chapitre 2

Les équations transformable aux forme de

Jerky

Le systeme dynamique de type de jerky est une équation de la forme

= J(x,xx),

avec une dépendance temporelle explicite [7 — 8]. Les trois premiers dérivés (z', 2", 2" ) sont ap-
pelés vélocité, accéliration, et jerky, respectivement. La dynamique de jerky appartient a une
sous-classe intéressant des systeme dynamiques, cela peut présenter un comportement régulier
et chaotique comme les mouvements présenter par plusieurs exemples simple in [2 — 3 — 4]. La
dynamique jerky peut se trouve dans plusieurs zones de physiques, par exemple, I’ equation dif-
férentielle chaotique de troisieme ordre représentant un model de mouvement de convection
termique donné dans [1]. En effet, la dynamique de jerky sont conceptuellement plus simple que
les systémes dynamique et montrent toutes les caractéristiques principale des champs de vecteurs
tridimentionnels. En particulier, elle peuvent étre considérées comme la géneralisation naturelle

de la dynamique des mouvements. Donc les nouvelles méthodes d’étude du chaos sont possibles.

2.1 Quelque équations transformables aux forme de jerky

Le but essentielle de ce chapitre est I’ étude des systemes dynamique en 3-dimention. Ces systemes

sont transformables aux forme jerky.

Définition 2.1 Un systeme de la form " = J(x,2’,2") est appeller forme jerky.

14
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Proposition 2.1 On peut transformer Uequation suivante

/! __
T = Y,

(D) y =z+z

Y =xz 4 oy’

a la forme de jerky

1”” _ xx"+a(;1:’)2 —.CE/+£E2,
telle que
y=—-2" et z=-1"-=x
Preuve. On a
l’/ =Y,
y=—1. 2.1
On a
y = x+z,
2 = y —ux,
telle que
yl — _x//’
danc
z=—1" —x. (2.2)
Par dérivé on obtient
{L‘, = Y,
2 = _y/’

par compensation de la deuxiéme équations de (D), nous obtenons

2 = —x-—2z,

x/l/ — _x/ _ ZI,

par compensation de la premiére et la troisieme équations de (D), nous obtenons

2 — _x/_zz_ay27

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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par compensation de (2.1) et (2.2), nous obtenons

l’/// _ o .13/ o ZL’( o l’,/ o m) o C%(—ZL‘/)Q,

7" = xa’ — 2 +a(2)? + 22

Proposition 2.2 On peut transformer I’ équation suivant

v =y+z,
(F) ylz_x—i_ayv

2 =% — 2,

a la forme de jerky

7" =2"(a—1)+2'(a—1) -2 — ax® + 22/, (Fp)
telle que
1 " / 2 1 " ! 2
= — - et = - — .
y 1—1—04(3: + '+ — %) z 1—|—a( "+ o’ —x+ %)
Et on peut la transformer a la forme de jerky
" =(a =1y +(a =1y —y - ()" - ®y* + 2ayy/, (F»)

telle que
r=—y +ay e z=-y' +ay —y.

Preuve. Preuve de (F})

On a

= y+z,

/

2 = a —y,

2 =a" -y, 2.3)
on a

2 = 2% -2z,

2 = x?2—2,

par compensation de (2.3) , nous obtenons

Z::BZ—QSH—Fy/,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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par compensation de deuxiéme équation de (F'), nous obtenons

z=2—2" — 2z + ay,

telle que
y:m'—z,
donc
z = 222" —r+a(@—2)),
4oz = 22 —2" —x+ax,
z(14+a) = 222" —x+ a2,
alors
1 " ! 2
— _ — _ 2.4
2 1+a( 2"+ ar’ — x + 27) (2.4)
On a
= y+z,
= —r4 2%+ ay -z,
ay = 2"+x—22+2,
par compensation de (2.4) , nous obtenons
1
ay = x”—x2+:p+1+—a(—x"+aa:’—x+:v2),
1 ! 1 1
— " 1— / 1— 2 -1
v ’ ( 1+a)+1+ax+x( 1+a>—|—x (1+Oz )’
y o o o 9 1
ay = «x + r —x - ,
l+a 1+« 1+« 1+«
donc
1
y:1+oé(x”+x’—x—w2). 2.5
Ona
¥ o= y+z,
x// — y/_'_z/’

par compensation de deuxieéme et troisieme équations de (F’) , nous obtenons

"
T

"
X

—x+ay+x2—z,

—a' 4+ ay +22'x — 2,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky



Chapitre 2. Les équations transformable aux forme de Jerky

par compensation de premiere et deuxieme et troisieme équations de (/') , nous obtenons

n

2" = —2'+a(-z+ay)+2(y+2)—2°+z,

"

2" = -2’ —ax+ (o +22)y+ (22 + 1)z — 27,

par compensation de (2.4) et (2.5), nous obtenons

1
" = —m’—ozx%—r[(a2—1)x”+(a2+a)£'+(aQ—l)x+(1—a2)x2+(2a+2)x13’]—J;2,
o
[ — —xl—&$+<a_1)(a+1)l‘/’ a(a+1)x,+(a—1)(a+1)x
a+1 a+1 a+1
1—
(-a)atl), 204D, o
a+1 a+1
7 = 2 —ar+(a—1)2"+ar’ + (a—1)x+ (1 —a)z* + 22" — 22,
2" = 2" (a—-1)+2 (a—1)—x—az®+ 22z,
]
Preuve. Preuve de (F5)
Ona
Y =-—z+ay,
r=—y + ay. (2.6)

par dérivé la deuxieme équation on obtient

/.

y/ — —33, + Oéy/7
par compensation de premiere équation de (F'), nous obtenons

"

y'=-y—z+ay,

alors
2=y + oy —y. 2.7)
On a
y = —r+ay,
A Oéy,

par compensation de premiere équation de (F'), nous obtenons

/"

y'=-y—2+ay,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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par dérivé on obtient

" _

y" =y =2+ oy

par compensation de premiére et troisieme équation de (F'), nous obtenons

y,/,:fl:_ay_x2+z+ay”,

par compensation de (2.6) et (2.7), nous obtenons

y///
y/l/
y///
y/l/

(—y +ay) —ay — (—y +ay)* + (" + ay —y) + /",

—y' + oy —ay — ((y')2 +a’y? — 2ay'y) -y +oy —y+ay’

—y +ay —ay — ()’ — 2P + 20y — ' + oy —y +ay’,
(a—1)y" +(a—-1)y —y— () —?y® + 2a9'y.

Proposition 2.3 On peut transformer I équation suivant

est transformable a systéeme de jerky

telle que

Preuve. On a

alors

On a

¥ =ar+z,
(G) ?J’ =Tz =Y,
7 =—z+y,
7" = (a—1)2"+ (o — 12’ — 2 — ax® + z2/,

y==x

/.

!/
"—ar'+ax et z=2 —ax,

¥ = ax + 2,

2z =1 — ax. 2.8)
¥ = ax+ 2z,
= ax' + ZI,
2 = ar' —z+v,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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donc
y=2a"—ax’ +x.
On a
¥ = ax+z,
2 = ar' + 7,

par compensation de premiére et troisieme équation de (G), nous obtenons

P = alaz+2)+(-1+y),
A— oz%—i—ozz—x—i—y,
" = (=1 z+az+y,

par dérivé on obtient
Qj,/, — (O{2 _ 1) xl+azl+y/’
par compensation de premiére et troisieme équation de (G), nous obtenons

"

" = (=12 +a(—z+y)+ (zz—y),
" = (a®>=1)2' —az+ (a—1)y+az,

par compensation de (2.8) et (2.9)

" = (" =1)2' —az+ (a—1) (2" — a2’ +z) + 2 (2 — az),

n
T =

a—1)z" —(a—1)ar' +z(a—1)+ 22’ — a2z’ + (o = 1) 2’ — ax,
—Na"+2' (> —1-a’+a)+a(a—1-a)+zr —az’,
7 .

T =

(
aj/// — (a
(cv

Da" 4+ (a—1) 2" — 2 — az® + 22

Proposition 2.4 On peut transformer I’ équation suivant

¥ = —y+ 22
(H) y/:$+041%
2 =x— 2z,

est transformable a systéeme de jerky

- (a_ 1)2”+ (a_ 1)2, —,Z—OéZ2 + 27z

telle que

r=24z et y=z2-2" -7

2.9)

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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Preuve. On a

2=z,
x=27+z. (2.10)
Par dérivé
=2"+7. (2.11)
On a
o= —y+ 27
Yy = —ZE, + 227
par compensation de (2.11) on obtient
y=—2"—2 + 2 (2.12)
On a
7 = x—2z,
Z” — x/ _ 217

par compensation de premiere équation de (G), nous obtenons

- _y+22_zl’

n / / "
M= —y +222 -2,

par compensation de deuxiéme équation de (), nous obtenons
2= —(r+ay)+ 22— 2",

par compensation de (2.10) et (2.12) on obtient

? = —[+zta(-2"—z2+2%)]+22 -2,
- _Z’_Z+a2'/+az—az2+22/2—2//,
- (a_l) Z”+(a_1) z’—z—a22+22/2.

Proposition 2.5 On peut transformer I’ équation suivant

= —ay,

(1) Y=o+,

=z +y? -z,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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est transformable a systéeme de jerky

1
2" =—2" — ar' +2ax + —( x’)Z, 1)
o)
telle que
o 1 / o 1 "
Yy=——2=x et Z=——I —Z
Q@ Q

Et transformable a systéme de jerky

"

y"' = —y" —ay —2ay + 2yy/, (I)

telle que
(—y"+¢ —ay+y?),

N =

(v +y +ay — ) et 2=

N | —

Tr =

Preuve. Preuve de (I;)

Ona
7' = —ay,
alors
1
y=——a. (2.13)
a
par dérivé on obtient
1
y = ——1". (2.14)
«
On a
y = x+2
z = y —ux,
par compensation de (2.14) on obtient
1 "
2 =——0"—1. (2.15)
!
On a
¥ = —ay,
7 = _ay/

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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par compensation de deuxieme équation de (/) , nous obtenons

T

T

n

X

"
= —a(zx+2),
" = —ax — oz,
= —ax’ —a?,

par compensation de premiere et deuxieme équation de (I)

"
X

n

i «

par compensation de (2.13) et (2.15) on

a(—ay) —a(z+y*—2),

2y— ar — ay2 + oz,

obtient

1 1 \? 1
" = o (——33') —ar —« (——3:’) +« (——x" - :1:) ,
o ot o
" / 1 2 "
2" = —ar' —ar+ — () — 2" — ax,
a
" " / 1 "2
" = 2" —ar' + 200+ —(2).
a
|
Preuve. Preuve de (I5)
On a
y = v+z,
1 — $/+2/

par compensation de premiere et troisieme équation de (/) , nous obtenons

n__

y'=—ay+a+yt -z
telle que
r=19 — 2,
donc
y'=—ay+y 22+ 97
1
z = 5(—y”qty'—ozy—yf).
On a ci-dessus
y'=—ay+a+yt -z
2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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telle que
z=19y —x,

donc

"= —aytar+yt - —w),

"= —aytatyt -yt

1

T=3 (y" +y + oy — y2) . (2.17)

On a

= —ay+ax+y’-2z

"

— —O(y/+x/+2y/y—Z/,
par compensation de premiére et troisieme équation de (), nous obtenons

"

y'=—ay —ay+ 2y —x -y’ + 2,
par compensation de (2.16) et (2.17) on obtient

1 1
"= —ay —oy+ 2y — S (v -y oy — vt S ()

"

= —y' —ay —2ay + 2yy
|
Proposition 2.6 On peut transformer U équation suivant

T =az,

(/) Yy =—By+z,

, [

Y= —x4y+1°

est transformable a systéeme de jerky

y"'=-By" + (1 —a)y — afy+2yy

telle que
r=—y' - By +y+y’ et z=y + Py

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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Preuve. On a

d =yt

donc

r=—2+y+y

par dérivé la deuxiéme équation de (.J), on obtient

2 =y"+ By,
donc
T = —y” — By +y+ > (2.18)
On a
z=1y + By. (2.19)
On a
y” = _5?/ + 2/7

par compensation de la troisieme équation de (.J), nous obtenons

y'=-By —z+y+y°,

par dérivé on obtient
y/// — _/By// _ x/ + y/ + 2y/:y7

par compensation de la premiére équation de (.J), nous obtenons
y" =By —az+y +2yy,

par compensation de(2.19) , nous obtenons

y' o= =By —aly + By) +v' + 2y,
"= By —ay —aBy+y + 2y
y" = =By + (1 —a)y —aBy+2yy

u
Proposition 2.7 On peut transformer I’ équation suivant

' =uxy — 2,
(K) y/:x_ya
2 =r+az,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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est transformable a systéeme de jerky

y/// _ (Oé . 1)y// + (a . 1)y/ —y+ (2 — a)y’y — ay2 + y//y + y127

telle que

/

r=y+y et z=yy+y -y -y

Preuve. On a

y =z-—y,
donc
R (2.21)
par dérivé
o =y"+, (2.22)
Ona
¥ = xy-— =z,
2 = wzy—a,

par compensation de (2.21) et (2.22) on obtient

=W +yy—W+y),

z2=—y" —y + 9y + 1% (2.23)
On a
y = z-y,
"= gy

par compensation de premiere équation de (K'), nous obtenons
y'=ay—z—y,
par dérivé
y//l — :U,y—{—(liy/ _ Zl _ y/l’
par compensation de premiere et troisieme équation de (K'), nous obtenons
"

= (ey—z)y+ay — (v +az)—y",

moo_ xyz—zy—l—xy'—x—az—y",

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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par compensation de (2.21) et (2.23)

v = Wy - (= Yy )y W)y -+ y)
—a (=Y =y +yy+v?) -y,

Vo= Py - Yy W)y —y —
—ay'y —ay’ +ay’ +ay' -y,

y" = (a-1)y" +(a-1)y —y+2—a)yy—ar?+y"y+ )"

Proposition 2.8 On peut transformer U équation suivant

¥ =y+az,
(L) y' =P -y,
2 =v—u,
est transformable a systéme de jerky
7" =—12"—ar' +2B2'r — azx + avy, L)

telle que )
y=—a"—ar +fx’+ay et z=—(2"+2 +ar—B2"—ay).
a

Et transformable a la forme de jerky

2= =By = B(2) 4 28vz — 2 — az — a?, (Ly)
telle que
r=v—2 telleque y=—2"—az,
Preuve. Preuve de (L)
Ona
¥ = y+az,
wll — yl + 0[217

par compensation de deuxieéme et troisieme équation de (L), nous obtenons

"

o = Pt —y+taly-u),

"

2’ = Ba*—y+ay—ar,

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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alors
y=—1"—azx + pz*+ay. (2.24)
On a
¥ = y+az,
" )
z = —(2'—
o Yy),

par compensation de (2.24) on obtient

1
p= [/ — (= 2" —az + B2” + )],
alors
1
z==(2"+2 +ar— B2° —ay). (2.25)
a
On a
¥ = y+az,
m// — y/ +CVZI’

par compensation de deuxiéme et troisieme équation de (L), nous obtenons

2" = Bt —y +a(y—u1),
" = Ba*—y +ay— ax,
" = 282z — B’ +y—ax’

par compensation de (2.24) on obtient

" = 2Br'v — B’ + (— 2" —ax + B2+ ay) — o,

/ !
= —a2" —ar +282r —ar + any.

Preuve. Preuve de (L,)

On a

2 =7 —u,
alors

x=v—2z. (2.26)
par dérivé on obtient

¥ =-2" (2.27)

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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on a
¥ = y+az,
y = 2 —az,
par compensation (2.27) on a
y=—2"—az.
on a ci-dessus
M — —:L“,,

par compensation de la premiere équation de (L), nous obtenons

= —y—az,

M — _y/ o ozz’,
par compensation de la deuxiéme et troisieme équation de (L), nous obtenons
n 2 /
Z" = —(ﬁx —y)—az,

Z”/ — _51’24‘9_@2/,

par compensation de (2.26) et (2.28), on obtient

2 = =)+~ —az) -,

o () s
M= = —ad - B (Z,)2 — By — 42677 — az,
o= =+ (287 —a)—az— B () - By

Proposition 2.9 L equation suivante

= —z,

(M) y =—a*—y,
2 =a+ Pr+y,

est transformable a systéeme de jerky

" = -2 — B2’ — Pr + 2 — o,

telle que

y=—-1"—a—pBxr et z=—-a

(2.28)

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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Preuve. On a
Z=a+frty,

alors
y=—a—fr+ 2, (2.29)

par dérivé la premiere équation de ()M ), nous obtenons

par compensation en (2.29), nous obtenons

y=—a—pfr—a" (2.30)
On a
¥ =—z,
donc
y = —1. (2.31D)
On a ci-dessus
xl/ — _ZI

par compensation de troisieme équation de (/) ;nous ontenons

¥ = —a-fr-y,

n

" = =B~y
par compensation de deuxieme équation de (/) ,nous ontenons
2" = —pr’ + 2%+,
par compensation de (2.30), on obtient

x/// — _/Bxl+m2_a_/6$_$”7

2" = —a’ — B2’ — Br+ 2% —a.
n

Remarque 2.1 Noton que la dynamique Jerky de catégorie (I) permet de converter les uns aux
autres par la transformation y = (—2)a’, comme le premier composante [ou x = 3(y" +y + ay — y?)

pour linverse], avec a # 0, doit tenir. Ici la transformation correspandante est inversible, parce que

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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les terms nonlineair contenant x n’apparaissent pas dans la dynamique jerky de x. La transforma-
tion de la dynamique jerky de catégorie (L) est le méme type que pour le catécorie (I). Comme déja
mentionner, le systeme dynamique (F') et (H) posséder une dynamique jerky identique en dehores
des étiquettes de la variable. Par conséquent, ces systémes doit etre équivalents et il doit y avoire une
transformation inversible entre les deux variables (x,y, z) de modéle (H) par (£,n, (), la transforma-

tion correspandante Try : (x,y,2) — (&,1,() est donnée par

E=x+y+z n=z—1+a)y, (=u.

2.1. Quelque équations transformables aux forme de jerky
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Les équations transformables aux forme de

hyperjerky

Par extention, un systeme hyperjerky est un systéme dynamique donnée par une équation diffé-
rentielle ordinaire du n®"¢-ordre avec n > 4 dérivant 'évolution temporelle d’une seule variable

scalaire de la forme (pour n = 4)
e = H(z, o' 2", z"),

a été appellée snap, pour n = 5 est appellé crackle, pour n = 6 est appellé pop. Généralement, il

n’ya pas des nom connu pour n > 7. Il étude du cas n = 4 est donnée dans ce chapitre.

3.1 Transformation d’un systéme en 4-D a une forme de hy-
perjerky
Cosidérons le systéme en 4 — D de la forme
' = c1 + by + bioy + bizz + bigu + ny(x),

Y = 2+ b1 + baoy + bazz + bagu + na(z,y, 2, u), (3.1)

(
2" = cg + b31x + baoy + bagz + basu + ng(x, y, 2, u),
U = ¢y + by + byoy + bazz + byyu + ny(x,y, 2, u),

ot les fonctions n;(x) et (n;(x,y, z,u))y,., SONt supposés étre au moins de classe C* dans leurs

arguments correspondants.

32
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Nous fixons i = 2, 3, 4 tel que

i (z) = 87255) 7

mu () = %,
nin(o, g, 2 w) = 8ni(a:,ai, z, u)7
nin(o, g, 2 u) = 8ni(x,ayy, 2, u)7
AP A EN)
nalr, g, 50 = PEL Y

nous dérivons la forme hyperjerky de systeme (3.1) seulement par rappot a x. La méme logique

est particuliérement correcte pour y, z et u. Pour cet objectif, supposant que

b12 # 07

puis a partir de la premiere équation de (3.1), on a

! 1 !
y <x, x ,z,u) =-7 (—:L‘ + 1 +n1(z) + bix + bisz + b14u> :
12

ainsi
Y (x,2' 2", z,u) = fiz+ for + fsu+ fa+ f5,
avec

fl _ b23b32—b12b13b33—b12b14bs3+b13b14ba2

2 I
b12

f2 — b11b13b32—b12b13b31+b11b14ba2—b12b14ba1

2 )
b12

f?, b2 1b42—b12b13b34+b13b14b32—b12b14bas

= b%Z ) (3.2)
’ [bIS (C3+ n3(x7 Y, 2, u)_b32(61 ];:2711(1) ))+b14 <C4+ TL4((E, Y, 2, u)_b42(61t121(z) ) >]
f4(2§',l’,Z,U):— b12 )
f5 (1,7 I/, JI”) _ __biibiz + bizbs2 +b2b14b42 + bionii(x) Z + éx//'
\ 12

en égalant la formule pour v’ = ¢/ (x,2', 2", z,u) avec la deuxieme équation de (3.1), nous obte-

nons

bysb
<f1—523+ 15 QQ)Z—RQ_f4_f67 (3.3)

12
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ou
_ f2b12 + b11b22 - b12b21x b22 / b22cl b22

fo (z, 2, 2") — 22—y + + =ny(z) + f5, (3.4)
bi2 b12 b2 bio

nous remarquons que le deuxieme membre de (3.3) dépend de =z dans la partie ny — f;, donc, si

nous supposons que
n2<x7 Yy, z, U) - f4 (CU) .ZU/,Z, U) = gl(xa U),

c’est-a-dire, cette partie ne dépend pas le variable z, avec g; étant une fonction arbitraire des

argument indiqués, alors

(@, o', 2") = fr fo(z, 2/, "), (3.5)
si f; donné par
fr= e (3.6)
b2ybag — b33b3a — biabizbag + b12bizbsg + bi2biabaz — b13b1abss’
avec la condition
b3ybaz — bi3bsa — biabizbog + biabizbss + biobiabuz — bizbiabyy # 0, 3.7)

la fonction g; ne dépend pas de y puisque y dépend lui-méme de z. Par conséquent la codition

Ny — fa= 91(% U),

est équivalent a

(biang + bizng + buana) (z, v, 2, u) = biagi(z, u) — biafs(x), (3.8)
ou
baz(c1+ ni(z)) baz(c1+ ni(z))
B |:l)13 <63 _ b3 1b12 1 ) by <C4 _ bas 1b12 1 >}
fg(l‘) - 9 (3~9)

b

12

selon (3.5), on a

2= f; (i:cm + fro(x)z" + fo(x, x’):c') ,

b12
ou
fg(l’, x/) _ bi2(f2 — b21)+ basbi1 b+12b22n11(36) — n111(x) JC"
(3.10)
fl()(m) _ _l;?_; _ (b11b12 4 bigbso -2%172141742 + b12n11(r))’
en égalant la formule pour z'avec la troixiéme équation de (3.1), nous obtenons
b12b34 - b14b32 f7
— = —2u=—f11 — fra — —2", (3.11)
bz bia

3.1. Transformation d'un systéme en 4-D a une forme de hyperjerky
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i (L 7 JJ”) _ b11b32;2b12b31x + —bza + f7b{€23 (z, ') bia 2+ fr f1o($>l’”,

(3.12)

b b
le(wa iL'/, .Z'//, U) = —713(SU, Y, %, u) —C3+ s nl(li):_ fofrtna f6 f7b33’

nous remarquons que le deuxiéme membre de (3.11) dépend de u dans la partie — fi5. Donc si
nous supposons que

—fi2 = g2(z, 2),
c’est-a-dire, cette partie ne dépend pas du variable u, avec g, étant une fonction arbitraire des

argument indiqués. Alors

Yy f7l’m + b12 f11 (ZL‘, 33,7 517”> + b12 f12 (I’, l'/7 1'1/)7 (313)

b12b34 - b14 b32

avec la condition
b12b34 - b14b32 7£ 07 (314)

par conséquent la condition — f15 = g2(z, 2) est équivalent a

by (c1 +n1(x) + fs frbi3)

—ns(z, y, z, u) —c3+ ™ — f6 Jabss = g2(x, 2), (3.15)
selon (3.13), on a
U = fizzW + fua,
ou
fis = s S
Cw my biz f{1<x, o, 2, z’”) b1 f{Q(x, o,z m/”> 519
fua (2,2, 27,27 = Diabss — biabss biobss — biabsz
arceque
b 1 df11 (33, z, 93”) , o m
i :fH(x,x,x,x),
et puisque
fi2 = —g2(x, 2),
alors

d , , ” "
W:fﬂ@’x’x’x >’

encore, en égalant la formule pour «' avec la quatriéme equation de (3.1), nous obtenons

/ " " ’ 1 "
$(4):f15(a:,x,x,m )+f16(x,a:,m,x )

i3

=H (x, x,x xm>, (3.17)

3.1. Transformation d'un systéme en 4-D a une forme de hyperjerky
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f15 (377 xla x”’ x’”’ U) = C4+b411’—|—b43 f7 f6+:007

f16 (377 xla x”’ x’”) U) = b42 [_i (—l’, + 1+ nl(aj) + bllm + p1)1| )
(3.18)

’ " " . frz""""+ bia f11+ biz fi2 _
Po (m, rT,xr ,x u) = b44< b12b3a — b1abao +na = fua,

p(z, @, 2" 2" u) = big fr fo+ b (fm b1z fur b1z f”) :

\ b12b3s — b14b32

Enfin, la forme (3.17) est la forme hyperjerky correspondante du systéme dynamique 4 — D. Plu-
sieurs exemples chaotique de mouvement d’hyperjerk ont été étudiés dans la littérature. Certains
d’entre eux sont énumérés dans [6] avec de nombreuses illustrations. Par exemple, tous les oscil-
lateurs forcés périodiquement et certains des oscillateurs couplés sont équivalents a une forme
instantanée telle que montrée dans [9]. Cela comprend le pendule forcé sans frottement et l'os-
cillateur non amorti périodiquement forcé avec une force de rappel cubique. De méme, le méme
type de systeme avec amortissement a été étudié dans [4] . Les exemples les plus simple des sys-
temes hyperjerky et chaotique ont été étudié dans [6] . Ceux-ci incluent les systemes d’accrochage
avec une fonction non linéaire et le cas chaotique dissipatif le plus simple avec une terme non

linéaire quadratique unique est donnée par

1" 1" 2
r +6x =1-—2z".

3.2 Lexpression de la transformation

Dans cette partie, nous dérivons une expression rigoureuse de la transformation entre le systéme
dynamique 4 — D donnee par (3.1) et la formulaire hyperjerky (3.17). En effet la procédure ci-
dessus définit une transformation inversible

" "

T:T(:z:,m/,x T ),
a condition que

biobss — biabsa # 0 et bip #0
5%2523 — b%g — b12b13b2g + b12b13b3s + b12b1absz — b13bisbse # 0

et

3.2. L’'expression de la transformation
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Go(x,2) = —ng — c3 + $b32(01 +n1(z) + fofrbiz) — fofrbss,
g1(x,u) = ng — fu,

\ . . . . . 7 . / 1" !
ol g; et g, sont fonctions arbitraires de 'argument indiqué. La transformation 7' (3:, T, T, a:")

est défini par

Ti(z,y,z,u) = x,
To(x,y, z,u) = ¢ = c1 + by + bray + ny(z),
2( ) ) ) 1 11 12Y 1( ) (3.20)
T3(£>ya Z,’LL) =T = fl?(xay) + flS(wa Z, U) + flg(xaya Za“)?
Ty(x,y, z,u) = 2" =T + 0,
telle que
Uy = foo® + fa2%y + food® + foszy + foaxz + fostu,
Uy = foo + fory® + fosyz + faoyu + faoy + fa12 + fa2u + fa3,
et son inverse est défini par
( T4_1 (x,ﬁlf,,.]f”?,fm) — 7,
. ! 173 1" x/// b x7 $l7 1,// b .Z', x/7 xll
T4 1 (x,:v a2 ) — = fr +b12 f11él2b34_ b)ljb;; f12( )’
(3.2D)

T3_1 (x7x’7l,"7$"’) =< = f7 fﬁ ({E,l',,l’") )

Tyt (z, a2 ) =y = ﬁ (=2 +c1+ni(x) + bux + bizz + bigu),

3.2. L’'expression de la transformation



Chapitre 3. Les équations transformables aux forme de hyperjerky

ou

et

( fir = (bfl + n11(x)b11 + b12bar) & + (b11b12 + bi2bae + biangi () vy,
fis = (b11b13 + biabas + bisnii(x)) 2 + (b11b1g + biobog + biamnii(x)) u,
fio = (buii(cr + na(2)) + bz (c2 + na(, y, 2, u) + nai(x)(cr + na(2)))),

fzo = 5%171111 ($),

(3.22)
fo1 = bi1biannr (),
fa2 =& + &,
fa3 = &3+ &y,
| f2a = b1abaznai (@) + bizbzznan () + brabaznin (z) + biibiznan (),
( fas = bisbaanas + bisbganay + biabaanay + biibranaiy,
foe = &5 + &6 + &7 + &5 1 &o
for = b31nan,
fas = bi2biznan,
fag = bigbianina, (3.23)

f30 - 510 + 511 + 5127

J31 = &13 + &4

f32 - 515 + 516,

L f33 = 517 + §18 + 519 + '5207

3.2. L’'expression de la transformation
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ou

§ = bll(n% + biingg + cinan + nanan) (x),
& = bumain (x)(e1 + na(x)) + (bizbar + bisbs1 + biabar)nas (),
€5 = bia(nfy (%) + buinai (2) + (e1 + ma(2))nan (2)),
€4 = (biabag + bisbsa + biabgo)ni1 () + bi1biangii (),
€5 = (1 +na(2)) (T (@) + bunar (2) + (1 4 na(@))nan (),
(3.29)
£ = bn(b% + (b1 + 1 + n1)nar (x) + biaboy + bianai(x,y, z,u)),
€7 = ba1(b11b12 + biabas + bianage) + b3y (b11b13 + b12bas + bianas),

€g = ba1(b11b14 + biabag + bianog) + bianas (x)(ca + n2),

g = bisnii(v)(cs +n3(z,y, 2,u)) + branii(cs + nu(2,y, 2, u)),

\ E10 = bi2(b3] + n11b1n 4 cinay + nanay + bisbay + bianag),

3.2. L’'expression de la transformation
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et
.
€11 = baa(b11b12 + b12bag + b1amag) + b3a(b11b13 + b12bag + bianas),

€19 = baa(b11b14 + b12bog + b1amas) + bianaii(cr + ny),
€15 = bag(b11b12 + b12bag + b1amag) + b33 (b11b13 + b12bag + bianas),
€14 = baz(b11b14 + b12bog + b1amas) + biznaia(cr + ny),
€15 = b2a(b11b12 + b12bag + b1amag) + b3a(b11b13 + b12bag + bianas),
(3.25)
€16 = baa(b11b14 + b12bog + b1amas) + branaii(cr + ny),
€17 = (a1 + n1)<b%1 + n11b11 + cinag 4+ nangg + biabey + bianay),

15 = (co + n2(,y, 2,u)) (br1bi2 + bizbas + bianaa(w, Y, 2, u)),

€19 = (ca + nu(z,y, 2,u))(b11b14 + bi2bag + bianos(x, y, 2, u)),

\ a0 = (c3 +n3(w,y, 2,u)) (br1bis + brabas + branaes(z,y, 2, u)).
Notez que la transformation inverse existe depuis la procérure décrite dans la seconde transforme

du systeme dynamique 4 — D donneée par (3.1) a la forme hyperjerque donnee par (3.17).

3.3 Exemples d’'une dynamique de type hyperjerky

En utilisant la méthode ci-dessus, nous pouvons prouver que tout systéme dynamique de la forme

fonctionnelle
&' = ¢y + bu + biay + bisz + buu + ny (),
Y = Ca+ b + bogy + bogz + bogu + na(z,y, 2, u), (3.26)
Z' = 3+ b31 + baay + bazz + bsau + n3(x, y, 2, u),
U = g+ by + baoy + bagz + baau + ny(z, y, 2, u),
peut étre réduit a dynamique de hyperjerky de la forme

m

’ " "
x :H<x,x,x,m )

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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si les condition suivant vérifient

bio 0, bog £ 0, bay # 0. (3.27)

c’est a dire bj3 = byy = by = 0 dans systéme (3.1). Dabord, nous remarquons que si ny et n3 ne
dépend pas de z et u. Respectivement, ensuite il n’est pas nécessaire de considérer la fonction g,

et go défini ci-dessus. Dans ce cas, on a

1 ,
y(z, 2') = i (—x +c1+n(z) + bnx) ,

ainsi )
i " i 1 1"
Yy (.I’,.’L'/,I' ) = f5 = _b11b12 + M'x +—z,
bis b1z
et
f1:07 f2:oa f3:07 f4:07
également
z (.T,,I/,I”> - f7 f67
ou b11b biob b b b
fo = (—11 2 21) v—2a — et 27 = (2) + s,
b2 bio b2 bi2
1
f7 - b_7f8(x) = Oa
23
d’ou .
Z/ = f7 —ZL’/H -+ flo(ﬂ?).%” + fg.?:/ s
b12
ou )
fo = <b12(f2 — ba1) + bagbi1 + bagngy () — nann(x)z )
bio ’
et

fio(x) = (—% - W) ’

en égalant la formule pour 2’ avec la troixiéme equation de (3.26), nous obtenons

u — f79€m + bi2 f11 + biafi2

b12034 ,
= 10z — Oi2bs1 - 52 + f1fo(, 7) 2 +f7f10($)35”,
bio b12
et

b3z (c1 + n1())
bl2

- f6f7b337

fia=—ng—c3+
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donc nous avons
! 4
u = flgl“( ) 4 fia,

o / f
7 11 12
= et i, Ji2
2 = 5 = b
finalement, nous obtenons
MO fis + fie
J13
_ H (l" $l’$/,7x,,,> :
ou
fis = ca + by + bas f7 f6 + po,
et
1
f16:b42 b ( x+61+n1()+b111’) s
12
avec

- (fﬂm + biafi1 + biafi2
Po = baa
b12b34

) +n4 — fa,
. . 7 7 ,
dans ce cas, l'expression de la transformation 7' = T'(z, 2 ,z", 2" ) est donnée par

Ti(z,y, z,u

7

Ty, zu) =1 = = fir(z,y) + fis(x, z,u) + fio(z,y, 2, u),

( )=
To(x,y, z,u) = T =+ bz + by + ni(x),
T3( ) =

( ) == \Ijl + \Ij27

T4 T,Y,z,u

telle que

Uy = fooz® + [0’y + foex® + fozzy + fouzz,
Uy = foo + fory® + faoy + fa12 + fa2u+ fs,

et son inverse est défini par

T e, 2", 2") =2,
T, Yz, o', 2" 2") = u,
Tyt (z, 2, 2", 2") = 2,
Ty Yz, o', 2", 2") =y,

(3.28)

(3.29)

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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telle que

ou

frx" 4+ bie fur(z, 2/, 2") + bia fra(x, 2/, ")
b12b34

Y

S f7 fﬁ(max/ax,/)a

1
Yy = _b_ <_x/+cl+n1(x)+b11x)v
12

fiz = (b31 4 11 (@)b11 + bigbar )z + (br1biz + bigbas + bignyi (x))y,
Ji8 = b1abasz,

fio = (b11(c1 + na1(z)) + bia(c + na(z, y)) + ni1(x)(c1 + na(2))),
Joo = 5%171111(90)7

for = 511512n111(95)7

Ja2 =& + &

fazs = &5+ &4,

f2a = b12bazniy (),

fas =0, (3.30)
J2s =0,

Jo =0

J26 :€5+56+f7+§87
Jor = 5%271111

Js0 = &0+ &1+ &ua
fa1=&13 + &1as

fa2 = &15 + &1

\ f33 = 517 + 518 + §19 + fzoa

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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Ou

£ = bll(n% + biinay + cinan + nanaan) (),
&y = bunaii(x) (1 + ni(x)) + (br2bar)na1(x),
€3 = bia [nF; + bunai () + (e1 + na ()] na11 (),
€4 = (biabog)nai(z) + bi1biani (x),
s = (cr +na()) [n3) + bunaa (@) + (e + na(@))nan ()],
(3.3D)
&6 = b1 [b% + (b11 + 1 + n1)nar(x) + biabor + bianai(z,y)],

§7 = bay [b11b12 + bi2bas + bignaa(, y)] + bsi [b1abas + bionaes(x, y)],

£g = bar (branaa(w, y)) + brana(z)(co + na(z, y)),

\ E10 = bi2(b3; + n11bin + cinag + nanay + bisbay + bianag),

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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Et

\

E11 = boa(b11b12 + b12bag + b1anaz) + baa(bi2bas + bianes),
€19 = bya(b1anayg) + biangii(cr + ny),
E13 = bag(b11b12 + b12bag + b1ang2) + b33(b12bag + bianas),
€14 = baz(biznay),
€15 = b3a(b12baz + bianas),
(3.32)
€16 = baabi2nay,
&7 = (c1 4+ n1) (b3 4 na1bin + c1nan + nanag + biabay + bianay),
€18 = (2 + na(@,y)) (br1biz + bizbas + biznae(w,y)),

519 = (C4 + 7”L4(.I', Y, z, u))(b12n24(x, y))7

90 = (c3 +n3(z,y, 2)) (brzbaz + bianas(z,y)),

nous remarquons que si n;(z) = 0, donc lexpression de la transformation 7' = T (z, 2, z",2")

est donner par :

Et son inverse est défini par

Ti(x,y,z,u) = x,
Ty(z,y,z,u) = o' = c1 + bz + biay, (3.33)
Ts(%y, Z»“) =g = f17(:v,y) + flg(Z) + f19($7y)>
Ty(x,y, z,u) = 2" = fosx + faoy + fa12 + faou+ fas(x,y, 2, u),
( Tl_l(l‘,gj/’:[;”’xm) —
ﬂ%mfwﬂyyzu:ﬁzwummaﬁwmme%
(3.349)

T3_1($7$I,$II7QTIII) — o, — f7f6(,flj'7l‘l7l‘”)

/ 1"

Ty Yoo 2" 2") =y = _ﬁ(_xl + o1+ ni(z) + buz)

\

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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Ou

Oou

( §& =0,
£, =0,
53:07
54:07
£ =0,
§o =10

fir = (b}; + bi2ba1)x + (br1bia + bi2bao)y,

f18 = b1abosz,
fio = (b11(c1) + b12(co + na(z,y)))
f20 = 07 f21 = 07

J22 =0,
J23 =0,
Jaa =10,
J2s =0,
fas =0,
J29 =0,
Joar =0

J26 = 56 +f7 +§8>

fa0 = &0+ &1+ &1as S31 =813+ &
32 :fl5+516u

f33 = 517 + §18 + &9+ &2

£ = b1 [b% + b12bo1 + bianay (z,y)],

&7 = by [b11b12 + bi2bag + bianaa(x, y)] + bsy [b12bas + bianes(z, y)],

§s = 541(51277/24(957 y)),
§10 = b2 [bfl + b1abay + bianay (2, y)],

€11 = bag [b11b12 + b12bog + bianas(z, y)| + bag [b12bes + bianas(x, y)],

512 = 542(5127124)7

€13 = bog [b11b12 + b12bag + bianas(x, y)| + bss [bi2bes + bianas(x, y)],

(€14 = buz(br2n24),

(3.35)

(3.36)

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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et
€15 = baa(b12bas + bianas(w, y)),
€15 = basbronaa(z,y),
€15 = c1(bar1 + bi2bay + bianai (2, 9)),
§15 = (ca +na(w,y)) (br1bia + biaboy + bianas(z,y)),
€15 = bianaa(z, y)(ca + na(z, y, 2, 1)),
\ &15 = (c3 + n3(x,y, 2))(bi2baz + bianaes(z, y)).

Nous trouvons maintenant des conditions suffisantes pour I’ équivalence d’un systeme quadra-

(3.37)

tique 4 — D avec un systéme hyperjerk. Selon I'analyse précédente, le systéme quadratique géné-

rale a 4 — D se présente sous la forme suivante :

' =1 4 b11w + b2y + bizz + brau + ny (),
Y = o + b1 + baoy + bazz + bagu + no(z,y, 2, u), (3.38)
2" = c3 + b31x + baay + basz + bsau + ng(z, y, 2, u),
U = ¢4 + by ® + baoy + bazz + baau + ny(x,y, 2, 1),
ou
ny(z) = au?,
Ny = byx? 4 bsy? + bgz? + byu? + bgwy + boxz + bigyz + biiaxu + biszu + bisyu, (3.39)

ng = eqx? + e5y2 + 6622 + e7u2 + esxy + egxrz + e1pyz + e11xu + €122U + €13y,

ng = dgx?® + dsy? + dg2? + dyu® + dgaxy + doxz + dioyz + diixu + digzu + disyu.

En utilisant la forme (3.26), il est facile de montrer que tout systeme quadratique 4 — D de la

forme

JZ'/ = C + bnl’ + blgy + 6141'2,
Y = Co + b1 + by + bazz + byz? + bsy? + bszy, (3.40)
2" = ¢34 by1x + baay + b33z + bagu + eqx? + esy® + eg2? + esxy + €9z + €10y 2, '

U = ¢y + by + byoy + bazz + bygu + na(x,y, 2, ),

peut-il étre réduit a une forme hyperjerky dynamique de la forme

m ! "

:H(x,cc/,xl,m ).

Si les conditions (3.27) est verifie. Nous remarquons que la forme (3.40) contient 20 termes non-

linéare et que le systeme quadratique 4-D hyperchaotique le plus connu est le systeme de Rossler

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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qui contient un terme non-linéaire xz et est donné par

¥ = —y— 2z,

y = x+ay+u,
2 = b+az,

v o= cu—dz,

Mais ce systeme n’est pas équivalent a un systeme hyperjerky en raison de la présence dune
singularité. En [6], le systéme hyperchaotique simple a été étudié. Il est donné par
x””—{—x%”’—{—Ax"—l—x’—{—m =0

Ce systéeme ayant un attracteur hyperchaotic lorsque A = 3,6 avec des exposants de Lyapunov
(0.1310,0.0358,0. — 1.2550).

3.3. Exemples d'une dynamique de type hyperjerky
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