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Résumé 

 
Dans ce mémoire, nous étudions premièrement l'existence de cycles limites du 

système différentiel à quatre dimensions  
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La seconde partie de ce travail est l'étude de l'existence de cycles limites d'un 

satellite rigide dumbbell dans un orbite circulaire ayant des équations de 

mouvement de la forme 
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où   est un paramètre suffisamment petit et 

21
, FF  sont des fonctions lisses 

périodiques en .t   

 

Mots clés : Cycle limite, fonction linéaire par morceaux, satellite rigide dumbbell, 

orbite circulaire. 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 
 

In this work, we first study the existence of limit cycles of the 

four-dimensional differential system 
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where   is a sufficiently small parameter 
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The second part of this work is the study of the existence of limit cycles 

of a rigid dumbbell satellite in a circular orbit having equations of 

motion in the form  
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where   is a sufficiently small parameter and 

21
, FF are periodic smooth 

functions in .t   

 

Keywords : Limit cycle, piecewise linear function, rigid dumbbell 

satellite, circular orbit. 

 



 ملخص:

في البعد الزابعتفاضليت  لجملت مـــــــعادلاثدوراث المنتهيت الوجىد  ولاندرس أ في هذه المذكزة  
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مر دمبل الصناعي في مسار لق وجود الدورات المنتهية في الجزء الثاني من هذا العمل ندرس
 والذي معادلة حركته معرفة بالشكل  يدائر
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و داـــغيرة جــــــــة صـــط ذو قيمــــــــوسي هو   حيث

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INTRODUCTION

On considère le système différentiel

ẋ = P (x, y) , ẏ = Q (x, y) , (1)

où P et Q sont des polynômes réels en les variables x et y. Dans son allocution
au Congrès international de mathématiques de Paris en 1900, Hilbert a soulevé la
question du nombre de cycles limites de ces systèmes différentiels. Il reste l’une des
questions ouvertes les plus diffi ciles de la théorie qualitative des systèmes différentiels
polynomiaux plans.
Soit Hm le nombre maximum possible de cycles limites de (1) lorsque P et Q

sont de degré au plus m. les Hm sont les nombres de Hilbert et le problème de
savoir si Hm est fini est toujours un problème, même pour le cas le plus simple de
systèmes différentiels polynomiaux quadratiques (m = 2). Le meilleur résultat dans
cette direction est probablement la preuve de la conjecture de Dulac par ILyashenko
[11] et [7] selon différentes méthodes. Ce résultat indique qu’un système polynomial
donné ne peut pas avoir un nombre infini de cycles limites. Notez que cela n’implique
pas que Hm est fini.
D’autre part, il y a eu un certain succès pour trouver les bornes inférieures de

Hm. Ainsi, on sait que H2 ≥ 4 (voir [19]) et H3 ≥ 11 (voir [13]). Plusieurs auteurs
ont établi que Hm grandit au moins aussi vite que m2 avec m. cela, Ilyashenko [10]
a prouvé que

Hm ≥
1

2

(
m2 +m− 2

)
.

Basarab-Horwath et Lloyd [1] ont montré que

Hm ≥
1

4
(m− 1)(m+ 2) .

Christopher et Lloyd [5] ont prouvé que

1
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Hm ≥
1

2

(
m+ 1)2(log2(m+ 1

)
− 3) + 3m.

Dans ces trois derniers résultats, les cycles limites se produisent dans plusieurs nids,
c’est-à-dire qu’ils n’entourent pas un point singulier unique. En 1954, Otrokov [17]
a déclaré que

Hm ≥
1

2

(
m2 + 5m− 20− 6(−1

)m
),

et que tous ces cycles limites sont situés dans un petit voisinage d’un point singulier
unique. Malheureusement, la preuve d’Otrokov est diffi cile à comprendre pour nous.
Ce travail se compose de trois chapitres qui se déclinent comme suit :
Le premier chapitre présente des rappels et généralités sur les systèmes dyna-
miques et les équations différentielles.
Dans le deuxième chapitre on étudie la bifurcation des cycles limites des orbites
périodiques d’un centre à quatre dimensions dans une classe de systèmes différentiels
linéaires par morceaux de la forme

ẋ = A0x+ εF (x) .

Où

A0 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 ,

et ε est un paramètre suffi samment petit, F : R4 → R4 est donné par F (x) =
Ax+ ϕ

(
kTx

)
b tel que

ϕ (x) =

{
0 si x ∈ (−∞, 1) ,
mx si x ∈ [1,+∞),m ∈ R∗+.

Dans le troisième chapitre nous avons donné les conditions suffi santes pour l’exis-
tence des solutions périodiques de la dynamique d’attitude perturbée d’un satellite
rigide dumbbell dans un orbite circulaire

d2θ

dt2
− 2

dφ

dt

(
1 +

dθ

dt

)
tanφ+ 3 sin θ cos θ = εF ∗1

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
,

d2φ

dt2
+

((
1 +

dθ

dt

)2

+ 3 cos2 θ

)
sinφ cosφ = εF ∗2

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
,

où ε est un paramètre suffi samment petit et F ∗1 , F
∗
2 sont des fonctions lisses pério-

diques en t avec

2
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F ∗1

(
t, 0,

dθ

dt
, 0,

dφ

dt

)
= 0,

F ∗2

(
t, 0,

dθ

dt
, 0,

dφ

dt

)
= 0.

3



CHAPITRE 1

RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et résultats fondamentaux
sur les systèmes dynamiques et les équations différentielles.

1.1 Système dynamique

Définition 1.1.1 Un système dynamique sur Rn est une application Ψ : R×Rn →
Rn tel que

(1) Ψ (., x) : Rn → Rn est continue,
(2) Ψ (t, .) : R→ Rn est continue,
(3) Ψ (0, x) = x,
(4) Ψ (t+ s, x) = Ψ (t,Ψ (s, x)) ∀t, s ∈ R,∀x ∈ Rn.

1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.2.1 Soit U un ouvert de Rn. Une application

X : x = (x1, ..., xn)T → (f1(x), ..., fn(x))T ,

de classe Ck définie sur U à valeurs dans Rn est appelée un champ de vecteurs de
classe Ck sur U . À un tel champ de vecteur, on associe le système différentiel

{ẋi = fi (x1, ..., xn) |i ∈ {1, ..., n}} ⇔ ẋ = X(x).

4



CHAPITRE 1. RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

1.3 Point critique

Définition 1.3.1 Soit le système différentiel non linéaire

ẋ = f(x), x ∈ Rn (1.1)

On appelle point critique ou point d’équilibre du système différentiel (1.1), tout point
x0 ∈ Rn tel que

f(x0) = 0.

1.4 le système linéairisé

Définition 1.4.1 Considérons le système différentiel (1.1). Le système

ẋ = Ax, (1.2)

où

A = Df(x0) =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)
1≤i,j≤n

,

et
f(x0) = 0,

est appelé le linéarisé de (1.1) en x0.

1.5 Point critique hyperbolique

Définition 1.5.1 Un point critique x0 de système différentiel (1.1) est dit hyperbo-
lique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A = Df(x0) sont à
partie réelle non nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

1.6 Point critique dégénéré

Définition 1.6.1 Un point critique x0 de système différentiel (1.1) est dit dégénéré
si au moins une des n valeurs propres de la matrice Jacobienne A = Df(x0) est
nulle.

1.7 Point critique puits

Définition 1.7.1 Un point critique x0 de système différentiel (1.1) est appelé puits
si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelles stric-
tements négatives.

5



1.8. POINT CRITIQUE SOURCE

1.8 Point critique source

Définition 1.8.1 Un point critique x0 de système différentiel (1.1) est appelé source
si toutes les valeurs propres de la matrice A = Df(x0) ont des parties réelles stric-
tements positives.

1.9 Point critique selle

Définition 1.9.1 Un point critique x0 de système différentiel (1.1) est appelé s’il
est hyperbolique et si A = Df(x0) a au moins une valeur propre avec une partie
réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.10 Centre isochrone globale dans R4

Définition 1.10.1 Soit le système différentiel linéaire
ẋ1 = −x2,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = −x4,
ẋ4 = x3,

(1.3)

l’origine de R4 est un centre isochrone globale pour le système (1.3), c.-à-d, tous les
orbites différentes de l’origine sont périodiques à la même période 2π.

1.11 Système différentiel autonome

Définition 1.11.1 On appelle système différentiel autonome un système différentiel
pour lequel f ne depend pas du temps :

ẋ = f(x), x ∈ Rn.

1.12 Flot du système différentiel

Définition 1.12.1 On appelle flot du système différentiel ẋ = f (x) où x ∈ Rn et
f (x) ∈ Rn l’ensemble des applications φt : Rn → Rn définies par φt (x0) = φ (t, x0)
où φ (t, x0) est la solution de ce système telle que φ (0, x0) = x0.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

1.13 Notions de stabilité

Soit le système différentiel

ẋ = f(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn,
on suppose que f(t, x) satisfait les conditions du théorème d’existence et d’unicité
des solution.

Définition 1.13.1 Une solution ϕ(t) du système{
ẋ = P (x, y) ,
ẏ = Q (x, y) ,

(1.4)

telle que ϕ(t0) = ϕ0 est dit stable au sens de Lyapunov si : ∀ε > 0 , ∃ δ > 0 tel
que pour toute solution x(t) dont le valeur initiale x(t0) vérifie :

‖x(t0)− ϕ0‖ < δ ⇒ ‖x(t)− ϕ(t)‖ < ε,∀t ≥ t0,

si en plus : lim
t→+∞

‖x(t)− ϕ(t)‖ = 0, alors la solution ϕ(t) est un asymptotiquement

stable.

Définition 1.13.2 La solution ϕ(t) = 0 est stable au sens de Lyapunov si : ∀ε > 0
, ∃ δ > 0 tel que pour toute solution x(t) dont le valeur initiale x(t0) vérifie :

‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε,∀t ≥ t0,

si en plus : lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0, ϕ(t) = 0 est dite asymptotiquement stable.

1.14 Cycle limite

Définition 1.14.1 Un cycle limite est une orbite fermée isolé, c’est à dire au voi-
sinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermé.
La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires de son voisinage.

1.15 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.15.1 Supposons que le système (1.4)a une orbite périodique (x (t) , y (t))
de période T . Soit

δ =

T∫
0

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
(x (t) , y (t)) dt.

Si δ > 0 (resp. δ < 0) alors l’orbite périodique (x (t) , y (t)) est un cycle limite in-
stable (resp.stable). Il peut être un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut
appartenir à une bande δ = 0.
Une orbite périodique (x (t) , y (t)) ayant δ 6= 0 est un cycle limite hyperbolique.
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1.16. SOLUTION PÉRIODIQUE

Fig. 1.1. Cycle limite stable Fig. 1.2. Cycle limite instable

Fig. 1.3. Cycle limite
semi-stable

1.16 Solution périodique

Définition 1.16.1 Supposons que x = Γ (t) est une solution de système différentiel
(1.1) et supposons qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant

Γ (t+ T ) = Γ (t) pour T > 0.

Alors Γ (t) s’appelle une solution périodique de système (1.1). Le plus petit réel T > 0
qui vérifie la formule précédent est appelé période.

1.17 Plan et portrait de phase

Définition 1.17.1 Soit le système planaire (1.4)un portrait de phase est l’ensembles
des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour les systèmes autonomes
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

d’équations différentielles ordinaires de deux variables. Les solutions (x (t) , y (t)) du
système (1.4) représentent dans le plan (x, y) des courbes appelées orbites. Les points
critiques de ce système sont des solutions constantes et la figure complète des orbites
de ce système ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le
plan (xoy) est le plan de phase.

1.18 Classification des points d’équilibre dans R2

On considère le système différentiel linéaire{
ẏ1 = a11y1 + a12y2,
ẏ2 = a21y1 + a22y2,

ce système s’écrit sous la forme matricielle

Ẏ = AY,

où

Y =

(
y1

y2

)
, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

1) Cas A est diagonale et les valeurs propres λ1 et λ2 sont réelles
le systéme s’écrit alors {

ẏ1 = λ1y1,
ẏ2 = λ2y2,

soit {
y1 = aey1t,
y2 = bey2t.

Il y a donc une infinité de solutions, dépendant de deux paramètres a et b l’ensemble
des solutions, consistue un espace vectoriel de dimesion 2 sur R. Si de plus on se

donne Y (0) = Y 0 =

(
y0

1

y0
2

)
, alors Y est pas faitement déterminé Y =

(
y0

1e
y1t

y0
2e
y2t

)
.

On peut représenter l’énsemble des solutions dans le plan (y1, y2) pour a et b don-
nés, la courbe (y1 (t) , y2 (t)) s’appelle une courbe intégrale, elle est donnée par une
représentation paramétrique en fonction de t.
Si λ1 = λ2

on a alors {
y1 =

a

b
y2 si b 6= 0,

(y1 = aey1t, y2 = 0) si b = 0.

C’est une famille de droites passant par l’origine.
Si λ1 > 0, y1 et y2 tendent vers ±∞ lorsque t → +∞ et vers 0 lorsque t → −∞ si
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1.18. CLASSIFICATION DES POINTS D’ÉQUILIBRE DANS R2

λ1 < 0, c’est le contraire. La flèche sur les droites représente le sens du temps

Fig. 1.4. Noeud propre stable si
λ1 = λ2 < 0.

Fig. 1.5. Noeud propre instable
si λ1 = λ2 > 0.

Fig. 1.6. Noeud impropre stable
si λ1 < λ2 < 0.

Fig. 1.7. Noeud impropre instable
si λ1 > λ2 > 0.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

Lorsque les deux valeurs propers sont négatives, il suffi t de renverser le sens du
temps l’origine dévient alors un point stable.

Fig. 1.8. Col (Selle) si λ1 < 0 < λ2

ou λ2 < 0 < λ1.

2) Cas A non diagonalisable alors λ est valeur propre double

Fig. 1.9. Noeud exceptionnel
stable si λ < 0.

Fig. 1.10. Noeud exceptionnel
instable si λ > 0.

3) Cas A a deux valeurs propres complexes conjuguées distinctes (i.e Im
λi 6= 0). Notons donc {

λ1 = α + iβ,
λ2 = α− iβ, β 6= 0.

Il leur correspond deux vecteurs propers complexes U et U , avec

AU = λ1U,
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1.18. CLASSIFICATION DES POINTS D’ÉQUILIBRE DANS R2

écrivons U = V 1 + iV 2, et égalons partie réelle et partie imaginaire.

A
(
V 1 + iV 2

)
= (α + iβ)

(
V 1 + iV 2

)
,{

AV 1 = αV 1 − βV 2,
AV 2 = βV 1 + αV 2,

dans la base
(−→
V 1,
−→
V 2
)

(vecteuer dont les coordonnées sont (V 1, V 2) dans la base

(−→e1 ,
−→e2 )), la matrice A se transformer en

B =

(
α β
−β α

)
,

module cette transformation, nous nous ramenons donc à étudier le système

Z ′ = BZ,

On obtient la solution s’écrit comme suite

Z = eBtC,

C vecteur quelconque de Rn
Calculons eBt

B = αI + βJ , J =

(
0 1
−1 0

)
.

I et J commutent évidemment, d’où

eBt = eαtIe+βJt,

nous avons déjà calculé eJt, d’où

eβJt = cos βtI + sin βtJ,

et

eBt = eαt (cos βtI + sin βtJ) = eαt
(

cos βt + sin βt
− sin βt cos βt

)
,

et {
z1 = eαt (c1 cos βt+ c2 sin βt) ,
z2 = eαt (−c1 sin βt+ c2 cos βt) ,

écrivons c1 et c2 sous la forme{
c1 = a cos b a > 0,
c2 = a sin b b ∈ [0, 2π[ ,

alors {
z1 = aeαt cos (−b+ βt) ,
z2 = aeαt sin (−b+ βt) ,
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET GÉNÉRALITÉS

1ercas : α = 0, les valeurs propres sont imaginaires purs, λ1 = iβ, λ2 = −iβ

{
z1 = a cos (−b+ βt) ,
z2 = a sin (−b+ βt) ,

d’où

z2
1 + z2

2 = a2.

Si
(−→
V 1,
−→
V 2
)

= (−→e1 ,
−→e2 ) on a une famille de cercles concentriques sinon une famille

d’ellipses.

Fig. 1.11. Centre

2ème cas : α 6= 0 donc λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ, on a alors

z2
1 + z2

2 = a2e2αt,

soit la courbe en polaires {
ρ = ae

α
β

(θ+b),
θ = −b+ βt.

C’est une spirale logarithmique.
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1.19. MATRICE FONDAMENTALE

Fig. 1. 12. Foyer stable si
λ1 = α + iβ et α < 0.

Fig. 1.13. Foyer instable si
λ1 = α + iβ et α > 0.

1.19 Matrice fondamentale

Définition 1.19.1 soit x′ (t) = A (t)x (t) un système différentail linéaire à coef-
ficients constants, où A est un fonction continue sur un intervelle I de R, chaque
A (t) étant une matrice carrée réelle de taille n la solution x (t) est un vecteur de Rn.
soit (u1, u2, ..., un) un système fondamentale de solution c’est-a-dire que (u1, u2, ..., un)
est base de l’espace vectoriel des solution. on appelle matrice fondamentale as-
socié à ce système de solution la matrice M (t) dont les coordonneés des vecteurs
u1 (t) , u2 (t) , ..., un (t) .En particulier on a ui (t) = M (t) ei si (e1, e2, ..., en) est la
base canonique de Rn.
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CHAPITRE 2

CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINÉAIRE À
QUATRE DIMENSIONS

2.1 Introduction et résultats principaux

Dans la théorie qualitative des équations différentielles, l’étude de leurs cycles
limites est devenue l’un des sujets principaux. Pour une équation différentielle donnée
ε, un cycle limite est une orbite périodique de ε isolée dans l’ensemble de toutes les
orbites périodiques de ε.
De nombreuses questions se posent sur les cycles limites des équations différentielles
planaires. Deux grandes lignes de recherche pour de telles équations sont, d’abord le
16ème problème de Hilbert, voir par exemple [12] ;[14], et deuxièmement l’étude du
nombre de cycles limites émergeant des orbites périodiques d’un centre quand nous
le perturbons dans une classe donnée d’équations différentielles, voir, par exemple, le
livre [6] et leurs références. Plus précisément, le problème du centre linéaire planaire

ẋ = −y,
ẏ = x,

et perturbation de cela

ẋ = −y + εP (x, y),

ẏ = x+ εQ (x, y) ,

à l’intérieur d’une classe donnée d’équations différentielles polynomiales et l’étude
des cycles limites bifurquant à partir des orbites périodiques du centre linéaire a
suscité l’intérêt et les recherches de nombreux mathématiciens. Bien entendu, ε est
un paramètre suffi samment petit. Ici, notre principal souci est de porter ce problème
à une dimension supérieure lorsque la perturbation est linéaire par morceaux.
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2.2. MÉTHODE DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Le but de ce chapitre est d’étudier l’existence de cycles limites du système à quatre
dimensions

x′ = A0x+ εF (x), (2.1)

pour |ε| 6= 0 est un paramètre suffi samment petit, où

A0 =


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , (2.2)

et F : R4 → R4 est donné par

F (x) = Ax+ ϕ(kTx)b,

avec A ∈M4(R), k, b ∈ R4\{0} et ϕ : R→ R la fonction linéaire par morceaux

ϕ(x) =

{
0, si x ∈ (−∞, 1),
mx, si x ∈ [1,∞),m ∈ R∗+.

Pour ε = 0 le système (2.1) devient
x′1 = −x2,
x′2 = x1,
x′3 = −x4,
x′4 = x3.

(2.3)

Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 2.1.1 Au plus 3 cycles limites du système (2.1) qui bifurque des orbites
périodiques du système (2.3), extension au premier ordre de la fonction de déplace-
ment de (2.1) par rapport au petit paramètre ε.

2.2 Méthode de la moyennisation du premier ordre

Le but de cette section est de présenter la méthode de moyennisation du premier
ordre telle qu’elle a été obtenue dans Buica & Llibre [3]. La différenciation du champ
de vecteurs n’est pas nécessaire. Les conditions spécifiques pour l’existence d’un zéro
isolé simple de la fonction moyennée sont données en degrés de Brouwer. En fait,
la théorie du degré Brouwer est le point clé dans la preuve de ce théorème. Nous
rappelons ici que la continuité d’une fonction dimensionnelle finie est une condi-
tion suffi sante pour l’existence de son degré Brouwer (voir [15] pour des définitions
précises).
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CHAPITRE 2. CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINÉAIRE À QUATRE
DIMENSIONS

Théorème 2.2.1 On considère le système différentiel suivant

x′(t) = εH(t, x) + ε2R(t, x, ε), (2.4)

où H : R × D → Rn, R : R × D × (−εf , εf ) → Rn sont des fonctions continues,
T—périodique en la première variable, et D est un sous-ensemble ouvert de Rn. On
définit h : D → Rn comme

h (z) =

T∫
0

H (s, z) ds, (2.5)

et on suppose que
(i) H et R sont localement lipschitzienne par rapport à x ;
(ii) Pour a ∈ D avec h(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que h(z) 6= 0
pour tout z ∈ V �{a} et dB(h, V, 0) 6= 0. Ensuite, pour |ε| > 0 est un paramètre
suffi samment petit, il existe une solution T—périodique isolée ϕ(·, ε) du système (2.4)
telle que ϕ(·, ε) → a quand ε→ 0.
Ici, nous aurons besoin de certains faits de la preuve de théorème 2.1.1. L’hypothèse
(i) assure l’existence et l’unicité de la solution de chaque problème de valeur ini-
tiale sur l’intervalle [0, T ]. Ainsi, pour chaque z ∈ D, il est possible de dénoter par
x(·, z, ε) la solution de (2.4) avec la valeur initiale x(·, z, ε) = z.
On considère aussi la fonction ζ : D × (−εf , εf )→ Rn défini par

ζ(z, ε) =

T∫
0

[εH(t, x(t, z, ε)) + ε2R(t, x(t, z, ε), ε)]dt. (2.6)

De la preuve de théorème 2.2.1 ( voir [22] ) nous extrairons les faits suivants.

Remarque 2.1 Pour tout z ∈ D la relation suivante est vérifiée

x(T, z, ε)− x(0, z, ε) = ζ(z, ε).

La fonction ζ peut être écrite sous la forme

ζ(z, ε) = εh(z) + ε2O(1),

où h est donné par (2.5) et le symbole O(1) désigne une fonction bornée sur chaque
sous-ensemble compact de D × (−εf , εf ). De plus, pour |ε| suffi samment petit, z =
ϕ(0, ε) est un zéro isolé de ζ(·, ε).
Pour les systèmes concrets, il est possible que la fonction ζ ne soit pas globalement

différentiable, mais que la fonction h l’est. En fait, seule la différentiabilité dans
un voisinage d’un zéro de h isolé pourrait suffi re. Dans ce cas, on peut utiliser la
remarque suivante pour vérifier l’hypothèse (ii) du théorème 2.2.1.

Remarque 2.2 Soit h : D → Rn une fonction de classe C1, avec h(a) = 0, où
D est un sous-ensemble ouvert de Rn et a ∈ D. Lorsque a est un simple zéro de
h (c’est-à-dire Jh(a) 6= 0), il existe un voisinage V tel que h(z) 6= 0 pour tout
z ∈ V \{a}. Puis dB(h, V, 0) ∈ {−1, 1}.
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2.3. PREUVE DU THÉORÈME 2.1.1

2.3 Preuve du théorème 2.1.1

Lemme 2.3.1 Par un changement linéaire des variables, et éventuellement une per-
mutation des variables, le système (2.1) peut être transformé en le système

x′ = A0x+ εAx+ εϕ(x1)b, (2.7)

où Ā = (aij) et b̄ = (bi) =


b1

b2

b3

b4

 = e1 =


1
0
0
0

.
Preuve. En faisant le changement linéaire x = Jy, avec J inversible, le système
(2.1) devient

ẏ = J−1A0Jy + εJ−1AJy + εϕ(kTJy)J−1b.

Il est facile de trouver J inversible qui vérifie J−1A0J = A0 et kTJ = eT1 .
Pour appliquer la méthode de moyennisation, nous avons mis le système sous une
forme plus appropriée. Il est facile de voir que le changement de variables (x1, x2, x3, x4)
en (θ, r, ρ, s) par

x1 = r cos θ,

x2 = r sin θ,

x3 = ρ cos(θ + s),

x4 = ρ sin(θ + s),

on transforme le système (2.1) en un système de la forme

dr

dθ
= εH1(θ, r, ρ, s) + ε2O(1),

dρ

dθ
= εH2(θ, r, ρ, s) + ε2O(1), (2.8)

ds

dθ
= εH3(θ, r, ρ, s) + ε2O(1),

où

H1 = cos θ[b1ϕ(r cos θ) + a11r cos θ + a12r sin θ + a13ρ cos(θ + s) + a14ρ sin(θ + s)]

+ sin θ[b2ϕ(r cos θ) + a21r cos θ + a22r sin θ + a23ρ cos(θ + s) + a24ρ sin(θ + s)],

H2 = cos(θ + s)[b3ϕ(r cos θ) + a31r cos θ + a32r sin θ + a33ρ cos(θ + s) + a34ρ sin(θ + s)]

+ sin(θ + s)[b4ϕ(r cos θ) + a41r cos θ + a42r sin θ + a43ρ cos(θ + s) + a44ρ sin(θ + s)],
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DIMENSIONS

H3 = (1/r) {sin θ[b1ϕ(r cos θ) + a11r cos θ + a12r sin θ + a13ρ cos(θ + s) + a14ρ sin(θ + s)]

+ cos θ[b2ϕ(r cos θ) + a21r cos θ + a22r sin θ + a23ρ cos(θ + s) + a24ρ sin(θ + s)]}
− (1/ρ) sin(θ + s){[b3ϕ(r cos θ) + a31r cos θ + a32r sin θ + a33ρ cos(θ + s) + a34ρ sin(θ + s)]

+ cos(θ + s)[b4ϕ(r cos θ) + a41r cos θ + a42r sin θ + a43ρ cos(θ + s) + a44ρ sin(θ + s)]}.

Ensuite, appliquez le théorème 2.2.1 en obtenant h : Dn → R3, h = (h1, h2, h3) où

hi(r, ρ, s) =

2π∫
0

Hi(θ, r, ρ, s)dθ.

On a

h1(r, ρ, s) = b1I1(r) + π(c1r + c2ρ cos s+ c3ρ sin s),

h2(r, ρ, s) = I1(r)(b3 cos s+ b4 sin s) + π(c4ρ+ c5r cos s+ c6r sin s), (2.9)

h3(r, ρ, s) = I1(r)(−b2ρ+ b4r cos s− b3r sin s) + π(c7rρ+ c6r
2 cos s+ c5r

2 sin s

+c3ρ
2 cos s− c2ρ

2 sin s),

où ci sont des constantes qui dépendent linéairement de aij et

I1(r) =

 m

√
r2 − 1

r
+mr arctan

(√
r2 − 1

)
, si r ≥ 1,

0, si 0 < r < 1.

La prochaine étape est d’appliquer le théorème 2.2.1.

Lemme 2.3.2 L’équation I1(r) = cr est telle que

1. Si
c

m
< 0 ou

c

m
≥ π

2
alors l’équation n’a pas de solution.

2. Si c = 0 alors l’intervalle (0, 1] est un continu de solutions.

3. Si 0 <
c

m
<
π

2
alors il y a une solution unique r∗ > 1.

Preuve. Si c = 0 il est facile de voir que tout r ∈ (0, 1] est une solution. Pour
c 6= 0 on considère le changement de variable u =

√
r2 − 1 et on obtient l’équation

équivalente

arctan (u) =
−u

1 + u2
+

c

m
.

une simple analyse graphique montre que pour 0 <
c

m
<
π

2
nous avons une seule

solution u∗ > 0 qui correspond à r∗ > 1.
En résolvant les deux premières équations de (2.9) on obtient

I1(r) =
k2 (s)

d (s)
r,

ρ =
k1 (s)

d (s)
r,
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2.3. PREUVE DU THÉORÈME 2.1.1

où

k1(s) = (b1c6 − b4c1) sin s+ (b1c5 − b3c1) cos s

= (b1c6) sin s+ (b1c5) cos s,

k2(s) = π(c1c4 − c3c6 sin2 s− (c3c5 + c2c6) sin s cos s− c2c5 cos2 s),

et

d(s) = −b1c4 + b4c3 sin2 s+ (b4c2 + b3c3) sin s cos s+ b3c2 cos2 s

= −b1c4.

En substituant dans la troisième équation, nous obtenons

f (s)

(d (s))2 r
2 = 0,

où

f(s) = (c3π cos s− c2π sin s)(k1(s))2 + (b4 cos s− b3 sin s)d(s)k2(s)

−b2k1(s)k2(s) + (c6π cos s− c5π sin s)(d(s))2 + c7πd(s)k1(s)

= (c3π cos s− c2π sin s)(k1(s))2 + (c6π cos s− c5π sin s)(d(s))2 + c7πd(s)k1(s).

où 

c1 = a11 + a22,
c2 = a13 + a24,
c3 = a14 − a23,
c4 = a33 + a44,
c5 = a42 + a31,
c6 = a41 − a32,
c7 = a12 − a34 + a43 − a21.

Observez que si s∗ est une solution de f(s) = 0, alors elle ne peut être liée à

une solution périodique du système (2.1) que si elle satisfait d(s∗) 6= 0,
k1(s∗)

d(s∗)
> 0 et

0 <
k2(s∗)

md(s∗)
<
π

2
. Dans ce cas, nous appliquons le lemme 2.3.2 et obtenons r∗ > 1.

Et la seconde équation de (2.9) donne ρ∗.
Voyons maintenant le nombre maximum de solutions à l’équation f(s) = 0. En
substituant cos s = x et sin s =

√
1− x2 dans f(s) = 0 on obtient

(δ1x+ δ2x
3) + (δ3 + δ4x

2)
√

1− x2 = 0, (2.10)

et en substituant cos s = x et sin s = −
√

1− x2 dans f(s) = 0 on obtient

(δ1x+ δ2x
3)− (δ3 + δ4x

2)
√

1− x2 = 0, (2.11)
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CHAPITRE 2. CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINÉAIRE À QUATRE
DIMENSIONS

où

δ1 = c3c
2
6 + c6c

2
4 − 2c2c5c6 − c7c5c4,

δ2 = c3c
2
5 − c3c

2
6 + 2c2c5c6,

δ3 = −c7c6c4 + c5c
2
4 − c2c

2
6,

δ4 = c2c
2
6 − c2c

2
5 + 2c3c5c6,

les équations (2.10) et (2.11) sont équivalentes à

(δ1x+ δ2x
3)2 − (δ3 + δ4x

2)2
(
1− x2

)
,

qui a le degré six. Observez que les solutions apparaissent par paires {x0,−x0}.
Donc, si s∗est une solution, alors s∗+ π l’est aussi. Les fonctions d(s), k1(s),k2(s) et
f(s) ont les propriétés d(s + π) = d (s), k1(s + π) = −k1(s), k2(s+ π) = k2(s) et
f(s+ π) = −f(s).
Explication

d(s) = −b1c4 = −c4 ⇒ d(s+ π) = d(s),
k1(s+ π) = b1c6 sin (s+ π) + b1c5 cos (s+ π) = c6 sin (s+ π) + c5 cos (s+ π)

= −c6 sin (s)− c5 cos (s) = −k1(s),

et on obtient, de la même façon k2(s+ π) = k2(s).

f(s+ π) = (c3π cos (s+ π)− c2π sin (s+ π)) (−k1 (s))2 + (c6π cos (s+ π)− c2π sin (s+ π)) (d(s))2

+ c7π (d(s)) (−k1 (s)) = − (c3π cos (s)− c2π sin (s)) (k1 (s))2 ,

− (c6π cos (s)− c2π sin (s)) (d(s))2 − c7πd (s) k1 (s) = −f(s).

Donc nous avons
k1(s∗)

d(s∗)
> 0⇒ k1(s∗ + π)

d(s∗ + π)
< 0.

Nous concluons que le nombre maximal de cycles limites pour (2.1), jusqu’à l’ex-
pansion de premier ordre de la fonction de déplacement, est de trois.
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CHAPITRE 3

CYCLES LIMITES D’UN SATELLITE RIGIDE
DUMBBELL DANS UN ORBITE CIRCULAIRE

L’objectif de ce chapitre est fournir les conditions suffi santes pour l’existence
de solutions périodiques (cycles limites) de la dynamique d’attitude perturbée d’un
satellite rigide dumbbell dans un orbite circulaire.

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce travail„ nous considérons la dynamique d’attitude, perturbée par de
petits couples, d’un satellite rigide dumbbell sur une orbite circulaire soumise au
couple gravitationnel d’un champ de force de Newton central. Notre objectif est
de fournir des conditions suffi santes pour l’existence de mouvements périodiques
autour du centre de masse du satellite, asymptotiques par rapport au mouvement
de translation dans un système de coordonnées absolues. Ce type de mouvement,
appelé équilibre cylindrique, est bien connu dans la littérature astrophysique sur la
dynamique du satellite (voir par exemple Guirao et al.[9] ; [20], [21]).
Ces mouvements ont une application importante sur les problèmes d’orientation des
satellites puisqu’un satellite ne peut atteindre un régime nominal spécifié le long de
trajectoires périodiques que sous l’influence des couples gravitationnels et d’autres
petits couples perturbés induits par un mécanisme de contrôle. Suivant les méthodes
développées dans [21], les équations du mouvement régissant la dynamique d’attitude
d’un satellite rigide dumbbell sont

d2θ

dt2
− 2

dφ

dt

(
1 +

dθ

dt

)
tanφ+ 3 sin θ cos θ = εF ∗1

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
,

d2φ

dt2
+

((
1 +

dθ

dt

)2

+ 3 cos2 θ

)
sinφ cosφ = εF ∗2

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
,

(3.1)
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DANS UN ORBITE CIRCULAIRE

avec θ et φ les angles eulériens de nutation et de précession. Les couples perturbés
F ∗i , sont des fonctions lisses périodiques en t avec

F ∗1

(
t, 0,

dθ

dt
, 0,

dφ

dt

)
= 0,

F ∗2

(
t, 0,

dθ

dt
, 0,

dφ

dt

)
= 0,

et ε est un paramètre suffi samment petit. Dans ce travail, nous nous intéressons aux
fonctions périodiques émergeant de la solution d’équilibre θ = 0 et φ = 0 de (3.1)
lorsque ε→ 0.
En faisant le changement x = θ et y = φ et en linéarisant les équations de (3.1) en
cet équilibre on obtient

d2x

dt2
+ 3x = εF1

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt

)
+ ε2R1

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt
, ε

)
,

d2y

dt2
+ 4y = εF2

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt

)
+ ε2R2

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt
, ε

)
,

(3.2)

avec

F1

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt

)
= f1

(
t,
dx

dt
,
dy

dt

)
x+ f2

(
t,
dx

dt
,
dy

dt

)
y,

F2

(
t, x,

dx

dt
, y,

dy

dt

)
= f3

(
t,
dx

dt
,
dy

dt

)
x+ f4

(
t,
dx

dt
,
dy

dt

)
y,

et fi sont des fonctions lisses en les variables
(
t,
dx

dt
,
dy

dt

)
. Par contre, les fonctions

fi sont périodiques en t et dans la résonance p : q avec certaines des solutions
périodiques du satellite dumbbell non perturbé donné par

d2x

dt2
+ 3x = 0,

d2y

dt2
+ 4y = 0.

(3.3)

L’objectif de ce travail est de fournir, en utilisant comme outil principal la théorie
de moyennisation, un système d’équations non linéaires dont les zéros simples four-
nissent des solutions périodiques des valeurs perturbées. satellite rigide dumbbell
dans un orbite circulaire avec équations de mouvement données par (3.2). Quelques
autres travaux utilisant des techniques similaires (voir [2] pour plus de détails), [4],
[8], [9] où la méthode est utilisée pour les variables d’angle d’action.
l’origine est un point d’équilibre unique du système non perturbé (3.3), les valeurs
propres en ce point sont
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3.1. INTRODUCTION ET RÉSULTATS PRINCIPAUX

±
√

3i, ±2i.

Par conséquent, ce système dans l’espace de phase
(
x,
dx

dt
, y,

dy

dt

)
a deux plans de

solutions périodiques à l’exception de l’origine. Ces solutions périodiques ont des
périodes

T1 =
2π√

3
ou T2 = π,

selon qu’ils appartiennent ou non au plan associé aux vecteurs propres à valeurs
propre ±

√
3i ou ±2i, respectivement. Nous allons étudier, laquelle de ces solutions

périodiques persistent pour le système perturbére (3.2) lorsque ε est un paramètre
suffi samment petit et les fonctions perturbées Fi pour i = 1, 2 admet une période
pT1/q, ou pT2/q, où p et q sont des entiers positifs relativement premiers.
On définit les fonctions

F1(X0, Y0) =
1

−2pπ

pT1∫
0

sin(
√

3t)∆1(t)f1 (t,∆2(t), 0) dt,

F2(X0, Y0) =

√
3

2pπ

pT1∫
0

cos(
√

3t)∆1(t)f1 (t,∆2(t), 0) dt,

G1(Z0,W0) =
1

−2pπ

pT2∫
0

sin(2t)∆3(t)f4 (t, 0,∆4(t)) dt, (3.4)

G2(Z0,W0) =
1

pπ

pT2∫
0

cos(2t)∆3(t)f4 (t, 0,∆4(t)) dt,

avec

∆1(t) = X0 cos(
√

3t) +
Y0√

3
sin(
√

3t),

∆2(t) = Y0 cos(
√

3t)−
√

3X0 sin(
√

3t),

∆3(t) = Z0 cos(2t) +
W0

2
sin(2t),

∆4(t) = W0 cos(2t) + 2Z0 sin(2t),

un zéro (X
∗
0 , Y

∗
0 ) du système non linéaire{

F1(X0, Y0) = 0,
F2(X0, Y0) = 0,

(3.5)

tel que

det

(
∂ (F1,F2)

∂ (X0, Y0)

∣∣∣(X0,Y0)=(X
∗
0 ,Y
∗
0 )

)
6= 0,
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s’appelle un zéro simple du système (3.5). De même, un zéro (Z
∗
0 ,W

∗
0 ) du système

non linéaire {
G1(Z0,W0) = 0,
G2(Z0,W0) = 0,

(3.6)

tel que

det

(
∂ (G1,G2)

∂(Z0,W0)

∣∣
(Z0,W0)=(Z∗0 ,W

∗
0 )

)
6= 0,

s’appelle un zéro simple du système (3.6).

Théorème 3.1.1 On suppose que les fonctions F ∗1 et F
∗
2 du satellite dumbbell per-

turbé avec les équations de mouvement (3.1) sont périodiques en t de la période pT1/q
avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers. Alors pour ε 6= 0 suffi -
samment petit et pour tout zéro simple (X

∗
0 , Y

∗
0 ) 6= (0, 0) du système non linéaire

(3.5), le satellite dumbbell perturbé (3.1) admet une solution périodique(
θ (t, ε) ,

dθ

dt
(t, ε) , φ (t, ε) ,

dφ

dt
(t, ε)

)
,

avec

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
= (X

∗

0 , Y
∗

0 , 0, 0),

Corollaire 3.1.1 On considère le système (3.1) avec

F ∗1

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
= sin θ

(
dθ

dt

)
4

+ sinφ sin θ

(
1−

(
dφ

dt

)2
)
,

F ∗2

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
= cos θ − sin

(√
3t
)

sin θ
dθ

dt
− sin θ

(
dθ

dt

)2

= − cosφ

(
1−

(
dφ

dt

)2
)
.

Alors pour ε 6= 0 suffi samment petit, le système (3.1) admet une solution périodique
avec

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
=

(√
3

3
, 0, 0, 0

)
.

De même, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.1.2 On suppose que les fonctions F ∗1 et F
∗
2 du satellite dumbbell per-

turbé avec les équations de mouvement (3.1) sont périodiques en t de la période pT2/q
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3.2. UN AUTRE MÉTHODE DE LA MOYENNISATION DU PREMIER
ORDRE

avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers. Alors pour ε 6= 0 suffi -
samment petit et pour tout zéro simple (Z∗0 ,W

∗
0 ) 6= (0, 0) du système non linéaire

(3.6), le satellite dumbbell perturbé (3.1) admet une solution périodique(
θ (t, ε) ,

dθ

dt
(t, ε) , φ (t, ε) ,

dφ

dt
(t, ε)

)
,

avec

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
= (0, 0, Z∗0 ,W

∗
0 ) .

Corollaire 3.1.2 On considère le système (3.1) avec

F ∗1

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
= sinφ sin θ

dφ

dt
+ sinφ+ sin (2t) sinφ

(
1− dφ

dt

)
dφ

dt
,

F ∗2

(
t, θ,

dθ

dt
, φ,

dφ

dt

)
= sinφ− sin (2t) sinφ

dφ

dt
− sinφ

(
dφ

dt

)2

.

Alors pour ε 6= 0 suffi samment petit, le système (3.1) admet trois solution périodiques
avec

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
=

(
0, 0, 1,

2
√

3

3

)
,

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
=

(
0, 0,

1−
√

17

4
, 0

)
,

lim
ε→0

(
θ (0, ε) ,

dθ

dt
(0, ε) , φ (0, ε) ,

dφ

dt
(0, ε)

)
=

(
0, 0,

1 +
√

17

4
, 0

)
.

Remarque 3.1 Les impulsions s’appliquent à un satellite rigide dumbbell dans un
orbite circulaire soumise au couple gravitationnel d’un champ de force newtonien
central, sont en général des fonctions de l’angle de Euler et de certaines cartes
dépendant de la variable indépendante t (temps). Les applications présentées dans
les corollaires 3.1.1 et 3.1.2 représentent des moments habituels qui modélisent le
rayonnement solaire obtenu par les panneaux solaires situés sur le satellite. Pour
plus d’informations, voir [16].

3.2 Un autre méthode de la moyennisation du
premier ordre

On considère le problème de bifurcation des solutions T−périodiques du système
différentiel

ẋ (t) = G0 (t,x) + εG1 (t,x) + ε2G2 (t,x, ε) , (3.7)

26



CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’UN SATELLITE RIGIDE DUMBBELL
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de ε = 0 à ε 6= 0 suffi sament petit. Les fonctions G0, G1 : R × Ω → Rn et G2 :
R × Ω × (−ε0, ε0) → Rn sont des fonctions de classe C2, T -périodiques en t, et Ω
est un sous-ensemble ouvert de Rn. L’hypothèse principale est que le système non
perturbé

ẋ (t) = G0 (t,x) , (3.8)

a une sous-variété des solutions périodiques de dimension k.
Soit x (t, z, ε) la solution du système non perturbé (3.8) telle que x(0, z, ε) = z. Nous
écrivons la linéarisation du système non perturbé le long de la solution périodique
x(t, z, 0) comme

ẏ (t) = DxG0 (t,x(t, z, 0))y. (3.9)

Dans ce qui suit, on note Mz(t) une matrice fondamentale du système différentiel
linéaire (3.9), et par ξ : Rk × Rn−k → Rk la projection de Rn sur ses k premières
coordonnées, c.à.d. ξ(x1, ..., xn) = (x1, ..., xk).

Théorème 3.2.1 Soit V un ouvert borné de Rk et soit β : Cl(V ) → Rn−k une
fonction de classe C2. Supposons que
(i) Z = {zα = (α, β(α)), α ∈ Cl(V )} ⊂ Ω et que pour chaque zα ∈ Z la solution
x(t, zα) de (3.8) est T -périodique
(ii) Pour chaque zα ∈ Z il existe une matrice fondamentale Mzα (t) de (3.9) telle
que la matriceM−1

zα (0)−M−1
zα (T ) a dans le bloc supérieur droit une matrice k×(n−k)

nulle, et dans le bloc inférieur droit une matric ∆α(n−k)×(n−k) avec det(∆α) 6= 0.
On considère la fonction G : Cl(V )→ Rk

G(α) = ξ

 1

T

T∫
0

M−1
zα (t)G1 (t,x(t, zα)) dt

 . (3.10)

S’il existe a ∈ V avec G(a) = 0 et det((dG/dα)(a)) 6= 0, alors il existe une solution
T -périodique ϕ(t, ε) du système (3.7) telle que ϕ(0, ε)→ za quand ε→ 0.Théorème
3.2.1 retourne à Malkin [16] et [18], pour une preuve plus courte, voir [2].

3.3 Preuve des théorèmes 3.1.1 et 3.1.2

En introduisant les variables (X, Y, Z,W ) =

(
x,
dx

dt
, y,

dy

dt

)
et on écrit le système

différentiel du satellite dumbbell perturbé (3.2) comme un système du premier ordre
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3.3. PREUVE DES THÉORÈMES 3.1.1 ET 3.1.2

défini dans R4, on obtient

dX

dt
= Y,

dY

dt
= −3X + εF1(t,X, Y, Z,W ) + ε2R1(t,X, Y, Z,W, ε),

dZ

dt
= W,

dW

dt
= −4Z + εF2(t,X, Y, Z,W ) + ε2R2(t,X, Y, Z,W, ε),

(3.11)

le système (3.11) avec ε = 0 est équivalent au système de satellite dumbbell non
perturbé (3.3). D’autre part, les orbites périodiques du système non perturbé sont
décrites dans le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Les solutions périodiques du système non perturbé avec ε = 0 sont

X(t) = X0 cos(
√

3t) +
Y0√

3
sin(
√

3t),

Y (t) = Y0 cos(
√

3t)−
√

3X0sin(
√

3t), (3.12)

Z(t) = 0,

W (t) = 0,

de période T1, et

X(t) = 0,

Y (t) = 0, (3.13)

Z(t) = Z0 cos(2t) +
W0

2
sin(2t),

W (t) = W0 cos(2t)− 2Z0sin(2t),

de période T2.

Le système non perturbé étant un système différentiel linéaire, la preuve en est
une routine
Preuve de théorème 3.1.1 On suppose que les fonctions F1et F2 du satellite dumb-
bell perturbé avec les équations de mouvement (3.2) sont périodiques en période
pT1/q avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers. Alors le système
(3.2) est périodique en t avec période pT1.
Nous appliquerons le théorème 3.2.1 au système différentiel (3.11). Nous notons que
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le système (3.11) peut être écrit comme un système (3.7), prenant

x =


X
Y
Z
W

 ,

G0(t,x) =


Y
−3X
W
−4Z

 ,

G1(t,x) =


0

F1(t,X, Y, Z,W )
0

F2(t,X, Y, Z,W )

 ,

et

G2(t,x, ε) =


0

R1(t,X, Y, Z,W, ε)
0

R2(t,X, Y, Z,W, ε)

 .

Nous étudierons quelles solutions périodiques (3.12) du système non perturbé cor-
respondant au système (3.11) avec ε = 0 peut être continué de solutions périodiques
du système non perturbé pour ε 6= 0 suffi samment petit.
Nous allons décrire les différents éléments qui apparaissent dans la déclaration du
théorème 3.2.1. Nous avons donc que Ω = R4, k = 2 et n = 4. Soit r1 > 0 arbitrai-
rement petit et soit r2 > 0 arbitrairement grand. On prend le sous-ensemble ouvert
et borné V du plan Z = W = 0 comme

V =

{
(X0, Y0, 0, 0) ∈ R4 : r1 <

√
X2

0 + Y 2
0 < r2

}
.

Comme d’habitude, Cl(V ) désigne la fermeture de V . Si α = (X0, Y0), alors nous
pouvons identifier V avec l’ensemble{

α ∈ R2 : r1 < ‖α‖ < r2

}
,

ici ‖.‖ désigne la norme euclidienne de R2. La fonction β : Cl(V )→ R2 est β(α) =
(0, 0). Par conséquent, dans notre cas, le ensemble

Z = {zα = (α, β (α)) , α ∈ Cl (V )} =

{
(X0, Y0, 0, 0) ∈ R4 : r1 ≤

√
X2

0 + Y 2
0 ≤ r2

}
.

Clairement pour chaque zα ∈ Z on peut considérer la solution périodique x(t, zα) =
(X(t), Y (t), 0, 0) donné par (3.12) de période pT1. On calcul la matrice fondamentale
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Mzα(t) du système différentiel linéaire avec ε = 0 associé à la solution T−périodique
zα = (X0, Y0, 0, 0) telle queMzα(0) soit l’identité de R4,, nous concluons queM(t) =
Mzα(t) est égal

cos(
√

3t)
sin(
√

3t)√
3

0 0

−
√

3 sin
(√

3t
)

cos(
√

3t) 0 0

0 0 cos(2t) sin(2t)
2

0 0 −2 sin (2t) cos(2t)

 .

Notez que la matrice Mzα(t) ne dépend pas de la solution périodique particulière
x(t, zα). Depuis la matrice

M−1(0)−M−1(pT1) =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 1− cos
(

4
√

3pπ
3

)
sin
(
4
√
3pπ
3

)
2

0 0 −2 sin
(

4
√

3pπ
3

)
1− cos

(
4
√

3pπ
3

)
 ,

satisfait aux hypothèses de l’énoncé (ii) du théorème 3.2.1 parce que le déterminant∣∣∣∣∣∣ 1− cos
(

4
√

3pπ
3

)
sin
(
4
√
3pπ
3

)
2

−2 sin
(

4
√

3pπ
3

)
1− cos

(
4
√

3pπ
3

)
∣∣∣∣∣∣ = 2− 2 cos

(
4
√

3pπ

3

)
6= 0,

nous pouvons appliquer ce théorème au système non perturbé. Maintenant ξ : R4 →
R2 est ξ(X, Y, Z,W ) = (X, Y ). On calcule la fonction

G(X0, Y0) = G(α) = ξ

 1

pT1

pT1∫
0

M−1
zα (t)G1(t,x(t, zα))dt

 ,

et on obtient

(
F1(X0, Y0)
F2(X0, Y0)

)
=


1

pT1

pT1∫
0

sin
(√

3t
)

√
3

F1 (t,∆1(t),∆2(t), 0, 0) dt

1

pT1

pT1∫
0

cos(
√

3t)F1 (t,∆1(t),∆2(t), 0, 0) dt

 ·

En utilisant
F1 (t,∆1(t),∆2(t), 0, 0) = ∆1(t)f1 (t,∆2(t), 0, 0) ,

on obtient les fonctions données par (3.4). Ensuite, par le théorème 3.2.1, nous avons
cela pour chaque zéro simple (X∗0 , Y

∗
0 ) ∈ V du système de fonctions non linéaires

F1(X0, Y0) = 0, F2(X0, Y0) = 0, (3.14)

nous avons une solution périodique (X, Y, Z,W )(t, ε) du système non perturbé telle
que (X, Y, Z,W )(t, ε)→ (X∗0 , Y

∗
0 , 0, 0) quand ε→ 0.
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’UN SATELLITE RIGIDE DUMBBELL
DANS UN ORBITE CIRCULAIRE

3.4 Preuve des corollaires 3.1.1 et 3.1.2

Preuve du corollaire 3.1.1. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.1, le système
non linéaire (3.5) devient

F1(X0, Y0) =
Y0 (3X2

0 + Y 2
0 )

48
,

F2(X0, Y0) =

(
3(
√

3− 3X0)X2
0 − (

√
3− 3X0)Y 2

0

)
24

.

Ce système admet une solution réelle suivante

(X
∗

0 , Y
∗

0 ) =

(√
3

3
, 0

)
,

de plus

det

∂ (F1,F2)

∂(X0, Y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣(X0,Y0)=


√

3

3
,0



 =
1

384
,

vérifiez que cette solution est simple. Donc, par le théorème 3.1.1, nous n’avons
qu’une solution périodique de (3.1). Ceci complète la preuve du corollaire 3.1.1.
Preuve du corollaire 3.1.2. Sous les hypothèses du corollaire 3.1.2, le système
non linéaire (3.6) devient

G1(Z0,W0) =
(Z0 − 1)W0

8
,

G2(Z0,W0) =
(4Z0(2 + Z0 − 2Z2

0)−W 2
0 (1 + 2Z0)

16
,

ce système admet les quatre solutions réelles suivantes

(Z∗0 ,W
∗
0 ) =

(
1,+

2
√

3

3

)
,

(Z∗0 ,W
∗
0 ) =

(
1,−2

√
3

3

)
,

(Z∗0 ,W
∗
0 ) =

(
1−
√

17

4
, 0

)
,

et

(Z∗0 ,W
∗
0 ) =

(
1 +
√

17

4
, 0

)
.
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3.4. PREUVE DES COROLLAIRES 3.1.1 ET 3.1.2

Les solutions qui diffèrent par un signe sont différentes conditions initiales de la
même solution périodique du système (3.2) et

det

(
∂ (G1,G2)

∂(Z0,W0)

∣∣∣
(Z0,W0)=(1,± 2

√
3

3
)

)
=
−1

16
,

det

(
∂ (G1,G2)

∂(Z0,W0)

∣∣∣∣(Z0,W0)=
(
1−
√
17

4
,0
)) =

−17− 7
√

17

256
,

det

(
∂ (G1,G2)

∂(Z0,W0)

∣∣∣∣(Z0,W0)=
(
1+
√
17

4
,0
)) =

−17 + 7
√

17

256
.

Par conséquent, d’après le théorème 3.1.2, nous n’avons que trois solutions pério-
diques du satellite dumbbell perturbé. Ceci complète la preuve du corollaire 3.1.2.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

La méthode de moyennisation est une méthode effi cace pour étudier le nombre
maximal des cycles limites des systèmes différentiels discontinus perturbés.
L’application de la méthode de moyennisation aux systèmes différentiels discontinus
perturbés dans R4 a donné des résultats intéressants.
L’application d’autre méthode de la moyennisation aux systèmes différentiels per-
turbés dans R4 a permis d’étudier l’existence des cycles limites de ce système.
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APPENDICE

Dans cet appendice on utilise le logiciel de Maple pour calculer les intégrales
diffi ciles et simplifier quelques formulés.
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Chapitre 02 :
> restart;
> x1t:=-x[2]+epsilon*(a[11]*x[1]+a[12]*x[2]+

a[13]*x[3]+a[14]*x[4]+phi(x[1])*b[1]);

 := x1t  x2  ( )   a11 x1 a12 x2 a13 x3 a14 x4 ( ) x1 b1

> x2t:=x[1]+epsilon*(a[21]*x[1]+a[22]*x[2]+a
[23]*x[3]+a[24]*x[4]+phi(x[1])*b[2]);

 := x2t x1  ( )   a21 x1 a22 x2 a23 x3 a24 x4 ( ) x1 b2

> x3t:=-x[4]+epsilon*(a[31]*x[1]+a[32]*x[2]+
a[33]*x[3]+a[34]*x[4]+phi(x[1])*b[3]);

 := x3t  x4  ( )   a31 x1 a32 x2 a33 x3 a34 x4 ( ) x1 b3

> x4t:=x[3]+epsilon*(a[41]*x[1]+a[42]*x[2]+a
[43]*x[3]+a[44]*x[4]+phi(x[1])*b[4]);

 := x4t x3  ( )   a41 x1 a42 x2 a43 x3 a44 x4 ( ) x1 b4

> rt:=simplify(subs(x[1]=r*cos(theta),x[2]=r
*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]=rho
*sin(theta+s),(x[1]*x1t+x[2]*x2t)/r));

rt  a11 r ( )cos  2 ( )cos  a12 r ( )sin ( := 

( )cos  a13  ( )cos  s ( )cos  a14  ( )sin  s 

( )cos  ( ) r ( )cos  b1 ( )sin  a21 r ( )cos  a22 r  

a22 r ( )cos  2 ( )sin  a23  ( )cos  s 

( )sin  a24  ( )sin  s ( )sin  ( ) r ( )cos  b2  )
> thetat:=simplify(subs(x[1]=r*cos(theta),x[

2]=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]
=rho*sin(theta+s),(x[1]*x2t-x[2]*x1t)/r^2)
);



thetat  a21 r ( )cos  2 ( )cos   a22 r ( )sin ( := 

( )cos   a23  ( )cos  s ( )cos   a24  ( )sin  s 

( )cos   ( ) r ( )cos  b2 r ( )sin   a11 r ( )cos   a12 r   

 a12 r ( )cos  2 ( )sin   a13  ( )cos  s 

( )sin   a14  ( )sin  s ( )sin   ( ) r ( )cos  b1  r)
> rhot:=simplify(subs(x[1]=r*cos(theta),x[2]

=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]=r
ho*sin(theta+s),(x[3]*x3t+x[4]*x4t)/rho));

rhot  ( )cos  s a31 r ( )cos  ( )cos  s a32 r ( )sin ( := 

a33  ( )cos  s 2 ( )cos  s a34  ( )sin  s 

( )cos  s ( ) r ( )cos  b3 ( )sin  s a41 r ( )cos  

( )sin  s a42 r ( )sin  ( )sin  s a43  ( )cos  s a44   

a44  ( )cos  s 2 ( )sin  s ( ) r ( )cos  b4  )
> st:=collect(-thetat+simplify(subs(x[1]=r*c

os(theta),x[2]=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(t
heta+s),x[4]=rho*sin(theta+s),(x[3]*x4t-x[
4]*x3t)/rho^2)),epsilon);

st a21 r ( )cos  2 ( )cos  a23  ( )cos  s(( := 

( )cos  a24  ( )sin  s ( )cos  ( ) r ( )cos  b2 

( )cos  a22 r ( )sin  ( )sin  a11 r ( )cos  a12 r  

a12 r ( )cos  2 ( )sin  a13  ( )cos  s 

( )sin  a14  ( )sin  s ( )sin  ( ) r ( )cos  b1  r) (

( )cos  s a41 r ( )cos  a43  ( )cos  s 2

( )cos  s a44  ( )sin  s ( )cos  s ( ) r ( )cos  b4 



( )cos  s a42 r ( )sin  ( )sin  s a31 r ( )cos  

( )sin  s a32 r ( )sin  ( )sin  s a33  ( )cos  s a34   

a34  ( )cos  s 2 ( )sin  s ( ) r ( )cos  b3  ) ) 
> e1:=simplify(series(rt/thetat,epsilon=0,2)

);

e1 a11 r ( )cos  2 ( )cos  a12 r ( )sin ( := 

( )cos  a13  ( )cos  s ( )cos  a14  ( )sin  s 

( )cos  ( ) r ( )cos  b1 ( )sin  a21 r ( )cos  a22 r  

a22 r ( )cos  2 ( )sin  a23  ( )cos  s 

( )sin  a24  ( )sin  s ( )sin  ( ) r ( )cos  b2  )  ( )O 2
> F1:=op(1,e1);

F1 a11 r ( )cos  2 ( )cos  a12 r ( )sin  := 

( )cos  a13  ( )cos  s ( )cos  a14  ( )sin  s 

( )cos  ( ) r ( )cos  b1 ( )sin  a21 r ( )cos  a22 r  

a22 r ( )cos  2 ( )sin  a23  ( )cos  s 

( )sin  a24  ( )sin  s ( )sin  ( ) r ( )cos  b2 
> e2:=simplify(series(rhot/thetat,epsilon=0,

2));

e2 ( )cos  s a31 r ( )cos  ( )cos  s a32 r ( )sin ( := 

a33  ( )cos  s 2 ( )cos  s a34  ( )sin  s 

( )cos  s ( ) r ( )cos  b3 ( )sin  s a41 r ( )cos  

( )sin  s a42 r ( )sin  ( )sin  s a43  ( )cos  s a44   

a44  ( )cos  s 2 ( )sin  s ( ) r ( )cos  b4  )  ( )O 2



> F2:=op(1,e2);

F2 ( )cos  s a31 r ( )cos  ( )cos  s a32 r ( )sin  := 

a33  ( )cos  s 2 ( )cos  s a34  ( )sin  s 

( )cos  s ( ) r ( )cos  b3 ( )sin  s a41 r ( )cos  

( )sin  s a42 r ( )sin  ( )sin  s a43  ( )cos  s a44   

a44  ( )cos  s 2 ( )sin  s ( ) r ( )cos  b4 
> e3:=simplify(series(st/thetat,epsilon=0,2)

);

e3  a21 r ( )cos  2 ( )cos  a23 
2 ( )cos  s( := 

( )cos  a24 
2 ( )sin  s  ( )cos  ( ) r ( )cos  b2 

 ( )cos  a22 r ( )sin   ( )sin  a11 r ( )cos   a12 r  

 a12 r ( )cos  2 ( )sin  a13 
2 ( )cos  s 

( )sin  a14 
2 ( )sin  s  ( )sin  ( ) r ( )cos  b1 

( )cos  s a41 r2 ( )cos  r a43  ( )cos  s 2 

r ( )cos  s a44  ( )sin  s r ( )cos  s ( ) r ( )cos  b4 

( )cos  s a42 r2 ( )sin  ( )sin  s a31 r2 ( )cos  

( )sin  s a32 r2 ( )sin  r ( )sin  s a33  ( )cos  s 

r a34  r a34  ( )cos  s 2 r ( )sin  s ( ) r ( )cos  b3   )

r ( )  ( )O 2
> F3:=op(1,e3);

F3  a21 r ( )cos  2 ( )cos  a23 
2 ( )cos  s( := 

( )cos  a24 
2 ( )sin  s  ( )cos  ( ) r ( )cos  b2 



 ( )cos  a22 r ( )sin   ( )sin  a11 r ( )cos   a12 r  

 a12 r ( )cos  2 ( )sin  a13 
2 ( )cos  s 

( )sin  a14 
2 ( )sin  s  ( )sin  ( ) r ( )cos  b1 

( )cos  s a41 r2 ( )cos  r a43  ( )cos  s 2 

r ( )cos  s a44  ( )sin  s r ( )cos  s ( ) r ( )cos  b4 

( )cos  s a42 r2 ( )sin  ( )sin  s a31 r2 ( )cos  

( )sin  s a32 r2 ( )sin  r ( )sin  s a33  ( )cos  s 

r a34  r a34  ( )cos  s 2 r ( )sin  s ( ) r ( )cos  b3   )

r ( )
> collect(expand(F1),phi);

( )( )cos  b1 ( )sin  b2 ( ) r ( )cos  a11 r ( )cos  2

( )cos  a12 r ( )sin  a13  ( )cos  2 ( )cos s 

( )cos  a13  ( )sin  ( )sin s ( )cos  a14  ( )sin  ( )cos s 

a14  ( )cos  2 ( )sin s ( )sin  a23  ( )cos  ( )cos s 

( )sin  a21 r ( )cos  a22 r a22 r ( )cos  2  

a23  ( )sin  2 ( )sin s a24  ( )sin  2 ( )cos s 

( )sin  a24  ( )cos  ( )sin s
> %-(cos(theta)*b[1]+sin(theta)*b[2])*phi(r*

cos(theta));

a11 r ( )cos  2 ( )cos  a12 r ( )sin  a13  ( )cos  2 ( )cos s 

( )cos  a13  ( )sin  ( )sin s ( )cos  a14  ( )sin  ( )cos s 

a14  ( )cos  2 ( )sin s ( )sin  a23  ( )cos  ( )cos s 



( )sin  a21 r ( )cos  a22 r a22 r ( )cos  2  

a23  ( )sin  2 ( )sin s a24  ( )sin  2 ( )cos s 

( )sin  a24  ( )cos  ( )sin s
> int(%,theta=0..2*Pi);

a11 r  a23  ( )sin s  a22 r  a14  ( )sin s   

a13  ( )cos s  a24  ( )cos s  
> collect(collect(collect(collect(%,r),sin),

cos),Pi);

(
 ( )a13  a24  ( )cos s ( ) a23  a14  ( )sin s ( )a22 a11 r

) 
> collect(expand(F2),phi);

b3 ( )cos  ( )cos s b3 ( )sin  ( )sin s b4 ( )sin  ( )cos s (

b4 ( )cos  ( )sin s ) ( ) r ( )cos  a44 

a34  ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  a31 r ( )cos  2 ( )cos s 

a33  ( )cos  2 ( )cos s 2 a33  ( )sin  2 ( )sin s 2 

a42 r ( )sin  ( )cos  ( )sin s a41 r ( )cos  2 ( )sin s 

a42 r ( )sin  2 ( )cos s 2 a44  ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s 

a31 r ( )cos  ( )sin  ( )sin s a32 r ( )sin  2 ( )sin s 

a34  ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s a44  ( )cos  2 ( )cos s 2 

a44  ( )sin  2 ( )sin s 2 a34  ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  

a32 r ( )sin  ( )cos  ( )cos s a34  ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a41 r ( )cos  ( )sin  ( )cos s a43  ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  



a43  ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  a43  ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a43  ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s

2 a33  ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s
> %-(b[3]*cos(theta)*cos(s)+b[4]*sin(theta)*

cos(s)+b[4]*cos(theta)*sin(s)-b[3]*sin(the
ta)*sin(s))*phi(r*cos(theta));

a44  a34  ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  a31 r ( )cos  2 ( )cos s 

a33  ( )cos  2 ( )cos s 2 a33  ( )sin  2 ( )sin s 2 

a42 r ( )sin  ( )cos  ( )sin s a41 r ( )cos  2 ( )sin s 

a42 r ( )sin  2 ( )cos s 2 a44  ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s 

a31 r ( )cos  ( )sin  ( )sin s a32 r ( )sin  2 ( )sin s 

a34  ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s a44  ( )cos  2 ( )cos s 2 

a44  ( )sin  2 ( )sin s 2 a34  ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  

a32 r ( )sin  ( )cos  ( )cos s a34  ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a41 r ( )cos  ( )sin  ( )cos s a43  ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  

a43  ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  a43  ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a43  ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s

2 a33  ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s
> simplify(int(%,theta=0..2*Pi));

 a31 r ( )cos s a41 r ( )sin s a42 r ( )cos s a32 r ( )sin s   (

a44  a33   )
> collect(expand(F3),phi);



a12 a34

 ( )sin  2 a14 ( )cos s

r

 ( )cos  2 a24 ( )sin s

r
  

 ( )cos  2 a23 ( )cos s

r

r a41 ( )cos  2 ( )cos s


 

( )cos  a22 ( )sin  ( )sin  a11 ( )cos  

 ( )sin  2 a13 ( )sin s

r

 ( )cos  a23 ( )sin  ( )sin s

r
 

 ( )cos  a24 ( )sin  ( )cos s

r
a43 ( )cos  2 ( )cos s 2 

2 a43 ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s a43 ( )sin  2 ( )sin s 2 

a44 ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  a44 ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a44 ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s a44 ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  

r a42 ( )sin  ( )cos  ( )cos s



r a31 ( )cos  ( )sin  ( )cos s


 

r a32 ( )sin  ( )cos  ( )sin s


a33 ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  

a33 ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s a33 ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s 

a33 ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  a34 ( )cos  2 ( )cos s 2 

2 a34 ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s a34 ( )sin  2 ( )sin s 2 

 ( )sin  a13 ( )cos  ( )cos s

r

 ( )sin  a14 ( )cos  ( )sin s

r
 

r a41 ( )cos  ( )sin  ( )sin s



r a42 ( )sin  2 ( )sin s


 



r a31 ( )cos  2 ( )sin s



r a32 ( )sin  2 ( )cos s






  

b4 ( )sin  ( )sin s



( )sin  b1

r

( )cos  b2

r
  

b3 ( )cos  ( )sin s



b3 ( )sin  ( )cos s



b4 ( )cos  ( )cos s


  






( ) r ( )cos  a21 ( )cos  2 a12 ( )cos  2 
> %-(-1/r*cos(theta)*b[2]-1/rho*b[4]*sin(the

ta)*sin(s)-1/rho*b[3]*sin(theta)*cos(s)+1/
r*sin(theta)*b[1]+1/rho*b[4]*cos(theta)*co
s(s)-1/rho*b[3]*cos(theta)*sin(s))*phi(r*c
os(theta));

a12 a34

 ( )sin  2 a14 ( )cos s

r

 ( )cos  2 a24 ( )sin s

r
  

 ( )cos  2 a23 ( )cos s

r

r a41 ( )cos  2 ( )cos s


 

( )cos  a22 ( )sin  ( )sin  a11 ( )cos  

 ( )sin  2 a13 ( )sin s

r

 ( )cos  a23 ( )sin  ( )sin s

r
 

 ( )cos  a24 ( )sin  ( )cos s

r
a43 ( )cos  2 ( )cos s 2 

2 a43 ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s a43 ( )sin  2 ( )sin s 2 

a44 ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  a44 ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s 

a44 ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s a44 ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  



r a42 ( )sin  ( )cos  ( )cos s



r a31 ( )cos  ( )sin  ( )cos s


 

r a32 ( )sin  ( )cos  ( )sin s


a33 ( )cos  ( )cos s 2 ( )sin  

a33 ( )cos  2 ( )cos s ( )sin s a33 ( )sin  2 ( )sin s ( )cos s 

a33 ( )sin  ( )sin s 2 ( )cos  a34 ( )cos  2 ( )cos s 2 

2 a34 ( )cos  ( )cos s ( )sin  ( )sin s a34 ( )sin  2 ( )sin s 2 

 ( )sin  a13 ( )cos  ( )cos s

r

 ( )sin  a14 ( )cos  ( )sin s

r
 

r a41 ( )cos  ( )sin  ( )sin s



r a42 ( )sin  2 ( )sin s


 

r a31 ( )cos  2 ( )sin s



r a32 ( )sin  2 ( )cos s


a21 ( )cos  2  

a12 ( )cos  2
> simplify(int(%,theta=0..2*Pi));

 r2 a31 ( )sin s r2 a42 ( )sin s 2 a24 ( )sin s 2 a13 ( )sin s  (

a43 r  r a34   a12 r r2 a32 ( )cos s r2 a41 ( )cos s    

2 a23 ( )cos s 2 a14 ( )cos s a21 r    ) r ( )
> restart;
> h1:=b[1]*I[1](r)+Pi*(c[1]*r+c[2]*rho*cos(s

)+c[3]*rho*sin(s));

 := h1 b1 ( )I
1

r  ( ) c1 r c2  ( )cos s c3  ( )sin s
> h2:=I[1](r)*(b[3]*cos(s)+b[4]*sin(s))+Pi*(

c[4]*rho+c[5]*r*cos(s)+c[6]*r*sin(s));



h2 ( )I
1

r ( )b3 ( )cos s b4 ( )sin s := 

 ( ) c4  c5 r ( )cos s c6 r ( )sin s
> h3:=I[1](r)*(-b[2]*rho+b[4]*r*cos(s)-b[3]*

r*sin(s))+Pi*(c[7]*r*rho+c[6]*r^2*cos(s)+c
[5]*r^2*sin(s)+c[3]*rho^2*cos(s)-c[2]*rho^
2*sin(s));

h3 ( )I
1

r ( )  b2  b4 r ( )cos s b3 r ( )sin s  ( := 

   c7 r  c6 r2 ( )cos s c5 r2 ( )sin s c3 
2 ( )cos s c2 

2 ( )sin s )
> solve(h1,I[1](r));


 ( ) c1 r c2  ( )cos s c3  ( )sin s

b1

> subs(I[1](r)=%,h2);

 ( ) c1 r c2  ( )cos s c3  ( )sin s ( )b3 ( )cos s b4 ( )sin s

b1


 ( ) c4  c5 r ( )cos s c6 r ( )sin s
> solve(%,rho);

r ( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s

c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s (

c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4  )
> subs(rho=%,-Pi*(c[1]*r+c[2]*rho*cos(s)+c[3

]*rho*sin(s))/b[1]);

 c1 r c2 r(

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s

( )cos s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(



c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   ) c3 r

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s

( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(

c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   ) ) b1

> collect(%,r);

 c1 c2(

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s

( )cos s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(

c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   ) c3

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s

( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(

c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   ) ) r b1

> normal(%);

 c1 c4 c2 ( )cos s 2 c5 c2 ( )cos s c6 ( )sin s  (

c3 ( )sin s c5 ( )cos s c3 ( )sin s 2 c6  ) r c2 ( )cos s 2 b3(

c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4  

b1 c4 )
> subs(I[1](r)=%,rho=r*(-c[1]*b[3]*cos(s)-c[

1]*b[4]*sin(s)+b[1]*c[5]*cos(s)+b[1]*c[6]*
sin(s))/(c[2]*cos(s)^2*b[3]+c[2]*cos(s)*b[
4]*sin(s)+c[3]*sin(s)*b[3]*cos(s)+c[3]*sin
(s)^2*b[4]-b[1]*c[4]),h3);

 c1 c4 c2 ( )cos s 2 c5 c2 ( )cos s c6 ( )sin s  (



c3 ( )sin s c5 ( )cos s c3 ( )sin s 2 c6  ) r b2 r(

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s (

c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s 

c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4  ) b4 r ( )cos s b3 r ( )sin s  ) (

c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s 

c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4  )  c7 r2(

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s (

c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s 

c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4  ) c6 r2 ( )cos s c5 r2 ( )sin s c3 r2  

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s
2

( )cos s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(

c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   )
2

c2 r2

( )   c1 b3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s b1 c5 ( )cos s b1 c6 ( )sin s
2

( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 c2 ( )cos s b4 ( )sin s(

c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4   )
2
)

> normal(%);

 r2 c7 c1 b3 ( )cos s b1 c4 c7 b1
2

c5 ( )cos s c4(

c2 ( )sin s 3 b1
2

c6
2

c2 ( )sin s 3 c1
2

b4
2

c3 ( )cos s 3 b1
2

c5
2

  

c3 ( )cos s 3 c1
2

b3
2

c5 ( )sin s b1
2

c4
2

c5 ( )sin s 5 c3
2

b4
2

  

c6 ( )cos s b1
2

c4
2

c6 ( )cos s 5 c2
2

b3
2

c7 c1 b3
2

( )cos s 3 c2  



2 c7 c1 b3 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s c7 c1 b3
2

( )cos s 2 c3 ( )sin s 

2 c7 c1 b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 c7 c1 b4
2

( )sin s 2 c2 ( )cos s 

c7 c1 b4
2

( )sin s 3 c3 c7 c1 b4 ( )sin s b1 c4 

c7 b1 c5 ( )cos s 3 c2 b3 c7 b1 c5 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s 

c7 b1 c5 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 c7 b1 c5 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 

c7 b1 c6 ( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 c7 b1 c6 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 

c7 b1 c6 ( )sin s 2 c3 b3 ( )cos s c7 b1 c6 ( )sin s 3 c3 b4 

c7 b1
2

c6 ( )sin s c4 c6 ( )cos s 3 c3
2

( )sin s 2 b3
2

 

c6 ( )cos s 4 c2
2

b3 b4 ( )sin s 2 c6 ( )cos s 4 c2 b3
2

c3 ( )sin s 

2 c6 ( )cos s 3 c2 b3 c3 ( )sin s 2 b4 2 c6 ( )cos s 3 c2 b3 b1 c4 

c6 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s b1 c4 c6 ( )cos s 2 c3
2

( )sin s 3 b3 b4 

2 c6 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 b1 c4 c6 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4 

2 c5 ( )sin s c2
2

( )cos s 4 b3
2

c5 ( )sin s 3 c2
2

( )cos s 2 b4
2

 

2 c5 ( )sin s 3 c3
2

b3
2

( )cos s 2 3 c5 ( )sin s 2 c2
2

( )cos s 3 b3 b4 

4 c5 ( )sin s 2 c2 ( )cos s 3 b3
2

c3

6 c5 ( )sin s 3 c2 ( )cos s 2 b3 c3 b4

3 c5 ( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 b1 c4 2 c5 ( )sin s 4 c2 ( )cos s b4
2

c3 

2 c5 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 b1 c4 3 c5 ( )sin s 4 c3
2

b3 ( )cos s b4 

3 c5 ( )sin s 2 c3 b3 ( )cos s b1 c4 2 c5 ( )sin s 3 c3 b4 b1 c4 



c3 ( )cos s c1
2

b4
2

( )sin s 2 2 c3 ( )cos s 2 c1
2

b3 b4 ( )sin s 

2 c3 ( )cos s 3 c1 b3 b1 c5 2 c3 ( )cos s 2 c1 b3 b1 c6 ( )sin s 

2 c3 ( )cos s 2 c1 b4 ( )sin s b1 c5

2 c3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s 2 b1 c6 2 c3 ( )cos s 2 b1
2

c5 c6 ( )sin s 

c3 ( )cos s b1
2

c6
2

( )sin s 2 c2 ( )sin s c1
2

b3
2

( )cos s 2 

2 c2 ( )sin s 2 c1
2

b3 ( )cos s b4 2 c2 ( )sin s c1 b3 ( )cos s 2 b1 c5 

2 c2 ( )sin s 2 c1 b3 ( )cos s b1 c6

2 c2 ( )sin s 2 c1 b4 b1 c5 ( )cos s 2 c2 ( )sin s 3 c1 b4 b1 c6 

c2 ( )sin s b1
2

c5
2

( )cos s 2 2 c2 ( )sin s 2 b1
2

c5 ( )cos s c6 

c1
2

c4 b2 b3 ( )cos s c1
2

c4 b2 b4 ( )sin s c1 c4 b2 b1 c5 ( )cos s  

c1 c4 b2 b1 c6 ( )sin s c1 c4 b4 ( )cos s 3 c2 b3 

c1 c4 b4
2

( )cos s 2 c2 ( )sin s c1 c4 b4 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 

c1 c4 b4
2

( )cos s c3 ( )sin s 2 c1 c4
2

b4 ( )cos s b1 

c1 c4 b3
2

( )sin s c2 ( )cos s 2 c1 c4 b3 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 

c1 c4 b3
2

( )sin s 2 c3 ( )cos s c1 c4 b3 ( )sin s 3 c3 b4 

c1 c4
2

b3 ( )sin s b1 c2 ( )cos s 3 c5 b2 c1 b3 

c2 ( )cos s 2 c5 b2 c1 b4 ( )sin s c2 ( )cos s 3 c5
2

b2 b1 

2 c2 ( )cos s 2 c5 b2 b1 c6 ( )sin s c2
2

( )cos s 5 c5 b4 b3 

c2
2

( )cos s 4 c5 b4
2

( )sin s 2 c2 ( )cos s 4 c5 b4 c3 ( )sin s b3 



2 c2 ( )cos s 3 c5 b4
2

c3 ( )sin s 2 c2 ( )cos s 3 c5 b4 b1 c4 

c2 ( )cos s 2 c6 ( )sin s b2 c1 b3 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 2 b2 c1 b4 

c2 ( )cos s c6
2

( )sin s 2 b2 b1 c2
2

( )cos s 3 c6 ( )sin s 2 b3
2

 

c2
2

( )cos s 2 c6 ( )sin s 3 b3 b4 2 c2 ( )cos s 2 c6 ( )sin s 3 b3
2

c3 

2 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 4 b3 c3 b4 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 2 b3 b1 c4 

c3 ( )sin s c5 ( )cos s 2 b2 c1 b3 c3 ( )sin s 2 c5 ( )cos s b2 c1 b4 

c3 ( )sin s c5
2

( )cos s 2 b2 b1 2 c3 ( )sin s 2 c5 ( )cos s b2 b1 c6 

c3
2

( )sin s 2 c5 ( )cos s 3 b4 b3 c3
2

( )sin s 3 c5 ( )cos s 2 b4
2

 

c3 ( )sin s c5 ( )cos s 2 b4 b1 c4 c3 ( )sin s 2 c6 b2 c1 b3 ( )cos s 

c3 ( )sin s 3 c6 b2 c1 b4 c3 ( )sin s 3 c6
2

b2 b1 

c3
2

( )sin s 4 c6 b3
2

( )cos s c3
2

( )sin s 5 c6 b3 b4 

c3 ( )sin s 3 c6 b3 b1 c4 ) c2 ( )cos s 2 b3(

c2 ( )cos s b4 ( )sin s c3 ( )sin s b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4  

b1 c4 )
2

> f(s):=numer(%);

( )f s  r2 c7 c1 b3 ( )cos s b1 c4 c7 b1
2

c5 ( )cos s c4( := 

c2 ( )sin s 3 b1
2

c6
2

c2 ( )sin s 3 c1
2

b4
2

c3 ( )cos s 3 b1
2

c5
2

  

c3 ( )cos s 3 c1
2

b3
2

c5 ( )sin s b1
2

c4
2

c5 ( )sin s 5 c3
2

b4
2

  

c6 ( )cos s b1
2

c4
2

c6 ( )cos s 5 c2
2

b3
2

c7 c1 b3
2

( )cos s 3 c2  



2 c7 c1 b3 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s c7 c1 b3
2

( )cos s 2 c3 ( )sin s 

2 c7 c1 b3 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 c7 c1 b4
2

( )sin s 2 c2 ( )cos s 

c7 c1 b4
2

( )sin s 3 c3 c7 c1 b4 ( )sin s b1 c4 

c7 b1 c5 ( )cos s 3 c2 b3 c7 b1 c5 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s 

c7 b1 c5 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 c7 b1 c5 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 

c7 b1 c6 ( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 c7 b1 c6 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 

c7 b1 c6 ( )sin s 2 c3 b3 ( )cos s c7 b1 c6 ( )sin s 3 c3 b4 

c7 b1
2

c6 ( )sin s c4 c6 ( )cos s 3 c3
2

( )sin s 2 b3
2

 

c6 ( )cos s 4 c2
2

b3 b4 ( )sin s 2 c6 ( )cos s 4 c2 b3
2

c3 ( )sin s 

2 c6 ( )cos s 3 c2 b3 c3 ( )sin s 2 b4 2 c6 ( )cos s 3 c2 b3 b1 c4 

c6 ( )cos s 2 c2 b4 ( )sin s b1 c4 c6 ( )cos s 2 c3
2

( )sin s 3 b3 b4 

2 c6 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 b1 c4 c6 ( )cos s c3 ( )sin s 2 b4 b1 c4 

2 c5 ( )sin s c2
2

( )cos s 4 b3
2

c5 ( )sin s 3 c2
2

( )cos s 2 b4
2

 

2 c5 ( )sin s 3 c3
2

b3
2

( )cos s 2 3 c5 ( )sin s 2 c2
2

( )cos s 3 b3 b4 

4 c5 ( )sin s 2 c2 ( )cos s 3 b3
2

c3

6 c5 ( )sin s 3 c2 ( )cos s 2 b3 c3 b4

3 c5 ( )sin s c2 ( )cos s 2 b3 b1 c4 2 c5 ( )sin s 4 c2 ( )cos s b4
2

c3 

2 c5 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 b1 c4 3 c5 ( )sin s 4 c3
2

b3 ( )cos s b4 

3 c5 ( )sin s 2 c3 b3 ( )cos s b1 c4 2 c5 ( )sin s 3 c3 b4 b1 c4 



c3 ( )cos s c1
2

b4
2

( )sin s 2 2 c3 ( )cos s 2 c1
2

b3 b4 ( )sin s 

2 c3 ( )cos s 3 c1 b3 b1 c5 2 c3 ( )cos s 2 c1 b3 b1 c6 ( )sin s 

2 c3 ( )cos s 2 c1 b4 ( )sin s b1 c5

2 c3 ( )cos s c1 b4 ( )sin s 2 b1 c6 2 c3 ( )cos s 2 b1
2

c5 c6 ( )sin s 

c3 ( )cos s b1
2

c6
2

( )sin s 2 c2 ( )sin s c1
2

b3
2

( )cos s 2 

2 c2 ( )sin s 2 c1
2

b3 ( )cos s b4 2 c2 ( )sin s c1 b3 ( )cos s 2 b1 c5 

2 c2 ( )sin s 2 c1 b3 ( )cos s b1 c6

2 c2 ( )sin s 2 c1 b4 b1 c5 ( )cos s 2 c2 ( )sin s 3 c1 b4 b1 c6 

c2 ( )sin s b1
2

c5
2

( )cos s 2 2 c2 ( )sin s 2 b1
2

c5 ( )cos s c6 

c1
2

c4 b2 b3 ( )cos s c1
2

c4 b2 b4 ( )sin s c1 c4 b2 b1 c5 ( )cos s  

c1 c4 b2 b1 c6 ( )sin s c1 c4 b4 ( )cos s 3 c2 b3 

c1 c4 b4
2

( )cos s 2 c2 ( )sin s c1 c4 b4 ( )cos s 2 c3 ( )sin s b3 

c1 c4 b4
2

( )cos s c3 ( )sin s 2 c1 c4
2

b4 ( )cos s b1 

c1 c4 b3
2

( )sin s c2 ( )cos s 2 c1 c4 b3 ( )sin s 2 c2 ( )cos s b4 

c1 c4 b3
2

( )sin s 2 c3 ( )cos s c1 c4 b3 ( )sin s 3 c3 b4 

c1 c4
2

b3 ( )sin s b1 c2 ( )cos s 3 c5 b2 c1 b3 

c2 ( )cos s 2 c5 b2 c1 b4 ( )sin s c2 ( )cos s 3 c5
2

b2 b1 

2 c2 ( )cos s 2 c5 b2 b1 c6 ( )sin s c2
2

( )cos s 5 c5 b4 b3 

c2
2

( )cos s 4 c5 b4
2

( )sin s 2 c2 ( )cos s 4 c5 b4 c3 ( )sin s b3 



2 c2 ( )cos s 3 c5 b4
2

c3 ( )sin s 2 c2 ( )cos s 3 c5 b4 b1 c4 

c2 ( )cos s 2 c6 ( )sin s b2 c1 b3 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 2 b2 c1 b4 

c2 ( )cos s c6
2

( )sin s 2 b2 b1 c2
2

( )cos s 3 c6 ( )sin s 2 b3
2

 

c2
2

( )cos s 2 c6 ( )sin s 3 b3 b4 2 c2 ( )cos s 2 c6 ( )sin s 3 b3
2

c3 

2 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 4 b3 c3 b4 c2 ( )cos s c6 ( )sin s 2 b3 b1 c4 

c3 ( )sin s c5 ( )cos s 2 b2 c1 b3 c3 ( )sin s 2 c5 ( )cos s b2 c1 b4 

c3 ( )sin s c5
2

( )cos s 2 b2 b1 2 c3 ( )sin s 2 c5 ( )cos s b2 b1 c6 

c3
2

( )sin s 2 c5 ( )cos s 3 b4 b3 c3
2

( )sin s 3 c5 ( )cos s 2 b4
2

 

c3 ( )sin s c5 ( )cos s 2 b4 b1 c4 c3 ( )sin s 2 c6 b2 c1 b3 ( )cos s 

c3 ( )sin s 3 c6 b2 c1 b4 c3 ( )sin s 3 c6
2

b2 b1 

c3
2

( )sin s 4 c6 b3
2

( )cos s c3
2

( )sin s 5 c6 b3 b4 

c3 ( )sin s 3 c6 b3 b1 c4 )
> simplify(subs(cos(s)=x,sin(s)=sqrt(1-x^2),

%));

c5 1 x2 c3
2

b4
2

2 c5 1 x2 c3
2

b3
2

x4 c3 x3 b1
2

c5
2

 (

c3 x3 c1
2

b3
2

c6 x b1
2

c4
2

c5 1 x2 b1
2

c4
2

c7 b1
2

c5 x c4   

c7 c1 b3 x b1 c4 c7 c1 b3
2

x3 c2 c7 b1 c5 x3 c2 b3  

c6 x3 c2 b3 b1 c4 2 c3 x3 c1 b3 b1 c5 c1
2

c4 b2 b3 x  

c1 c4 b2 b1 c5 x 2 c1 c4 b4 x3 c2 b3 c1 c4
2

b4 x b1  

c2 x3 c5 b2 c1 b3 c2 x3 c5
2

b2 b1 4 c2
2

x5 c5 b4 b3  



3 c2 x3 c5 b4 b1 c4 c7 c1 b4 1 x2 b1 c4 

c7 b1
2

c6 1 x2 c4 c1
2

c4 b2 b4 1 x2 

c1 c4 b2 b1 c6 1 x2 c1 c4
2

b3 1 x2 b1 

2 c7 c1 b3 x2 c2 b4 1 x2 c7 c1 b3
2

x2 c3 1 x2 

c7 b1 c5 x2 c2 b4 1 x2 c7 b1 c5 x2 c3 1 x2 b3 

c7 b1 c6 1 x2 c2 x2 b3 c6 x2 c2 b4 1 x2 b1 c4 

c6 x2 c3 1 x2 b3 b1 c4 2 c5 1 x2 c2
2

x4 b3
2

 

3 c5 1 x2 c2 x2 b3 b1 c4 2 c3 x2 c1
2

b3 b4 1 x2 

2 c3 x2 c1 b3 b1 c6 1 x2 2 c3 x2 c1 b4 1 x2 b1 c5 

2 c3 x2 b1
2

c5 c6 1 x2 c2 1 x2 c1
2

b3
2

x2 

2 c2 1 x2 c1 b3 x2 b1 c5 c2 1 x2 b1
2

c5
2

x2 

c1 c4 b4
2

x2 c2 1 x2 2 c1 c4 b4 x2 c3 1 x2 b3 

c1 c4 b3
2

1 x2 c2 x2 c2 x2 c5 b2 c1 b4 1 x2 

2 c2 x2 c5 b2 b1 c6 1 x2 2 c2
2

x4 c5 b4
2

1 x2 

8 c2 x4 c5 b4 c3 1 x2 b3 c2 x2 c6 1 x2 b2 c1 b3 

c3 1 x2 c5 x2 b2 c1 b3 c3 1 x2 c5
2

x2 b2 b1 

3 c3 1 x2 c5 x2 b4 b1 c4 c3 x3 c1
2

b4
2

c3 x3 b1
2

c6
2

  

2 c7 c1 b3 x c3 b4 2 c7 c1 b3 x3 c3 b4 c7 c1 b4
2

c2 x  



c7 c1 b4
2

c2 x3 c7 b1 c5 x c3 b4 c7 b1 c5 x3 c3 b4  

c7 b1 c6 c2 x b4 c7 b1 c6 c2 x3 b4 c7 b1 c6 c3 b3 x  

c7 b1 c6 c3 b3 x3 c6 x3 c3
2

b3
2

2 c6 x3 c2 b3 c3 b4  

c6 x c3 b4 b1 c4 c6 x3 c3 b4 b1 c4 3 c5 c2
2

x3 b3 b4  

4 c5 c2 x3 b3
2

c3 4 c5 c2 x5 b3
2

c3 2 c5 c2 x b4
2

c3  

6 c5 c2 x3 b4
2

c3 4 c5 c2 x5 b4
2

c3 2 c5 c2 x b4 b1 c4  

3 c5 c3
2

b3 x b4 7 c5 c3
2

b3 x3 b4 4 c5 c3
2

b3 x5 b4  

3 c5 c3 b3 x b1 c4 3 c5 c3 b3 x3 b1 c4 c3 x c1
2

b4
2

  

2 c3 x c1 b4 b1 c6 2 c3 x3 c1 b4 b1 c6 c3 x b1
2

c6
2

  

2 c2 c1
2

b3 x b4 2 c2 c1
2

b3 x3 b4 2 c2 c1 b3 x b1 c6  

2 c2 c1 b3 x3 b1 c6 2 c2 c1 b4 b1 c5 x 2 c2 c1 b4 b1 c5 x3  

2 c2 b1
2

c5 x c6 2 c2 b1
2

c5 x3 c6 c1 c4 b4
2

x c3  

c1 c4 b4
2

x3 c3 c1 c4 b3 c2 x b4 c1 c4 b3
2

c3 x  

c1 c4 b3
2

c3 x3 c2 x c6 b2 c1 b4 c2 x3 c6 b2 c1 b4  

c2 x c6
2

b2 b1 c2 x3 c6
2

b2 b1 c2
2

x3 c6 b3
2

  

2 c2 x c6 b3 c3 b4 c2 x c6 b3 b1 c4 c3 c5 x b2 c1 b4  

c3 c5 x3 b2 c1 b4 2 c3 c5 x b2 b1 c6 2 c3 c5 x3 b2 b1 c6  

c3 c6 b2 c1 b3 x c3 c6 b2 c1 b3 x3 c3
2

c6 b3
2

x  

c2 1 x2 c1
2

b4
2

c2 1 x2 b1
2

c6
2

 



c2 1 x2 b1
2

c6
2

x2 c2 1 x2 c1
2

b4
2

x2 

3 c5 1 x2 c3
2

b4
2

x2 2 c5 1 x2 c3
2

b4
2

x4 

c7 c1 b4
2

1 x2 c3 c7 c1 b4
2

1 x2 c3 x2 

c7 b1 c6 1 x2 c3 b4 c7 b1 c6 1 x2 c3 b4 x2 

2 c5 1 x2 c3 b4 b1 c4 2 c2 1 x2 c1 b4 b1 c6 

2 c2 1 x2 c1 b4 b1 c6 x2 c1 c4 b3 1 x2 c3 b4 

c3 1 x2 c6 b2 c1 b4 c3 1 x2 c6 b2 c1 b4 x2 

c3 1 x2 c6
2

b2 b1 c3 1 x2 c6
2

b2 b1 x2 

c3
2

1 x2 c6 b3 b4 c3
2

1 x2 c6 b3 b4 x2 

c3 1 x2 c6 b3 b1 c4 c5 1 x2 c2
2

x2 b4
2

 

2 c5 1 x2 c3
2

b3
2

x2 6 c5 1 x2 c2 x2 b3 c3 b4 

c2
2

x2 c6 1 x2 b3 b4 2 c2 x2 c6 1 x2 b3
2

c3  )  r2

> collect(%,x);

( )  4 c5 c3
2

b3 b4 4 c5 c2 b3
2

c3 4 c5 c2
2

b3 b4 4 c5 c2 b4
2

c3 

r2 x5 2 c5 1 x2 c3
2

b3
2

2 c5 1 x2 c2
2

b3
2

 (

2 c5 1 x2 c2
2

b4
2

2 c5 1 x2 c3
2

b4
2

 

8 c5 1 x2 c2 b3 c3 b4 )  r2 x4 c7 c1 b3
2

c2 c2 c5
2

b2 b1 (

c7 c1 b4
2

c2 3 c5 c2
2

b3 b4 4 c5 c2 b3
2

c3 6 c5 c2 b4
2

c3   

7 c5 c3
2

b3 b4 2 c2 c1
2

b3 b4 2 c2 b1
2

c5 c6 c1 c4 b4
2

c3   



c1 c4 b3
2

c3 c2 c6
2

b2 b1 c3 b1
2

c5
2

c3 c1
2

b3
2

c3 c1
2

b4
2

    

c3 b1
2

c6
2

c2
2

c6 b3
2

c3
2

c6 b3
2

c7 b1 c5 c2 b3   

c2 c5 b2 c1 b3 2 c3 c1 b3 b1 c5 2 c7 c1 b3 c3 b4  

c7 b1 c5 c3 b4 c6 c3 b4 b1 c4 3 c5 c2 b4 b1 c4  

3 c5 c3 b3 b1 c4 2 c3 c1 b4 b1 c6 c7 b1 c6 c2 b4  

c7 b1 c6 c3 b3 2 c2 c1 b3 b1 c6 2 c2 c1 b4 b1 c5  

2 c1 c4 b3 c2 b4 c2 c6 b2 c1 b4 2 c2 c6 b3 c3 b4  

c2 c6 b3 b1 c4 c3 c5 b2 c1 b4 2 c3 c5 b2 b1 c6 c3 c6 b2 c1 b3   

)  r2 x3 3 c5 1 x2 c3
2

b4
2

c2 1 x2 c1
2

b4
2

 (

c2 1 x2 b1
2

c6
2

c7 c1 b4
2

1 x2 c3 

c7 b1 c6 1 x2 c3 b4 3 c5 1 x2 c3 b4 b1 c4 

2 c2 1 x2 c1 b4 b1 c6 2 c1 c4 b3 1 x2 c3 b4 

c3 1 x2 c6 b2 c1 b4 c3 1 x2 c6
2
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c3
2

1 x2 c6 b3 b4 c3 1 x2 c6 b3 b1 c4 

c5 1 x2 c2
2

b4
2

2 c5 1 x2 c3
2

b3
2

c2 1 x2 c1
2

b3
2

  

c2 1 x2 b1
2

c5
2

6 c5 1 x2 c2 b3 c3 b4 

c7 b1 c5 c3 1 x2 b3 2 c7 c1 b3 c2 b4 1 x2 

c6 c2 b4 1 x2 b1 c4 3 c5 1 x2 c2 b3 b1 c4 

c7 b1 c5 c2 b4 1 x2 2 c2 c5 b2 b1 c6 1 x2 

c7 c1 b3
2

c3 1 x2 c3 1 x2 c5 b2 c1 b3 



c1 c4 b3
2

1 x2 c2 2 c3 c1 b4 1 x2 b1 c5 

c2 c6 1 x2 b2 c1 b3 c3 1 x2 c5
2

b2 b1 

c2 c5 b2 c1 b4 1 x2 2 c2 1 x2 c1 b3 b1 c5 

c1 c4 b4
2

c2 1 x2 2 c2 c6 1 x2 b3
2

c3 

2 c3 b1
2

c5 c6 1 x2 c7 b1 c6 1 x2 c2 b3 

2 c3 c1
2

b3 b4 1 x2 2 c3 c1 b3 b1 c6 1 x2 

c2
2

c6 1 x2 b3 b4 )  r2 x2 c7 b1
2

c5 c4 c1
2

c4 b2 b3 (

c1 c4
2

b4 b1 c7 c1 b4
2

c2 2 c5 c2 b4
2

c3 3 c5 c3
2

b3 b4   

2 c2 c1
2

b3 b4 2 c2 b1
2

c5 c6 c1 c4 b4
2

c3 c1 c4 b3
2

c3   

c2 c6
2
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2

c4
2
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2

b4
2

c3 b1
2

c6
2

c3
2

c6 b3
2

    

c7 c1 b3 b1 c4 c1 c4 b2 b1 c5 2 c7 c1 b3 c3 b4 c7 b1 c5 c3 b4   

c6 c3 b4 b1 c4 2 c5 c2 b4 b1 c4 3 c5 c3 b3 b1 c4  

2 c3 c1 b4 b1 c6 c7 b1 c6 c2 b4 c7 b1 c6 c3 b3  

2 c2 c1 b3 b1 c6 2 c2 c1 b4 b1 c5 c1 c4 b3 c2 b4  

c2 c6 b2 c1 b4 2 c2 c6 b3 c3 b4 c2 c6 b3 b1 c4 c3 c5 b2 c1 b4   

2 c3 c5 b2 b1 c6 c3 c6 b2 c1 b3  )  r2 x (

c1 c4 b3 1 x2 c3 b4 c7 b1
2

c6 1 x2 c4 

c3 1 x2 c6 b2 c1 b4 c1 c4 b2 b1 c6 1 x2 

c3 1 x2 c6
2

b2 b1 c2 1 x2 c1
2

b4
2

 



c1 c4
2

b3 1 x2 b1 c3
2

1 x2 c6 b3 b4 

c3 1 x2 c6 b3 b1 c4 c7 c1 b4 1 x2 b1 c4 

c5 1 x2 b1
2

c4
2

c7 b1 c6 1 x2 c3 b4 

c2 1 x2 b1
2

c6
2

c7 c1 b4
2

1 x2 c3 

c1
2

c4 b2 b4 1 x2 c5 1 x2 c3
2

b4
2

 

2 c5 1 x2 c3 b4 b1 c4 2 c2 1 x2 c1 b4 b1 c6  )  r2

> subs(b[1]=1,b[2]=0,b[3]=0,b[4]=0,%);

( ) c3 c5
2

c3 c6
2

2 c2 c5 c6  r2 x3

( ) c2 1 x2 c6
2

c2 1 x2 c5
2

2 c3 c5 c6 1 x2  r2 x2

( )  c3 c6
2

c6 c4
2

2 c2 c5 c6 c7 c5 c4  r2 x

( )  c7 c6 1 x2 c4 c5 1 x2 c4
2

c2 1 x2 c6
2
 r2



Chapitre 03 :
> restart;
> with(linalg):
> eqd1:=D(X)(t) = Y(t);

 := eqd1 ( )( )D X t ( )Y t
> eqd2:=D(Y)(t) = -3*X(t);

 := eqd2 ( )( )D Y t 3 ( )X t
> eqd3:=D(Z)(t) = W(t);

 := eqd3 ( )( )D Z t ( )W t
> eqd4:=D(W)(t) = -4*Z(t);

 := eqd4 ( )( )D W t 4 ( )Z t
> eqns:= { eqd1, eqd2, eqd3, eqd4,X(0)=X[0], Y(0)=Y[0], 

Z(0)=Z[0],W(0)=W[0]};
eqns ( )W 0 W0 ( )X 0 X0 ( )Y 0 Y0 ( )Z 0 Z0 ( )( )D W t 4 ( )Z t, , , , ,{ := 

( )( )D X t ( )Y t ( )( )D Y t 3 ( )X t ( )( )D Z t ( )W t, , }
> dsolve( eqns, {X(t), Y(t), Z(t),W(t)});

( )W t  2 Z0 ( )sin 2 t W0 ( )cos 2 t ( )X t 
1
3

3 ( ) X0 3 ( )cos 3 t Y0 ( )sin 3 t, ,{

( )Y t  X0 3 ( )sin 3 t Y0 ( )cos 3 t ( )Z t Z0 ( )cos 2 t
1
2

W0 ( )sin 2 t, }

> with(LinearAlgebra):
> M:=Matrix(4,4,[cos(sqrt(3)*t),(1/sqrt(3)*sin(sqrt(3)*t),0,0,-sqr

t(3)*sin(sqrt(3)*t),cos(sqrt(3)*t),0,0,0,0,cos(2*t),1/2*sin(2*t)
,0,0,-2*sin(2*t),cos(2*t))]);

 := M































( )cos 3 t
1
3

( )sin 3 t 3 0 0

 ( )sin 3 t 3 ( )cos 3 t 0 0

0 0 ( )cos 2 t
1
2

( )sin 2 t

0 0 2 ( )sin 2 t ( )cos 2 t
> M^(-1);

















































, , ,
( )cos 3 t

( )cos 3 t 2 ( )sin 3 t 2


1
3

( )sin 3 t 3

( )cos 3 t 2 ( )sin 3 t 2
0 0

, , ,
( )sin 3 t 3

( )cos 3 t 2 ( )sin 3 t 2
( )cos 3 t

( )cos 3 t 2 ( )sin 3 t 2
0 0

, , ,0 0
( )cos 2 t

( )cos 2 t 2 ( )sin 2 t 2


1
2

( )sin 2 t

( )cos 2 t 2 ( )sin 2 t 2

, , ,0 0
2 ( )sin 2 t

( )cos 2 t 2 ( )sin 2 t 2
( )cos 2 t

( )cos 2 t 2 ( )sin 2 t 2
> M0:=subs(t=0,%);



 := M0





















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

> subs(t=(p*2*Pi)/(sqrt(3)),%%);








































































, , ,
( )cos 2 p 

( )cos 2 p  2 ( )sin 2 p  2


1
3

( )sin 2 p  3

( )cos 2 p  2 ( )sin 2 p  2
0 0

, , ,
( )sin 2 p  3

( )cos 2 p  2 ( )sin 2 p  2
( )cos 2 p 

( )cos 2 p  2 ( )sin 2 p  2
0 0

, , ,0 0









cos

4 p  3
3










cos

4 p  3
3

2








sin

4 p  3
3

2


1
2









sin

4 p  3
3










cos

4 p  3
3

2








sin

4 p  3
3

2

, , ,0 0
2









sin

4 p  3
3










cos

4 p  3
3

2








sin

4 p  3
3

2









cos

4 p  3
3










cos

4 p  3
3

2








sin

4 p  3
3

2

> simplify(%);




































( )cos 2 p  
1
3

( )sin 2 p  3 0 0

( )sin 2 p  3 ( )cos 2 p  0 0

0 0








cos

4 p  3
3


1
2









sin

4 p  3
3

0 0 2








sin

4 p  3
3









cos

4 p  3
3

> M1:=subs(cos(2*p*Pi)=1,sin(2*p*Pi)=0,%);

 := M1































1 0 0 0
0 1 0 0

0 0








cos

4 p  3
3


1
2









sin

4 p  3
3

0 0 2








sin

4 p  3
3









cos

4 p  3
3

> M0-M1;






























0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 1








cos

4 p  3
3

1
2









sin

4 p  3
3

0 0 2








sin

4 p  3
3

1








cos

4 p  3
3



> M3:=Matrix(2,2,[1-cos((4*P*Pi*sqrt(3))/3),(1/2)*sin((4*P*Pi*sqrt
(3))/3),-2*sin((4*P*Pi*sqrt(3))/3),1-cos((4*P*Pi*sqrt(3))/3)]);

 := M3























1








cos

4 P  3
3

1
2









sin

4 P  3
3

2








sin

4 P  3
3

1








cos

4 P  3
3

> Determinant(M3);

  1 2








cos

4 P  3
3









cos

4 P  3
3

2








sin

4 P  3
3

2

> simplify(%);

2 2








cos

4 P  3
3

> M4:=simplify(M^(-1));

 := M4































( )cos 3 t 
1
3

( )sin 3 t 3 0 0

( )sin 3 t 3 ( )cos 3 t 0 0

0 0 ( )cos 2 t 
1
2

( )sin 2 t

0 0 2 ( )sin 2 t ( )cos 2 t
> M4.<0,F[1],0,F[2]>;




































1
3

( )sin 3 t 3 F1
( )cos 3 t F1


1
2

( )sin 2 t F2
( )cos 2 t F2

> L1:=op(2,%);
L1 := 

{ }, , ,( )1 
1
3

( )sin 3 t 3 F1 ( )2 ( )cos 3 t F1 ( )3 
1
2

( )sin 2 t F2 ( )4 ( )cos 2 t F2
> F[11]:=(1/(p*T[1]))*Int(-1/3*3^(1/2)*sin(3^(1/2)*t)*F[1],t=0..p*

T[1]);

 := F11
1

p T1
d








0

p T1


1
3

( )sin 3 t 3 F1 t

> F[22]:=(1/(p*T[1]))*Int(cos(3^(1/2)*t)*F[1],t=0..p*T[1]);

 := F22
1

p T1
d






0

p T1

( )cos 3 t F1 t



> H1:=Y[0]*(3*(X[0])^2+Y[0]^2)/48;

 := H1
1
48

Y0






3 X0

2
Y0

2

> H2:=1/24*(3*(sqrt(3)-3*X[0])*X[0]^2-(sqrt(3)+3*X[0])*Y[0]^2);

 := H2 
1
8

( )3 3 X0 X0
2 1

24
( )3 3 X0 Y0

2

> solve({H1,H2},{X[0],Y[0]});

,{ },X0 0 Y0 0 { },X0
3

3
Y0 0

> with(VectorCalculus):
> (J,d):=Jacobian( [H1,H2], [X[0],Y[0]],'determinant' );

,J d























1
8

Y0 X0 
1

16
X0

2 1
16

Y0
2

  
3
8

X0
2 1

4
( )3 3 X0 X0

1
8

Y0
2


1

12
( )3 3 X0 Y0

, := 

    
5

192
Y0

2
X0 3

3
64

Y0
2

X0
2 9

128
X0

4 1
64

X0
3

3
1

128
Y0

4

> simplify(subs(X[0] = sqrt(3)/3, Y[0] =0 ,d));
1

384
> z[0]*cos(2*t)+1/2*w[0]*sin(2*t)+sin(2*t)*(z[0]*cos(2*t)+(w[0]/2)

*sin(2*t))*(1-w[0]*cos(2*t)+2*z[0]*sin(2*t))*(w[0]*cos(2*t)-2*z[
0]*sin(2*t));

z0 ( )cos 2 t
1
2

w0 ( )sin 2 t ( )sin 2 t








z0 ( )cos 2 t

1
2

w0 ( )sin 2 t 

( ) 1 w0 ( )cos 2 t 2 z0 ( )sin 2 t ( )w0 ( )cos 2 t 2 z0 ( )sin 2 t

> expand((%*sin(2*t))/(-2*Pi));

8 ( )sin t 3 ( )cos t 7 w0
3



8 ( )sin t 2 ( )cos t 4 z0 w0


12 ( )sin t 2 ( )cos t 4 z0 w0
2


 

64 ( )sin t 3 ( )cos t 5 z0
2

w0


32 ( )sin t 4 ( )cos t 6 w0
2

z0


16 ( )sin t 4 ( )cos t 4 w0
2

z0


  

2 ( )sin t 2 ( )cos t 2 z0 w0
2



2 ( )sin t ( )cos t 3 z0


2 ( )sin t 3 ( )cos t 3 w0
2


  

( )sin t 2 ( )cos t 2 w0


4 ( )sin t 3 ( )cos t 5 w0
2



8 ( )sin t 3 ( )cos t 5 w0
3


  

8 ( )sin t 3 ( )cos t 3 z0
2



64 ( )sin t 4 ( )cos t 6 z0
3



32 ( )sin t 4 ( )cos t 4 z0
3


  



2 ( )sin t 3 ( )cos t 3 w0
3



( )sin t ( )cos t z0


16 ( )sin t 3 ( )cos t 5 z0
2


  

16 ( )sin t 2 ( )cos t 8 z0 w0
2



2 ( )sin t 2 ( )cos t 2 z0 w0


24 ( )sin t 2 ( )cos t 6 z0 w0
2


  

32 ( )sin t 5 ( )cos t 5 w0 z0
2



64 ( )sin t 3 ( )cos t 7 z0
2

w0


16 ( )sin t 3 ( )cos t 3 z0
2

w0


  

8 ( )sin t 4 ( )cos t 4 w0 z0


8 ( )sin t 2 ( )cos t 6 z0 w0


 

> G1:=int(%,t=0..Pi);

 := G1
1
8

w0 ( )z0 1

> z[0]*cos(2*t)+1/2*w[0]*sin(2*t)-sin(2*t)*(z[0]*cos(2*t)+(w[0]/2)
*sin(2*t))*(w[0]*cos(2*t)-2*z[0]*sin(2*t))-(z[0]*cos(2*t)+1/2*w[
0]*sin(2*t))*((w[0]*cos(2*t)-2*z[0]*sin(2*t))^2);

z0 ( )cos 2 t
1
2

w0 ( )sin 2 t

( )sin 2 t








z0 ( )cos 2 t

1
2

w0 ( )sin 2 t ( )w0 ( )cos 2 t 2 z0 ( )sin 2 t









z0 ( )cos 2 t

1
2

w0 ( )sin 2 t ( )w0 ( )cos 2 t 2 z0 ( )sin 2 t
2



> expand((%*cos(2*t))/(Pi));

32 ( )sin t 2 ( )cos t 4 z0 w0
2



32 ( )sin t 3 ( )cos t 5 z0
2

w0


8 ( )sin t 2 ( )cos t 2 z0 w0
2



z0


   

w0
2

z0


4 z0 ( )cos t 4



4 z0 ( )cos t 2



12 w0
3

( )sin t ( )cos t 5



64 z0
3

( )cos t 6 ( )sin t 2


    

8 ( )sin t 2 ( )cos t 6 w0
2



w0
3

( )sin t ( )cos t



6 w0
3

( )sin t ( )cos t 3


  

8 ( )sin t 2 ( )cos t 4 w0
2



64 z0
2

( )cos t 7 ( )sin t w0


32 ( )sin t 2 ( )cos t 4 z0
2


  

96 z0
2

( )cos t 5 ( )sin t w0


48 z0
2

( )cos t 3 ( )sin t w0


8 ( )sin t ( )cos t z0
2

w0


  



16 ( )sin t ( )cos t 7 z0 w0


64 z0
3

( )cos t 4 ( )sin t 2



2 w0 ( )sin t ( )cos t 3


  

16 ( )sin t 3 ( )cos t 5 w0 z0


16 z0 ( )cos t 8 w0
2



8 w0
3

( )sin t ( )cos t 7


  

2 ( )sin t 2 ( )cos t 2 w0
2



8 ( )sin t 2 ( )cos t 2 z0
2



16 ( )sin t 2 ( )cos t 2 z0
3


  

w0 ( )sin t ( )cos t



24 z0 ( )cos t 4 w0
2



8 z0 ( )cos t 2 w0
2



24 ( )sin t ( )cos t 5 z0 w0


   

12 ( )sin t ( )cos t 3 z0 w0


2 ( )sin t ( )cos t z0 w0


8 ( )sin t 3 ( )cos t 3 w0 z0


  

32 z0 ( )cos t 6 w0
2



32 ( )sin t 2 ( )cos t 6 z0
2



32 ( )sin t 2 ( )cos t 6 z0 w0
2


  

16 ( )sin t 3 ( )cos t 3 z0
2

w0




> int(%,t=0..Pi);

    
1
8

w0
2

z0
1
4

z0
2 1

16
w0

2 1
2

z0
1
2

z0
3

> G2:=collect(%,w[0]);

 := G2   








 

1
8

z0
1

16
w0

2 1
2

z0
3 1

4
z0

2 1
2

z0
> subs(w[0]=0,%);

  
1
2

z0
3 1

4
z0

2 1
2

z0
> solve(%,z[0]);

, ,0 
1
4

17
4


1
4

17
4

> subs(z[0]=1,G2);

 
3
16

w0
2 1

4
> solve(%,w[0]);

,
2 3

3
2 3

3
> with(VectorCalculus):
> (J,d):=Jacobian( [G1,G2], [z[0],w[0]],'determinant' );



,J d























1
8

w0 
1
8

z0
1
8

   
1
8

w0
2 3

2
z0

2 1
2

z0
1
2

2








 

1
8

z0
1
16

w0

, := 

    
1

64
w0

2
z0

1
32

w0
2 3

16
z0

3 1
4

z0
2 1

16
> simplify(subs(z[0] = 1, w[0] =2*sqrt(3)/3 ,d));

-1
16

> simplify(subs(z[0] = 1, w[0] =-2*sqrt(3)/3 ,d));
-1
16

> simplify(subs(z[0] =1/4-1/4*17^(1/2) , w[0] =0 ,d));

 
17

256
7 17

256
> simplify(subs(z[0] =1/4+1/4*17^(1/2) , w[0] =0 ,d));

 
17

256
7 17

256
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