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Résumeé

Dans ce mémoire, nous étudions premierement I'existence de cycles limites du
systeme différentiel a quatre dimensions

X'= AX+&F(X),
ou & estun parametre suffisamment petit,
0 -10 O
/1 0 0 O0
A=lo 0 0 -1
0 0 1 0

et F :R*—>R* estdonné par
F(X) = AX + (k" X)b,
avecAeM,(R), k,beR*\{0} et ¢ :R —> R lafonction linéaire par morceaux
Si X € (—,1),
#(x) :{mx, sixe[Lo),meR’,
La seconde partie de ce travail est I'étude de I'existence de cycles limites d'un

satellite rigide dumbbell dans un orbite circulaire ayant des équations de
mouvement de la forme

a6_ d¢( jtan¢+3sm«900349 & (t 0,—., 9, dﬂ
dt? dt dt d dt

d’¢ ((1,.99) 200 g s _ dg
7 ((1+ dt) +3C0s 9J3|n¢cos¢—5F (t 0,— ot , @, dt)

ou & estun parametre suffisamment petitet F',F,” sont des fonctions lisses
périodiques en t.

Mots clés : Cycle limite, fonction linéaire par morceaux, satellite rigide dumbbell,
orbite circulaire.



Abstract

In this work, we first study the existence of limit cycles of the
four-dimensional differential system

X' = AX+&F(X),
where ¢ is a sufficiently small parameter
0 -1 0 O
1 0 0 O
0O 0 0 -1
0O 0 1 O

A =

and F :R*—R* isgiven by
F(x) = AX + (K" X)b,
withAeM,(R) ,k,beR*\{0} and ¢ :R — Rthe piecewise linear function
0, for x € (—0,1),
@(x) = .
mx, forxe[l,o),meR’.
The second part of this work is the study of the existence of limit cycles

of a rigid dumbbell satellite in a circular orbit having equations of
motion in the form

a6_ d¢(1 —jtan¢+33m«9cos€ e [t 0,—,9, dﬂ

dt? dt dt d dt

d’g s acoe g | dg
1+— | +3 0 =¢F | 1,0,—

pre [( + dtj +3c0s J3|n¢cos¢ ( i , @, dt)

where ¢ is a sufficiently small parameter and F’, F, are periodic smooth
functions in t.

Keywords : Limit cycle, piecewise linear function, rigid dumbbell
satellite, circular orbit.
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INTRODUCTION

On considére le systéme différentiel

.T:P(.I’,y), y:Q(xay>7 (1)

ou P et () sont des polyndémes réels en les variables x et y. Dans son allocution
au Congres international de mathématiques de Paris en 1900, Hilbert a soulevé la
question du nombre de cycles limites de ces systémes différentiels. Il reste I'une des
questions ouvertes les plus difficiles de la théorie qualitative des systémes différentiels
polynomiaux plans.

Soit H,, le nombre maximum possible de cycles limites de lorsque P et Q)
sont de degré au plus m. les H,, sont les nombres de Hilbert et le probléme de
savoir si H,, est fini est toujours un probléme, méme pour le cas le plus simple de
systémes différentiels polynomiaux quadratiques (m = 2). Le meilleur résultat dans
cette direction est probablement la preuve de la conjecture de Dulac par ILyashenko
[T1] et [7] selon différentes méthodes. Ce résultat indique qu’un systéme polynomial
donné ne peut pas avoir un nombre infini de cycles limites. Notez que cela n’implique
pas que H,, est fini.

D’autre part, il y a eu un certain succés pour trouver les bornes inférieures de
H,,. Ainsi, on sait que Hy > 4 (voir [19]) et H3 > 11 (voir [I3]). Plusieurs auteurs
ont établi que H,, grandit au moins aussi vite que m? avec m. cela, Ilyashenko [10]
a prouvé que

1
H,, > = (m? —2).
Z 5 (m +m )
Basarab-Horwath et Lloyd [I] ont montré que

1
Hmzz(m—l)(m—i—Q).

Christopher et Lloyd [5] ont prouvé que
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1
H,, > 5 (m + 1)*(logy(m + 1) — 3) + 3m.

Dans ces trois derniers résultats, les cycles limites se produisent dans plusieurs nids,
c’est-a-dire qu'’ils n’entourent pas un point singulier unique. En 1954, Otrokov [17]
a déclaré que

H,, > % (m® +5m —20 — 6(—1)"),

et que tous ces cycles limites sont situés dans un petit voisinage d’un point singulier
unique. Malheureusement, la preuve d’Otrokov est difficile & comprendre pour nous.
Ce travail se compose de trois chapitres qui se déclinent comme suit :

Le premier chapitre présente des rappels et généralités sur les systémes dyna-
miques et les équations différentielles.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie la bifurcation des cycles limites des orbites
périodiques d’un centre & quatre dimensions dans une classe de systémes différentiels
linéaires par morceaux de la forme

= Agx+eF (x).

Ou
0 -1 0 0
1 0 0 0
Ao = 0o 0 0 —1 |
0 0 1 0

et ¢ est un paramétre suffisamment petit, £’ : R* — R* est donné par F (x) =
Az + ¢ (kTz) b tel que

(z) = 0 six € (—o0,1),
PE ma siz € [l,+00),m e R,

Dans le troisiéme chapitre nous avons donné les conditions suffisantes pour ’exis-
tence des solutions périodiques de la dynamique d’attitude perturbée d'un satellite
rigide dumbbell dans un orbite circulaire

20 _dob do . . o d¢
P (H%) AR A (“)%’“ﬁ’ dt)
42 do\> dé  dg
1+ 5 20 | s = cF5 (1,0.5, 6,
e 4+ (( + dt> + 3 cos 9) sin ¢ cos ¢ = €L (t,g, dt’¢’ dt)’

ou € est un parametre suffisamment petit et F}, F; sont des fonctions lisses pério-
diques en t avec
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FY (t, 0,

g
dt’
do

!

0

de
Tdt
d¢
Sdt

)
)



CHAPITRE 1

RAPPELS ET GENERALITES

Dans ce chapitre nous donnons quelques définitions et résultats fondamentaux
sur les systémes dynamiques et les équations différentielles.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application ¥ : R x R* —
R™ tel que

1.2 Champ de vecteurs
Définition 1.2.1 Soit U un ouvert de R"™. Une application

X:iz= (21, 20)" = (f1(2), ., ful2)T,

de classe C* définie sur U a valeurs dans R est appelée un champ de vecteurs de
classe C* sur U. A un tel champ de vecteur, on associe le systéme différentiel

{Z; = fi(x1,...,zn) i €{1,..,n}} & i = X(x).
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1.3 Point critique

Définition 1.3.1 Soit le systéme différentiel non linéaire

&= f(z),z € R" (1.1)
On appelle point critique ou point d’équilibre du systéeme différentiel (L.1)), tout point
xg € R™ tel que
1.4 le systéme linéairisé

Définition 1.4.1 Considérons le systéeme différentiel (1.1)). Le systéme

&= Az, (1.2)
o 5
A=Df(xo) = <3f (370)) R
et o
f(l‘()) - Oa

est appelé le linéarisé de (1.1) en xo.

1.5 Point critique hyperbolique

Définition 1.5.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.1)) est dit hyperbo-
lique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A = D f(xq) sont a
partie réelle non nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

pd pd

1.6 Point critique dégénéré

Définition 1.6.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.1) est dit dégénéré
si au moins une des n valeurs propres de la matrice Jacobienne A = D f(xq) est
nulle.

1.7 Point critique puits

Définition 1.7.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.1)) est appelé puits
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xq) ont des parties réelles stric-
tements négatives.
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1.8 Point critique source

Définition 1.8.1 Un point critique xo de systéme différentiel (1.1)) est appelé source
si toutes les valeurs propres de la matrice A = D f(xo) ont des parties réelles stric-
tements positives.

1.9 Point critique selle
Définition 1.9.1 Un point critique xo de systéme différentiel (L.1)) est appelé s’il

est hyperbolique et si A = Df(xo) a au moins une valeur propre avec une partie
réelle positive et au moins une valeur propre avec une partie réelle négative.

1.10 Centre isochrone globale dans R*

Définition 1.10.1 Soit le systéme différentiel linéaire

jjl = —T2,

Iy =, (1.3)
T3 = —Ty,

i‘4 = I3,

lorigine de R* est un centre isochrone globale pour le systéeme (1.3)), c.-a-d, tous les
orbites différentes de l’origine sont périodiques a la méme période 2.

1.11 Systéme différentiel autonome

Définition 1.11.1 On appelle systéme différentiel autonome un systéme différentiel
pour lequel f ne depend pas du temps :

= f(z), =xeR"

1.12 Flot du systéme différentiel

Définition 1.12.1 On appelle flot du systéme différentiel & = f(x) ou x € R™ et
f (z) € R™ l’ensemble des applications ¢, : R" — R™ définies par ¢, (xo) = ¢ (t, xo)
ot ¢ (t,xq) est la solution de ce systéme telle que ¢ (0,z0) = xp.
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1.13 Notions de stabilité

Soit le systeme différentiel
T = f(t,x), teR,zeR",

on suppose que f(t,x) satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
des solution.

Définition 1.13.1 Une solution ¢(t) du systéme
i =P(z,y)
) T 1.4
{ J=0Q(zy), (14)

telle que p(ty) = @, est dit stable au sens de Lyapunov si : ¥e > 0,30 > 0 tel
que pour toute solution x(t) dont le valeur initiale x(to) vérifie :

[z(to) = @oll <0 = |lz(t) — p(O)]| <&,V = to,
si en plus : 1121 |x(t) — o(t)|| = 0, alors la solution p(t) est un asymptotiquement

stable.

Définition 1.13.2 La solution ¢(t) = 0 est stable au sens de Lyapunov si : Ve > 0
, 30 >0 tel que pour toute solution x(t) dont le valeur initiale x(ty) vérifie :

lz(o)l <o = flz@®)] <&Vt > to,

si en plus 3 lir+n llz(t)|| = 0, ©(t) = 0 est dite asymptotiquement stable.

1.14 Cycle limite

Définition 1.14.1 Un cycle limite est une orbite fermée isolé, c’est a dire au voi-
sinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermé.
La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires de son voisinage.

1.15 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.15.1 Supposons que le systéme (1.4)) a une orbite périodique (x (t) ,y (t))

de période T'. Soit
T

o= (5 - 52)

Sid > 0 (resp. 0 < 0) alors Uorbite périodique (x (t),y (t)) est un cycle limite in-
stable (resp.stable). Il peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou peut
appartenir a une bande § = 0.

Une orbite périodique (x (t),y (t)) ayant  # 0 est un cycle limite hyperbolique.

7



1.16. SOLUTION PERIODIQUE

] -
S ) '/ /a |
! [ |
.k\x.\ \ | f"l
-, i A
i ____.f/ = K/
_—— -
Fig. 1.1. Cycle limite stable Fig. 1.2. Cycle limite instable

Fig. 1.3. Cycle limite
semi-stable

1.16 Solution périodique

Définition 1.16.1 Supposons que x = I (t) est une solution de systéme différentiel
(1.1) et supposons qu’il existe un nombre T' > 0, vérifiant

I'(t+7)=T(t) pourT > 0.
Alors T (t) s’appelle une solution périodique de systéme (1.1)). Le plus petit réel T > 0
qui vérifie la formule précédent est appelé période.

1.17 Plan et portrait de phase

Définition 1.17.1 Soit le systéeme planaire (1.4)un portrait de phase est ’ensembles
des trajectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour les systémes autonomes

8
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d’équations différentielles ordinaires de deux variables. Les solutions (x (t),y (t)) du
systéme (1.4)) représentent dans le plan (x,y) des courbes appelées orbites. Les points
critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des orbites
de ce systéme ainsi que ces points critiques représentent le portrait de phase et le
plan (xoy) est le plan de phase.

1.18 Classification des points d’équilibre dans R?

On consideére le systéme différentiel linéaire

Y1 = any1 + aizya,
Yo = A21Y1 + A22Y2,

ce systéme s’écrit sous la forme matricielle

Y = AY,

Y:(%),A:(all Cl12).
Y2 Q21 Q22

1) Cas A est diagonale et les valeurs propres A\; et Ay sont réelles
le systéme s’écrit alors

ou

3)1 = >\1y1,
U2 = AaY2,

soit
y = ae’"’,
Yo = be¥2!.
Il y a donc une infinité de solutions, dépendant de deux parameétres a et b ’ensemble
des solutions, consistue un espace vectoriel de dimesion 2 sur R. Si de plus on se
0 0,y1t
donne Y (0) = Y? = ( g}) ), alors Y est pas faitement déterminé Y = ( Z}]ZW )
2 2
On peut représenter 1’énsemble des solutions dans le plan (y;,y2) pour a et b don-
nés, la courbe (y; (t),y2 (t)) s’appelle une courbe intégrale, elle est donnée par une
représentation paramétrique en fonction de ¢.
SiA =X
on a alors "
Y1 =3 sib#£0,
(y1 = ae¥*t, y, = 0) sib=0.

C’est une famille de droites passant par ’origine.
Si A1 > 0, y; et yo tendent vers +oo lorsque ¢ — +oo et vers 0 lorsque ¢t — —oo si

9
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1.18. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE DANS R

A1 < 0, c’est le contraire. La fleche sur les droites représente le sens du temps
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e N PN NN\ | s
SEEESEnS oI o) SEsSsawalmsan s
. N e e S N o A...F .JNJ e
e a i e o o o TR T N R e % < habnb et ar-aigt = / AR R,
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s LI PRV AV RN 10 —ers L f AR
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A R R R R R A AR el f MR WY
F e rry iyl L R PYFEsy 1 /5./// %

Yy ErE; PRLVRNVVWL FH eeRr Z, MRV
SNAMNAMVMV LWL LB Zgv i o il VTR VROV
AR R AT LR $ bl vy @ SMWNAVW LW i s e v
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SO z,,.___..” I i s/t m N /ﬁi / xu\ s

LN A o A S reds
—_— s N LV S i m . e SO Y w-\\\\ P Ll dd
et S N 1r e S, e S PPy s
— ) : e e m V et \ oL
e s s e S S gy e, e A =l oty s sl s Q \nA/. et t\ Ll -~ t\n\\
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st )\1 > )\2 > 0.
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Fig. 1.6. Noeud impropre stable Fig. 1.7. Noeud impropre instable
ST A < Ay <O.
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Lorsque les deux valeurs propers sont négatives, il suffit de renverser le sens du

temps 1’origine dévient alors un point stable.

&,l-.ll
.

—pir—

Fig. 1.8. Col (Selle) si Ay <0 < Ag

ou Ay < 0 < .

2) Cas A non diagonalisable alors A est valeur propre double
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AAAAAAAEAN
AAAAAA AR
AAAAAAAR
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Pl e Py

£E; e o
..Il.l..l'l.‘.l‘f... > \\M

= e e A A e
Lol ot ot o o o
Ll — ol " g

P et o g a &
\“V e
Py e Py
e S B S S S e e g
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AR S R,
AR T T R R,
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e gt g5 S S D T

-J'.I‘JI'I‘
A e

IS e o ddaass
W'
L
IS ey e

et e e et e
e e S T
e o e e e e e
B e e e R

L. -y
L .y W, B My, Wy

M, W, B, B, B, - .

e e e R e A W
e, e, e

Fig. 1.10. Noeud exceptionnel

Fig. 1.9. Noeud exceptionnel

instable st A > 0.

stable si A < 0.

3) Cas A a deux valeurs propres complexes conjuguées distinctes (i.e Im

Ai # 0). Notons donc

S
LS
«Q
Q
S
+ |
3 3
[
—
< <
—

Il leur correspond deux vecteurs propers complexes U et U, avec

AU = MU,
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1.18. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE DANS R?

écrivons U = V! +iV?2, et égalons partie réelle et partie imaginaire.
AV +iV?) = (a+1iB) (V! +iV?),
AV = V! — BV2,
AV? = BV + aV?,

— —
dans la base (Vl, V2> (vecteuer dont les coordonnées sont (V1 V?) dans la base

— — .
(e1,¢€3)), la matrice A se transformer en

(a8
B‘(—ﬂa)’

module cette transformation, nous nous ramenons donc a étudier le systéme
7' = BZ,

On obtient la solution s’écrit comme suite
Z = éePie,

C vecteur quelconque de R"
Calculons eB!

0 1
B:aLHN,J:(_10>.

I et J commutent évidemment, d’ou
eBt _ eoatIeJrBJt7

nous avons déja calculé e’!, d’ou
Pt = cos ftI + sin Bt J,
et

Bt ot . o cos ft  +sin St
et = e (cosftl +sinftJ) =e ( Csinft cosft )

et
21 = e® (¢ cos Bt + co8in Ot) |
29 = e (—cy sin Bt 4 ¢o cos Ot) ,

écrivons ¢ et ¢y sous la forme

c1 =acosb a >0,
co = asinb be|0,2n],
alors
21 = ae* cos (—b+ ft) ,
29 = ae® sin (—b + ft),

12



CHAPITRE 1. RAPPELS ET GENERALITES

1"cas : a = 0, les valeurs propres sont imaginaires purs, A\; = i3, Ay = —i3

21 =acos(—b+ ft),
29 = asin (—b + ft),

2 2 _ 2
Zi+ 25 =a”.

— —
) SN . . . .
Si (VL V 2) = (e1, e3) on a une famille de cercles concentriques sinon une famille

d’ellipses.

A e o = = st -| e e e, T, e,
A ™ s e s et e W B, W B e
e s i 4 ————

- .—"—‘-a--—..—-—:‘-.q._‘._-_.-..-..-._‘__\__\,_
B e e e e = el W e W W W, Y e e, W W W
= e W e, W, W, W, W W, W

S S S T T - = _—_",,-/,,v
S T L S S T T S e e e e el AP B

e e e e e 3 ol o I e o A
T " e S -t el e el ol il P A
e, ey "y, e S S—— — et ol el il P
o o e J el el P

Fig. 1.11. Centre

2°M¢ cas : o # 0 donc Ay = a+ i3, Ay = a — i3, on a alors
2 2at

zl—l—ZQfae

soit la courbe en polaires

C’est une spirale logarithmique.
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1.19. MATRICE FONDAMENTALE

o e WA YL
o o — Y it
e WA AR XA
- —C == O
e e W, e P W, W, W N

- e t...: B, B, R, |
STINT Joooomen
LY N W N W M B, e B s
NN NN St
I % NG R N e e et ’
IR AN N, i o e
P Y AN e
1113 AN e
HHT Y 1Y AN\ e s
[ B O S Y e i
Fig. 1. 12. Foyer stable si Fig. 1.13. Foyer instable si
M=a+ifet a<0. M=a+ifeta>0.

1.19 Matrice fondamentale

Définition 1.19.1 soit o' (t) = A(t)x (t) un systéme différentail linéaire & coef-
ficients constants, ot A est un fonction continue sur un intervelle I de R, chaque
A(t) étant une matrice carrée réelle de taille n la solution x (t) est un vecteur de R™.
soit (uy, ug, ..., uy,) un systéme fondamentale de solution c’est-a-dire que (uy, ua, ..., Uy)
est base de l’espace vectoriel des solution. on appelle matrice fondamentale as-
socié a ce systéme de solution la matrice M (t) dont les coordonneés des vecteurs
uy (), ug (), ..., u, (t) .En particulier on a u; (t) = M (t)e; si (e1,e,....,e,) est la
base canonique de R™.
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CHAPITRE 2

CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINEAIRE A
QUATRE DIMENSIONS

2.1 Introduction et résultats principaux

Dans la théorie qualitative des équations différentielles, 1’étude de leurs cycles
limites est devenue I'un des sujets principaux. Pour une équation différentielle donnée
g, un cycle limite est une orbite périodique de ¢ isolée dans I’ensemble de toutes les
orbites périodiques de €.

De nombreuses questions se posent sur les cycles limites des équations différentielles
planaires. Deux grandes lignes de recherche pour de telles équations sont, d’abord le
16°™¢ probléme de Hilbert, voir par exemple [12] ;[14], et deuxiémement I’étude du
nombre de cycles limites émergeant des orbites périodiques d’un centre quand nous
le perturbons dans une classe donnée d’équations différentielles, voir, par exemple, le
livre [0] et leurs références. Plus précisément, le probléme du centre linéaire planaire

= Y,
—= gj"

et perturbation de cela

= —y—’—SP(]},y),
= z+eQ(z,y),

a l'intérieur d’une classe donnée d’équations différentielles polynomiales et 1’étude
des cycles limites bifurquant & partir des orbites périodiques du centre linéaire a
suscité l'intérét et les recherches de nombreux mathématiciens. Bien entendu, ¢ est
un parameétre suffisamment petit. Ici, notre principal souci est de porter ce probléme
a une dimension supérieure lorsque la perturbation est linéaire par morceaux.

15



2.2. METHODE DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence de cycles limites du systeme & quatre
dimensions

' = Agx + eF(z), (2.1)
pour |g| # 0 est un parameétre suffisamment petit, ot

—1

o O

Ay = (2.2)

o O = O
o O O
_— o O O
o

et F': R* — R* est donné par
F(x) = Az + (k" z)b,
avec A € My(R), k,b € R*\{0} et ¢ : R — R la fonction linéaire par morceaux

o(x) = { 0 szelool),

me, siz € [l,00),m € RY.

Pour £ = 0 le systéme ([2.1]) devient

(L’l = _1‘2,
/
Ty =T
2 1
2~ (2.3)
T3 = —Ta,
Ty = x3.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 2.1.1 Au plus 3 cycles limites du systéme (2.1)) qui bifurque des orbites
périodiques du systéme (2.3), extension au premier ordre de la fonction de déplace-
ment de (2.1)) par rapport au petit paramétre €.

2.2 Méthode de la moyennisation du premier ordre

Le but de cette section est de présenter la méthode de moyennisation du premier
ordre telle qu’elle a été obtenue dans Buica & Llibre [3]. La différenciation du champ
de vecteurs n’est pas nécessaire. Les conditions spécifiques pour 'existence d’un zéro
isolé simple de la fonction moyennée sont données en degrés de Brouwer. En fait,
la théorie du degré Brouwer est le point clé dans la preuve de ce théoréme. Nous
rappelons ici que la continuité d’une fonction dimensionnelle finie est une condi-
tion suffisante pour Iexistence de son degré Brouwer (voir [15] pour des définitions
précises).
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CHAPITRE 2. CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINEAIRE A QUATRE
DIMENSIONS

Théoréeme 2.2.1 On considére le systéme différentiel suivant
2'(t) = eH(t,z) + *R(t, 2, ¢), (2.4)

oo H:RxD — R"R:RxD X (—¢f,e5) — R” sont des fonctions continues,
T—périodique en la premiére variable, et D est un sous-ensemble ouvert de R™. On
définit h : D — R™ comme

h(z)= /H (s,z)ds, (2.5)

et on suppose que
(1) H et R sont localement lipschitzienne par rapport a x ;
(1) Pour a € D avec h(a) = 0, il existe un voisinage V de a tel que h(z) # 0
pour tout z € V \J{a} et dg(h,V,0) # 0. Ensuite, pour |g| > 0 est un paramétre
suffisamment petit, il existe une solution T —périodique isolée p(-,e) du systéme
telle que p(-,€) — a quand € — 0.
Ici, nous aurons besoin de certains faits de la preuve de théoréme 2.1.1. L’ ’hypothése
(1) assure lexistence et l'unicité de la solution de chaque probléme de valeur ini-
tiale sur Uintervalle [0,T]. Ainsi, pour chaque z € D, il est possible de dénoter par
z(-, 2,€) la solution de avec la valeur initiale (-, z,€) = z.
On considére aussi la fonction ¢ : D X (—eyf,e5) — R™ défini par

T

((z,e) = /[5H(t,:v(t, z,€)) + e2R(t, x(t, z,¢€), €)]dt. (2.6)

0

De la preuve de théoréme 2.2.1 (woir [2Z] ) nous extrairons les faits suivants.

Remarque 2.1 Pour tout z € D la relation suivante est vérifiée
(T, z,e) —x(0,2,¢) = ((z,¢).
La fonction ¢ peut étre écrite sous la forme
((z,€) = eh(z) +*0(1),

ot h est donné par (2.5) et le symbole O(1) désigne une fonction bornée sur chaque
sous-ensemble compact de D x (—ey,e5). De plus, pour |e| suffisamment petit, z =
©(0,¢€) est un zéro isolé de ((-,¢).

Pour les systémes concrets, il est possible que la fonction  ne soit pas globalement
différentiable, mais que la fonction h l'est. En fait, seule la différentiabilité dans
un voisinage d’un zéro de h isolé pourrait suffire. Dans ce cas, on peut utiliser la
remarque suivante pour vérifier I’hypothese (i7) du théoréme 2.2.1.

Remarque 2.2 Soit h : D — R" une fonction de classe C*, avec h(a) = 0, ou
D est un sous-ensemble ouvert de R™ et a € D. Lorsque a est un simple zéro de
h (c’est-a-dire Jh(a) # 0), il existe un voisinage V tel que h(z) # 0 pour tout
z € V \{a}. Puis dg(h,V,0) € {—1,1}.
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2.3. PREUVE DU THEOREME 2.1.1

2.3 Preuve du théoréme 2.1.1

Lemme 2.3.1 Par un changement linéaire des variables, et éventuellement une per-
mutation des variables, le systéme (2.1)) peut étre transformé en le systéme

2" = Agx + eAx + ep(x1)b, (2.7)
b1 1
ott A = (a;;) et b= (b)) = 22 =6 = 8
3
by 0

Preuve. En faisant le changement linéaire x = Jy, avec J inversible, le systéme

(2.1) devient

y=J Ay Jy +eJ ATy + cp(kT Jy)J M.

Il est facile de trouver J inversible qui vérifie J™1AqJ = Ag et kT J = eT.

Pour appliquer la méthode de moyennisation, nous avons mis le systéme sous une
forme plus appropriée. Il est facile de voir que le changement de variables (1, T2, 3, 74)
en (0,7,p,s) par

r1 = rcosb,
Ty = rsinf,
x3 = pcos(f+ s),
xy = psin(0+ s),

on transforme le systéme ([2.1)) en un systéme de la forme

ou

H,

O = cH\(0.r.p.5) + 2O()

B~ cHy0.rp.) + 2200, (2.8)
ds 9

@ — 6H3(9,T,ﬂ,3)+50(1),

cos O[byp(r cos @) + ayr cos + ajorsin @ + ajzp cos(0 + s) + apgpsin(f + )]
+sin O[ba(r cos 0) + agyr cos O + agar sin @ + aszp cos(0 + s) + agapsin(f + s)],

cos(f + s)[bsp(r cos0) + agir cos O + agarsin 6 + agzp cos(0 + s) + azapsin(f + s)]
+8in(0 + s)[bap(r cos ) + agr cos @ + agersinf + agzp cos(0 + s) + agupsin(f + s)],

18



CHAPITRE 2. CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINEAIRE A QUATRE
DIMENSIONS

Hs = (1/r){sinf[byp(rcos) + aj1rcos @ + aiorsin @ + a3p cos(d + s) + ajapsin(0 + )]
+ cos O[bap(r cos @) + agr cos O + agersin O + agzp cos(0 + s) + agapsin(f + s)|}
— (1/p) sin(8 + s){[bsp(r cos ) + agir cos O + agorsin @ + azzp cos(d + s) + azapsin(f + s)]
+cos(0 + s)[bap(r cos @) + asrcos + agersin @ + aqzp cos(0 + s) + agpsin(f + s)]}.

Ensuite, appliquez le théoréme 2.2.1 en obtenant h : D,, — R® h = (hy, he, h3) ou

i(r.p, s /Hé’rp, )do.

On a

hi(r,p,s) = bili(r) + m(cir 4+ capcoss + czpsin s),

(
hg(’l‘, Ps 3) = ( )
(

)

(bgcos s + bysin s) + w(cyp + c57 cOS S + cersin ), (2.9)

hs(r,p,s) = I,(r)(—byp + byrcoss — bsrsins) + w(cyrp + cgr? cos s + csr?sin s
2

+c3p? cos s — cop®sin ),
ou ¢; sont des constantes qui dépendent linéairement de a;; et

r2—1
7 .
Lr)=4 ™ " +mr arctan( r 1) , sir>1,

0, si 0<r<l.

La prochaine étape est d’appliquer le théoréme 2.2.1. m

Lemme 2.3.2 L’équation I,(r) = cr est telle que
. c c T , .
1. i — < 0 ou — > — alors l’équation n’a pas de solution.
m m
2. 8i ¢ =0 alors lintervalle (0, 1] est un continu de solutions.

c
385 0< —< g alors il y a une solution unique r* > 1.
m

Preuve. Si ¢ = 0 il est facile de voir que tout r € (0,1] est une solution. Pour
¢ # 0 on considére le changement de variable u = v/72 — 1 et on obtient ’équation

équivalente
—u c

1—|—u2+5'

arctan (u) =

. . c T
une simple analyse graphique montre que pour 0 < — < 5 [OUS avons une seule
m

solution u* > 0 qui correspond a r* > 1.
En résolvant les deux premiéres équations de (2.9) on obtient

L) = ’;T())
. k’l (S)
R TON



2.3. PREUVE DU THEOREME 2.1.1

ou
ki(s) = (bicg — bycy)sins + (bycs — bscy) cos s
= (bicg)sins + (bycs) cos s,
ka(s) = m(cieq — cscesin® s — (c3cs + c2c6) Sin s cos s — cocs cos” s),
et
d(s) = —bycy + bycssin® s + (bycy + bscs) sin s cos s + bacy cos? s

= —b164.

En substituant dans la troisiéme équation, nous obtenons

f(s) = (cgmcoss — comsins)(ky(s))? + (bycoss — bssin s)d(s)ks(s)
—bok1(8)ka(s) + (cemcos s — esmsin s)(d(s))? + crmd(s)k (s

(
= (c3mcoss — comsins)(ky(s))? + (cemcos s — csmsins)(d(s))? + crmd(s)ky(s).

ol )
€1 = Q11 + Q22
Co = Q13 + a4,
C3 = 414 — Q23,
C4 = Q33 + (44,
C5 = Q42 + agi,
Ce = A41 — G32,
C7 = Q12 — A34 + Q43 — Q21.

\

Observez que si s* est une solution de f(s) = 0, alors elle ne peut étre liée a
k, *
une solution périodique du systéme ([2.1]) que si elle satisfait d(s*) # 0, dl((i;
5
]{?2(8*) ™

0< (") < 5 Dans ce cas, nous appliquons le lemme 2.3.2 et obtenons r* > 1.
md(s

Et la seconde équation de (2.9) donne p*.

Voyons maintenant le nombre maximum de solutions a I’équation f(s) = 0. En

substituant coss = x et sins = /1 — 22 dans f(s) = 0 on obtient

> 0et

(617 + 022°) + (63 + 042*)V1 — 22 = 0, (2.10)
et en substituant cos s = x et sins = —/1 — 22 dans f(s) = 0 on obtient
(612 + 092°) — (63 + 042°)V1 — 22 = 0, (2.11)
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CHAPITRE 2. CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE LINEAIRE A QUATRE
DIMENSIONS

ol
81 = c3Cs + cgcq — 20aC5C6 — CrCsCy,
0y = 03c§ — 6302 + 2co¢5¢6,
(53 = —C7CgC4 + 650?1 - CQC%,
0y = CQC% — cgcg + 2c305¢6,

les équations ([2.10) et (2.11]) sont équivalentes a
(017 + 022°)% — (85 + 042%)% (1 — 2?) ,

qui a le degré six. Observez que les solutions apparaissent par paires {xg, —¢}.
Donc, si s*est une solution, alors s* + m l'est aussi. Les fonctions d(s), k1(s),ka(s) et
f(s) ont les propriétés d(s + 7) = d(s), ki(s + m) = —ki(s), ka(s+ 7) = ko(s) et
fls+m)=—f(s).

Explication

d(s) = —bicg = —c4 = d(s+m) = d(s),
ki(s+m) = bicgsin (s 4+ m) + bycs cos (s + ) = ¢gsin (s + ) + ¢5cos (s + )
= —cgsin (s) — cscos (s) = —ky(s),

et on obtient, de la méme fagon ky(s+ 7) = ka(s).

f(s+m) = (esmeos (s +m) — camsin (s 4+ 7)) (—ky (s))* + (cemcos (s + 7)) — camsin (s + 7)) (d(s))?

CgTl
+ e (d(s)) (k1 (s)) = — (esmcos (s) — camsin (s)) (ky (s))?
— (cgmcos (s) — comsin (s)) (d(s))® — crmd (s) ky (s) = —f(s).
Donc nous avons

ki(s*) ki(s* +m)
d(s*) d(s* +m)
Nous concluons que le nombre maximal de cycles limites pour (2.1]), jusqu’a 'ex-

pansion de premier ordre de la fonction de déplacement, est de trois. m

< 0.
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CHAPITRE 3

CYCLES LIMITES D’UN SATELLITE RIGIDE
DUMBBELL DANS UN ORBITE CIRCULAIRE

L’objectif de ce chapitre est fournir les conditions suffisantes pour l'existence
de solutions périodiques (cycles limites) de la dynamique d’attitude perturbée d’un
satellite rigide dumbbell dans un orbite circulaire.

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans ce travail,, nous considérons la dynamique d’attitude, perturbée par de

petits couples, d’un satellite rigide dumbbell sur une orbite circulaire soumise au
couple gravitationnel d’'un champ de force de Newton central. Notre objectif est
de fournir des conditions suffisantes pour l'existence de mouvements périodiques
autour du centre de masse du satellite, asymptotiques par rapport au mouvement
de translation dans un systéme de coordonnées absolues. Ce type de mouvement,
appelé équilibre cylindrique, est bien connu dans la littérature astrophysique sur la
dynamique du satellite (voir par exemple Guirao et al.[9] ; [20], [21]).
Ces mouvements ont une application importante sur les problémes d’orientation des
satellites puisqu’un satellite ne peut atteindre un régime nominal spécifié le long de
trajectoires périodiques que sous l'influence des couples gravitationnels et d’autres
petits couples perturbés induits par un mécanisme de controle. Suivant les méthodes
développées dans [21], les équations du mouvement régissant la dynamique d’attitude
d’un satellite rigide dumbbell sont

420 _do df : ) de - dg

proi QE (1 + %) tan ¢ 4+ 3sinf cos = cF} <t,9, dt’¢’ _dt> ) )
1+ — 2 i =7 —, 0, =

yTE + (( + dt> + 3 cos 9) sin ¢ cos ¢ = €[ (t,&, dt’¢’ dt)’
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CHAPITRE 3. CYCLES LIMITES D’UN SATELLITE RIGIDE DUMBBELL
DANS UN ORBITE CIRCULAIRE

avec 0 et ¢ les angles eulériens de nutation et de précession. Les couples perturbés
F, sont des fonctions lisses périodiques en ¢ avec

d¢
Frt =
(ododt) 0,

do
B (10, % o, =0
( Cdt’ dt) !

et ¢ est un parameétre suffisamment petit. Dans ce travail, nous nous intéressons aux
fonctions périodiques émergeant de la solution d’équilibre § = 0 et ¢ = 0 de (3.1)
lorsque € — 0.

En faisant le changement © = 0 et y = ¢ et en linéarisant les équations de en
cet équilibre on obtient

d*x de dy dx dy
— — F 2
dt2+3$ 51( Y dt)+€R1<’ var )

3.9)
d?y de dy ) dx dy (
dt2 +4y F (t7x dt - Y, dt) +e R2 <t7 d 0 Y, =7 dt ’

avec

dv dy\ dx dy dx dy
Fl (ta 7d » Y, dt) - fl <t7E7%)I+f2 (t%a%)y
dr dy\ dx dy dx dy
F2 (t,l’ dt Y, dt) - f3 <t> dt7dt)x+f4 (ta dtadt)y7
e dy
Tt dt

fi sont périodiques en t et dans la résonance p : g avec certaines des solutions
périodiques du satellite dumbbell non perturbé donné par

et f; sont des fonctions lisses en les variables (t > Par contre, les fonctions

d% —|—3:1: 0, (33)

p7e) —|—4y—0

L’objectif de ce travail est de fournir, en utilisant comme outil principal la théorie
de moyennisation, un systéme d’équations non linéaires dont les zéros simples four-
nissent des solutions périodiques des valeurs perturbées. satellite rigide dumbbell
dans un orbite circulaire avec équations de mouvement données par . Quelques
autres travaux utilisant des techniques similaires (voir [2] pour plus de detalls), [,
[8], [9] ou la méthode est utilisée pour les variables d’angle d’action.

I'origine est un point d’équilibre unique du systéme non perturbé , les valeurs
propres en ce point sont

23



3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

+/3, +2i.
r dy
— Y, — d lans de
T s dt> a deux p
solutions périodiques a I'exception de l'origine. Ces solutions périodiques ont des

périodes

Par conséquent, ce systéeme dans I’espace de phase (

27
T1 \/g
selon qu’ils appartiennent ou non au plan associé aux vecteurs propres a valeurs
propre ++/3i ou +2i, respectivement. Nous allons étudier, laquelle de ces solutions
périodiques persistent pour le systeme perturbére lorsque € est un parameétre
suffisamment petit et les fonctions perturbées F; pour i = 1,2 admet une période
pT1/q, ou pTs/q, ou p et g sont des entiers positifs relativement premiers.

On définit les fonctions

ou 1Tr,=m,

Fi(Xo, Vo) = _;m p/Tlsin(\/gt)Al(t) £1 (8, A (1), 0) dt,

Fo(Xo,Yp) = 2}@; pTlcos(\/gt)Al(t) fi (t, As(t),0) dt,

G\(Zo, Wo) = _;pWP/TQsm(Qt)Ag(tm (£,0, Ag(t)) dt, (3.4)
Go(Z0, W) = p% pTQcos(2t)A3(t) F1 (.0, () dt,

0
avec

Yo .
Aq(t) = chos(\/gt)—i—ﬁsm(ﬁt),

Ay(t) = Yycos(V3t) — v3X,sin(V/3t),
As(t) = Zycos(2t) + % sin(2t),
Ay(t) = Wycos(2t) + 27y sin(2t),

un zéro (X,,Y, ) du systéme non linéaire

Fi(Xo,Yo) =0,
{ 0 (3.5)

tel que
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s’appelle un zéro simple du systéme (3.5). De méme, un zéro (Z,, Wg) du systéme

non linéaire
G1(Zo, Wy) = 0,
3.6
{ Go(Zo, Wh) = 0, (3.6)

tel que
9(G1,G2) )
det | ———+% (2 W 0,
(a<Zo,Wo) |(Zo,Wo) 5w | 7

s’appelle un zéro simple du systéme ([3.6)).

Théoréme 3.1.1 On suppose que les fonctions F| et F, du satellite dumbbell per-
turbé avec les équations de mouvement sont périodiques ent de la période pT/q
avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers. Alors pour € # 0 suffi-
samment petit et pour tout zéro simple (X,,Yy) # (0,0) du systéme non linéaire
, le satellite dumbbell perturbé admet une solution périodique

(602 G602 5 we).

avec

do d .
i (6(0.2), 5 (0.2).0.0.). 57 (0.9)) = (%5,5.0.0)

E—

Corollaire 3.1.1 On considére le systéeme (3.1) avec

. o de\ . (dON* Ao\
Fy (ta‘ga%»ﬁb,%) = Sln@(g) + sin ¢ sin (1 (E) >,

. o d¢\ . _d(dON?
F; (t,@,a,@a) = cosf —sin <\/§t> sm@a—smé(—)

- —amo(1- () ).

Alors pour € # 0 suffisamment petit, le systéeme (3.1) admet une solution périodique

avec
do d 3
}:LIE% <‘9(075)>E(075)7¢(075)7d_f(075)) = (%7070a0> :

De méme, nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.1.2 On suppose que les fonctions Fy et F, du satellite dumbbell per-
turbé avec les équations de mouvement ([3.1)) sont périodiques en t de la période pTs/q
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ORDRE

avec p et q sont des entiers positifs relativement premiers. Alors pour € # 0 suffi-
samment petit et pour tout zéro simple (Z§, W) # (0,0) du systéme non linéaire

(3.6), le satellite dumbbell perturbé (3.1) admet une solution périodique

(602 5 6025 ).

avec

do d
lim <9 0.2, % (0.2).6(0.2). d—(f (0,5)) (0,0, 25, W),

e—0
Corollaire 3.1.2 On considére le systéeme (3.1)) avec

Ff(? ) ,qb d¢> = SlngﬁSll’lQ%+Sln¢+81n(2t)511’1¢(1—@)d—¢

dt
F;(7 , ,¢,d¢> = sm¢—sm(2t)sm¢d—€f—smqﬁ(?f) .

Alors pour e # 0 suffisamment petit, le systéme (3.1]) admet trois solution périodiques
avec

do d 2v3
do d 1—+/17

lim (9(0,8) ‘Z) (0,),6(0,¢), Zf (0, 5)> — o,o,HT\/ﬁ,o).

e—0

Remarque 3.1 Les impulsions s’appliquent a un satellite rigide dumbbell dans un
orbite circulaire soumise au couple gravitationnel d’un champ de force newtonien
central, sont en général des fonctions de l’angle de FEuler et de certaines cartes
dépendant de la variable indépendante t (temps). Les applications présentées dans
les corollaires 3.1.1 et 3.1.2 représentent des moments habituels qui modélisent le
rayonnement solaire obtenu par les panneauz solaires situés sur le satellite. Pour
plus d’informations, voir [106].

3.2 Un autre méthode de la moyennisation du
premier ordre

On consideére le probléme de bifurcation des solutions T'—périodiques du systéme
différentiel

% (t) = Go (t,x) + Gy (t,x) + Gy (t,x,€) , (3.7)
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de ¢ = 0 a ¢ # 0 suffisament petit. Les fonctions Go,G; : R x @ — R" et Gy :
R x Q x (—¢&g,&9) — R" sont des fonctions de classe C?, T -périodiques en t, et
est un sous-ensemble ouvert de R". L’hypothése principale est que le systéme non
perturbé

% (t) = Go (£, %), (3.8)

a une sous-variété des solutions périodiques de dimension k.

Soit x (t, z, ) la solution du systéme non perturbé telle que z(0, z,¢) = z. Nous
écrivons la linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution périodique
x(t,z,0) comme

y (t) = D,Go (t,x(t,2,0)) y. (3.9)

Dans ce qui suit, on note M,(t) une matrice fondamentale du systéme différentiel
linéaire ([3.9), et par ¢ : RF x R"* — R la projection de R™ sur ses k premiéres
coordonnées, c.a.d. £(xy, ..., x,) = (1, ..., Tp).

Théoréme 3.2.1 Soit V un ouvert borné de R* et soit f : Cl(V) — R une
fonction de classe C?. Supposons que

(1) Z = {2a = (o, (), € CL(V)} C Q et que pour chaque z, € Z la solution
x(t,2z,) de est T -périodique

(i7) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de telle
que la matrice M ' (0)— M, (T') a dans le bloc supérieur droit une matrice kx (n—k)

nulle, et dans le bloc inférieur droit une matric A,(n—k)x (n—k) avec det(A,) # 0.

On considére la fonction G : CL(V) — R*

Gla) = ¢ % / M N6)Gh (Ex(t 20)) dt | (3.10)

S’il existe a € V' avec G(a) = 0 et det((dG/da)(a)) # 0, alors il existe une solution
T-périodique (t,e) du systéeme (3.7)) telle que ¢(0,e) — z, quand ¢ — 0. Théoréme
3.2.1 retourne a Malkin [10] et [18], pour une preuve plus courte, voir [2].

3.3 Preuve des théorémes 3.1.1 et 3.1.2

dx
€xr.— —_
) dt’y? dt

En introduisant les variables (X, Y, Z, W) = <
différentiel du satellite dumbbell perturbé (3.2)) comme un systéme du premier ordre

) et on écrit le systéme
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défini dans R%, on obtient

(dX
- —
— —3X +eF(t, XY, Z,W) + 2R, (t, X, Y, Z,W,¢),

A (3.11)

= =W,

Y,

=4z eFy(t, XY, Z,W) + e2Ry(t, X, Y, Z,W,¢),
\

le systéme (3.11f) avec ¢ = 0 est équivalent au systeme de satellite dumbbell non
perturbé (3.3]). D’autre part, les orbites périodiques du systéme non perturbé sont
décrites dans le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Les solutions périodiques du systéme non perturbé avec € = 0 sont

Yo .
X(t) = Xocos(\/g)—l—ﬁsm(\/%),

Y(t) = Ypcos(V3t) — V3Xpsin(V3t), (3.12)

Z(t) = 0,
Wi(t) = 0,
de période T}, et
X(t) = o0,
Y(t) = 0, (3.13)
Wo .

Z(t) = Zycos(2t) + 782%(225),
W(t) = Wycos(2t) — 2Zysin(2t),

de période T,

Le systéme non perturbé étant un systéme différentiel linéaire, la preuve en est
une routine
Preuve de théoréme 3.1.1 On suppose que les fonctions Fet F, du satellite dumb-
bell perturbé avec les équations de mouvement sont périodiques en période
pT1/q avec p et ¢ sont des entiers positifs relativement premiers. Alors le systéme
est périodique en t avec période pT;.
Nous appliquerons le théoréme 3.2.1 au systéme différentiel . Nous notons que
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le systeme ([3.11]) peut étre écrit comme un systéme , prenant

X
_ Y
r = PR
w
Y
—3X
GO(t,X) = W 7
—47
0
B, XY, Z W
Gi(t,x) = 1(t, 1z )|
By(t, X,Y, Z,W)
et
0
G2<t7X7€): Rl(t"X’}O/’vag)

R2(t7X7KZ7VV7€)

Nous étudierons quelles solutions périodiques du systéme non perturbé cor-
respondant au systeme (3.11]) avec € = 0 peut étre continué de solutions périodiques
du systéme non perturbé pour € # 0 suffisamment petit.

Nous allons décrire les différents éléments qui apparaissent dans la déclaration du
théoréeme 3.2.1. Nous avons donc que Q = R* k = 2 et n = 4. Soit 71 > 0 arbitrai-
rement petit et soit 7o > 0 arbitrairement grand. On prend le sous-ensemble ouvert
et borné V du plan Z = W = 0 comme

V= {(X[),}/0,0,0) €R42T1 < \/Xg‘i‘yg <7’2}.

Comme d’habitude, C1(V') désigne la fermeture de V. Si a = (Xo, Yp), alors nous
pouvons identifier V' avec I’ensemble

{aeR%:ri <lol| <2},

ici ||.|| désigne la norme euclidienne de R%. La fonction 8 : C1(V) — R? est B(a) =
(0,0). Par conséquent, dans notre cas, le ensemble

Z={zq=(o,0(a),a e C1(V)} = {(XO,YO,O,O) ER*:r <4/ XZH+Y? grg}.

Clairement pour chaque z, € Z on peut considérer la solution périodique x(t,z,) =
(X(t),Y(t),0,0) donné par (3.12)) de période pT}. On calcul la matrice fondamentale
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M, (t) du systeéme différentiel linéaire avec € = 0 associé a la solution 7'—périodique
zo = (X0, Y0,0,0) telle que M,_(0) soit I'identité de R*, nous concluons que M (t) =
M, (t) est égal

sin(\/gt)
cos(v/3t) 7 0 0
—/3sin (\/gt) cos(\/gt) 0 0
0 0 cos(2t) @
0 0 —2sin (2t) cos(2t)

Notez que la matrice M, _(t) ne dépend pas de la solution périodique particuliére
x(t, z,). Depuis la matrice

0 0 0 0
0 0 0 0
M=Y0) — M~ (pTy) = pr sin( #4527 ) :
(0) (pT1) 0 0 1—cos ( J T‘”’
0

0 —2sin (@) 1 — cos (@)

satisfait aux hypothéses de 1’énoncé (i) du théoréme 3.2.1 parce que le déterminant

in 74\/517”)

1 — cos (@) S(—3 4/ 3o

3 2 =2 —2cos V3p # 0,
—2sin (—4‘/3§p”> 1 — cos <—4\/§pw> 3

nous pouvons appliquer ce théoréme au systéme non perturbé. Maintenant ¢ : R* —

R? est £(X,Y, Z, W) = (X,Y). On calcule la fonction
Ty

0%, ¥5) = () = ¢ | - [ M, 106 (x(t, 20t |

et on obtient
T
1 8 1sin (\/§t)

fl(X(])}/O> — pTl 0
fQ(X07%) I

Fy (£, Ar(t), Ag(t),0,0) dt

1
T COS(\/gt)Fl (t, Al (t), AQ (t), O, O) dt
bl
0

En utilisant
Fl (tv Al(t)a A2<t)7 07 0) = Al(t)fl (ta AQ(t)a 07 O) )

on obtient les fonctions données par (3.4)). Ensuite, par le théoréme 3.2.1, nous avons
cela pour chaque zéro simple (X§, Yy) € V du systéme de fonctions non linéaires

F1(Xo,Yo) =0, Fo(Xo,Ys) =0, (3.14)
nous avons une solution périodique (X, Y, Z, W)(t, €) du systéme non perturbé telle
que (X,Y, Z,W)(t,e) — (X§, Y5, 0,0) quand € — 0.
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3.4 Preuve des corollaires 3.1.1 et 3.1.2

Preuve du corollaire 3.1.1. Sous les hypothéses du corollaire 3.1.1, le systeme

non linéaire (3.5)) devient

Fi(Xo,Yo) = Yo (S)Z)S—i_ Yo )7
(3(V3 —3X0) X§ — (v3 - 3X0)Yy)

24

fQ(X07}/E)) =

Ce systéme admet une solution réelle suivante
* * ﬁ
<X07YE) ) = (?70 )

de plus

det 0 (F1, F2) 1
9(Xo, Yo) (\/3 ) ~ 384’
(Xo0,Yo)=| ——.0
3
vérifiez que cette solution est simple. Donc, par le théoréme 3.1.1, nous n’avons
qu’une solution périodique de (3.1)). Ceci compléte la preuve du corollalre 3.1.1.
Preuve du corollaire 3.1.2. Sous les hypotheses du corollaire 3.1.2, le systéme

non linéaire (3.6)) devient

Zy — L)W,
Gi1(Zo, W) = %7

4702+ Zy — 222) — W2(1 +2Z,
gZ(ZOaWO) = ( O( : 0) 0( 0)7

16
ce systéeme admet les quatre solutions réelles suivantes
2
(2,) - (1 +—f>

(Z5.;) = (1 —%)

(Z5, W) = (T

et

(Z2, W) = (HTm,o) .
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3.4. PREUVE DES COROLLAIRES 3.1.1 ET 3.1.2

Les solutions qui différent par un signe sont différentes conditions initiales de la
méme solution périodique du systeme (3.2)) et

ot (075 =
0(Zo, Wy) |(ZaWo)=0122) | = 16"

det 9(91,92) - ﬂ
FE (=) ) = g

det M - ﬂ
0(Zo, Wo) |ZoWor=(*50) ) 56

Par conséquent, d’aprés le théoréme 3.1.2, nous n’avons que trois solutions pério-
diques du satellite dumbbell perturbé. Ceci compléte la preuve du corollaire 3.1.2.
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CONCLUSION GENERALE

La méthode de moyennisation est une méthode efficace pour étudier le nombre
maximal des cycles limites des systémes différentiels discontinus perturbés.
L’application de la méthode de moyennisation aux systémes différentiels discontinus
perturbés dans R* a donné des résultats intéressants.

L’application d’autre méthode de la moyennisation aux systémes différentiels per-
turbés dans R* a permis d’étudier 'existence des cycles limites de ce systéme.
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APPENDICE

Dans cet appendice on utilise le logiciel de Maple pour calculer les intégrales
difficiles et simplifier quelques formulés.
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Chapitre 02 :

xlt:=-x[2]+epsilon*(a[ll]*x[1]+a[l1l2]*x[2]+
a[13]*x[3]+a[14])*x[4]+phi (X[1]DD*b[1]D);

X1t 1= =X, + € (ayy Xy + ayp Xo + 83 Xg + 814 X, + (X, ) by)
x2t:=x[1]+epsilon*(a[21]*x[1]+a[22]*x[2]+a
[23])*x[3]+a[24])*x[4]+phi (X[1])*b[2]);

X2t 1= Xy + € (Qy Xy + 855 Xy + Ayg X3 + Ay, X, + G(X,) Dy)
x3t:=-x[4]+epsilon*(a[31]*x[1]+a[32]*x[2]+
a[33]*x[31+al34]*x[4]1+phi (X[11)*b[3]);

X3t 1= =X, + € (8 X; + Agy Xy + Agg Xg + gy X, + (X, ) D3)
x4t:=x[3]+epsilon*(a[4l]*x[1]+a[42]*x[2]+a
[43])*x[3]+a[44])*x[4]+phi (X[1]D*b[4]);

XAt = Xy + € (A Xy + Ay, Xy + A3 X3 + 34, X, + (X)) by)
rt:=simplify(subs(x[1l]=r*cos(theta),x[2]=r
*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]=rho
*sin(theta+s) , (X[1]*x1t+x[2]*x2t)/r));

= ¢ (a,, rcos(0)” +cos(0) a,, rsin(0)

+c0s(0) a;; pcos(0 +s)+cos(0)a, psin(6+s)
+c0s(0) ¢(rcos(0)) b, +sin(0) a,, rcos(0)+a,, r
—a,,rcos(0)’+sin(0) ay p cos(O +s)

+sin(06) a,, psin(0 +s) +sin(6) ¢(r cos(6)) b,)
thetat:=simplify(subs(x[1]=r*cos(theta),Xx[
2]=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]
=rho*sin(theta+s), (X[1]*x2t-x[2]*x1t)/r™2)
E



thetat := (& &,, r cos(0)* +cos(0) € a,, r sin(0)
+0S(0) € a,;, pCcos(6+s)+cos(0) ea,, psin(d+s)
+c0S(0) e p(rcos(0)) b, +r—sin(0)ea, rcos(6)—ea,r
+eay,rcos(0)’—sin(0) e a,, pcos(o +s)

—sin(0) eay, psin(0+s)—sin(0) e ¢(rcos(6)) b,)/r

> rhot:=simplify(subs(x[1]=r*cos(theta),x[2]
=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(theta+s),x[4]=r
ho*sin(thetat+s) , (X[3]*x3t+x[4]*x4t)/rho));

rhot := € (cos(6 +s) a;, r cos(0) + cos(0 +s) a,, r sin(06)

+8,, p COS(0 +5)° +cos(0 + ) a,, psin(0+s)

+€0S(0 +s) ¢p(rcos(6)) by +sin(6 +s)a,, rcos(0)

+sin(0 +s)a,, rsin(0) +sin(0+s)a,; pcos(0+s)+a,,p
=3, pcos(0+s)°+sin(0+5) d(rcos(0)) b,)
> st:i=collect(-thetat+simplify(subs(x[1]=r*c
os(theta) ,x[2]=r*sin(theta),x[3]=rho*cos(t

heta+s) ,x[4]=rho*sin(theta+s), (X[3]*x4t-x[
41*x3t)/rho™2)) ,epsilon);

st:= (= (a,, r cos(0)” +cos(0) a,, p cos(O + )
+c0s(0) a,, psin(0 +s) +cos(0) ¢p(rcos(0)) b,
+c0s(0) a,, rsin(0) —sin(0) a,;; rcos(6) —a,, r
+ap,r cos(0)* —sin(0) a3 p COS(0 +5)
—sin(6) a,, psin(0+s)—sin(0) ¢(rcos(0)) b,) /r+(
cos(0 +s) a,, rcos(0) +a,; p cos(6 + s)2

+cos(0 +s)a,, psin(0+s)+cos(0+s) ¢(rcos(6)) b,



+€0s(0 +s) a,, rsin(0) —sin(0 +s) a,, rcos(0)
—sin(0 +s) a,, rsin(0) —sin(0 +s) a,; p cos(0 +s) —a,, p

 +ag,pcos(0+s)°—sin(0+s) d(rcos(0)) by)/p)e

> el:=simplify(series(rt/thetat,epsilon=0,2)
E

el := (a,, rcos(0)” +cos(0)a,, rsin(o)
+c0s(0) a;; pcos(0 +s)+cos(0)a, psin(6+s)
+c0s(0) ¢(rcos(0)) b, +sin(0) a,, rcos(0)+a,, r
—a,,rcos(0)’+sin(0) ay, p cos(6 +s)

7 +sin(9)a24psin(9+s)+sin(9)¢(rcos(9))b2)8+0(82)

> Fl:=op(1,el);

F1:=a,, rcos(0)” +cos(0)a,,rsin(o)
+c0s(0) a;; pcos(0 +s)+cos(0)a, psin(6+s)
+c0s(0) ¢(rcos(0)) b, +sin(0) a,, rcos(0)+a,, r
—a,,rcos(0)’+sin(0) ay, p cos(6 +s)

- +sin(B) ay, psin(6 +s) +sin(6) ¢(rcos(0)) b,

> e2:=simplify(series(rhot/thetat,epsilon=0,
2));

e2 :=(cos(0+s)a,, rcos(0)+cos(6+s)a,, rsin(o)
+a,, p COS(0 +5)° +cos(0 +5) ay, psin(0 +s)
+c0s(0 +s) ¢(rcos(0)) by +sin(6 +s)a,, rcos(0)
+sin(6 +s)a,, rsin(0) +sin(6 +s) a,; pcos(6 +s) +a,, p

—a,, pcos(0 +5)2+sin(0+5s) ¢(rcos(0)) b,) e+ O(&)




> F2:=0p(1,e2);

F2 :=cos(0 +s) a;, rcos(0) +cos(0+s) a,, rsin(0)
+ 8y, p COS(O +5)* +COS(O +5) ay, p sin(O +s)
+€0S(0 +s) ¢p(rcos(6)) by +sin(6 +s) a,, rcos(0)
+sin(0 +s)a,, rsin(0) +sin(0+s) a,; pcos(0+s)+a,,p

=3, pcos(0+s)’+sin(0+s) d(rcos(0)) b,

> e3:=simplify(series(st/thetat,epsilon=0,2)
E

e3:= —(pa,, rcos(0)”+cos(0)a,, p° cos(6 +s)
+c0s(0) a,, p2 sin(@ +s) +pcos(0) ¢(rcos(0)) b,
+pcos(0)a,,rsin(0)—psin(B)a,, rcos(6) —pap,r
+pa12rcos(9)2—sin(9)a13 p2 cos(0 +s)
—sin(0) a,, p~sin(0+s) —psin(0) ¢(rcos(6)) b,
—cos(0 +5)a,, r'cos(0)—ra,, pcos(0 +s)’
—rcos(0+s)a,, psin(0+s)—rcos(0+s)d(rcos(6))b,
—cos(0+5)a,, r sin(0) +sin(0 +s) a,, r° cos(0)
+5in(0 +5) a,, r’sin(0) +rsin(0 +s) a,, p cos(0 +s)
+Tay, p—ragpcos(0+s) +rsin(0+s)d(rcos(6))b,)/

~ (rp)e+0(e”)
> F3:=0p(1,e3);

F3:=—(pay,r cos(0)? + cos(0) ayq p2 cos(0 +5s)

+c0s(0) a,, p2 sin(@ +s) +pcos(0) ¢(rcos(0)) b,



+pcos(0)a,,rsin(0)—psin(B)a,, rcos(0) —pap,r
+pagyr cos(0)* —sin(0) a, p2 cos(0 +s)

—sin(0) a,, p~sin(0+s) —psin(0) d(rcos(6)) b,
—cos(0+5)a,, r'cos(0) —ra,, pcos(0 +s)’
—rcos(0+s)a,, psin(0+s)—rcos(0+s)d(rcos(6))b,
—cos(0 +5)a,, r’sin(0) +sin(0 +s) a,, r° cos(0)

+5in(0 +5) a,, r’sin(0) +rsin(0 +s) a,, p cos(0 +s)
+Tay, p—ragpcos(0+s) +rsin(0+s)d(rcos(6))b,)/

- (rp)
> collect(expand(F1),phi);

(cos(8) b, +sin(8) b,) ¢(r cos(0)) +a,, r cos(0)?
+c0s(0) a,, rsin(0) +a;; p cos(0)? cos(s)
—€0s(0) a;; psin(0) sin(s) +cos(6) a,, p sin(0) cos(s)
+ay,p cos(e)2 sin(s) +sin(0) a,; p cos(0) cos(s)
+5sin(0) a,, rcos(0) +a,, r —a,, r cos(0)°
—a,, p Sin(0)”sin(s) +a,, p sin(0)* cos(s)

- +sin(8) ay, p cos(0) sin(s)
> %-(cos(theta)*b[1]+sin(theta)*b[2])*phi(r*
cos(theta));

a,, r cos(0)” +cos(0) a,, rsin(0) +a,, p cos(0)” cos(s)
—€0s(0) a;; psin(0) sin(s) +cos(6) a,, p sin(0) cos(s)

+ay, P cos(e)2 sin(s) +sin(0) a,; p cos(0) cos(s)



+5sin(0) a,, rcos(0) +a,, r—a,, r cos(0)
—a,, p Sin(0)”sin(s) +a,, p sin(0)* cos(s)
- +sin(8) ay, p cos(0) sin(s)
> 1Int(%,theta=0..2*P1);
arm—a,psin(s) t+a,, rc+ay,psin(s)n
+a,, p COS(S) T+ a,, pCoS(S)

"> collect(collect(collect(collect(%,r),sin),
cos),Pi1);

(a3 p+ay, p)cos(s)+(—ayp+ay,p)sin(s)+(a,,+a;,)r

)T
> collect(expand(F2),phi);

(b; cos(0) cos(s) — b, sin(0) sin(s) + b, sin(0) cos(s)
+b, cos(0)sin(s)) ¢(rcos(0)) +a,,p

—a,, psin(0) sin(s)>cos(0) + a,, r cos(0)” cos(s)

+a,, p c0S(0)” cos(s)” + ay, p sin(0)° sin(s)?

+a,, rsin(0) cos(0) sin(s) +a,, r cos(0)" sin(s)

+a,,r sin(0)% cos(s) + 2 a,, p cos(0) cos(s) sin(0) sin(s)
—a,, rcos(0)sin(0) sin(s) —a,, r sin(0)” sin(s)

—a,, psin(0)”sin(s) cos(s) —a,, p cos(0)” cos(s)’

—a,, psin(0)*sin(s)” +a,, p cos(0) cos(s)’ sin(e)

+a,, I'Sin(0) cos(0) cos(s) +ay, p cos(e)2 cos(s) sin(s)

+ay,, r cos(0) sin(0) cos(s) —a,; p sin(0) sin(s)® cos(0)



+a,, p cos(0) cos(s)” sin(0) +a,, p cos(0)” cos(s) sin(s)
—a,, psin(0)*sin(s) cos(s)

— 2 a4, pCos(0) cos(s) sin(0) sin(s)

> %-(b[3]*cos(theta)*cos(s)+b[4]*sin(theta)*
cos(s)+b[4]*cos(theta)*sin(s)-b[3]*sin(the
ta)*sin(s))*phi(r*cos(theta));

a,, p—a,, psin(0)sin(s)’ cos(0) + a,, r cos(0)” cos(s)
+a,, p c0s(0)° cos(s)” + a, p sin(0)° sin(s)’
+a,, rsin(0) cos(0) sin(s) +a,, r cos(0)” sin(s)
+a,,r sin(e)2 cos(s) + 2 a,, p cos(0) cos(s) sin(0) sin(s)
—a,, rcos(0) sin(0) sin(s) —ag, r sin(0)” sin(s)
—a,, psin(0)”sin(s) cos(s) — a,, p cos(0)” cos(s)?
—a,, psin(0)°sin(s)* +a,, p cos(0) cos(s)” sin(0)
+ a3, I'sin(0) cos(0) cos(s) +a,, p cos(e)2 cos(s) sin(s)
+ay,, rcos(0) sin(0) cos(s) —a,; p sin(0) sin(s)® cos(0)
+a,, pcos(0) cos(s)”sin(0) +a,, p cos(0)” cos(s) sin(s)
—a,, psin(0)*sin(s) cos(s)

- —2agpcos(H) cos(s)sin(0) sin(s)
> simplify(int(%, theta=0. .2*P1));
—1t (—ay, I cos(s) —a,, rsin(s) —a,, r cos(s) + a,, r sin(s)

. —ayp—agp)
> collect(expand(F3),phi);



psin(0)°a,, cos(s) pcos(0) a,,sin(s)
Ap — Ay + ; - ;

p cos(0)* a,, cos(s) ra,, cos(0)’ cos(s)
- +
r p

—c0s(0) a,, sin(8) +sin(0) a,, cos(0)

psin(0)’ a,sin(s) pcos(0) ay, sin(0) sin(s)
- +
r r

p cos(0) a,, sin(0) cos(s)

- ; + a,, c0s(0)° cos(s)

—2a,,cos(0) cos(s) sin(0) sin(s) + a,, sin(0)” sin(s)”
+a,, cos(0) cos(s)’ sin(0) + a,, cos(0)” cos(s) sin(s)
—a,, sin(0)”sin(s) cos(s) — a,, sin(0) sin(s)’ cos(0)

ra,, sin(0) cos(0) cos(s) ra, cos(6)sin(6) cos(s)
' p ) p

I a,, sin(0) cos(0) sin(s) ,
- ; — @, C0S(0) cos(s)” sin(0)

— a,, c0s(0)° cos(s) sin(s) + a,, sin(0)*sin(s) cos(s)

+ 8, 5iN(0) sin(s)* cos(0) + a,, cos(0)* cos(s)’
— 2 a,, cos(0) cos(s) sin(0) sin(s) + a,, sin(0)*sin(s)°

psin(0) a;; cos(0) cos(s) psin(0)a,, cos(0) sin(s)

- -
r r

ra,, cos(0)sin()sin(s) ra,,sin(0)"sin(s)

P P




ra, cos(0)’sin(s) ras,sin(0) cos(s) [
_|_

p p
b, sin(0) sin(s) sin(6)b, cos(0)Db,
- P " r - r
b, cos(0) sin(s) b, sin(0) cos(s) b, cos(0) cos(s)]
- - +
p p p

do(r cos(0)) —a,, cos(0)” — a,, cos(0)’
> %-(-1/r*cos(theta)*b[2]-1/rho*b[4]*sin(the
ta)*sin(s)-1/rho*b[3]*sin(theta)*cos(s)+1/
r*sin(theta)*b[1]+1/rho*b[4]*cos(theta)*co
s(s)-1/rho*b[3]*cos(theta)*sin(s))*phi(r*c
os(theta));

psin(0)>a,, cos(s) pcos(0)” a,,sin(s)

a,, — Ay, + —~
12 34 r r

p cos(0)* ay, cos(s) ra,, cos(0)’ cos(s)
—c0s(0) a,, sin(0) +sin(6) a,, cos(0)

psin(0)*a, sin(s) pcos(8) ay, sin(0) sin(s)
- +
r r

p cos(0) a,, sin(0) cos(s)

- ; +a,, c0s(0)° cos(s)

—2a,,cos(0) cos(s) sin(0) sin(s) + a,, sin(0)* sin(s)°
+a,, cos(0) cos(s)’ sin(0) +a,, cos(0)” cos(s) sin(s)

—a,, sin(0)°sin(s) cos(s) — a,, sin(0) sin(s)* cos(0)



ra,, sin(0) cos(0) cos(s) ra, cos(6)sin(6) cos(s)
' p ) p

r a,, sin(0) cos(0) sin(s) ,
- ; — @, C0S(0) cos(s)” sin(0)

— a,, c0s(0)° cos(s) sin(s) + a,, sin(0)*sin(s) cos(s)

+ 8, 5iN(0) sin(s)* cos(0) + a,, cos(0)* cos(s)’
— 2 a,, cos(0) cos(s) sin(0) sin(s) + a,, sin(0)*sin(s)°
psin(0) a;; cos(0) cos(s) psin(0)a,, cos(0) sin(s)

- -
r r

ra,, cos(0)sin(0)sin(s) ra,,sin(0)"sin(s)

P P

ra,, cos(8)’sin(s) ras,sin(8) cos(s) ,
— — —a,, cos(0)
Y Y

Ay cos(0)
> simplify(int(%,theta=0. .2*P1));

— 1t (r* &y, sin(s) + r* a,, sin(s) + p~ a,, sin(s) + p~ a,, sin(s)

—a,rp+ra,p—pa,r+ra,cos(s)—r-a, cos(s)

+ p2 8,3 COS(S) — p2 a,,cos(s)+a, rp)/(rp)
> restart;
> hl:=b[1]*I1[1](r)+P1*(c[1l]*r+c[2]*rho*cos(s
)+c[3]*rho*sin(s));
hl:=b, Il(r) +m(C, r+c,pcos(s)+cypsin(s))
> h2:=1[1](r)*(b[3]*cos(s)+b[4]*sin(s))+Pi*(
cf[4]*rho+c[5]*r*cos(s)+c[6]*r*sin(s));




h2 .= Il(r) (by cos(s) + b, sin(s))

+m(Cyp+Cgrcos(s)+csrsin(s))
> h3:=1[1](r)*(-b[2]*rho+b[4]*r*cos(s)-b[3]*
r*sin(s))+Pi1*(c[7]*r*rho+c[6]*r"2*cos(s)+c
[5]*r*"2*sin(s)+c[3]*rho"2*cos(s)-c[2]*rho™
2*sin(s));
h3::Il(r)(—bzp-rb4rcos(s)—-b3rsth))4—n(
G T p+Cercos(s) + Cg 1P sin(s) + ¢y p” cos(s) — ¢, p sin(s))
> solve(h1,I1[1](r));
n(C, r+c,pcos(s)+cypsin(s))
_ 5

> subs(I1[1](r)=%,h2);
m(C r+c,pcos(s)+c;psin(s)) (b, cos(s)+b,sin(s))
bl
+m(Cyp+Cgrcos(s)+csrsin(s))
> solve(%,rho);
r (—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, c. cos(s) + b, ¢, sin(s))

/ (c, cos(s)2 b; + ¢, cos(s) b, sin(s) + ¢ sin(s) b, cos(s)

~ +cysin(s)’ b, — b c,)
> subs(rho=%,-Pi*(c[1]*r+c[2]*rho*cos(s)+c[3
]*rho*sin(s))/b[1]);

—m(c r+c,r
(—c, by cos(s) — ¢, b, sin(s) + b, c. cos(s) + b, cssin(s))

cos(s) / (c, cos(s)2 by + ¢, cos(s) b, sin(s)



+ C5 sin(s) by cos(s) + ¢, sin(s)2 b,—b,c,)+cCyr
(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, c. cos(s) + b, ¢4 sin(s))
sin(s)/(c2 cos(s)? b, + ¢, cos(s) b, sin(s)

- +Cgsin(s) by cos(s) + ¢, sin(s)2 b, — b, c4))/b1

> collect(%,r);

-n(c +¢,
(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, ¢ cos(s) + b, cssin(s))
cos(s)/(c2 cos(s)2 b; + ¢, cos(s) b, sin(s)
+ C5 sin(s) b, cos(s) + ¢, sin(s)? b,—b,c,)+c,
(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, ¢ cos(s) + b, cssin(s))
sin(s)/(c2 cos(s)2 b, + ¢, cos(s) b, sin(s)

~ +Cgsin(s) by cos(s) + ¢, sin(s)2 b,—b,c,)) r/b1

> normal (%) ;

-n(-c,Cc,+C, cos(s)? Cc + C, COS(S) C, SIN(S)
+C, sin(s) ¢ cos(S) + ¢, sin(s)” ¢;) r/ (¢, cos(s)” b,
+C, c0s(s) b, sin(s) + ¢, sin(s) b, cos(s) + ¢, sin(s)2 b,
-b, c,)

> subs(1[1](r)=%, rho=r*(-c[1]*b[3]*cos(s)-c[

11*b[4])*sin(s)+b[1]*c[5]*cos(s)+b[1]*c[6]*
sin(s))/(c[2]*cos(s)M2*b[3]+c[2]*cos(s)*b[
A41*sin(s)+c[3]*sin(s)*b[3]*cos(s)+c[3]*sin
(s)"2*b[4]-b[1]1*c[4]).h3);

—-n(-c/Cc,+C, cos(s)? Cc + C, COS(S) C, SIN(S)



+ C5 sin(s) ¢ cos(s) + C, sin(s)2 Cg)r(—b,r

(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, c. cos(s) + b, ¢, sin(s))/(
C, cos(s)? by + ¢, cos(s) b, sin(s) + ¢, sin(s) b, cos(s)

+C, sin(s)2 b, — b, c4)+b4rcos(s)—b3rsin(s))/(

C, cos(s)2 b; + ¢, cos(s) b, sin(s) + ¢ sin(s) b, cos(s)
+¢ysin(s)’b, —b, ¢,) + m (c,

(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, ¢, cos(s) + b, ¢, sin(s))/(
C, cos(s)2 b; + ¢, cos(s) b, sin(s) + ¢ sin(s) b, cos(s)

+ ¢y sin(s)’ b, — b, ¢,) + C, r° cOS(S) + C; F* sin(s) + ¢, 1’
(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, ¢, cos(s) + b, ¢, sin(s))2
cos(s)/(c2 cos(s)2 b, + C, cos(s) b, sin(s)

+ C, sin(s) b, cos(s) + ¢, sin(s)* b, — b, c4)2 —c,r

(—c, by cos(s) —c, b, sin(s) + b, ¢, cos(s) + b, ¢, sin(s))2
sin(s)/(c2 cos(s)2 by + ¢, cos(s) b, sin(s)

7 +cgsin(s)b3cos(s)+c35in(s)2b4—blc4)2)

> normal (%) ;

nr®(c, ¢, b,cos(s)b, ¢, —c, b12 C: COS(S) C,

. 2 2 . 2 2 2 2
—¢,sin(s)’b, ¢, —c,sin(s)’c, b, +c,cos(s)’ b, c.
3 2, 2 _ 2 2 ., 5 2 2
+C5c0s(s)" ¢, by +c.sin(s)b, ¢, +cgsin(s) ¢, b,

2 2 5 2, 2 2 3
+CqCos(s) b, ¢, +c5cos(s)” ¢, b, —c,c, by cos(s)’c,



~2¢,¢, b,cos(s)* ¢, b, sin(s) —c,c, b32 cos(s)” ¢, sin(s)
~2¢, ¢, b, cos(s) ¢, sin(s)*b, — ¢, ¢, b42 sin(s)” ¢, cos(s)
—¢,c, b, sin(s)®c, + ¢, c, b, sin(s) b, c,

+¢, b, ¢ cos(s)’ ¢, b, + ¢, b, ¢ cos(s)’ ¢, b, sin(s)

+¢, b, ¢, cos(s)” ¢, sin(s) b, + ¢, b, ¢, cos(s) ¢, sin(s)’ b,
+¢, b, cgsin(s) ¢, cos(s)’ b, + ¢, b, ¢, sin(s)” ¢, cos(s) b,
+¢, b, ¢ sin(s)” ¢, b, cos(s) + ¢, b, ¢ sin(s)’ ¢, b,

- c, b12 Cg SIN(s) ¢, + ¢ cos(s)° 032 sin(s)® b32

+ ¢, cos(s)* 022 b, b, sin(s) + 2 ¢, cos(s)” ¢, b32 c, sin(s)
+2 ¢, cos(s)’ ¢, b, ¢, sin(s)* b, — 2 ¢, cos(s)’ ¢, b, b, ¢,

— ¢, cos(s)’ ¢, b, sin(s) b, ¢, + ¢, cos(s)? 032 sin(s)° b, b,

— 2 ¢, cos(s)’ ¢, sin(s) by b, ¢, — ¢, cos(s) ¢, sin(s)’ b, b, c,
+2 ¢, sin(s) 022 cos(s)* b32 + ¢ sin(s)’ 022 cos(s ) b42

+2 ¢ sin(s)° 032 b32 cos(s)” + 3 ¢ sin(s)? 022 cos(s)’ b, b,
+4 ¢ sin(s)” ¢, cos(s)’ b32 C

+6 ¢, sin(s)’c,cos(s)’ b, c, b,

-3¢ sin(s) c, cos(s)? byb,c,+2c¢ sin(s)”* C, COS(s) b42 C,
—-2¢C sin(s)2 c, cos(s) b, b, c,+3 ¢, sin(s)* 032 b, cos(s) b,

— 3¢, sin(s)” ¢, b, cos(s) b, ¢, — 2 ¢, sin(s)’ ¢, b, b, ¢,



+ ¢, CoS(s) 012 b42 sin(s)” + 2 ¢, cos(s)” 012 b, b, sin(s)
—2c¢,c08(s)’ ¢, by b, ¢, — 2 ¢, cos(s)” ¢, b, b, ¢, sin(s)
—2¢,c0s(s)” ¢, b, sin(s) b, ¢

—2¢,cos(s) ¢, b, sin(s)* b, ¢, + 2 ¢, cos(s)? b12 Cs Cg SiN(S)
+C, cos(S) b12 062 sin(s)” — ¢, sin(s) 012 b32 cos(s )
—2¢,sin(s)’ 012 b, cos(s) b, + 2 ¢, sin(s) ¢, b, cos(s)’ b, c.
+2¢,sin(s)* ¢, b, cos(s) b, ¢,

+2¢,sin(s)’ ¢, b, b, ¢, cos(s) +2c,sin(s)’ ¢, b, b, c,

— ¢, sin(s) b12 052 cos(s)’ -2 ¢, sin(s) b12 C; COS(S) €,

+ 012 c, b, b,y cos(s) + 012 ¢, b, b, sin(s)-c, c, b, b, c cos(s)
—c, ¢, b, b, ¢ sin(s) +¢, ¢, b, cos(s)’c, b,

+¢, ¢y b42 cos(s)’ ¢, sin(s) + ¢, ¢, b, cos(s)” ¢, sin(s) b,
+C, C, b42 cos(s) ¢, sin(s)” — ¢, 042 b, cos(s) b,

—c, ¢, b32 sin(s) ¢, cos(s)’ — ¢, ¢, b, sin(s)’ ¢, cos(s) b,
—¢, ¢, b32 sin(s)” ¢, cos(s) — ¢, ¢, by sin(s)* ¢, b,

¢, ¢, bysin(s) b, - c,cos(s)’ ¢ b, ¢, by

— ¢, cos(s) ¢ b, ¢, b, sin(s) + ¢, cos(s)’ ¢ b, b,

+2¢, cos(s)2 c: b, b, ¢ sin(s) — 022 cos(s)’ c: b, b,

— 022 cos(s)’ ¢, b42 sin(s) —2 ¢, cos(s)* ¢ b, ¢, sin(s) b,



~2¢,c08(s)’ e b, ¢, sin(s)2+c, cos(s)’ cs b, by,
— ¢, cos(s)” ¢, sin(s) b, ¢, b, — ¢, cos(s) ¢gsin(s)* b, ¢, b,
2 . 2 2 3 . 2 2
+C, cos(s) ¢, sin(s)” b, b, +c, cos(s)” cssin(s)” b,
+ 022 cos(s)’ ¢, sin(s)® by b, + 2 ¢, cos(s)* ¢, sin(s)° b32 C,
+2 ¢, cos(s) ¢, sin(s)* by ¢y b, —C, cos(s) c sin(s)2 by b, c,
— ¢, sin(s) ¢, cos(s)* b, ¢, b, — ¢, sin(s)” ¢, cos(s) b, ¢, b,
+ ¢y sin(s) 052 cos(s)* b, b, + 2 ¢, sin(s)? ¢, cos(s) b, b, ¢,
2 a2 3 2 a3 2, 2
— €, sin(s)” ¢ cos(s)” b, by —c, sin(s)” ¢ cos(s)” b,
+ ¢y sin(s) ¢, cos(s)* b, b, ¢, — ¢, sin(s) ¢, b, ¢, b, cos(s)
¢, sin(s)’ cyb, ¢, b, + ¢, sin(s)° ¢, b, b,
2 . 2 2 .
+C, sin(s) ¢z b, cos(s)+c, sin(s)” csb; b,
— ¢, sin(s)’ ¢, by b, c,) / (¢, cos(s)” b,
+C, cos(s) b, sin(s) + ¢, sin(s) by cos(s) + ¢, sin(s)2 b,

2
- —byc,)
> F(s) :=numer (%) ;

f(s) :=nr’(c, ¢, b, cos(s) b, ¢, ¢, b12 C: COS(S) c,

. 2 2 . 2 2 2 2
—¢,sin(s)’b, ¢, —c,sin(s)’c, b, +c,cos(s)’ b, c.
3 2, 2 _ 2 2 ., 5 2 2
+C5c0s(s)" ¢, by +c.sin(s)b, ¢, +cgsin(s) ¢, b,

2 2 5 2, 2 2 3
+CqCos(s) b, ¢, +c5cos(s)” ¢, b, —c,c, by cos(s)’c,



~2¢,¢, b,cos(s)* ¢, b, sin(s) —c,c, b32 cos(s)” ¢, sin(s)
~2¢, ¢, b, cos(s) ¢, sin(s)*b, — ¢, ¢, b42 sin(s)” ¢, cos(s)
—¢,c, b, sin(s)®c, + ¢, c, b, sin(s) b, c,

+¢, b, ¢ cos(s)’ ¢, b, + ¢, b, ¢ cos(s)’ ¢, b, sin(s)

+¢, b, ¢, cos(s)” ¢, sin(s) b, + ¢, b, ¢, cos(s) ¢, sin(s)’ b,
+¢, b, cgsin(s) ¢, cos(s)’ b, + ¢, b, ¢, sin(s)” ¢, cos(s) b,
+¢, b, ¢ sin(s)” ¢, b, cos(s) + ¢, b, ¢ sin(s)’ ¢, b,

- c, b12 Cg SIN(s) ¢, + ¢ cos(s)° 032 sin(s)® b32

+ ¢, cos(s)* 022 b, b, sin(s) + 2 ¢, cos(s)” ¢, b32 c, sin(s)
+2 ¢, cos(s)’ ¢, b, ¢, sin(s)* b, — 2 ¢, cos(s)’ ¢, b, b, ¢,

— ¢, cos(s)’ ¢, b, sin(s) b, ¢, + ¢, cos(s)? 032 sin(s)° b, b,

— 2 ¢, cos(s)’ ¢, sin(s) by b, ¢, — ¢, cos(s) ¢, sin(s)’ b, b, c,
+2 ¢, sin(s) 022 cos(s)* b32 + ¢ sin(s)’ 022 cos(s ) b42

+2 ¢ sin(s)° 032 b32 cos(s)” + 3 ¢ sin(s)? 022 cos(s)’ b, b,
+4 ¢ sin(s)” ¢, cos(s)’ b32 C

+6 ¢, sin(s)’c,cos(s)’ b, c, b,

-3¢ sin(s) c, cos(s)? byb,c,+2c¢ sin(s)”* C, COS(s) b42 C,
—-2¢C sin(s)2 c, cos(s) b, b, c,+3 ¢, sin(s)* 032 b, cos(s) b,

— 3¢, sin(s)” ¢, b, cos(s) b, ¢, — 2 ¢, sin(s)’ ¢, b, b, ¢,



+ ¢, CoS(s) 012 b42 sin(s)” + 2 ¢, cos(s)” 012 b, b, sin(s)
—2c¢,c08(s)’ ¢, by b, ¢, — 2 ¢, cos(s)” ¢, b, b, ¢, sin(s)
—2¢,c0s(s)” ¢, b, sin(s) b, ¢

—2¢,cos(s) ¢, b, sin(s)* b, ¢, + 2 ¢, cos(s)? b12 Cs Cg SiN(S)
+C, cos(S) b12 062 sin(s)” — ¢, sin(s) 012 b32 cos(s )
—2¢,sin(s)’ 012 b, cos(s) b, + 2 ¢, sin(s) ¢, b, cos(s)’ b, c.
+2¢,sin(s)* ¢, b, cos(s) b, ¢,

+2¢,sin(s)’ ¢, b, b, ¢, cos(s) +2c,sin(s)’ ¢, b, b, c,

— ¢, sin(s) b12 052 cos(s)’ -2 ¢, sin(s) b12 C; COS(S) €,

+ 012 c, b, b,y cos(s) + 012 ¢, b, b, sin(s)-c, c, b, b, c cos(s)
—c, ¢, b, b, ¢ sin(s) +¢, ¢, b, cos(s)’c, b,

+¢, ¢y b42 cos(s)’ ¢, sin(s) + ¢, ¢, b, cos(s)” ¢, sin(s) b,
+C, C, b42 cos(s) ¢, sin(s)” — ¢, 042 b, cos(s) b,

—c, ¢, b32 sin(s) ¢, cos(s)’ — ¢, ¢, b, sin(s)’ ¢, cos(s) b,
—¢, ¢, b32 sin(s)” ¢, cos(s) — ¢, ¢, by sin(s)* ¢, b,

¢, ¢, bysin(s) b, - c,cos(s)’ ¢ b, ¢, by

— ¢, cos(s) ¢ b, ¢, b, sin(s) + ¢, cos(s)’ ¢ b, b,

+2¢, cos(s)2 c: b, b, ¢ sin(s) — 022 cos(s)’ c: b, b,

— 022 cos(s)’ ¢, b42 sin(s) —2 ¢, cos(s)* ¢ b, ¢, sin(s) b,



~2¢,c08(s)’ e b, ¢, sin(s)2+c, cos(s)’ cs b, by,
— ¢, cos(s)” ¢, sin(s) b, ¢, b, — ¢, cos(s) ¢gsin(s)* b, ¢, b,
2 . 2 2 3 : 2. 2
+C, cos(s) ¢, sin(s)” b, b, +c, cos(s)” cssin(s)” b,
+ 022 cos(s)’ ¢, sin(s)® by b, + 2 ¢, cos(s)* ¢, sin(s)° b:,,,2 C,
+2 ¢, cos(s) ¢, sin(s)* by ¢y b, —C, cos(s) c sin(s)2 by b, c,
— ¢, sin(s) ¢, cos(s)* b, ¢, b, — ¢, sin(s)” ¢, cos(s) b, ¢, b,
+ ¢y sin(s) 052 cos(s)* b, b, + 2 ¢, sin(s)? ¢, cos(s) b, b, ¢,
2 . 2 3 2 . 3 2, 2
— €, sin(s)” ¢ cos(s)” b, by —c, sin(s)” ¢ cos(s)” b,
+ ¢y sin(s) ¢, cos(s)* b, b, ¢, — ¢, sin(s) ¢, b, ¢, b, cos(s)
¢, sin(s)’ cyb, ¢, b, + ¢, sin(s)° ¢, b, b,
2 . . 2 2 .
+C, sin(s) ¢z b, cos(s)+c, sin(s)” csb; b,

~ —cysin(s)’ cgby by ¢,)
> simplify(subs(cos(s)=x,sin(s)=sqrt(1-x"2),
%))

5 2 2 5 2.2 4 3, 2 2
(cc4/1-Xx"Cy by —2C4/1—-Xx"Cy by X +C3X b, Cc
3 2 2 2 2 / 2 2 2 2

e Cbaxb.C—c.c bl X e+ e b, e xic b

7¥1 ™3 1v4 7¥1 ™3 2 71 %5 273

e bub. C —2CxCC bab. Gt C. b, by X

3] 2 Y3 M1V 3 1 ¥3VM1%¥5 1 4 ~¥2 M3

3 2
-c, ¢, b,b,ccx+2c¢c,¢,b,xc,b;—c,c, b,xb,

3 3 2 2 5



3 / 2
2 2 2 2
—-Cc, b, cg4/1-%x"¢c,+c, c b, b4/ 1 =X
b, b, o/ 1 =X +¢, ¢, bya/1 -3 b
—C G0 D Gy L =X G Gy Dy L= XDy
2 2 2 2 2
—2c¢,¢, b, x"cyb,4/1—X —c,c by XTcaa/1—X
+¢, b e x’c,b,/1-x +¢, b cx*c,A/1-%x b
77175 274 771 ¥5 3 3
2 2 2 2
+C, b g/ 1—-x ¢, x"by—cyx"Cc,b,4/1-X"Db,C,
2 2 2 2 4, 2
—Cg X" Cy4/1—X"byb c4+2054/1—x C, X b,
2
~3c4/1-x¢c,xX°byb,c, +2¢, X c1 by b,
—2¢,X° ¢, byb e/ 1-X —2¢,x° ¢ b4/ 1% b, c,
2 2 2 2
+2C3X b1 C5Cey/1—X" —Cya/1—X c1 b3 X
2 2 2. 2.2 2
+2C,4/1-Xx"¢c byx"b c—C,4/1—X" Db, c X
rc,c,b, X c,A/1—x% +2¢,¢,b, X ¢4/ 1—x b
174 ™4 2 1~4 ™4 3 3
2 2 2 2 2
—C,C by A//1-XCc, X" —c,x"cb,c b4/ 1 =X
2¢,%2 cgb, by oA/ 1 ¥ —2¢, x'cgh,
4 2 2 / 2
2 2 2 2 2
—Cyq/ 1 =X cgX“b,c by +c4/ 1 =X X“b, by
2 2 3 2 2 3, 2 2
+3Cy34/1 =X ¢ X" b,b,c,—Ccyx" ¢, b, —c,xX by ¢

3 2
—2¢c,C byxc;b,+2c,¢c,by;x cgb,—coc b, C, X



2
+¢, b, c e, xb,—¢, b ¢ c,x b, +c b, cc,b,x
3 3 .2, 2 3
2
—cyxc b, b, +cx’cyb, b c,+3¢c.¢, X°byh,
3. 2 51, 2 b2
3, 2 5, 2
-6¢cCc,x b, c;+4c.c,Xx b, c;—2¢c.c,Xxb,b,C,
2 2 2

3 2. 2

3 2 2

—2C;X¢c bbb cg+2c,x ¢ b, by cg+cyxb; Cf

2 2 3

3 3

2 2 3 2
-2¢C,b, cc.xc+2c¢c,b, X co+c,¢,b, XCy

2 4 2
-c, ¢, b, x’Cc3—c,c,b;C,xb,—c,c by CyX

2 3 3
+C,C, by C;x"—c,xcb,c b, +C,x b, C b,

2 2

2 3 2 3
3 3
+CC X b,c, b, +2c5¢. xb,b, c,—2cy¢, X b, b, C

3 2 2

5 2 2 5 2 2
—C,q/1-x"¢c, by —c,4/1-X"Db, ¢4



+ sz b, cs X+ sz ¢, b, ¥
—3c5m032b42x2+2c5m032b4zx4
e b, ALKyt Gy by AL =X ey X
+c7b106m03b4—c7b106m%b4x2
—2cfs«/ﬁcgbélblcéﬁzczx/ﬁclbélblc6
—2c2mclb4blc6x2—clc4b3 1-x° ¢, b,
—c?,«/ﬁcﬁbzclbéptc:,,,«/ﬁcabzclb4x2
+03m062b2b1—03mc;b2b1x2
+032m06b3b4—032m06b b, X°
—c?,«/ﬁcﬁb?,blc4+05«/ic2 X° b
—|—2C5MC32b32X2+605mC2X2b303b4
+c22x2c6«/ﬁb3b4+2czxzcﬁq/ﬁb;cg)nr2

> collect(%,x);

2 2 2 2
(4cgcy byb,—4c.c,by; c;—4c.c, byb +4c5czb C3) T

X+ (- 205m03 b, +205«/ic2
—205m02 b, +205«/Uc3 b4
—805mczbgcgb4)nr2X4+(—C701b32C2+CZC52bzbl
+c7clb4202+3c5022b3b4+40502b?,zc:,,,—60502b4203

2 2 2 2
—7¢.Cy byb,+2c,c, byb,+2¢c,b, cccys—c,c,b, C



2 2 2 2 2 2 2 2
+¢,C by c;—C,Cy b,b,+c3b, c +c5Cc, by —cycp b,
2 2 2 2 2 2
-C,C.b,c b;—2cyc, b, b, c.+2¢c,¢,bC,b,
-C, b c.cb,+cC3b,b,Cc,+3cC,¢,b, b, C,
+3¢C.Cyb,b,c,+2c¢c,¢,b,b, .-, b, csC, b,
—-C,b,cycob;—2¢c,¢,b,b,c,—-2c¢c,¢,b, b, C.
2 3 o 2 2 o 2 2
5 2 2 2 5
+C,4/1—Xx b, cs +C,c b, 4/ 1-X ¢,
2 2
—C, b cg4/1—x cyb,+3c.4/1-Xx"c,b, b,

2 2
—2C,4/1-x"¢c b,b,c,+2¢c,¢,by4/1 =X ¢cyb,
rea/1-x2cib,c b, —cyq/1—x ¢, b,b

3 672714 3 6 “2 71
¢, AJ1-x ¢ b,b,—cy4/1—x ¢ by b; c
3 6“3 ¥4 3 6 ¥3~1 ¥4
5 2 2 5 2 2 5 2 2
+C1-x"¢C, by +2¢c;4/1—-x"¢C3 by —C,4/1-X"C; Dby
2.2 2 2
—C,4/1—-x"b; ¢, +6c 4/1—X"c,b,coh,
2 2
+C, b cCca/1—-X"by—2c,c byc, b4/ 1—X
2 2
—CsC, b4/ 1—x"b,c,—3c.A/1-Xx"¢c,byb; ¢,
2 / 2

2
—c, ¢ by ca/1-x —cq/1-x ¢ b,c b,



2 /
¢, oA/ 1-x byc byt e/ L—x ¢ b,b
276 2713 3 5 V271
2 2
—c,c.h,c,b,A/1—Xx+2c,4/1—Xx ¢, byb,
2 2
+¢,¢, b, ca/1-xX+2¢,c,4/1-X b, c,
+2¢,b, G Con/1—x +¢ b, ca/1—¥ ¢, b,
3 576 7 6 2
+20301 byb,4/1-x*—2¢c,c, by b 064/1 X?
+c, 064/1 X’ b, b,) 12+ (¢, b, ¢, + ¢, ¢, b, b,
—clc4 b4b1—c7clb4 cz+20502b4 03+30503 by b,
2 2 2 2

-2¢,¢, byb,-2¢c,b, cccs+c,c b, c;—c,Cc b, C4

2 2 2 2 2 2 2 2 2
+C,Cq b,b,+Csb, c, +Cc5c; b, +C3b, ¢y +Cy Cy by,
+¢,C, byb,c,~c,c,b,b,c.-2c¢c,¢,b;cb,+C, b, c.Cb,
—~CqCyb, b, c,—2c.c,b,b,c,—3c.cb b, C,
—2¢C3C b,b,cs+c, b c c, b+, b cyCo by
+2¢,C byb,cs+2¢c,¢,b,b,c.-c,c by c, b,

2
2 2 2
—C, ¢, by4/1—x"cyb,—c, b, c4/1-X"¢c,
2 2

—Cy4/1-Xx"cgb,c b,—c c b, b cq/1—X

/ 5 2 / 5 2 2



+Cy 042 bgmbﬁc:m% b; b,
—c:,,«/mc6 by b, c,+c, blem C,
+c5«/mbl2 c42+c7 b, CBH% b,
—czx/mbl2 cs —c ¢, b, 4/1-x ¢,

+012 c, b, b4m+c5mc: b42
—205«/?03b4b104+2CZMClbélblCG)Tcr2

> subs(b[1]=1,b[2]=0,b[3]=0,b[4]=0,%);

2 2 2 3
(C43C; —C3Cq +2C,CcC) I X

2 2
+(C/1=%X ¢ —Cua/ 1 =X Gy +2C5CCen/ LX) mr° X
2 2

2
+(C3C5 +C4C4 —2C,CCa—C,CCy) I X

2 2
+(=C, Cn/ 1 =X ¢ +CA/1-%X ¢, —Ca/l-X ¢z )mr




restart;

with(linalg):
eqdl:=D(X) (t)
eqd2:=D(Y) ()
eqd3:=D(Z) (t)
eqd4:=D(W) (t)

>

Chapitre 03 :

Y(O);
eqdl ;= D(X)(t) = Y(t)
-3*X(t);
eqd2 ;= D(Y)(t) =-3 X(t)
W(t);
eqd3 :=D(Z)(t) =W(t)
-4*Z(t);

eqd4 := D(W)(t) = -4 Z(t)

egns:= { eqdl, eqd2, eqd3, eqd4,X(0)=X[0], Y(0)=Y[O],
Z(0)=2[0],W(0)=W[0]1};
eqns := {W(0) =W0, X(0) = XO’ Y(0)= YO, Z(0) = ZO’ D(W)(t) =-4 Z(t),

- D(X)(t) =Y(t), D(Y)(t) =-3 X(t), D(Z)(t)=W(t)}
> dsolve( eqns, {X(t), Y(t), Z(t),W(®)});

{W(t) =-2 Z, sin(2 1) + W, cos(2 1), X(t) = %«/5 (X, A3 cos(4/3 1) - Y, sin(+4/3 1)),

Y(t) =X, 4/3 sin(4/3 1) + Y, cos(+/3 1), Z(t) = Z, cos(21) +%w0 sin(2t)}

[ > with(LinearAlgebra):
[ > M:=Matrix(4,4,[cos(sqrt(3)*t), (1/sqgrt(3)*sin(sqrt(3)*t),0,0,-sqr

t(3)*sin(sqrt(3)*t),cos(sqgrt(3)*t),0,0,0,0,cos(2*t),1/2*sin(2*t)
,0,0,-2*sin(2*1) ,cos(2* D)D) )
cos(«/gt) %sin(«/gt) «/5 0 0
M = -—ﬁn(vﬁgt)yfg_ cos(yﬁgt) 0 0
0 0 cos(2t) %sin(Zt)
L L 0 0 -2sin(2t) cos(2t) |
(> MA(-1);
| coﬁﬁﬁgt) _l skmwﬁgt)Jg_ 0 0_

COS(VG;t)24—§n(VE§t)2 3 COS(VE;t)24—§n(VE§t)2
sin(wfg_t)qu_ cos(xfg_t)

: , 0
COS(VG;t)24—§n(VE§t)2 COS(VG;t)24—§n(VE§t)2

> MO :=subs(t=0,%);

0 0 cos(2t) 1 sin(2t)
cos(2t)2+sin(2t)2 2 cos(2t)2+sin(2t)2

2sin(2t cos(2t
0. o, 2( ) . 2( ) .
cos(2t)” +sin(2t) cos(2t)” +sin(2t) |




1 0 00
101 0 0
MO = 0 010
0 0 0 1
"> subs(t (p*2*P1)/(sqrt(3)),%%) ;
cos(2pm) 1 sin(an)«/E 0 0
cos(an)2+sin(2pn)2 3 COS(an)2+Sin(2pn)2
sin(an)«/g cos(2pm) 0 0
cos(an)2+sin(2pn)2 COS(an)2+Sin(2pn)2
4 3 4 3
COS(MJ Sin(Mj
3 1 3
0.0, 2 2' 2 2 2
4 3 4 3 4 3 4 3
cos(—p = [] + sin(—p = (] cos(—p = [] + sin(—p = []
3 3 3 3
4 3 4 3
, Sin(M] COS(MJ
3 3
0.0, 2 2 2 2
4 3 4 3 4 3 4 3
cos(—p Z[] + sin(—p z[] cos(—p z[] + sin(—p Z[]

C> sihplify(%);

cos(2pm) —%sin(an)«/g 0 0
sin(an)«/E cos(2pm) 0 0
0 0 cos(—4 PT ﬁ] —1 sin(—4 Pz ﬁ]
3 2 3
0 0 2 sin(%] COS(%]
> M1::subs(cos(2*p*Pi) 1 sin(2* *P1)=0,%); _
1 0 0

P
3

M1 :=
4p 3 4 3
0 0 2 sm(—[] COS(M]
L L 3 3 i
> MO-M1;
0 0 0 0 |
0 O 0 0
(4an§] 1_(4an§]
0 0 1-co§——— —sin| —————
3 2 3
4 3 4 3
0O 0 -2 sin(p%[] 1- cos(p%«/i]




[ > M3:=Matrix(2,2,[1-cos((4*P*Pi*sqrt(3))/3),(1/72)*sin((4*P*Pi*sqrt
(3))7/3),-2*sin((4*P*Pi*sqrt(3))/3) ,1-cos((4*P*Pi*sqrt(3))/3)]1);

cofmsl) et

3 ESin
M3 =
(4P 43 4P w43
-2 sin 3 1-cos T

T > Determinant(M3);
2

2
APT4/3 AP m4l3 AP 143
1-2 cos( Z ]+cos( : ] +sin( Z ]

> simplify(%); i
4P 1 3]
3

2—2w{
> M4 :=simplify(M(-1));
cos(«/gt) —% sin(«/gt)«/g 0 0
M4 = sin(«/gt)«/g cos(«/gt) 0 0

0 0 cos(2t) —%sin(Zt)
- M4-<O,F[1],O,f:[2]>0; 0 2sin(2t) cos(2t)
—%snmxﬂit)ﬁfi'Fl
cos(«/gt) F1

1
= sin(2 t) F2
cos(2t) F2

C > L1:=op(2,%);
L1 :=

{(1) :—%sin(«/gt)«/g Fy (2) = cos(+/3 1) Fy. (3) z—% sin(2t) F,,, (4) = cos(21) F, }
"> F[11]:=(1/(p*T[LD)*Int(-1/3*3~(1/2)*sin(3~(1/2)*t)*F[1], t=0. .p*
TL[11D);
S l'nJgtJEth
17 pT, 3 SN(W/3 A3 Fy
] 0
> F[22]:=(1/(p*T[LD)* Int(cos(3 (1/2)*t)*F[1], t=0. .p*T[1]);

pPT,

:—LJ cos(«/gt) F1 dt

FZZ - P Tl
0




"> HL:=Y[0]*(3*(X[0])"2+Y[0]"2)/48;

Hl:i”((3X2+Y2]
i 48 00 T T0
[ > H2:=1/24*(3*(sqrt(3)-3*X[0])*X[0]"2-(sqrt(3)+3*X[01)*Y[0]"2) ;

1 2 1 2
| Hz:zg(ﬁ—sxo)xo —£(ﬁ+3x0)vo
(> solve({H1,H2},{X[01.Y[01});

/3

{X0:0, Y0:0}, {XOZT, Y0:0}

E > with(VectorCalculus):
> (J,d):=Jacobian( [H1,H2], [X[0].Y[0]], determinant™ );

1 1,2 1,2
Lo 8Y0X0 16X0 +16Y0 |
—§x02+%cJ§—3x0)x0—§sz ?é(J§+3x0)YO
5 2 3 2 2 9 4 1 3 1 4
I _EYO X0 3+&Y0 X0 +H8X0 —& 0 3+H8Y0
[ > simplify(subs(X[0] = sqrt(3)/3, Y[0] =0 ,d));
1
384

[ > z[0]*cos(2*t)+1/2*w[0]*sin(2*t)+sin(2*t)*(z[O]*cos(2*t)+(w[0]/2)
*sin(2*t))*(1-w[0]*cos(2*t)+2*z[ 0] *sin(2*t) ) *(w[0]*cos(2*t)-2*z[
O]*sin(2*t));

z0 cos(2t) +%w0 sin(2t) +sin(2t) (20 cos(2t) +%w0 sin(2 t)]

(1 —w0 cos(2t) +2 z0 sin(2t)) (w0 cos(2t) -2 z0 sin(2t))

~ > expand ((%*sin(2*t))/(-2*Pi));

3 2
8 sin(t)3 cos(t)7 Wy 8 sin(t)2 cos(t)4 Zo Wy 12 sin(t)2 cos(t)4 Zo Wy
+ +
T T T
2 2 2
64 sin(t)3 cos(t)5 z. w, 32 sin(t)4 cos(t)6 W, Z 16 sin(t)4 cos(t)4 W, Z
0 0 00 0 0
+ - +
T T T

2 2 2 : 3 .3 3.2
2 sin(t)” cos(t) Zo Wy 2 sin(t) cos(t) Zq 2 sin(t)” cos(t) Wy

- - +
T T T

2 3
sin(t)2 cos(t)2 Wy 4 sin(t)3 cos(t)5 Wy 8 sin(t)3 cos(t)5 Wy

T T T

2 3 3
8 sin(t)3 cos(t)3 Zq 64 sin(t)4 cos(t)6 Zq 32 sin(t)4 cos(t)4 Zq

— + —
s T T




.3 3 3 .3 5 2
2 sin(t)” cos(t) Wy sm(t)cos(t)z0 16 sin(t) ™ cos(t) Zq

+ + +
T T T

2 2
16 sin(t)2 cos(t)8 Zo Wy 2 sin(t)2 cos(t)2 Zo Wy 24 sin(t)2 cos(t)6 Zo Wy

+ J—
T T T
5 5 2 .3 7.2 3 3_2
32 sin(t)” cos(t) WoZg 64 sin(t)™ cos(t) Zy Wy 16 sin(t)™ cos(t) Zy Wy
+ J— —
T T T

.4 4 N 6
8sin(t) cos(t) WoZg 8 sin(t)” cos(t) Zo Wy
+ j—

T T

> Gl:=int(%,t=0..Pi);

1
Gl .—EWO (20—1)

L

[ > z[0]*cos(2*t)+1/2*w[0]*sin(2*t)-sin(2*t)*(z[O]*cos(2*t)+(w[0]/2)
*sin(2*t))*(w[0]*cos(2*t)-2*z[ 0] *sin(2*t))-(z[O]*cos(2*t)+1/2*w[
O]*sin(2*t))*((w[0]*cos(2*t)-2*z[0]*sin(2*t))"2);

1
z. cos(2t) +EW sin(2t)

0 0

—sin(2t) (20 cos(2t) +%w0 sin(2 t)] (W0 cos(2t) -2 z0 sin(2t))

I - (ZO cos(2t) +%w0 sin(2 t)] (w0 cos(2t) -2 Zq sin(2 t))2
- > expand((%*cos(2*t))/(Pi1));

32 sin(t)2 cos(t)4z w 2 32 sin(t)3 cos(t)5z 2w 83in(t)2 cos(t)zz w 2 z
00 0 0 00 0
- - + +—
T T T T
w 22 4z cos(t)4 4z cos(t)2 12w 3sin(t)cos(t)5 64 z 3cos(t)6 sin(t)2
00 0 0 0 0
T T T T T

. 2 6 2 3 3 3
8sin(t)” cos(t) Wy W, sin(t) cos(t) 6w0 sin(t) cos(t)
- T " T - T

8 sin(1)2 4 2 2 7. 2 4_2
sin(t)™ cos(t) Wy 6420 cos(t) sm(t)w0 32 sin(t)” cos(t) Zq

+ + -
T T T

2 3 . ) 2
0 0 cos(t) sm(t)w0 83|n(t)cos(t)z0 w

— + —
s s s

2
96 z cos(t)5 sin(t) Wy 48 z 0




: 7 3 4 . 2 : 3
16 sin(t) cos(t) Zo Wy 64z cos(t) sin(t) 2w03|n(t)cos(t)

0
- + +
T T T
16 sin(t)3 cos(t)5w z 16z cos(t)8w 2 8w 3sin(t)cos(t)7
0°0 0 0 0
+ J— J—
T T T

2 2 3
2 sin(t)2 cos(t)2 Wy 8 sin(t)2 cos(t)2 Zq 16 sin(t)2 cos(t)2 Zq

J— + J—
T T T
w,_ sin(t) cos(t) 24z cos(t)4'vv 2 8z cos(t)2 w 24 sin(t) cos(t)5 z. W
0 0 0 0 0 00
- - + +
T T T T
12 sin(t) cos(t)>z w_ 2sin(t) cos(t)z. w8 sin(t)® cos(t)> w2
00 00 0°0
J— + —
T T T

62 2 6_ 2 2 6 2
32z, cos(t)” w 32 sin(t)” cos(t) z 32 sin(t)” cos(t) z,w
0 0 0 00
+ + +

T T

3 3_2
16 sin(t)™ cos(t) Zy Wy

+

int(%,t:O--gi);
1 2 1 2 1 21 1 3
—EWO ZO+ZZO _1_6W0 +EZO—EZO
G2:=collect(%,w[0]);

1 1 21 3 1 2 1
G2 = W, ——2Z. +—2. +—12
0 4 2

8% 16
subs(w[0]=0,%);

1031 21
—220 4-420 572
solve(%,z[0]);
0L V17 1 417
4" 44 4
subs(z[0]=1,G2);
3 21
1670 "
solve(%,w[0]);
2,/3 243
3 3
with(VectorCalculus):
(J,d):=Jacobian( [G1,G2], [z[0],w[0]], "determinant® );



1 11

J,d:= 8WO 820_8
' 1 2 3 2 1 1 1 1 '
_EWO _EZO +EZO+E 2(_520_1_6}\,\/0

1,2 1233121
640 07 32"0 T16% "4% T16
> simplify(subs(z[0] = 1, w[0] =2*sqrt(3)/3 ,d));
-1
L 16
[ > simplify(subs(z[0] = 1, w[0] =-2*sqrt(3)/3 ,d));
-1
L 16
[ > simplify(subs(z[0] =1/4-1/4*17~(1/2) , w[0] =0 ,d));

17 7417

I 256 256
[ > simplify(subs(z[0] =1/4+1/4*17~(1/2) , w[0] =0 ,d));

17 7417

-+
256 256
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