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Résumé

Une synthese bibliographique concernant les théorémes et les définitions que nous allons
utiliser dans les autre chapitres fait I’objet du premier chapitre.
Au second chapitre on a donné la forme de Jordan pour 1I’opérateur de dérivation généralisée
d4,5(X)=AX [J-XB, On a obtenu une condition suffisante pour que ¢4, a la forme de
Jordan
Au troisiéme chapitre, on étudie I’image numérique d’un opérateur linéaire borné et on donne
quelques propriétés de 1’image numérique d’une dérivation.
Au dernier chapitre on a initie I’étude sur 1’orthogonalité de I’image au noyau de la dérivation
et I’¢tude des opérateurs finis

Les mots clés : dérivation généralisée, image numérique, orthogonalité de I’image au noyau,

opérateur fini




Abstract

A short summary of the theorems and definitions that we will use in other chapters is the
subject of the first chapter.
In the second chapter, we study the numerical range of a bounded linear operator and we
present some properties of the numerical range of a derivation
In the third chapter, we give the Jordan form for the generalized derivation §,,;(X)=AX -XB
In the last chapter, we initiated the study on the orthogonality of the image to the kernel of the
derivation and the study of finite operators.
Keywords: generalized derivation, numerical range, orthogonality of the image to the kernel,

finite operator
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0.1 Introduction générale

S oit H un espace de Hilbert complexe de dimension infinie et soit £(H) I'algébre des opé-
rateurs linéaires bornés sur H. Pour A et B € L(H), nous définissons la dérivation d4, la

dérivation généralisée 04 5 comme suit :

64(X) = AX — XA,
dap5(X) = AX — XB,

pour tout X € L(H). Ces opérateurs ont plusieurs applications dans la théorie des opérateurs,
ils sont utilisés en mécanique quantique pour représenter des grandeurs physiques, les obser-
vables,... ; par exemple si l'opérateur commutateur AB — BA = +ih on dit que les grandeurs phy-
siques sont complémentaires, comme cela est exprimé dans le principe d’incertitude d’Heisenberg.
Les propriétés de ces opérateurs, leur spectre, normes et image ont été examinés minutieusement

ces dernieres années, et plusieurs problémes restent encore sans réponses.

Ce travail est consacré a donner quelques propriétées des opérateurs de dérivations 6 4,04 g, notre
étude principale dans cette mémoire consiste premierement : en la construction de la forme de
Jordan d’une dérivation ¢ 4 5, deuxiement : de I'étude de dérivation et I'image numérique et troi-
siément : de caractériser les opérateurs finis puis d’étudier I'orthogonalité de 'image au noyau

d’une dérivation.

Au premier chapitre ( Rappels et Préliminaires) : nous exposons les notions fondamentales en
vues de les utiliser dans les chapitres suivants. On insistra, en particulier, sur quelques définitions
et propriétés d’analyse fonctionnelle, sur 'espace £ (F, F') et les propriétés associés et on termi-

nera par quelques rappels sur la forme de Jordan.

Au chapitre 2( Forme de Jordan d’une dérivation généralisée i, 5 ) : nous abordons en dé-
tail la forme de Jordan pour l'opérateur de dérivation §4 p(X) = AX — X B, nous y établisons

quelques lemmes et propriétés fondamentaux.

Au chapitre 3 (Dérivations et Image Numérique ) : Nous donnons dans ce chapitre les proprié-

tés de 'image numérique que nous I'avons rencontré dans une these de Smail Bouznada - Etude

0.1. Introduction générale m



des opérateurs finis et leurs caractérisations- Doctorat maths -Univerisité Annaba 2008).

Au chapitre 4 :( Les opérateurs finis, orthogonalité de I’image au noyau ) Considérons H
un espace de Hilbert, £L(H) l'algebre des opérateurs linéaire bornés sur H, nous définissons la
dérivation intérieure induite par A comme suit d4(X) = AX — XA, X € L(H). Ce chapitre

s’occupe principalement du problémes de

1.Les opérateurs finis

2.lorthogonalité de ITm(d4) au ker(d4) ,

nous sommes intéressés dans ce chapitre a savoir pour quels A les propriétés 1 et 2 restent vraies.
Apres avoir donné une courte définitions del'image numérique, les opérateurs finis et 'orthogo-
nalité de 'image au noyau, on donne une classification des classes des opérateurs finis, aussi nous
montrerons que si A un opérateur auto -adjoint, isométrique, normal, paranormal, p-hyponormal

, log- hyponormal, alors Im(d 4) est orthogonale a ker(d4).

On doit signaler que dans I'étude des opérateurs finis et Lorthogonalité de Im(d4) au ker(d4) on ne
s'intéressera qu’a des opérateurs de dérivation . étude des opérateurs finis et 'orthogonalité de
Im(d4) au ker(d,4) ,dans le cas des opérateurs de dérivation généralisées, est bien plus compliquée.
Des résultats assez généraux ont été obtenus dans cette voie par S. Bouznada , S.Mecheri.




0.2 Notations et défintions

H : Espace de Hilbert complexe.

L(H) : Espace des opérateurs linéaire bornés sur H.
A* : Adjoint Hilbertien de A.

I A]| : Norme de A.

E,® E, :  Somme directe de F; et E.

o (A) :  Spectre de A.

r(A) :  Rayon spectrale de A.

oa(A) :  Spectre approximatif de A.

Tar(A) . Spectre approximatif réduisant de A.

E Espace dual de E.

0a . Dérivation intérieure induite par A.
0AB . Dérivation généralisée induite par A, B.
® :  Signe de produit tensoriel

Im(A) : Image de A.

ker(A) : Noyau de A.

Vect{er,...,en} :  Sous espace vectorielle engendré par {ej,...,e,}.
04,8 |a, : restriction de 04 p sur G,.

W(A) : Image numérique de A

oW (A) : La frontiere de W (A).

{AY :  Commutant de A.

coo(A) :  Enveloppe convexe de o(A)

0.2. Notations et défintions



A

P

K(H)

F(H)

A est Unitaire

A est Auto-adjoint
A est Isométrie

A est Normlaid

A est Normal

A est Hyponormal
A est nilpotent d’ordere n
A est Paranormal

A est P-hyponormal
A est Compact

Palgeébre de Banach
Lensemble d’états
Iensemble des applications compacts.

Iensemble des opérateurs finis

si A*A = AA*
sid=A*

si A*A=1.
si r(4) = |4]

si A*A — AA* =0.

siA*A—AA* >0

siA"=0et A" 1 #£0,n>1

si ||Az||* < ||A%z|| ||z|| pour tout = € H
si (A*A)P > (AA*)P

si (Ax,, z,) — 0, pour toute suite orthonormée (z,,) de H.

0.2. Notations et défintions



Chapitre 1
Rappels et préliminaires

Le premier chapitre de cette thése est consacré a des sujet qui sont supposés etre connus. Nous
donnons un court résumé des théoremes et définitions que nous allons utiliser dans les autre
chapitre.

Dans le premier paragraphe, nous parlons d’espace de Hilbert ( définitions, dualité, bases ortho-
normales). Dans le deuxieme paragraphe, nous donnons quelques propriétés de I'espace L(E, F'),
la forme de Jordan d’une matrice est traités dans le paragraphe 3. La connaisance de la construc-
tion de la forme de Jordan est indispensable et nous suggération au lecteur qui n’est pas familier

avec ce point de bien lire ce paragraphe.



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

1.1 Définitions, propriétés générales

Définition 1.1 Soit E espace linéaire sur le corps k. Un produit scalaire sur E est une application

p: F x E — k. telle que pour tous vecteurs x1, xs,yde Eet \ € k,ona:

1. p(x,x) > 0et p(x,x) = 0siet seulement si x = 0.
2. p(z,y) =y, x)

3. w1+ x2,y) = p(x1,y) + P(22,7)

4. p(Ar,y) = Ap(z,y).

Pour désigner un produit scalaire on rencontre d’habitude les notations (x,y), (z |y), (z,y) . Nous
utiliserons la notation (z, y).

Un espace linéaire muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Remarque 1.1 a) Les propriétés suivantes d’un produit scalaire se vérifient aisément par les axiomes
a4 :

i) (0,z) = (2,0) =0, pour tout z € E
i=1 j=1 i=1j=1

pour tout z;,y; € B, A, p; €ER, i =1,--- ,n;j=1,--- ,m,
b) Sik = R, alors la propriété 2 de définition 1.1 revient a (x,y) = (y, x) pour tout x,y € E. Cest

une propriété de symétrie.
Théoreme 1.1 Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||| : E — R, donnée par
lz|| = (x,x)%, pour tout x € E,

est une norme pour E.

Preuve. Nous avons ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si z = 0. De plus

Dl = Az, An)F = (O02(x,2)t = (\2(z,2))°
|

1.1. Définitions, propriétés générales



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Enfin
lz+yll” = (@+yz+y) = (x.2)+ @y + Y 2)+ (Y
= |z + (z,9) + (z,y) + ylI°
= ||=|> + 2Re(z,y) + ||yl
2 2
< Azl 42|z [yl + vl
2
= (ll=)| + Ny,
d’ou

lz +yll <=l +llyll-
La norme |||| ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire. m

Définition 1.2 Un espace vectoriel normé dans lequel toute suite de Cauchy converge est appelé

espace vectoriel normé complet ou espace de Banach.

Définition 1.3 Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite par un
produit scalaire. En d’autre mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est

induite par un produit scalaire.

Définition 1.4 Lespace des applications linéaires de E dans R, £(E,R) = E est appelé le dual
topologique de E.

Définition 1.5 On appelle famille orthogonale dans un espaces de Hilbert E toute famille (e;);cr

d’éléments de E vérifiant (e;,e;) = 0 pour tout i # j.

On appelle famille orthonormale une famille orthogonale tel que pour tout i, ||e;|| = 1. D’autre
fagon, une famille {eq,es,- - ,e,} est dite orthonormale si
1 (j=k),
(€j>€k)=5jk={ (. )
0 (J#k).

Proposition 1.1 Toute famille orthogonale est libre.

Preuve. Soit J un sous-ensemble fini de /. Si Y \;a; = 0 alors :
=

0= (Z Aia;, ak> pour tout k € I.
icJ

Comme (a;, a) = 0 sauf pour k = i 'égalité précédente entraine \, =0 =

1.1. Définitions, propriétés générales



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Définition 1.6 On appelle base orthonormale dans un espace de Hilbert H # {0}, un systéme or-

thonormale maximale, i.e. on ne peut plus ajouter un vecteur non nul qui est orthogonal a une base

orthonormale.
Autrement dit, un systéme orthonormal {ey, e, - - - , e, } d’un espace de Hilbert est une base orthonor-
male si et seulement si on a {(x,e;) = 0 pout tout i € {1,2,--- ,n}} = 2=0

Définition 1.7 Soit (a;) une famille orthonormale de E espaces préhilbertiens et soit x un élément

de E. Alors (a;, v) est appelé le n*®™* coefficient de x par rapport a la famille (a;)

Si E est de dimension finie et si les a; forment une base, les coefficients ¢; = (a;, ) sont les

composantes de = dans cette base

Définition 1.8 Soient F et F' deux k-espaces de Banach et u une applications linéaire de F dans F.

On dit que u est inversible, si elle est bijective et son inverse est continue.

Définition 1.9 Soit E un espace de Hilbert et soitA un opérateur de £(FE), alors il existe un et un

seul opérateur de £(FE) noté A* tel que :
Ve € E\Vy € E, (Ax,y) = (z, A™y).
Preuve. Voir [12] =

Proposition 1.2 Soit E un espace de Hilbert. Pour tout A, B de L(FE) et tout A de k, on a

1. (
2. (AA)" = A"A*
. (AB)* = B*A*

A+ B) = A*+ B*

4. A=A
AT = 1AL

Ul

Preuve. Voir[12] =

Définition 1.10 soit A un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert, on appelle spectre de
A et on note S, A Uensemble des nombres complexes ) tels que Uopérateur A — \I n’est pas inversible.
Le complement de S, A est noté Q2(A) et s’appelle U'ensemble résolvant de A.

Lapplication de Q(A) dans £(F) qui a A associe R(\, A) = (\I — A)~" s’appelle la résolvante.

Le réel positif p(A) = sup {|A|, A € S, A} s’appelle le rayon spectral de Uopérateur A

1.1. Définitions, propriétés générales
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1.2 L(E,F), base privilégiée.

Définition 1.11 Soit E un espaces vectoriels sur K. Une forme linéaire sur E est une application
linéaire de F dans K. L(E, K) s’appelle le dual de F et se note E'.

Notation 1.1 Soient f € E' et x € E, le scalaire f(x) est noté aussi {f, ).

Définition 1.12 E, F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p. Soient {e;, i = 1,...,n}
une basede £, {f;, j =1,...,p}, une base de F.
On utilise la base {¢', i = 1,...,n} de E', dual de E , définit par :

(€', ex) = ;i (8,1 est égal a 1 lorsque j = k,a 0 lorsque j # k),
c’est la base duale de la base {e;} .

Définition 1.13 Si y est un vecteur donné de E et x un vecteur donné de F, le produit tensoriel

r®y est élément de L(E, F) donné par

(x@y) (z) = <y,,z>x VzeFE.

Théoreme 1.2 Soient F et F deux k-espace vectoriels de dimension fini. Alors lUespace vectoriel

L(E, F) est aussi de dimension finie et on a
dimL(E, F) =dim E . dim F
Preuve. voir [12] m

Lemme 1.1 L(E, F) admet pour base {f; ® ¢l , j=1,...n;i=1,..,p}

Preuve. f; @ e’ est un élément de £(E, F) puisque ¢/ agit linéairement sur E.

Soit (a;;) un systéme de pn nombre complexes, i = 1,...,p; j =1, ...,n.Pour { fixé, ¢ € {1,...,n} :
(Z aifi ® €j> € = Zaijfi-
1,) 2y}

Notons A =Y a;; ;®€7; nous venons d’écrire Uexpression de Ae, par ses composantes sur la base { f;}

1’7]
de F. C’est la donnée usuelle d'un élément A de £(E, F'). En particulier [A = 0] < [Vi, {;a;,, = 0], ce
qui controle l'indépendance des . f; @ ¢’ , donc leur role de base dans L(E, F') de dimension pn. On a
ay = (f', Ae,) m

1.2. L(E,F), base privilégiée.
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Remarque 1.2 Dans Uécriture habituelle de la matrice (A)de A relativement aux bases {e;} de E et
{f;} de F', le terme a;; , i° ligne, j¢ colonne, est le coefficient de (f; @ e7) donc on a Uécriture de (A)
relativement a cette base (f; ® e’) avec la place indiquée ci-dessus pour les indice.

L (fi®we) =@ f;

2. VAe L(F,G),YBe€L(HFE),

A(fi®e')B=(Afi)® (B*’) ou B* estladjoint de B.

3.SUE=F, (0¢) (s @e) = e, @el; (e, @6) = (e, @ €)
Preuve. Calcul direct de Uaction sur un vecteur arbitraire
L (y,(fiwe)z)=(cd,a){y. fi) =y . fiyel,z) =((¢ & fi)y ,x).
2. A(f;®e?) Bx = (¢/, Bx) Af; = (B'el, z) Af;
3. (®el) (r@e)=e;@{( ®ex) e} =jp e, @ €

1.3 Réduction de Jordan.

1.3.1 Introduction

e Une matrice carrée a coefficients complexes n’est pas diagonalisable sur C quand il existe
au moins une valeur propre )\ pour laquelle la dimension du sous-espace propre associé est
strictement inférieure a 'ordre de multiplicité (en tant que racine du polynome caractéris-

tique ) de cette valeur propre .

e Il y a deux raisons potentielles pour qu'une matrice carrée réelle ne soit pas diagonalisable

sur R :
e Le polyndéme caractéristique de A admet des racines complexes.

e Toutes les racines du polynome caractéristique sont réelles, mais il existe une valeur propre
pour laquelle la dimension du sous-espace propre associé est strictement inférieure a 'ordre

de multiplicité (que racine du polynome caractéristique ) de cette valeur propre .

e Un endomorphisme f dun espace vectoriel £ sur k est trigonalisable quand il existe une

base de E sur laquelle la matrice de f est triangulaire (supérieure ou inférieure)

Pour que Uendomorphisme f du k-espace vectoriel E soit trigonalisable, il faut et il suffit que le

polynome caractéristique de f ait toutes ses racines dans k.

1.3. Réduction de Jordan. |§
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1.3.2 Réduction des endomorphismes nilpotents

Soit ¢ un endomorphisme nilpotent d’'un & espace vectoriel £ de dimension n. Désignons par n

Iindice de nilpotence de ¢ c’est-a-dire 'entier naturel caractérisé par ¢" = 0 et " ! #£ 0.

Théoreme 1.3 Soit ¢ un endomorphisme nilpotent d'un k espace vectoriel E de dimension n .l

existe une base {©" (z), ..., o(z),z} de E pour laquelle la matrice de ¢ dans cette base s’écrit sous

la forme i i
0 1 0 - - 0
0 0 1
I =
0
0 -«+ et v i O

La matrice J, est dite bloc de Jordan d’ordre n

Preuve. Les n vecteurs ¢" !(x),...,o(z), r sont linéairement indépendants. En effet, supposons

qu’il existe des scalaires ay, a1, ..., a,,_1 non tous nuls tels que
aox + a10(z) + asp*(x) + ...ap_10" Hx) =0

Si par exemple q; est le premier coefficient non nul, en prenant 'image de ¢'(z) par ¢"*~!(z), on
obtient

a;ip" " N (r) = a;" () = 0.
Or " !(z) # 0, alors a; = 0 ce qui contredit I'hypothése. Il en resulte que {©" (), ..., o(x), z}

est une base de F dans laquelle la matrice de ¢ a la forme J,, ci-dessus. =

Théoreme 1.4 Soit ¢ un endomorphisme d’un k espace vectoriel E de dimension n. Il existe des
entiers 3, > [y > ... > 3, de somme n et une base de E pour laquelle ott la matrice M de ¢ s’écrit

sous la forme

(] 0 0 - oo 0]
0[] :
M, =
0
: 0
0 oo e e [Jg]

Chaque bloc J; est un bloc de Jordan d’ordre 3,

1.3. Réduction de Jordan.
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Preuve. Voir [13] =

1.3.3 Réduction de Jordan d’une matrice

Définition 1.14 On appelle matrice de Jordan (supérieur) toute matrice carrée J de la forme

A1 0 - - 0
0o A 1
T:
0
1
0 0 A
A1 0
Al
Exemple 1.1 (A),(O )\), 0 X 1
0 0 A

Théoreme 1.5 Soit ¢ un endomorphisme d’un k espace vectoriel E de dimension n sur C dont les
valeurs propres A1, Ao, ..., As sont de multiplicité pi,, pio, ..., it Il existe une base de F ou la matrice M

de o a la forme diagonale par bloc suivante

‘m] 0 0 - o 0]
0 [T3)
M, =
0
0
| 0 [Ts] |
Chaque bloc T, est de la forme
(N 10 0 |
0 X 1
I (S
: USSP
: 1
0 v e e 0 Mg

Dans cette écriture, le nombre de blocs est égal au nombre de valeurs propres distinctes. Chaque blocs

Ty est une matrice carrée d’ordre la multiplicité i, de la valeur propre \j.

1.3. Réduction de Jordan. B
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Preuve. On a la décomposition de F en somme directe
E:El@EQ@@ES

Chaque Ej, est stable par . La restriction ¢, de ¢ a Ej, est telle que 'endomorphisme ¢, — A\ Idg, soit
nilpotent. Il suffit alors d’appliquer les résultats des théorémes précédents a chaque endomorphisme

¢, — \pldg, pour obtenir le théoréme. m

La forme obtenue dans ce théoréme s’appelle réduite de Jordan de 'endomorphisme.

1.3. Réduction de Jordan. ]



Chapitre 2

Forme de Jordan d’une dérivation

géneralisée 4 p

Considerons E et I’ deux espaces vectoriels, A un élément de L£(F'), B un élément de L(E).
Ce chapitre s’occupe principalement du probleme de la construction de la forme de Jordan de
I'opérateur

dap:LEF)— L(E,F)

X —AX - XB

Nous donnons d’abord dans le paragraphe 1 les définitions et les propriétés d'une dérivation
et dérivation généralisée. Dans le paragraphe 2 nous sommes intéressés a donner et prouver
une lemme centrale. Celle-ci est la base de ce chapitre et nous améne a la forme de Jordan de
I'opérateur 6 4 5 qu’on rencontre souvent dans la mécanique quantique et que nous allons étudier
aux paragraphe 3. Nous terminons le chapitre par un algorithme de calcul et exemple
Signalons que dans de nombreux problémes , en mathématiques, en physique et en mecanique,..., il

est particuliéerement intéressant (parfois nécessaire ) de travailler sur les formes de Jordan.
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Chapitre 2. Forme de Jordan d'une dérivation généralisée 0 4 p

2.1 Dérivations et dérivations généralisées

Définition 2.1 Soit L(E) Uensemble des opérateurs linéaires bornés

1. une dérivation ¢ est une application linéaire de L(E) dans L(E) qui satisfait :

VX,Y € L(E), §(XY) = §(X)Y + X5§(Y)

2. la dérivation interne § 4 associée a Uélément A de L(E) est définie par :
VX € L(E),d4(X)=AX — XA
3. C est un commutateur s’il existe X,Y € L(F) tels que
C=XY-YX
4. Le commutant de A € L(F) est Uensemble défini par
{A} ={B € L(E), AB = BA}

Lemme 2.1 Soit L(E) Uensemble des opérateurs linéaires bornés, 04 est la dérivation interne de
L(E) dans L(E)

1.0 4 est linéaire, continue pour la norme.

2VX,)Y € £(E), 04 (XY) =04(X)Y + X4(Y).

3.0 4 est linéaire, continue et ||04 (X)|| = 2inf {||A — \|| : A € C}

4.1 n’est pas un commutateur.
Preuve. 1.0n a
VX,) Y € L(E),ls(X+Y)=AX+Y)—(X+Y)A
= AX+AY - XA-YA

= AX - XA+ AY -YA
= 04(X)+da(Y)

VX € L(E),Yae K, is(aX)=AaX —aXA
== O./(SA(X)

d’ou § 4 est linéaire.

2.1. Dérivations et dérivations généralisées
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1. Ona
[04 (X)) = [[AX — XAl <2 Af X,

Donc il existe M = 2 ||A]| telle que |04 (X)|| < M || X||,d’'ou §4 est bornée donc continue

pour la norme

2. Prouvons que 04 (XY) = d4(X)Y + Xd4(Y).

54(XY) = AXY — XYA
= AXY — XYA+ XAY — XAY
= (AX - XA)Y + X (AY — Y A)
= SA(X)Y + X54(Y)

3. Prouvons que 64 = 041

Sax(X) = (A=A X — X (A— )

= AX - XA
= 54 (X)

154 (XN = 1842 (Xl
= (A=) X — X (A=)
< 2[|X[ItA = AD]

donc
[6all < 2inf (A - AD) : A e €

4. Supposons que [ est un commutateur , alors 3X,Y € L(E): [=XY —-YX.
I=XY-YX (D)
multiplions (1) par X a droite et a gauche

X = XY - XYX
X = XYX-YX?

2.1. Dérivations et dérivations généralisées
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en additionnant les relations précédentes on trouve :
2X = X?Y - Y X?
Et en suivant la meme méthode on trouvera :
nX" ' =X"Y - YX"

Supposons que (2) est vraie pour k£ € N et prouvons la pour k£ + 1, on a

XY —y X = X (XY - YXR) 4+ (XY —YX) X" telquel = XY —YX

= X (X*Y —vXxh) + x*

= (k+1)X*
donc
VneN:nX"1=X"Y -YX"
In X =Xy =YX
< 2y
n <2||Y|||IX|| ce quiestabsurbe, d’ou I n’est pas un commutateur
n

(2)

Définition 2.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels, A un élément de L(F'), B un élément de L(E),

on leur associe la dérivtion généralisée 6 4 1 :

dap:L(E,F)— L(E,F) telle que X — AX — XB

Remarque 2.1 §4 g est linéaire , mais d’aprés définition 2.1 , elle ne peut etre une dérivation que si

A= B.Onnote alors 4 p = 04.

Lemme 2.2 A des décompositions de A et B en somme directes

A:Al@AQ,B:Bl@BQ,
F=FoF E=FE&k

est associée une décomposition de § 4 g en somme directe : (i,j=1,2)

da,B = D04, B,
17‘]

2y

2.1. Dérivations et dérivations généralisées
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Xll X21

Preuve. X =
X12 X22

) ou Xij S ﬁ(EZ,F})

]

0 O
On identifie < ) avec X, idem pour tous (4, j), alors L(E, F) = @L(E;, F}).
12

5 5(X) = ( 04,8, X11 04y B,(Xo1) ) .

04,8, X12  04,.8,X11

2.2 Lemme fondamental

Lemme 2.3 [26] Soient A € L(F), B € L(E). Soient {f,, a« =1,....p},{e’, i =1,...,n} des bases
de F, E' respéctivement telles que Afy, = cofa1;61=0,ca=1sia#1;Be =nie", ottn' =0,
nt =1sii# 1. Soit

Gy = Uect{fa Re, at+i= q} Vg =2,....,n+ p,r = min(n,p),s = max(n,p)

n—+p
LL(E,F) = & G,

q=

2.(5,4,3 |GqC Gq_l.
n—+p r+1 . .
3.Kerdsp = @QKer(éAB la,) = @Q’UGCt Do fa®e, a+i=q}.
q= q=

Preuve.
n+
1. LB F) =6 G, .
q=2
On sait que dim L(E,F) = n.p, et {fo ®¢€', i=1,...n a=1,...,p} est une base de L(E, F), les
vecteurs qui engendre G, , ¢ = 2,...,n + p forme une partition de la base de L(E, F') , donc
n+
LE,F)=& G,
q=2

2. 51473 ‘GqC Gq_l.
64,8 |, : signifie la restriction de ¢ 4 p sur G,
G =vect{fa ®€', a+i=q—1}.

Soit f, ® e’ € G,, alors

5A,B(fa®ei) = A(fa®6i) - (fa®ei)B
= (Af.)®€ — fo @ (B*e)
= fa—l 029 biei - Oafa & ei_l

2.2. Lemme fondamental
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en utilisant le lemme 1.2, on obtient :

bap(fa®@e) = (Afa) ®e — fo® (B*e)
= Eafa—l ® ei - nifa ® ei_l,

d’ou
5A,B(fo¢ & ei) € Gq—h
alors
daB \GE,C Gy
. Schématisons {f, ® ¢’} par les points( «,4) dans R%. G, est alors une diagonale droite a l'in-

w

terieur du rectangle limité par les valeurs maximale de a et i

(1,1) (1,2 Ve (1,n)
[ ] [ ] [ ]

. Gr—i—l

— $(a,9)
®»1)  (p2) (p,n)
[ ] [ ] [ J

Gs+1

p<n  (p=4n="7)
Schéma(1),

2.2. Lemme fondamental



Chapitre 2. Forme de Jordan d'une dérivation généralisée 0 4 p

(1,1)
[ ]

G7‘+1

(p,1)
[ ]

(1,n)
([ ]

Q

s+1

(p,n)
[ J

p = nlp=T7n=4)
Schéma (1),

Sur le schéma(1) nous notons 64 5 (f, ® €') : c’est la somme des éléments x avec les coefficients

+ et — marqués au dessus des fleches. Un des termes n’existe pas , si (a, ) est sur I'un des

deux bords du rectangle issus de (1,1) .

En utilisant la décomposition de X en somme directe , X = ) X, , X, € (,, on obtient :

[5A,BX = 0] e [Vq, 5A73Xq = 0].

Sur le schema(2) on représente un élément de GG, par ses coefficients : a, ..., a,, dans la base

{fa @ €'} ; son image par 64 ; a les coefficients notés sur G,_;.

2.2. Lemme fondamental
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Gg-1
/
— Gy
d,, —ay /

T

Um—1 — Q4 <~ Q4 = Gy
T
a9 — ag <—— as
T
a1 —ag <— 43
T
K !
Schema (2)

Les termes encadrés peuvent ne pas exister.

* 8ilg > 7+ 1| I'un des termes au moins existe, il en résulte que
[04,8(a1,...,a1m) = 0] < [a; =0 pour tout j

(dans I'écriture, le vecteur de G, est identifié a ses composantes, donc 04 5 | G, est injectif.

* 8ilg <7+ 1 les relations sont —a; ; +a; = 0, j = 2,...,m, donc tous les a; sont égaux,
dap | G, aun noyau de dimension 1 qui est Vect(>_ {fa ® €' , a+i=q}.

Ker §4 p a alors la forme annoncée.

2.2. Lemme fondamental



Chapitre 2. Forme de Jordan d'une dérivation généralisée 0 4 p

2.3 Application du lemme fondamental : forme de Jordan

A partir de les conclusions précédentes nous allons construire la forme de Jordan de 64 5 par le
procédé classique.

On note , pour eclairir 'écriture D = § 4 5 dans ce qui suit.

On dispose d’une base du noyau. Pour chaque vecteur X, de cette base on cherche I'exposant K
le plus grand, soit K(q), tel qu’il existe Y, dans G, x(, satisfaisant & DKWY, = X, .

Vect {DXWY, DK@=1y, . 'V,} est invariant par D et les DY, sont indépendants car une rela-
tion linéaire non triviale entre les D'Y, donnerait en multipliant par une puissance convenable de
D une relation non triviale entre les Y, ; la matrice de D dans ce sous espace muni de cette base

est un bloc de Jordan.
Commencons par un résultat qui est véritablement la clé du probléme de la jordanisation :

Lemme 2.4 [26] Soit X, = Y {fa®e', a+i=q},2 < q < r+ 1; alors il existe Y, , Y, €
Gripia_g, tel que D"TPT2720Y, = X

Preuve. Les fléches sur le schéma (3) correspondent au schéma (1), ( image par é 4 p).

Sur le schéma (3) on représente un élément de G, par ses coefficients by, ...,b,, dans la base
{fa ® €'} ; les coefficients d’'un élément de G, dont il est l'image par D sont notés sur G,.

Les termes entourés peuvent ne pas exister dans G,_; .

Ga1
/
%
1
by — b
T+
b — by + by
T
by < by + by + b

T+

by + by +bs+ by

2.3. Application du lemme fondamental : forme de Jordan



Chapitre 2. Forme de Jordan d'une dérivation généralisée 0 4 p

Schéma(3)

() Si g < r+ 1, les deux termes n’existent pas, dim(G,) = q — 1 et ker(6a,p |c,) = Vect {z,} # 0.
(i) Si ¢ € {r+1,....s}, seulement un des termes encadrés du schéma (3) existe, alors D de G 41
dans G|, est bijective . Il existe un unique vecteur de G, dont l'image par D est un vecteur donnée

de G,. On obtient alors , pour le vecteur entre { } dans [*], une écriture unique sous la forme
s—r (z+1—q) .
D" {ah + ..}, soit

= D0 {aj((JerlfQ) L )\rfq+1$7(i;171)} ()

Les nouveauwx x5 sont déterminés de maniére unique selon le schéma ci-dessous ; un vecteur de G,_,

de composantes b; a pour préimage par D le vecteur de composantes c;

Gq1
/
b Gq
' .
T+
bg <T C1
7
bs )
7
ba —— C3
7
C4s = Cpy
(5)1 (p>n)

2.3. Application du lemme fondamental : forme de Jordan



Chapitre 2. Forme de Jordan d'une dérivation généralisée 0 4 p

Gy
e
Gy
e
bl ? C1
T+
by — C2
7
bs G
7
b4 T O = Cm
(5)2 (p <n)
Sip>n(schéma (5)1),¢; =bj+ ...+ b1, j=1,....,m.
Sip <n (schéma (5)s), ¢; = —by, — ... — b;, j=1,...,m.

(iii) Si g > s+ 1, les termes entourés existent, 04 p \Gq ., nerecouvre pas G, , onavu, lemme 2.1,

que les éléments de Im (5 AB la, +1) on la somme de leurs coefficients nuls.

Le vecteur entre {} dans [**] est dans G, 1; pour qu’il soit l'image par D d’'un vecteur de G5 (
Gora) 5 Cest

une relation linéaire entre Ay, ..., \,_,11 (somme des composantes nulles du vecteur {} sur la base

celui-ci est alors unique) il convient d’exprimer sa condition d’appartenance & Im (04,5

mise en évidence pour G, 1 ).
Ceci peut etre itéré tant qu'il reste des \ arbitraires, donc ceci est possible (r — q + 1) fois; on a alors

atteint Gi14r—g41 = Gsirio—q. On obtient ainsi :
_ Pystl—g+(r—g+1
r, = DT (r—q )yr+s+2_q

donc

— ntpt+2—2q
Tg =D Yn+p+2-2¢

2.3. Application du lemme fondamental : forme de Jordan
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(iv) On a atteint Uécriture annoncée dans le lemme 2.2; il reste a s’assurer que l'on a obtenu une

base de Jordan . Comptons les termes obtenus : notons N =n + p + 2,

;(N—Zqul) = ;[(N—l)—Z(q_l)]:T(N_l)_2r(r2—+1)

= r(r+s+1)—r(r+1)=rs.
On a rs = np termes. Ceci est la dimension de £(E,F) =

Lemme 2.5 Pour (A, B) satisfaisant a les données précisées au début du paragraphe précedent (
Lemme 2.3), § 4 p est nilpotent d’ordre (n + p — 1); sa forme de Jordan est constituée de r blocs de

Jordan d’ordresn+p+1—2j, 7 =1,...,r.

Preuve. Elle résulte des lemmes précédents : le plus grand bloc de Jordan provient de x5 qui est
limage de f, @ e" par D"7~ 1,

Les blocs de Jordan sont des blocs nilpotents m

Lemme 2.6 ( forme de Jordan)

)Le spectre de § 4 g est
0(0ap) =0(A) —a(B) ={A—p,A€c(A),u€o(B)}

SiAf = Xfet B'e = pue alors
Sap(f@e)=nf@c.
h1 ‘Ql
)Si A= @ Ag, ott 0(Ay) = \i., et ou (A — A\p) est dordre py, et B = @ B, ott 0(B,) = 1, , et ou
4

k=1
(B, — 11,) est d’ordre n,, alors 645 = @ 04,,B,-
Lk

La forme de Jordan de 0 4 5 est obtenue en considérant tous les blocs associés a une valeur propre
v = A\, — ji;, intervenant dans les § 4 5 concernés.

Preuve. C’est le Lemme 1.2 .

11 suffit en effet de remarquer que 6.4, B, = (Ax — f4) + 0., —x.,Bi—py)

on est alors ramené a la propriété 3 m

2.3. Application du lemme fondamental : forme de Jordan



Chapitre 3
dérivations et image numeérique

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur linéaire borné sur H. image numérique de A est

I'ensemble défini par
W(A) = {(Az,2); |le]| = Lz € H}

Fétude de dérivation et I'image numérique donne des applications dans plusieurs branches des
sciences pures et appliquées comme dans la théorie des opérateurs et I'analyse fonctionnelle ,
analyse numérique, physique quantique, ...ect

Dans ce chapitre nous présentons les quelques propriétés de I'image numérique d’'une dérivation.
(La notion de l'image numérique a été introduite par Otto Toeplitz en 1918 pour les matrice

complexe)

22



Chapitre 3. dérivations et image numérique

3.1 Image numérique dans un espace de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension infinie.

Définition 3.1 Soit A € L(H)

1. Limage numérique de A est définie par :

W(A) = {(Az,2); |2l| = Lz € H}

2. Le rayon numérique de A est défini par :

w(A) = sup{|z]; 2 € W(A)}

Proposition 3.1 Pour tout A € L(H), tout opérateur unitaire U de L(H ), tout sous-espace F de H

ettous a,f € Cona:

i W(U*AU) = W(A).

it W(aA+pBI)=aW(A)+ 0.

iii W(A |r) C W(A); ou A |pest la restriction de A sur F'.

iv WAY) ={z,z€ W(A)}.

Preuve. (i), (ii) et (iv) sont évidentes.

(iii) Pour un sous-espace F' de H, on appelle restriction de Asur F' I'élément A |rde £ (F') défini

par :
Alp: F— F,o—— PAx

ou P est la projection orthogonale surF' .

Siz € I, alors(PAx,x) = (Az, P*z) = (Az, Px) = (Az,z) € W(A). m

Théoréme 3.1 Pour tout A € L(H), ona:

i34l <w(A) <[IA]l.

ii o(A) C W (A)

Preuve. (i) On a pour tout z € H

|(Az, )| < || Az ||z] < | A] [l2])*,

3.1. Image numérique dans un espace de Hilbert
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d’ou
w(A) < || Al
Aussi, pour tous z;y € H on sait que
4(Ax;y) = Z{a (x+y),z+y),ac{l,—1,i,—i}}

Donc

< Z{HZH ,a€{l,—1,i,—i} et z =z + ay}

= dw(A) {l=]” + llylI*}
Comme

[All = sup {|(Az,y)|; ||zl = 1, [yl = 1},

d’ou

JA]l < 2w(A)

(17) Car le spectre et 'image numérique se transforment proprement sous des
applications affines d’opérateurs il suffit de montrer que si 0 € o(A) alors 0 € W (A).

Rappelons que :

1. Un opérateur? sur un espace de Hilbert H est borné inférieurement s’ilexiste ¢ > 0 tel que

|Tx|| > € ||x| pour tout x € H.

2. Si T est un opérateur sur un espace de Hilbert H, alors 7" est inversible si et seulement si 7'

est borné inférieurement et admet une image dense.

3. Si T est borné inférieurement, alors I'image de 7" est fermé.

Supposons que 0 € o(A) i.e A n’est pas inversible. Ici on a deux possibilité : A n’est pas borné

inférieurement, ou A est borné inférieurement et non surjectif.

a Si A n’est pas borné inférieurement, alors il existe une suite des vecteurs unités (z,,) de H telle
que(Az,, z,) — 0,dou 0 € W(A).

b Si A est borné inférieurement mais non surjectif, alors {0} # R(A)* = ker A*, d'oti0 € W (A*),
par conséquent 0 € W (A).

3.1. Image numérique dans un espace de Hilbert
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Théoreme 3.2 i)Pour tout A € L(H), W(A) est un ensemble convexe de C.
ll)Sl A= Al D A2 sur H = Hl D HQ, alors W(A) = CO(W(Al) U W(AQ)), olt CO(W(Al) U W(AQ))
est Uenveloppe convexe de (W (A;) UW (A,))

Preuve. (i) Soient(Axz, z) et (Ay,y) deux points distincts de W (A) , avec ||z|| = |ly|| = 1.
Les vecteurs z, y ne sont pas colinéaires. Notons F' = Vect {x,y} , par application
de la proposition 3.1 (iii) on obtient W(A\F) C W(A) . Comme W (A\F) est une surface ellip-

tique, elle contient le segment joignant (Ax,x) et (Ay,y). D’ott W (A)est convexe.

(i1)[D] Soient x € Hy,y € Hotels que ||z|| = ||y|| = 1 : Montrons que le segment joignant les deux
points (Aix,x) € W(A1), (Ayy,y) € W(Ay)est dans W (A) .Soient ¢, s € [0,1] tels que
2+ 52 =1.

On a

t2(Ayx, ) + s%(Asy; y) = (A(te + sy), tx + sy) € W(A).

[C]Soit z € H, alors z =2 + y ot w € Hy, y € Hoet ||z[| = (||lz]* + [ly|*)® = 1. Le
point (Az, z) appartient a co(W (A;) U W (A,)) : En effet,

(Az,2) = (Ar2,2) + (Azy,) = ol (Avp, 57) + Il (Ao ) m

z||

Théoreme 3.3 Soit A € L(H), alors
coo(A) =N {W(SAS‘l); S inversible de L(H)} :

Preuve. On a besoin d’utiliser le théoréme suivant :

Théoréme 3.4 Théoréme : Pour tout opérateur A deL(H)

r(A) = inf {||SAS™!||, S inversible de L(H)}

[C]On a o(A) ¢ W(A), alors coo(A) € W(A), dott cor(SAS~') ¢ W(SAS-1)

pour tout S inversible deL(H) , et comme le spectre est invariant par similitude on obtient coo
A)cn {m, S inversible de E(H)}

[D]Soit A ¢ coo(A), montrons queX ¢ N{W (SAS™), S inversible de L(H)}

i.e il existe un opérateur inversible 7" de £(H) tel queX ¢ W (T AT-1) . Comme coo(A) est com-
pacte, il existe un disque ouvert Acontient coo(A), mais son adhérance ne contient pas A. On peut
supposer sans perdre les généralités, que est le disque unité ouvert, ainsi en particulier

r(T) < 1. D’apres le théoreme de Rota il existe opérateur inversible 7" de £(H) tel que

3.1. Image numérique dans un espace de Hilbert
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ITAT Y| < (1 +r(T)),/2<1,dou
W(TAT-1) C A et par conséquent A ¢ W(TAT-1). m

Proposition 3.2 SoitA € L(H), alors

W (A) = coo(A) < VA ¢ coo(A); |

(A= N1 < [dist(A, cor(A))] .

Preuve. [=] . Soit\ ¢ coo(A). Par la transformation A — oA+ f; a € C*; 5 € C on peut supposer

que le couple (A, A) satisfait :
[A < 0,0 € coo(A)etcoo(A) C {z € C: Re(z) > 0}],
Alors pour tout z € H
1A= Nal? = [ Az]> = A(Az,2) + (2, Az)] + 3 ][> > 3 o]
Comme (A — \) est inversible, alors pour tout x € H
2l > X2 (4 = 3

D’ou
[dist(\, coo(A)] ™ = [A7F > [[(A— N7

[«<] Comme on a coo(A) C W(A) on montre que si\ ¢ coo(A) alors\ ¢ W (A).
Par application de la transformation A — aA +  on peut supposer que

[A < 0,0 € coo(A)etcoo(A) C {z € C: Re(z) > 0}],

alors
A & coo(A)etdist(N, coo(A)) = ||
c.a.d
I(A =27 <A
d’ot

Al < 1A = M|,
pour tout z € H Par passage au limite quand A tend vers(—oo) on obtient que
pour tout x € H
(Az,x) + (x, Ax) = 2Re(Ax,x) > 0
D’ou
W(A) C {z € C; Re(2) > 0},

3.1. Image numérique dans un espace de Hilbert
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donc
A ¢ W(A).

~—

3.2 Image numérique d’un élément d’une algebre de Banach
Soit A une C*-algeébre avec identitée.

Définition 3.2 Une fonctionnelle linéaire ¢ sur A est dite positive si ¢ (a*a) > 0, Va € A (on note
p > 0), est dite état si ¢ > 0 et ||p|| = 1, on note Uensemble d’états de A par : P(A) ou P .

Remarque 3.1 P est non vide, convexe et compact.
Définition 3.3 Limage numeérique d’un élément a de A est définie par :

Wo(a) = {f(a); f € P}.
Théoreme 3.5 Pour a € A, Wy(a) est non vide, convexe et compact.

Preuve. Comme P est non vide, alors Wy(a) est non vide. Soient fi, fo € P, r €]0,1[ et f =

rfi + (1 —r)fo. Comme P est convexe alors

feP, fla) =rfi(a) + (1 —7)f2(a) € Wo(a).
D’ott la convexité de WW;(a) : Comme 'application
U, : (P,w—top) — C, f— f(a)

est continue et P compact alors Wy(a) = ¥,(P) est compact. m

Théoreme 3.6 Pour tout a € A,o(a) C Wy(a).

Preuve. Si (a — \) n’est pas inversible a gauche, alors e ¢ A(a — A) . On a pour tout = € A,
x(a — \) n'est pas inversible a gauche. Si y € A tel que e — y|| < 1, alors y est inversible (série de
Neumann (e — (e — y)~'). D’ou pour tout x € A,

le —x(a — A)|| > 1. On construit f € P tel que A = f(a) . D’apres le théoreme de Hahn-Banach
on peut choisir f € A tel que

Vo € A; f(z(a— X)) =0, f(e) = Let[[f|| = |/ \Vect(A(a — A) U {e})]
Poury=z(a— AN +a;x€eA aeC: fly) = flae) =a.Sia+#0,alors

laf o 'z(a = A) +e|| > o,

3.2. Image numérique d'un élément d'une algébre de Banach
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d’ot |f(y)| < |ly|l pour touty € Vect(A(a — X) U {e}) : De plus || f|| =1et f € P.

Posons = = ¢, on obtient
fla=2) = f(a) =X =0,
d’ot
A= f(a) € Wo(a)

n
Remarque 3.2 Wy(aa + ) = aWy(a) + 5,YVa € C* V5 € C.

Théoreme 3.7 Pour touta € A,ona:

D) 0eWy(a) & VAe Gy |A < |la— A

iWo(a) =N{D(X;|la—Al),N € C}, 0tt D (A, |la — A||) est le disque fermé de centre X et de rayon
lla = Al

Preuve. (i) Supposons que 0 € Wy(a) et soit fo € P, fo(a) = 0 Alors
VA€ C;fola—A) = =),

d’ou
VA€ G A < [ foll lla = All = [la = Al

Réciproquement, si |A| < |ja — A||, YA € C, alors a n’est pas un opérateur scalaire.

Par application du théoréme de Hahn-Banach, on peut choisir f € A tel que

fla) =0, f(e) = Let[|f]| = [|F\Vect (a, €]

Pour deux scalaires non nuls «, Son a :

flaa+ B) =B, aa+ B =|o| [|a— (—a7'8)|| > o] [-a7'8| = |3]

D’ou
£l =1= f(e)

i.e. f € Pet0 = f(a) € Wy(a).
(ii) Soit u € C, comme Wy(a — ) = Wy(a) — u, par application de (i) on obtient

w € Wy(a) & ‘)\‘ < Ha—u—),\H,V)’\EC’.

Posons j + A = A . Alors

3.2. Image numérique d'un élément d'une algébre de Banach



Chapitre 3. dérivations et image numérique

peWola) = p—A <fla=Al, Vel

D’ou

Wo(a) =N {D(\ [la = All.)A € C}

Lemme 3.1 Pour a € A, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. 0 € Wy(ax — xa); pour tout x € A.

2. |lax — xa — e|| > 1, pour tout z € A.

3.il existe un état f tel que f(ax) = f(xa); pour tout x € A.

Proposition 3.3 Soit a € A tel queV € C,|ja — \|| = r(a — \), alors
Wo(a) = coo(a).

Preuve. [D] Comme Wy(a) est convexs et contient o(a), alors Wy(a) D coo(a) .
[C]Soit D le disque fermé de centre) et de rayon r contenant ¢(a). Comme

la — Al =7(a — A) eto(a) C D, alors on en déduit que ||a — \|| < r. Si f € P, alors
ona

[f(@) = Al =[fla =N < [[fl[lla = All <7

i.e. f(a) € D. Ceci montre que Wy(a) C D pour tout disque fermé contenant o(a).
Comme coo(a) = N {D;o(a) C D}, alors il siensuit que Wy(a) C coo(a), en conséquence on
obtient Wy(a) = coo(a) . ®

3.3 Image numérique d’une dérivation généralisée

Soient A une C*-algébre avec identité, H un espace de Hilbert de dimension infinie, A € A et
L4, Rales applications définies respectivement par X — AX, X — XA.
D’apres J.H.Anderson et C.Foias on a

Wo(A) = Wo(Ly) = Wo(Ra)

Etsi A= L(H), alors Wy(A) = W(A).

3.3. Image numérique d'une dérivation généralisée
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Lemme 3.2 Soit A € L(H), alors Wy(A) = coo(A) si et seulement si

(A= X)7Y| < [dist(x; coo(A))]"

pour tout A\ ¢ coo(A).
Preuve. Est une simple conséquence de la proposition 2.2. =

Corollaire 3.1 Soient A, B € L(H) tels que
(A= X)7Y| < [dist(X; coo(A))] "

pour tout\ ¢ coo(A) et
[(B = )| < [dist(p; coo(B))] ™

pour tout i ¢ coo(B). Alors

WO((SA,B) = COO'((SA,B).

Preuve. On a

Wo(0ap) = {f(0an); f€PLILH)))}
= {f(La—Rp); f€P(L(L(H)))}
= {f(La) — f(Rp); f € P(L(L(H)))}
il en résulte que
Wo(0a) S [{f(La);f e P(L(L(H))}—{9(RB);g € P(L(L(H)))}]

= Wo(La) — Wo(Rp)
Comme
Wo(La) = Wo(A)etWo(Rz) = Wo(B)

et par application du lemme précédent on obtient

Wo(das) € Wo(A) —Wo(B) = coo(A) — coo(B)
= CO(U(A) — U(B)) = COO((SA’B)

3.3. Image numérique d'une dérivation généralisée
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Comme

o(6a,8) C Wo(daB),

alors on en déduit que

coo(6ap) C Wo(dan)

En conséquence on obtient
Wg((SA’B) = COO’((SA’B)
]
Lemme 3.3 Soit A € L(H) un opérateur hyponormal, alors
(A= X)7H| < [dist(X; coo(A))]"

pour tout A ¢ coo(A).

Preuve. En effet :

JA-NT = max fpl= = L
pea(A—x)—1 ming,eoa—x) [p|  dist(X,0(A)) ~ dist(\, coo(A))

|
Corollaire 3.2 Soient A, B € L(H) deux opérateurs hyponormaux, alors
Wo(da,8) = coo(da,n).

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme et le corollaire précédents. m

3.3. Image numérique d'une dérivation généralisée
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Les opérateurs finis, ’orthogonalité de

I’'image au noyau

Soit £(H) l'algébre des opérateurs linéaire bornés sur un espace de Hilbert H. Un opérateur
A e L(H) estappelé finisi || — (AX — XA)|| > 1 pour tout X € L(H) i.e Im(J4) est orthogonale
a lopérateur identité / au sens de Birkhof, si |77 — AX — X A|| > ||| pour T € ker(d4), on dit que
ker(d4) est orthogonale a Im(d 4). Apres avoir donné une courte définitions del'image numérique,
les opérateurs finis et 'orthogonalité de 'image au noyau, on donne une classification des classes
des opérateurs finis, aussi nous montrerons que si A un opérateur auto -adjoint, isométrique,

normal, paranormal, p-hyponormal , log- hyponormal, alors Im(¢ ) est orthogonale a ker(d ).

32
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4.1 Classes des opérateurs finis

4.1.1 préliminaires
Définition 4.1 La Classe des opérateurs finis est définie par
F(H)={A € L(H); |I - (AX — XA)|| > 1,VX € L(H)}

Remarque 4.1 La classe des opérateurs fini est obtenue par Uorthogonalité de 'image d’une dériva-

tion et Uopérateur identité

Définition 4.2 Soit A € L(H)

1. Limage numérique de A est définie par
W(A) = {(Az,z); |z =1,z € H}
2. Le rayon numeérique de A est défini par :
w(A) = sup{|z]; 2 € W(A)}

Définition 4.3 Soit A € L(H), on appelle spectre approché réduisante de A et on note par c,,(A)
Uensemble des complexes ) tel qu’il existe une suite (z,,) : ||x,|| = 1 pour laquelle lim (A — \) z,, =0
et im(A—\)"z,=0

Définition 4.4 R = {A € L(H);0..(A) # @}
Lemme 4.1 [8] Soit A € L(H), alors
{A€g.(A);Re(A—A) >0} C oy (A)

Preuve. Soit A € 0,(A), alors il existe une suite orthonormale (z,,),cn+ dans H telle que lim(A —

n

Az, = 0. Alors I'opérateur

B=Re(A—)\) == [(A= X+ (A -\

N —

satisfait
lim(Bx,, x,) = 0.

Comme B > 0, alors limBuzx,, = 0, i.e

lim (% [(A = A + (A — )\)*xn]) 0

4.1. Classes des opérateurs finis
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et comme
lim(A — Nz, =0,
alors
lim(A — \)*z, = 0.
D’ou
A€ 04 (A)
n

Lemme 4.2 [21] Soit A € L(H), alors OW No(A) C 0,-(A)

Preuve. Par la transformation A — oA + 3, (a € C*, € C) I'hypothese A € OW No(A) peut etre
remplacée par 0 € OW No(A) avec Re(A) > 0.

Comme

0€ W No(A)

il en résulte d’apres le lemme précédent que

0 € 04 (A),

donc
OW Na(A) C oar(A)
Et comme
W nNo(A) #2

alors

Our(A) # O
]

4.1.2 Représentation de classes d’opérateurs finis
Lemme 4.3 [7] Soit A € L(H), si 0,,.(A) # &, alors A est fini
Preuve. Soit A € 0,,.(A) et (z,),ey Une suite orthonormale telle que

lim(A — Az, =0et im(A — \)*z, =0
Si X € L(H), alors

JAX = XA—TI|| = [(A=ADX = X(A—AD) —1|
|<(A - )‘I>Xxmxn> - <X(A - AI>wn7wn> - 1’

v
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quand n — oo, on obtient
[AX — XA—TI||>1

Théoreme 4.1 [8]la classe F(H) contient les opérateurs suivants

DA€ L(H); tel que OW No(A) # @

ii) les opérateurs dominant

Preuve. i) D’apres Lemme on a
W nNo(A) Cou(A),
alors
our(A) # @,

donc A est fini.

ii) Si A un opérateurs dominant,alors o,,.(A4) = 0,(A) .En effet :on a

0ar(A) C o4(A)

donc il suffit de montrer que
04(A) C 04 (A)

Soit A € 0,(A), alors il existe une suite orthonormale (x,,),cn telle que

lim(A — Nz, =0

Comme A est dominant alors il existe un nombre M, > 1 tel que, pour tout x € H,

1A = A) ]| < My [[(A = M|

D’ou
h,{n(A —AN)'r=0
donc
A€ 0o (A)
c’ést a dire que
0a(A) C 04r(A)
d’ot le résultat.

Comme 0,(A) # @ (Jo(A) C 0,(A)) ;alors

Oar(A) # @

Dans les deux cas on a par application du définition (4.4), A € R; et donc A est fini. m

4.1. Classes des opérateurs finis
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Lemme 4.4 . Soit A € L(H), s’il existe A € C tel que 7(A — \) = ||A — ||, alors A € F(H)

Preuve. Il suffit de considérer le cas ou r(A) = ||A||. Alors il existe A\ € o(A) tel que |\ = ||4] .

Comme o(A) C W(A) alors A € W(A).On a

OW (A) = W(A) NCW (A)

et
W(A) c D(0, ]| All)

ol D(0, || Al|) est le disque fermé dans C de centre 0 et de rayon ||A|, d’ou

CD(o, | All) c Cw(4)

On a
CD(0, |All) = {a € C: |af = [|A]l}
donc
A € CD(o, ||A]|) c Cw(4)
d’ou

A€W (A)No(A)

par application du théoréme 4.1, il en résulte que A € F(H) =

Corollaire 4.1 Si A € L(H) un opérateur normal, quasinormal, sous-normal, hyponrmal, semi-

normal ou paranormal, alors A est fini.

Preuve. Dans ces six cas A est normaloide (r(A) = ||AJ]), alors d’aprés le lemme précédent A €
FH) m

Remarque 4.2 Le théoréme 4.1 généralise le résultat obtenu par J.G. Stanpfli qui affirme que si
r(A—)\)=||A— )| alors A€ R,

Théoreme 4.2 [8] Soit A € L(H), si A est racine d’'un polyndme quadratique, alars A est fini.

Preuve. supposons que A n’est pas fini. Par conséquent, il existe X, € £(H) tel que

0¢ W(AXy,— XoA)
comme l'image numérique est un ensemble convexe et

W(e?(AXy — XoA) = "W ((AXy — XoA)

4.1. Classes des opérateurs finis
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pour tout ¢ € [0, 2|, alors par rotation d'un image convenable, on peut supposer que

W(AXy — XoA) C RJ = {z € C,Re(z) > 0}

soit
Popérateur J est inversible car o(J) C o((AXo— XoA) +0(AXy— XoA) CRy .si A2+ aA+5=0
pour certains «, 8 de C, alors un simple calcul montre que J(A + %) = 0.Ce qui contredit que J

est inversible m

Théoreme 4.3 [7]Si A € L(H) un opérateur convexoide , alors A est fini

Preuve. Si A est convexoide.alors W(A) = coo(A). D’'ou

IW(A)No(A) # o
En appliquant le théoreme 4.1 il en résulte que A € F(H) =

Théoreme 4.4 [7]Soit A € L(H) un opérateur spectraloid, alors A est fini

Preuve. On a w(A) = r(A), alors il existe A € o(A) C W(A) tel que |\| = w(A), dou A € OW (A),
i.e OW No(A) # @, en appliquant le lemme, il en resulte que A est fini m

Remarque 4.3 comme tout opérateur convexoide est un opérateur spectraloide, alors le théoréme

précedent généralise le théoréme 4.3

4.2 Orthogonalité de I'image au noyau

4.2.1 préliminaires

Définition 4.5 Soient F et F' deux espaces de Hilbert. Un élément A € L(FE) est appelé
1. Hermitien ou auto-adjoint si A = A* .

2. Normal si AA* = A*A:

3.Paranormal, si || Az||* < || A%z| ||z||

4. Positif si A est auto-adjoint et si Vo € E, (Ax,xz) > 0

Définition 4.6 Un élément A € L(E, F) est appelé
1. Isométrie si AA* = A*A =1 ou ||Az|| = ||z|

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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2. Unitaire si AA* = Idp et A*A = Idg

3. Hyponormal si AA* — A*A >0

4. .Quasi-hyponormal si A*(AA* — A*A)A >0

5. Dominant, si R(A— \) C R(A— \)*; pour tout A € C

Théoreme 4.5 Soit A € L(E),si A est un opérateur normal, alors

1. A — )\ est normal

2. Al = r(A)
Preuve.

1.

2. 0Ona

(A= (A=) —-A-NA-XN" = A =NA-N—-(A=XN) (A" =)
= A"A - AAY

Comme A est normal, il en resulte que
(A=N"(A=A) - (A=XN (A=) =0,
donc A — X est normal

2. Anormal= ||A|| =r(A)

Onar(A)=lim HA”H% , alors pour prouver que ||A|| = r(A) on doit prouver que pour tout n on a
A"} = [[A["

pour n = 2 : montrons que ||A%|| = ||A]?
comme ||AA*|| = ||A||*, alors
421 = ()" (4]
= AT (A7A) A
= [[AmA(AmA)]
= |JATAAAY|

— [I(A4%)" (AA)] = [|AA%]? = (14)?)

donc
4% = flAl”°

prouvons maintenant que ||A"|| = || A||"

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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comme || A™]| < ||A]|", Vn € N, il suffit de prouver que || A"|| > || 4|"

ona
HA%HQ = (AFz, AFz)
= <A*Akx,Ak*1$>,
d’ou
[ A% < || A a]| | A%
donc

441" < A A < Ak
supposons que |A"|| > ||A]|" est vraie pour n < k, alors
A4 > g™
et puisque
AR AL > a4 > g,
d’ot
A < A

donc pour n = k + 1 > k la relation est vraie.
D’ou
[A™| = A", ¥n € N

Théoreme 4.6 (Fugled -Putnam) Soient A, B deux opérateurs normaux. Si AX = XB alors
A*X = X B*
Preuve. On sait que

¢'® est un opérateur unitaire,

et comme
AX = XB = A"X = XB", VneN

il en resulte que

e?MX = Xe*?  pour tout A € C

Définissons
f()\) — ei/\A*Xe—i)\B*

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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On peut écrire cette fonction sous la forme

f()\) — ei/\A*Xe—i)\B*

. * _,7 .7 s *
ez)\A e 'L)\AXez)\Be i\B

car
X — e—iXAXeiXB
donc
FO) = [ei(AA*AA)X] |:€i>\Bi/\B*):|
notons :
U()\) — 6i(>\A*—)\A),
et

V) = ei(XB—AB*)
et puisque (AA*+\A) et —i(\B+\B*) sont deux opérateurs auto-adjoint, et ¢/ +4) | c=iAB+AB)

deux opérateurs unitaires, donc
LN < (1] VA

alors f()\) = e?M Xe 8" est une fonction analytique, bornée pour tout A € C, donc constante
sur tout C et sa dérivée égale & f'(\) =0

!

f ()\) _ A*e’i)\A*Xefi)\B* + eiAA*x(_B*)efi)\B*

pour A = 0, f'(0) = 0,donc
A*X = XB*

Définition 4.7 Soient A, B deux opérateurs de L(H ), on dit que la paire (A, B) vérifie la condition
(FP)z(my (condition du Fugled -Putnam ) si AX = X B implique A*X = X B*, pour X € L(H).

Théoreme 4.7 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T' € L(H).
Les assertions suivantes sont equivalentes :

1. T est isométrique.

2.T*T = Ildg.

Les assertions suivantes sont equivalents :

1. T est unitaire.

2. T est surjective et T*T = Idg..

3. T est une isométrie surjective.

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau



Chapitre 4. Les opérateurs finis, I'orthogonalité de I'image au noyau

Preuve. Montrons la premiére équivalence. Supposons que 7" est isométrique. Montrer que 7*7T =

Idg revient a montrer que pour tous z;y € E, on a

(T"T(x),y) = (z,y) .
Rappelons l'identité de polarisation, a savoir,

{u,v) :Z((u—i—v,u—i—v)—(u—v,u—v>+i<u+iv,u+iv>—i(u—iv,u—iv>),

pour un Hilbert complexe et

(u,v) = i((u—l—v,u—&—v}— (u—v,u—v))

pour un Hilbert réel. En utilisant 'une ou l'autre de ces identités et le fait que ||7'(u)|| = |||, on
en déduit :

(T"T(x),y) = (z,y)
Réciproquement, supposons que 7*T = Idg. Ceci implique que pour tout x € E, (I*T(z),x) =
(x,z) .

On en déduit immédiatement pour tout = € E,
IT@)|* = (T(x), T(x)) = {z,2) = |||

ce qui prouve que 7T est bien isométrique.

Pour la preuve des trois autres équivalences, les implications 1 : implique 2 : et 2 :implique 3 :
sont evidentes. Pour montrer que 3 : implique 1 :, on remarque qu'une isométrie linéaire est
injective et donc les hypotheéses de 3 : impliquent que T'~! existe. De plus, 7" étant une isométrie,
ona T*T = Idg. En composant a droite par 7!, on obtient 7* = T, =

Théoreme 4.8 Soit T' € L(H) un operateur normal. Alors kerT = kerT™ .

Preuve. Soit z € kerT . Alors |T*z|* = (T*z, T*z) = (TT*z,x) = (x,T*Tz) = 0, en utilisant
pour la troisieme egalitée le fait que 7" est normal donc 77* = T*T . Ceci prouve donc que
kerT C kerT* . Maintenant remarquons que si 7" est normal,alors 7 est normal et en appli-
quant I'inclusion qu’on vient de démontrer a 7' ,on obtientkerT* C kerT** = kerT, carT** =T .

Finalement kerT* = kerT . m

4.2.2 Orthogonalité de 'image au noyau

Définition 4.8 1. Soit E un espace de Banach et (a,b) € E* Nous dirons que a est orthogonale a b
au sens de Birkhof si.
lla + Abl| > |la||, YA € R

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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Définition 4.9 si ||T — AX — XA > ||T|| pour T' € ker(d), on dit que ker(d4) est orthogonale a
Im((;A)

Remarque 4.4 si ker(d4) est orthogonale a Im(0 4) alors A est fini (car I € ker(54))

Théoreme 4.9 Soit S un opérateur isométrique dans L£(H ), alors Im(dg) L ker(dg)

Preuve. D’apres [13], on a

n—1
S"X - X" =) SN SX — XS)S' , X € L(H)

=0

Pour T" € ker(dg),ona TS = ST, dou

n—1 n—1 n—1
Y STHSX — XS -T)ST = Y S"TTHSX - XS8)S - ST
=0 =0 =0
n—1
= S"X - XS"—nS"'T =) S"NSX - X5 -T)S"
=0

n—1
dot nS"IT = "X — XS§" =Y "SI (SX - XS —T)8",

=0
alors
n—1
n||S"T) < (157X — XM+ 3 [HSX — XS~ 1)L ST = |17
1=0
n—1
n||S"T| < [1SPX — XS+ ) I(SX — XS =T
i=0
donc
n||T) < [S"X = XS"| +n|(SX — X5 —T)]
d’ou

1 n n
T < ~ 15X = XS] + [[(SX = X5 =TI,
pour n — oo, |T|| < [[(SX — XS —T)| = ||0s — T||, donc Im(ds) L ker(ds). m
Théoreme 4.10 Soit A un opérateur auto-adjoint de L(H), alors Im(04) L ker(d4)

Preuve. Soit A un opérateur auto-adjoint £(H), lopérateur U = (A — i) (A + )" est la transfor-

mation de Cayley de 'opérateur A

U=(A—i) " (A+i)= U= (A" =) (A" +1)

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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Ut =(A+i)(A—0)"
donc U* = U~! (i.e ) U est unitaire
commme
U=(A-=i))(A+i) ' = U(A+1i)=(A—1) 1)
d’ou
A=i(I+U)(I-0)
64(X) =04 i(X) = (A=) X — X (A—1i)

en appliquant (1), on obtient

54(X) = U(A+i)X — XU(A+1)
= UA+)X]—-[(A+)X|]U+ (A+)(XU)— (XU)(A+1)
= Ou([(A+19)X]) + dasr(XU)
= Su([(A+1)X]) +d4(XU)
= dy(AX) +i0p(X) + 0a4(XU)

(A
(A
04(X) = 04(XU) = 6y (AX) + 10y (X),

donc
oa(X (I —U))=éu([(A+i)X])

d’ou

Im(54) L Im(dp)
pour 7" € ker(d4) i.e TA = AT; douTU = UT, donc d’apres Im(d4) L ker(d4) m
Théoreme 4.11 Soit N un opérateur normal dans L(H), alors Im(dy) L ker(dy)

Preuve. voir[22] =

Lemme 4.5 [21]Soient A,T € L(H), si A est paranormal et T normal tel que AT = TA, alors
pour tout \ € o,(7T)
T — (AX — X A)|| > |\|, pour tout X € L(H)

Preuve. Soit A\ € 0,(T) et M, I'espace propre a \. Comme AT = T'A, on a d’apres le théoreme
de Fugled-Putnam AT™ = T*A. D’ou M), soit réduisant pour A et pour 7. Selon la décomposition

H = M, & M- on peut écrire A, T et X comme suit
A0 X1 X
= et X = )
0 T2 X3 X4

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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comme la restriction d’'un opérateur paranormal sur un sous espase invariant est paranormal on

a
7~ (AX ~ X)) = H[ it B ”|
Z A= (AXy - XlA)H
GG @)
> Al
|

Proposition 4.1 [ Technique de Berberian]. Soit H un espace de Hilbert complexe, alors il existe un
espace de Hilbert H > H et un isomorphisme *-isométrique ¢ : L(H)— L(H)(A— A tel que : pour
tout A, B € L(H) et tous o, € C

1. A = (ﬁ)*,

T est lidentité de H,
aA+ BB = oA + 8B,
AB = A+ B,

4] = 1

S A L b

o(A) = 0(A), 04(A) = 04(A) = ap(jzf) ot 0,(A),0,(A) sont respectivement le spectre approché

et le spectre ponctuel de A

Théoreme 4.12 [21] Soit A un opérateur paranormal, alors pour tout opérateur normal T tel que
AT =TA,ona
IT — (AX — X A)|| > ||T||, pour tout X € L(H)

Preuve. Soit A € o(T) = 0,(T) [13], alors d’apres la proposition précédente 7' est normal, A est
paranormal, TA = AT et \ € ap(f). Par application du lemme 4.5 on obtient

A < HT— (AX 4’(71)“ — T = (AX — XA)|.
Comme ||T’|| = sup|A| (voir Théoreme 4.5) ; alors

I} = ||T| = sup ]\ < T~ (AX — X 4)]|, pour tout X ¢ £(H)
Aeoyp(T)

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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Théoreme 4.13 Soient A, B deux opérateurs de L(H) tels que la paire (A, B) vérifie la condition
(FP)z(m), i pour tout opérateur positif N dans {AY

IN +AX = XB| >[N,

alors
es||C+AX — XB| > [|C],

pour tous opérateur C' € ker (04 p), et pour tout X € L(H).

Preuve. Comme (A, B) vérifie la condition (FP),g) i.e

AC = CB= A'C=0CB"
— ("A=BC"
— CC*A=(CB)C* = ACC",

d’ot
cc* e {A)
Comme C'C* est un opérateur positif, alors

|CC™ + AX, = Xo Al = [loc™],

pour X, =Y, C*:
|lcCc* + AY,,C* - Y, C* Al > |CC¥|,

|CC* + AY,C* - Y,C*A|| = ||C + AY,, — Y, B||||C*|| > |[cC*|| = ||C|”
d’ou
|C+ AY, =Y, B| > [|C]

n
Corollaire 4.2 Soient A, B deux opérateurs normaux, C' € ker (64 5), alors
IC+AX = XB[ = C],

Preuve. On sait que si A, B des opérateurs normaux, alors la paire (A, B) vérifie la condition

(FP)rm), pour A, B deux opérateur normaux on a
I7+AX = XB| > |T||, ¥T € {4}

il suffit d’appliquer le théoreme précédent m
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Théoreme 4.14 Soient A; B € L(H); si A est p-hyponormal (resp. log- hyponormalet si B est
p-hyponormal(resp. log- hyponormal) alors

T — (AX — XB)|| > ||T||, pour tout X € L(H) et tout T' € ker(4.5)

Preuve. soit T’ € ker(d4 p) ; alors T' € ker(d 4« p+) par conséquent ATT* = TBT* = TT*A, comme

tout opérateur p-hyponormal ou log- hyponormal est fini, le théoreme précédent implique que
|77 = |T|? < |TT* - (AXT" — X BT")|

< [T = (AX = XB)|

Ainsi
T < |7 = (AX — XB)|

4.2. Orthogonalité de I'image au noyau
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