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Introduction Générale

Soit f: R” — R et (P) le probleme de minimisation non linéaire, sans contraintes suivant :
(P)  min {f(z) : x €R"}

ou f : R" — R est continument différentiable.

Coptimisation non linéaire sans contraintes est utilisée dans des domaines variés, et 'étude des
algorithmes et méthodes qui traitent ces problemes est importante.

Pour résoudre le probléeme (P). La majorité des méthodes génerent une suite {x;},  de cette

facon :

Tht1 = Tk + agdy,

ol d;, est une direction de descente et «;, est le pas obtenu en effectuant une optimisation unidi-
mensionnelle .

Notons que
9k = Vf (1)

dans la méthode du gradient les directions de descente sont de la forme :

di, = —gr.

Les propriétés de convergence des méthodes a directions de descente et recherches linéaires dé-
pendent du bon choix de d;, et du pas «y, . Langle que fait la direction d,, et la direction du gradient
—gy, est fondamental . C’est pour cela qu’on définit :

_dTgk:
cos () = —kI%
O = ol ]

On choisit ay, de sorte que la fonction f décroisse, mais en méme il faut que ce calcul ne soit pas
cofiteux en temps et en mémoire . Le choix optimal est obtenu en choisissant &« comme solution

optimale de la fonction d’'une variable ¢ («) définie par :

() = f (o + ady) .

Les recherches linéaires exactes consistent a calculer «; comme solution du probléme unidimen-
sionnel suivant :
f (l’k + akdk) = min {f (l’k + Oédk) o> 0}

mais ces recherches sont difficiles a réaliser en pratique, aussi ils sont coliteuses en temps et en

mémoire .



C’est pour cela nous allons améliorer ce travaille en choisissant «;, vérifiant les deux conditions
suivantes :
f (@ + ondy) < f () + crangidi (1)

g (z1, + axdy)’ dy, > caghdy (2)

ol 0 < ¢; < ¢ < 1. La premiere relation (0.1) (condition d’Armijo [5]), assure que la fonction
décroit suffisamment. La seconde condition (0.2) prévient que le pas «; devienne trés petit . Les
deux conditions (0.1) et (0.2) s’appellent conditions de Wolfe.

Pour résoudre les problémes du type (P), on peut citer la méthode du gradient ou méthode de la
plus forte pente [11] . Cette méthode présente le grand avantage d’avoir le meilleure décroissance
a partir d'un point z;, et malgré cela elle étre tres lente au voisinage des points stationnaires
. Ils existe beaucoup de méthodes qui y remédient a ce probleme, au lieu de considérer d, =
—V [ (xx), on peut se déplacer le long de d, = — D,V f ()

([8],19],[10],[13],[15],[16],[17],[19], [23], [24] , [25], [26] , [27], [29] , [31] , [32] , [33]) , ou bien le long
dr = —gr + hi ([20],]21],[22],[23]), ol Dy est une matrice choisie convenablement et h;, est un
vecteur approprié .

Dans [18] et [33], Benzine, Djeghaba et Rahali ont essayé de résoudre ce probléeme par une autre

méthode, en accélérant la convergence de la méthode du gradient.

Pour arriver a ce but, ils ont élaboré un nouveau algorithme qu’ils ont nommé l'epsilon steepest
descent algorithm, dans lequel la formule de Florent Cordelier et celle de Wynn ([12], [36], [37])
jouent un role essentiel . Ils ont aussi prouvé la convergence globale en utilisant des recherches
linéaires exactes et d’Armijo.

D’autre part Degaichia et Benzine ont élaboré un autre algorithme qui est Wolfe ¢—steepest
descent algorithm [14] .

Dans cette these on va traité le probleme d’accélération de la convergence, alors on a devisé
notre travaille en quatre chapitres. Dans le chapitre 1 on commence par donner les motivations
qui ont permis ’élaboration des méthodes d’accélération de la convergence, on présente ensuite
des exemples de ces méthodes. On a deux classes de méthodes d’accélération de la convergence
: linéaire, comme les procédés de sommation linéaire, et non linéaire, comme le procédé d’ex-
trapolation de Richardson, le procédé A? D’aitken, 'e—algorithme. Pour qu’il y ait convergence
des procédés de sommation linéaire, des conditions suffisantes sont données dans le théoréme
de Toepliz. On donnera des résultats de convergence pour le procédé A? D’aitken ainsi que pour
I'e—algorithme scalaire et 'e—algorithme vectoriel normé . On donnera des exemples dus a Bre-
zinski de suites, dont la convergence est accélérée par '=—algorithme scalaire et par ses deux

généralisations.




Dans le chapitre 2 on donne les définitions et les propriétés générales des problemes d’optimisa-
tion sans contraintes . On définira la notion de direction de descente, notion trés importante qui
nous servira par la suite a construire les algorithmes d’optimisation sans contraintes, et on donne
en détaille les conditions nécessaires et suffisantes. la partie suivante est consacrée a '’étude des
minimums de fonctions d’une variable réelle ou recherche linéaire, car la plus part des algorithme
d’optimisation non liniére procéde comme suit. Etant donné un point x;, on cherche une certaine
direction d;, € R™ et un pas «; € R, ceci nous permet de trouver le successeur z,,; de x, par
cette formule :

Tyt = Tp + agdy,

et le processus est ainsi répété . Le pas oy est une solution optimale d’un probleme de minimi-
sation unidimensionnelle.Donc pour les problémes de minimisation sans contraintes, on résout a
chaque itération des sous problemes de minimisation de fonctions d’une variable réelle.On éxpose
en détaille les algorithmes et les propriétés de deux grandes classes de recherche linéaire. Il s’agit
des recherches linéaires exactes et recherches linéaires inexactes. On s’intéresse a la méthode de
dichotomie et la méthode du nombre d’or dans la premiere catégorie, et aux recherches linéaires
d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe pour la seconde catégorie, on éxpose aussi le théoreme de
Zoutendijk .

Puis dans la dérniere section on éxpose la notion de fonction multivoque, un outil théorique
moderne et trés puissant qui sert a étudier les propriétés d'un ensemble d’algorithmes au lieu
d’un seul.

Le chapitre 3 est consacré a la méthode du gradient ou steepest descent. On explique l'origine
d’une telle appellation et on montre que son défaut principal est sa convergence tres lente au voi-
sinage des points stationnaires. Des tests numérique effectués sur la fonction test de Rosembrok
viennent confirmer ces faits.

Le chapitre 4 contient des résultats principales . On traite le probleme de I'accélération de la
convergence de la méthode du gradient avec l'outil d’accélération de la convergence donné au
chapitre 1 : I'e—algorithme.

La premiere section contient I'e—steepest descent algorithm avec la recherche linéaire exacte, et
le premier résultat de convergence de ce travaille. On montre dans ce résultatce que 'e—steepest
descent algorithm avec la recherche linéaire exacte converge vers un point stationnaire ou la so-
lution optimale globale si la fonction objectif est convexe. On a utilisé les propriétés des fonctions
multivoques pour arriver a notre but.

Ensuite dans les deux autres sections on accélere la convergence de la méthode du gradient en
utilisant ' —steepest descent avec la recherche linéaire inexacte d’Armijo, et la recherche linéaire

inexacte de Wolfe. , Ces deux sections contient aussi des résultats de convergence.




Dans la derniére section on compare avec des tests numériques entre ces algorithmes.




Chapitre 1

METHODES D’ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE EN ANALYSE NUMERIQUE

Pour résoudre certains problemes numériquement nous devons utiliser des suites qui convergent
vers la solution, mais parfois la convergence soit lente.

Les méthodes d’accélération de la convergence nous aident d’augmenter la vitesse d’une suite
qui converge lentement en le remplacant par une autre suite qui converge plus rapidement vers
la méme limite.

Soit (S,) = {50, S1, ..., Sn, ...} une suite convergente vers la limite S dans le cas ot (5,,) est une

suite réelle, on dit que (V},) converge plus vite que (S,,) si :

lim =

=0
n—oo S, — 8§

alors on a accéléré la convergence de la suit (.5,,) .

1.1 Les procédés de sommation linéaire

Les procédés de sommation linéaire ont été utilisés pour attribuer une limite aux séries diver-
gentes (Hardy, Divergent series oxford press), ces procédés peuvent aussi étre appliqués aux
séries lentement convergentes dans le but de les accélérer.

Le principe de ces procédés est basé sur I'application d’une matrice triangulaire A = (a; ;) qui

transforme la suite originale (5,,) en une suite (1;,) comme suit :
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Qoo 0 0 00

Vo So
a1p Qi1 0 0 0

Vi S
0

On note par A le procédé de sommation linéaire .

Soit S la limite de la suite (5,,), A est dit réguliere si la suite transformée (V},) converge vers la
méme limite S .

Pour affirmer la régularité de A on a ce théoreme :

Théoréme de Toepliz

A est réguliere si :

) ) law| <M n

k=0
ii) lima,, =0 Vk
iii) lim Zank =1
k=0

(sont des conditions suffisantes sans étre nécessaire) .

Les principaux procédés régulieres étudiés :
Le procédé (H, 1) de Holder

La matrice A = (H, 1) est donnée par :

ai; — A pourj=1,..i
0 pour j > i

alors

1

1o o0

1 1

3 3 0

A= (H1)= % % %
0
d’ou la suite transformée est la suivante :
So+ S So+S1+ S
Vo = So. Vi = 0‘2* 1,%:%”

1.1. Les procédés de sommation linéaire |EJ
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On peut aussi utiliser le procédé généralisé A* = (H, k) (k entier) pour améliorer 'accélération

de la convergence, pour k =2 ona (H,2) = (H,1) (H,1), on obtient alors la nouvelle suite :

Vo+ Vi W2:Vo+V1+V2’“_

WOZ%,le 9 ) 3

Exemple 1.1 Soient les deux suites divergentes :

n

a) S, ={1,0,1,0,1...} telle que S, = > (—=1)F = % ontrouve V,, = {1,4, 2,233 1 1
0

n

b) S, = {1,0,1,0,1...} telle que S, = > (-1)* (k+1) = w on trouve successivement :

0
V,=1{1,0,20,2,0,%40,..} ,w,={1,3, 3, 2 &3 1 _,1

» 30 ’ 59 » 7 72797127 757 90

Le procédé (C, k) de Cesaro d’ordre k

Ca matrice (C, k) est donnée par :
(C,k) = (H,1) » LF!

ou L est une matrice triangulaire inférieure gauche, avec tous les éléments égaux a l'unité .
Le procédé d’Euler

Dans ce procédé la matrice A est donnée par :

”C] pourj=1,..,1 >
;5 = (g+1)° . " ’ avec Zaij =1
0 pour j > —
q est choisi arbitrairement (souvent on prend ¢ = 1)

Remarque 1.1 :

1- Les trois procédés précédents sont réguliéres .

o0

2- Ces procédeés vérifient : lim Zank =1 Vn, cest la troisiéme condition du théoréeme de Toepliz .
n—oo

k=0

1.2 Le procédé d’extrapolation de Richardson

Soit (S,,) une suite qui converge vers S et soit (z,,) une suite auxiliaire strictement convergente et
tendant vers le zéro lorsque n tend vers l'infini, le procédé de Richardson fait intervenir (z,,) pour

obtenir un ensemble de suite (Vk(")> :

1.2. Le procédé d'extrapolation de Richardson E
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. nv(n+1) —a, V(n)
vm = Intk Inthtl¥h =01, ... (1.2)

Tn — Tntk+1

VO(”) — Sn

On place ces quantités dans un tableau a double entrée :

VO(O) = S,
Vl(O)
Vb(l) =S, ‘/2(0)
Vl(l) VB(O)
‘/0(2) =S, ‘/2(1) ‘/4(0)
‘/'1(2) ‘/E))(l) . (13)
%(3) = S, ‘/2(2) V;l(l)
V1(3) ‘/3(2)
‘/0(4) =S, ‘/2(3) ‘/4(2)

Vet V"V de cette maniére :

Vk(n) \

On peut calculer V7 si on connait V"

(n)
v (1.4)
(n+1)
Vi /!
La convergence de ce procédé est obtenue sous des conditions trés restrictives sur les suites

(Vk(")) , (Vk("ﬂ)) et sur la suit auxiliaire (z,) comme décrit dans les théoremes suivantes :

Théoreme 1.1 [2] Soit (x,) une suite strictement décroissante de nombres réels positifs et tendant
vers zéro lorsque n tend vers linfini .

Une condition nécessaire et suffisante pour que :

lim Vk(n) = lim S},

k—o0 k—o0
pour tout n = 0, 1, ... et pour toute suite convergente (Sy) et qu’il existe a > 1 tel que :

Tn

Z>a>1 ,n=01,..
LTn41

Cette condition est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que :

lim V™ = lim S,

n—oo n—0o0

pour tout k = 0, 1, ... et pour toute suite convergente (.5,,) .

1.2. Le procédé d'extrapolation de Richardson
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Remarque 1.2 La condition du théoréme ci-dessus entraine la convergence des colonnes et des dia-

gonales du tableau (1.3).

Théoreme 1.2 [2] Supposons que la condition du théoréme précédent soit satisfait, alors une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la suite (Vk(ﬁ)l) (k fixé) converge plus vite que la suite (Vk("))(k
fixé) est que :

1.3 Le procédé A% d’Aitken

Ce procédé consiste a transformer la suite (.5,,) en une suite notée (V' (.S,,)) définie par :

SnSn-l—Z - (Sn+1)2

V Sn - 9
( ( )) Sn+2 - 25n+1 + Sn

n=01,.. (1.5)

avec
Sprz — 2841+ Sp # 0 Vn

Notons que :

NS, =S11—5  Yn>0
alors on peut écrire (V' (.5,,)) de cette fagon :
ASn—l—l

AS?H—I _ 1 :
ASn

(V(Sn)) = Snia —

Un résultat de convergence pour le procédé d’Aitken est donné par ce théoreme :

Théoréeme 1.3 [2] Soit (.S,,) une suite qui converge vers la limite S, si

. Sy =S ASpn
1 —
i S — 8 AS,

=a#1

alors (V (S,,)) converge vers S plus rapidement que (S,,) .

1.4 Le-algorithme

Le-algorithme est un algorithme non linéaire d’accélération de la convergence de suites numériques,
il été proposé par PWynn en 1956, c’est I'un des algorithmes les plus connus et une généralisation
de l'algorithme A? d’Aitken.

1.3. Le procédé A? d'Aitken
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1.4.1 Lc-algorithme scalaire

Soit (.S,) une suite numérique dont on cherche a trouver sa limite S, I'e-algorithme scalaire

consiste a calculer des quantités a deux indices 5,&”) a l'aide des relations suivantes :

O — 0 =S, n=01,. (16)
1
n n+l
€]E:+)1 = géil ) _I_ —(n+1) (n) n, k = 0, 17

Les résultats de '=-algorithme sont présentés sous forme d’un tableau avec l'indice inférieur reste
constant dans une colonne et I'indice supérieur reste constant dans une diagonale descente de

cette facon :

e_i =0
e =5
6_1% =0 5%0)
e =g, 550)
6_2% =0 5&1) 5&0)
e = 5, eél) 5510)
6_3% =0 5%2) 55(,)1) a7
¥ = g, 552) 5511)
6_4% =0 5%3) 5&2)
5(() ) =g 5&3) 5512)
La relation (1.7) relie des quantités situées au quatre sommets d’un losange
g™
/ \
Ziy S (1.8)
N\ /
51(:“)

Généralisations
Premiere généralisation : En introduisant une suite auxiliaire (x,) dans (1.7),on obtient les

relations suivantes :

1.4. L'ec-algorithme
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e = o e=8, n=0,1,.. (1.9)
Az
n n+1 n
51(64_)1 = €é_l)+m n,k:O,l,...
€k T &

Deuxieme généralisation : En introduisant aussi une suite auxiliaire (x,,) dans (1.7),on obtient

les relations suivantes :

5(_”1) =0 5(()71) =S, n=0,1,.. (1.10)
() _  _(n+1) AR B
€k+1 — Er1 +m n,k—O,l,...
avec
AZpig = Tpyhe1 — Tpik Vn.

Convergence de I’z-algorithme scalaire

Définition 1.1 On dit que la suite (S,,) est totalement monotone si :
(—D)FA*S, >0 Vnk=0,1,..
ol
A°S, =S,
et pour tout n :
NS = AFS, L —AFS, nk=0,1,...

Théoreme 1.4 [2] Soit (S,,) une suite qui converge vers S s’il existe deux constante a # 0 et b telle

que la suite {aS,, + b} soit totalement monotone alors :

m ) = &  k=0,1,..fixé.

n—=aoo

lim e = S n=0,1,. fixé.

Définition 1.2 Si la suite ((—1)"S,,) est totalement monotone alors on peut dire que la suite (Sn)

est totalement oscillante .

Théoreme 1.5 [2] Si on applique Uz-algorithme scalaire a une suite (.S,) qui converge vers S et s'il

existe deux constantes a # 0 et b telle que la suite {aS,, + b} soit totalement oscillante alors :

mel) = S k=0,1,.fixé.

n—oo

lim e = S n=0,1,. fixé.

1.4. L'ec-algorithme
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Remarque 1.3 Les théorémes (1.5) et (1.6) n’accélérent pas la convergence, mais montrent que ls-
algorithme converge.

De plus on remarque que :

S
lim 2k -0 k=1,2
n—00 Sy ok — S
M _ g
lim—2t = = 0 n=1,2..

k—o0 Sn+2k -5

1.4.2 Dc-algorithme vectoriel et I’c-algorithme vectoriel normé

Icz-algorithme vectoriel est analogue dans sa forme a I'e-algorithme scalaire .

Soit {Sn} une suite de vecteurs de C?

e = 0 ecr e —g,ecr n=01,.. (1.11)
-1
55321 = 8;(:L_JE1) + [s;”“) — 6,(3)} nk=0,1,..

tel que l'inverse d'un vecteur y € C? est donné par :

y = Y _ e (1.12)

ou || y || est la norme vectoriel de y .

Convergence de I’s-algorithme vectoriel normé ( vectoriel )

e -algorithme vectoriel est un cas particulier de I'= -algorithme vectoriel normé, donc les théo-
remes de convergence suivantes sont utilisables pour les deux algorithmes.

Hypotheses 1

1) {S,} une suite de vecteurs de C?.

2) (a,) une suite réelle avec (an) # 0 Vn et (Aa,) converge vers zéro, supposons aussi qu’il existe

deux constantes « et [ telle que :
a<l<peta,¢|a,f] Vn.

3) La suite {5, } vérifie :
Spp1 —S =0a, (S, —95), n=0,1,..

Théoreme 1.6 [2] Si on applique s-algorithme vectoriel normé ( vectoriel ) a la suite {S,} qui

vérifie les hypothéses 1 précédentes et qui converge vers S alors :

lim sgn) =S.

n—oo

1.4. L'ec-algorithme
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Si de plus la suite (a,) admet une limite alors :

po e =S

im———=20.
nooe || Spy =5 |

Hypotheéses 2

1) {S,} une suite de vecteurs de C?.

2) (e,) est une suite de vecteur de C? qui converge vers zéro lorsque n tend vers l'infini .
3) yeCPety#0.

4) a est un nombre réel telque 0 <a < 1.

5) La suite {5, } vérifie :
Sp,—S=d"(y+e,), n=01,..

avec S € CP.

Théoreme 1.7 [2] Si on applique Us-algorithme vectoriel normé (vectoriel ) a la suite {S,,} qui vérifie
les hypothéses 2 précédentes alors :

lim 5&") =S
n—oo

et: -
e’ =S5
lim —=———
n—oo || Sy — S ||

les théorémes 1.6 et 1.7 montrent que I’z-algorithme vectoriel normé ( vectoriel ) converge vers

= 0,Vk >0 fixé .

la limite de la suite original et que cette convergence est accélérée.

1.4.3 Exemples de suites accélérées par I’c-algorithme scalaire et ses deux
généralisations

Exemplel : Cet exemple est dii a Brezinski .

Soit (5, la suite définie par :
S, =1+3.exp(—1.4z,) avecxz,=1.1"""1

Cette suite converge lentement versl .

Ona:

So = 1.73979....; S; = 1.64314....; ... ; Sy = 1.38631....
En appliquant 'e—algorithme scalaire, on obtient :
e = 1.73799....

1.4. L'ec-algorithme
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et en appliqunt la premiere généralisation de I'=-algorithme scalaire on obtient :
£ = 1.00272....

La deuxieme généralisation de 1’c-algorithme scalaire donne :

e = 1.00224....

Exemple 2 : Cet exemple est également d{1 a Brezinski .

Soit (5,,) une suite définie par :

1
Sy = msin (—) avec x, = log(n+1).
n

Cette suite converge vers 1.

On obtient : S37 = 0.99987....

et sz(,)%) = 0.999938....en appliquant I'=-algorithme scalaire .

La premiere généralisaton de I'=-algorithme scalaire donne 5%%) = 1.0000000027, la deuxeme gé-

néralisation de I'e-algorithme scalaire donne 5:(3%) = 0.9999999976...

1.4. L'ec-algorithme
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OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Le probleme que 'on étudie ici est celui de la recherche du minimum d’une fonction réelle / de

n variables x, o, ..., T, .
Définition 2.1 Soit f:R"™ — R qui d tout x € R", x = (21, %9, ..., x,)" , associe la valeur réelle
f(z)=f(x1,29,...,2,) .
On cherche a résoudre le probléme (P) :
(P) min {f(x):z e R"} .

Il s’agit donc de déterminer un point = de R™ tel que :

1. & € R" s’appelle solution minimum global de (P) si et seulement si
f(@) < f(x) :Vx e R"

f(z) s’ appelle valeur minimum global .

2. & € R™ s‘appelle solution minimum local de (P) si et seulement si il existe un voisinage V. ()

tel que
f(@) < f(x): Vo e Ve (2)

f(z) s’ appelle valeur minimum local .

3. & € R" s’appelle solution minimum local strict de (P) si et seulement si il existe un voisinage
V. (%) tel que
f@)< flzx):VeeV.(2), v #1

f(z) s’appelle valeur minimum local strict.
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2.1 Direction de descente

Définition 2.2 Soit f : R" — R, & € R", d € R" est dite direction de descente au point & si et

seulement si il existe un nombre strictement positive (0 > 0) tel que :
f@+ ) < f(z) :VA€0,9].
Donnons une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.

Théoreme 2.1 Soit f : R" — R différentiable au point & € R" et d € R™ une direction vérifiant la

condition suivante :
fl(2,d)=Vf(@)d<0

alors d est une direction de descente au point .

Preuve. f est différentiable au point z alors f continue et V f(z) existe, donc

f@+ M) = f(2) + AV (@) d+ N d | a(z, \d)

alors
FE+ ) — f(&) = AVF@)d+ A | d | a(d,Ad)
S D) — f(a
= SIS _ g payay ) o)
S+ A - f(E) e \
= lim \ = lim (VF(#)".d+ || d || (i, Ad))
avec
a(z, Ad) e 0
donc o\ R
F(d,d) = ;in%f(‘” il A) —@) _Grayrd<o
la limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V' (0) =] — ¢, +4] tel que
f(‘”“i)_f@ <0 YAE]—8, 44 @2.1)

la relation (2.1) est particuliérement vraie pour tout A\ €]0,+0[.on obtient le résultat cherché en

multipliant la relation (2.1) par A > 0. m
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2.2 Schéma général des algorithmes

Soit d; une direction de descente aux point z; on peut considérer le point x;,; le successeur de
), comme suit :
Tha1 = T + Mg 5, Ak E]O, +5[ .

Démarrage : o € R", dp :

Vf(xg)'.dy <0
T1 = Zg + Aodp
Ao Vérifie :
f(xo + Aodo) < f(w0)

Itération k :xy, d;, telle que V f(z)".dy < 0 et ), telle que :

alors
Tpt1 = Tk + Apdy

Le choix de d;, et A\, permet de construire une multitude d’algorithmes d’optimisation.

Exemple de choix de directions de descente :

e Sion choisit : d, = —V f(z),avec V f(2)) # 0,on obtient la méthode de gradient.

Bien sur d, = —V f(x}) est une direction de descente, en effet :
V@) de = V() (=V (i) = =V (@) V() = = | V()" [[F<0

e Aussi si on choisit : dy, = —(H (z)) 'V f () tel que :

H(z) la matrice Hessienne.(H (zx) € Myxn), Vf(zx) le vecteur de gradient.(V f(zx) € Mpx1),
on obtient la méthode de Newthon.

si la matrice H (zj) est définie positive, alors
V(@) de = =V f (2x)" (H (2x)) "'V f(2x) < 0

Exemple de choix de pas ), :

On choisit \; vérifier
f(:ck + )\kdk) < f(a:k + )\dk), Ve ]0, 5[

la recherche d’une variable réelle )\, qui s’appelle la recherche linéaire.

2.2. Schéma général des algorithmes
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2.3 Conditions d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoreme 2.2 soit f : R" — R différentiable au point & € R", si & est une solution minimaux local,
alors Vf(z) = 0.

Preuve. i est une solution minimaux local, alors
f(z) < f(x), Vo € V(2) (2.2)

supposons le contraire V f(&) # 0,alors —V f(Z) est une direction de descente alors 35 > 0 tel que
Va €]0,9]:
f@+a(=Vf(2)) < f(2)

on pose & + a(—V f(z) = z alors

f(@) < f(2)
donc 3z € V() tel que :
f(z) < f(2) (2.3)
la contradiction entre (2.2) et (2.3).
différentiable
d’'ou 1 i et alors Vf(z)=0. =

f(@) < f(x),  VreV(z)

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre

Théoreme 2.3 soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R™si & est un minimaux local
de (P) alors Vf(z) = 0 et la matrice hessienne de f au point &, qu'on note H(z) ,est semi définie
positive.

Preuve. soit x € R™ quelconque, f étant deux fois différentiable au point & on aura pour tout A # 0

1
f@ 4+ r) = f(2) + §A2xtH(aé)x + N |2?] a(2,Az), (@ Az) — 0

A—0

Ceci implique

T est un optimum local, il existe alors 6 > 0 tel que

f@+xa) — @)

2 >0, VAe]-4,44]

2.3. Conditions d'optimalité
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si on prend en considération (2.4) et on passe a la limite quand A — 0, A # 0, on obtient
'H(2)x >0, VreR"
u

Condition suffisante d’optimalité

Théoreme 2.4 soit f : R" — R deux fois différentiable au point & € R", Si Vf(&) = 0 et H(Z) est
définie positive alors I est un minimum local strict de (P).

Preuve. [ étant deux fois différentiable au point z, on aura pour tout x € R"

o, L X N R R R R . R N
fl@) = f(@)+ 5 (@ =2) H(@) (2 = &) + |(z = )| a(#, (v - £)), a3, (2 = 2)) = 0,(Vf(i)=0)
(2.5)
supposons que I n’est pas un optimum local strict .
Alors il existe une suite {x}, - telle que x), # & : Vk et
T # T Yk, zy 7 Tet f(xp) < f(2). (2.6)
Dans (2.5) prenons x = xy, division le tout par ||(x — 2)|* et notons dj, = IIEzZ:gH’ on obtient
— f(z 1
M = —d H(2)dy, + a2, (x), — 2)), (2, (z, — 2)) — 0. 2.7)
[z = 2)I° 2 ko0
(2.6) et (2.7) impliquent
1
§d;H(gs)dk + oz, (z, — ) <0, Vk.
d’autre part la suite {d}}, . est bornée (|| dy ||= 1,Vn). Donc il existe une sous suite {dx}, .y, cn
telle que
k—o0,kE Ny
Finalement lorsque k — oo, k € Ny, on obtient
1o, -
La derniére relation et le fait que d # 0 (|| d ||= 1) impliquent que la matrice hessienne H (%) n’est

pas définie positive. Ceci est en contradiction avec Uhypothése. m

2.3. Conditions d'optimalité
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2.4 Optimisation unidimensionnelle

Coptimisation unidimensionnelle (recherche linéaire) consiste a trouver A\, de facon a diminuer
la fonction f Suffisamment le long de cette direction.

Ce " suffisamment " sera quantifié dans la suite dans la description des conditions dites d’Armijo,
Wolfe, Goldstein & Price (recherches linéaires inexactes).

Mais d’abord on expose le principe de méthode de descente :

2.4.1 Principe de méthode de descente
Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes :

Tha1 = T + Apdp, k>0 (2.8)
tout en assurant la propriété

f(@pg1) < flag) .

Le vecteur dy, est la direction de descente en x; . Le scalaire \; est appelé le pas de la méthode a
litération k.

On peut caractériser les directions de descente en x; a I'aide du gradient :
Proposition 2.1 Soit d € R™ vérifiant
Vf(x).d<0

alors d est une direction de descente en zx.

Preuve. on a pour A > 0
flx+Xd) = f(z) + AV f(x)'d+ Ae (N)

donc si on écrit
[z + Ad) — f(x)
A
on voit bien que pour \ suffisamment petit on aura

= Vf(z)ld+e(\)

Flz +2d) — f(z) < 0.

|
Ou encore que d fait avec I'opposé du gradient —V f(x) un angle strictement plus petit que 90° :

—Vf(z)d ™
roni €)% s

0 := arccos

2.4. Optimisation unidimensionnelle
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Lensemble des directions de descente de f en z : {d € R" : V f(x)d < 0}

forme un demi-espace ouvert de R” (illustration a la figure 2.1) .

. V(x)

demu-espace des directions
de descente de f enx
f = constante

Fig.2.1 Demi-espace des
direction de descente

De telles directions sont intéressantes en optimisation car pour faire décroitre f, il suffit de faire
un déplacement le long de d.

Les méthodes a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction Dans la
méthode (2.8) le choix de \; est lié a la fonction : ¢ (\) = f(zx + Ady)

Comme dans la méthode de la direction de descente, la trajectoire de la solution suit un modele
de zigzag . Si est choisi tels que f(x; + d) soit le minimum dans chaque itération, alors les
directions successives sont orthogonales .

En effet

si on note g(z) = V f(x)

n

dA N 0T 1 dA

=1
= Zgz(ﬂﬁk + Mdy,)dy; = g(xp + Ady)'dy,
=1
ou g(xy + di) est le gradient au point xj + dy, .
En particulier, une facon de choisir \; peut étre de résoudre le probléme d’optimisation (a une
seule variable)
ming (A). 2.9)

A>0

Si le pas A, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal alors nous pouvons écrire :
¢’ (S\k> = V(@ + Mdi)'d = 0

c’est- a-dire g(zy + S\kdk)tdk =0

ou bien dj,,d, =0

2.4. Optimisation unidimensionnelle
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di+1 = —g(xk + Medi) = — G
est la direction de descente au point z;, + M\vdy . Donc les directions successives dj, et dy1 sont

orthogonaux comme représenté dans la figure (2.2) .

Xy

Fig .2.2 Trajectoire d’une solution typique d'une

méthode a direction de déscente.

Pour définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :
* Dire comment la direction dj, est calculée . Ce choix influe directement dans la nomination de
'algorithme.
* Dire comment on détermine le pas \;, c’est ce que I'on appelle : 1a recherche linéaire .
Algorithme 1.1 (méthode a directions de descente - une itération)
Etape O : (initialisation)
On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré z; € R".
Etape 1 :
Test d’arrét : si ||V f(zy)|| ~ 0, d’arrét de l'algorithme .
Etape 2 :
Choix d’une direction de descente d;, € R".
Etape 3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas A\; > 0 le long de d;, de maniere a "faire décroitre f
suffisamment” .

Etape 4 :

Si la recherche linéaire est finie x; 1 = x; + \id, remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1.

2.4. Optimisation unidimensionnelle
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2.4.2 Recherche linéaire

Faire la recherche linéaire veut dire résoudre le probléme unidimensionnel (2.9), ou I'objectif est
de :

* Faire décroitre f suffisamment, cela se traduit le plus souvent par la réalisation d’'une inégalité
de la forme
f(zr + Medy) < f(xy) + "un terme négatif " (2.10)

Le terme négatif, disons v, joue un role-clé dans la convergence de I'algorithme utilisant cette

recherche linéaire.
Pargument est le suivant .

Si f(xy) est minorée (Jc telleque f(zx) > ¢ pour tout k), alors vy tend nécessairement vers zéro
(v — 0). c’est souvent a partir de la convergence vers zéro de cette suite que l'on parvient
a montrer que le gradient lui-méme doit tendre vers zéro. Le terme négatif devra prendre

une forme bien particuliére si on veut pouvoir en tirer de I'information .
En particulier, il ne suffit pas d'imposer f(xy + Apdi) < f(xg).
* Empécher le pas )\, > 0 d’étre trop petit, trop proche de zéro.

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.10) est en général satisfaite par des
pas \; > 0 arbitrairement petit .

Or ceci peut entrainer une "fausse convergence", c’est-a-dire la convergence des itérés vers un
point non stationnaire.

On donne dans cette partie un apercu sur les recherches linéaires qu'on utilisera plus tard.On les

a classées en deux catégories :

2.4.3 Les recherches linéaires exactes

Dans ce cas la solution optimale )\, est calculée de facon exacte (d’'un point de vue théorique car
pratiquement on n’obtient

en général qu'une approximation).

On donnera 'algorithme de la recherche linéaire de dichotomie et du nombre d’or .

Lintervalle d’incertitude

Définition 2.3 Considérons le probleme unidimensionnel suivant :

Minimiser ¢ (\) .
)\E[a,b]e SO( )

2.4. Optimisation unidimensionnelle
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Lintervalle [a, b] est dit intervalle d’incertitude si le minimum ) de ¢ ()\) appartient a [a, b,

mais sa valeur exacte n’est pas connue .

Théoreme 2.5 soit ¢ : R — R strictement quasi-convexe sur |a, b] .
soient \, j €a, b[ , A < p

1) sip (A) > p(n), alors ¢ (z) > p(p); Vz € [a, A] .
2) st (N) < o(p), alors ¢ (2) = p(A);Vz € [p, 0] .

Conséconces importante du théoréme 2.5 :

1. Si ¢ (A) > p(u), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [i, b] (On supprime [a, A[).

2. Sip (M) < ¢(p), alors le nouveau intervalle d’incertitude est : [a, A] (On supprime [u, b]) .

Ceci est I'idée de base pour la construction d’algorithmes d’optimisation unidimentionnelle sans
calcul de dérivées. A chaque itération on fait diminuer l'intervalle d’incertitude jusqu’a ce qu’on
arrive a un intervalle final de longeur inferieur a une tolérance fixée a I'avance. Bien sur une
valeur quelconque de ce dernier inntervalle conviendrait comme approximation de notre solution
optimale.

Maintenant on va présenter deux méthodes d’optimisation unidimensionnelle sans dérivées :

La méthode de dichotomie

Algorithme de la méthode de dichotomie :

initialisation : Choisir ¢ > 0 et/ longueur final de I'intervalle d’incertitude,|a;, b;] étant l'intervalle
initial.

poser k = 1 et aller a I'étape 1.

Etapel :Si b, — a; <l stop.Le minimum appartient a [ay; by]-

Sinon poser :

ap+b
/\k = k2 k—E
ag + by
M = 9 +e

et aller a I'étape2.
Etape2 :Si p(\g) > p(py,) alors a1 = ag, b1 = iy,
Sinon A1 = )\k, bk+1 = bk.

Remplacer k par k + 1 et allez a I'étapel.

2.4. Optimisation unidimensionnelle
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La méthode du nombre d’or

La méthode du nombre d’or améliore la méthode de dichotomie, en diminuant le nombre d’observations,
a chaque itération .

Algorithme de la méthode du nombre d’or :

Etape initiale :choisir / > 0 longueur final de I'intervalle d’incertitude et [a;, b;], &« = 0, 618,calculer

Aset i, telle que :

A= ar+(1—a)(by —ay).

M = al—l—oz(bl—al).

Poser k = 1 et aller a Etape principale.

Etape principale :

(1) Si by — ay < [ stop, prendre a* € [ag, bg]. Si ¢ (Ax) > () aller a (2), sinon aller a (3).

(2) Poser ap+1 = A, i1 = b, Ait1 = Ly My = Qrs1 + (bey1 — axy1) , calculer ¢(py, ), et aller a
4) .

(3) Poser a1 = ak, bps1 = Mpsbtppr = o> Mot1 = a1 + (1 — @) (bpg1 — agy1), calculerp(A,yq)et
aller a (4) .

(4) Poser k = k+ 1, et aller a (1).

2.4.4 Les recherches linéaires inexactes

Les recherches linéaires exactes, malgré qu’elles n’aboutissent qu’a une solution optimale appro-
chée, elle nécessitent boucoup d’observations a chaque itération de 'algorithme principal .Dans
les années 60, 70, 80 ,des mathématiciens ont réusi a élaborer des recherches linéaire qui sont
moins couteuse, mais respecte en méme temps la descente de la fonction .

Décrivons maintenant en détail les trois recherches linéaires inexactes les plus importantes . Il

s’agit des recherches linéaires inexactes d’Armijo, de Goldstein et de Wolfe .

Recherche linéaire inexacte d’Armijo (1966)

Soit f : R* — R, zj, € R", d;, € R" une direction de descente (V£ (z;)" dj, < 0) .
La regle d’Armijo exige a ce que f décroisse de facon suffisante au point z;,+ A\, d, .Cette condition

est décrite par I'inégalité suivante appelée condition d’Armijo :
fzr 4+ Medi) < flae) + eV (z0)' diy, € €]0,1] (Armijo)

C’est a dire que la réduction de f doit étre proportionnelle en méme temps a \; et a la dérivée
directionnelle V f (2)" dy, .
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Interprétation graphique de la condition d’Armijo
Définissons la fonction
p:R—-R

par
© (M) = flon + Ardy),

Notons que :

¢ (N) = Vf(zk+ Aedy)'dy,
@' (0) = Vf(xp)'d <0,

p(0) = flzx).

Iéquation de la tangente au point (0, ¢ (0)) est la suivante :

Nyl y=0(0)+¢ (0)(A—0)

@ (M) = f(@r) + V f () drie

Posons

2N =¢(0)+¢ (0) A

Iéquation de la tangente devient :

@A) = f(ax) + V fap) de)

Définissons maintenant la fonction ¢ (\) comme suit :

P (A) =@ (0) +erg’ (0) = f(xp) + AV f(xp)'dy, €€]0,1]

T WAI=10(Ad)

tangent‘__

ligne de la

décroissance
suffisante
ULi{A)

acceptable

L)
acceptabe

Fig.2.3— Regle d’Armijo

(2.11)
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On cherche )\, tel que

e (M) <@ (M)

Remarque 2.1 1- La condition ¢ (\,) < ¢ (\,) implique la décroissance de la fonction f.
En effet
¥ (j\k) < (S\k)
F(@r+ Medi) < f (@) + NV f (k) die < f (1)
car la direction d est une direction de descente.
2- Quand on prend ), trés proche de zéro cela va nuire a la convergence et la vitesse de convergence.

En effet
F(@r 4+ Xedi) = fzi) + NV f(zr)di + Apa(@p, Midy)
[ (e + Medi) = fzr) = M [V (@r)dy, + (g, Aedy)]
sidy, — 0 a(a:zf, Medi) — 0 donc  f (a:k + E\kdk) ~ f(xp).
Xe—0

Algorithme (Regle d’Armijo)

Etape O :(initialisation)

ag1 = ag1 = 0, choisir a; > 0,p €0, 1] poser k = 1 et aller a I'’étape 1.

Etape 1:

si g (ar) < ¢, (0) + pif, (0) o : STOP (@ = ) -

si o () > @4 (0) + pig (0) a, alors

Qg1 = Qa, Qg 1 = oy et aller a 'étape 2.

Etape 2 :

si a1 = 0 déterminer oy € Joyg g1, +00]

si g1 # 0 déterminer a1 € |ovg k1, et

remplacer k par k + 1 et aller a I'étape 1.

Remarque 2.2 Il est clair d’apres la figure Fig 2.3—Reégle d’Armijo que l'inégalité d’Armijo est tou-
jours vérifiée si :
ay = 0 est suffisamment petit . en effet, dans le cas contraire, on aurait une suite de pas strictement
positifs {cy,; },., convergeant vers 0 lorsque i — oo et tels que f(xy+ apdy) < f(a) + pap VT f(21)dy
n’ait pas lieu p;)ur = Qg -
En retranchant f(xy) dans les deux membres, en divisant par «y; et en passant a la limite quand
1 — 00, on trouverait

VT f(zr)dy > pV7 f(zy)dy,
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ce qui contredirait le fait que dj, est une direction de descente (p < 1) .

Théoreme 2.6 Siy, : Ry — R, définie par ¢, (o) = f(x,+ady) est continue et bornée inférieurement,
si dy, est une direction de descente en x (¢}, (0) < 0) et si p € |0, 1], alors Uensemble des pas vérifiant
la réegle d’Armijo est non vide .

Preuve. On a
oy, (@) = flag + ady)

U, (a) = fzx) + parVT fap)dy
Le developpement de Taylor-Yong en o = 0 de ,, est :

o, () = flar + ady) = f(zr) + poVT fap)di + 0é(a)

ot é(a) = 0, — 0
et comme p € 10,1[ et ¢}, (0) = V' f(24)d), < 0 on déduit :

f(l’k) + avaf(l’k>dk < f(xk) -+ poszTf(xk)dk,pour a>0
On voit que poura > 0 assez petit on a :
o (@) <V, (a) .

De ce qui précéde et du fait que p,, est bornée inférieurement, et ¥, (o) — —o0, v — +00, on déduit

que la fonction ¥, (o) — ¢, (o) a la propriété :

U, () — ¢, () = 0 pour o assez petit
U, (a) — ¢, (a) < 0 pour o assez grand

donc s’annule au moins une fois pour o > 0 :

En choisissant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe & > 0 tel que
op (@) =¥, (@) et g, (o) < ¥, () pour 0 < o < @.

Ce qui achéve la démonstration . m

Recherche linéaire inexacte de Goldstein (1967)

Le pas A, est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Goldestein, s’il satisfait les deux

conditions Goldesteinlet Goldestein2 suivantes :

f(l’k + )\kdk) < f(]?k) + C/\kv_f(l’k)tdk cc :|0, % [ (Goldsteinl)
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f(xk + )\kdk) > f(ﬂfk) + (1 — C))\ka(ka)tdk (Goldstein2)

Interprétation de la relation Goldstein1 :
La condition Goldsteinl est exactement la condition d’Armijo étudiée précédemment .Cette condi-

tion assure une décroissance suffisante de la fonction f.

Interprétation de la relation Goldstein2 :
La condition Goldstein2 évite au pas A, d’étre trop petit (voir la figure ci dessous) .Ceci est d’'un

grand apport dans le processus de la convergence .

tt(.?-.)!f(nh-'-?-.d':“l

ligne de |a

décroissance
suffisante
YL(A)

Iangent\}

gt -
pas acceptables

Fig.2.4— Regle de Goldstein

La figure 2.4 montre, sur un exemple, 'ensembles des points satisfaisant les deux conditions
Goldstein .

I’ Algorithme de Goldstein :

L. Algorithme essaye de trouver \; €|3;, 5[ . On démarre avec un intervalle [ag, by] assez grand .
On prend \q €], (5] :

Si )¢ vérifié Goldsteinl et Goldstein2 alors )\, €|, 5[ et on s’arréte .

Si \g > 3, alors )\ ne vérifié pas Goldstein, alors on prend b; = \g et a; = by et \; = ‘“—;Lbl et on
recommence avec \;.

Si \g < 3, alors )\ ne vérifié pas Goldstein2, on prend a; = Ao, b; = bg et A\ = % et on teste de
nouveau \; .

A P’itération &

Supposons qu’on ait [ay, by] et Ay, = @
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Si )\, vérifié Goldsteinl et Goldstein2, A, €]3,, 85| . Stop .
Si A\ ne vérifié pas Goldsteinl alors A\, > 3,

_ _ _ apg1tbrya
On prend b1 = A\, Qpp1 = Gk, A1 = T

ak41+bk41

Si \;, ne vérifié pas Goldstein2 alors A\, < ;. On prend ax 1 = A, bry1 = by, Apy1 = 5

On obtient ainsi I'algorithme suivant :

Algorithme de Goldstein

ETAPE 1 (Initialization )

Choisir ag € [0,10'] et p € ]0, 1[. Poser ag = 0, by = 10'®
Poser k = 0 et aller a ETAPE2

ETAPE2 (Test Goldstein1)

Itération k on a [ay, by] et ay, calculez ¢, ()

Si (k) < ¢,(0) + parp)(0), allez a ETAPE 3

Sinon

Poser by, 1 = ay,axr1 = ay , et allez a ETAPE 4

ETAPE 3 (Test Gold 02)
Si (k) > ©p(0) + (1 — p)agy(0), stop. a* = ay

Sinon

Poser Qg1 = Q. bk-i—l = bk et allez a ETAPE 4
ETAPE 4

Poser ayyy = 7ot

Poser k = k + 1 et allez a ETAPE 2 .

Recherche linéaire inexacte de Wolfe (1969)

Recherche linéaire inexacte de Wolfe faible

Le pas \; est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe faible ou de Wolfe tout

simplement, s’il satisfait les deux conditions suivantes :

f(.Ik + )\kdk) S f([Ek;) + Cl)\kvtf(l‘k>dk, Cc1 € ]0, 1[ (Wolfel)

Vf(.fk + )\kdk)tdk > CQVf(.Tk)tdk, Co € ]Cl, 1[ (WOlfGQ)

Interprétation de la relation Wolfel
La condition Wolfel est exactement la condition d’Armijo, cette condition assure une décroissance
suffisante de la fonction f .

Interprétation de la relation Wolfe2

2.4. Optimisation unidimensionnelle



Chapitre 2. OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Les )\, séléctionnés par la condition Wolfel peuvent étre trés petits . Ceci peut avoir des consé-
quences facheuses sur la convergence de I'algorithme. La condition Wolfe2 évite cet inconvénient

et supprime les tres petites valeurs de ). (voir la fugire ci dessous ) .

-

¢(AJ!T(MK+.F\dK)

ligne de la

décroissance
suffisante
YL(A)

deésir

L_ la pente :

tangerd; B

.
!
acceptable acceptable

Fig.2.5— Régle de Wolfe

Le figure 2.5 montre sur un exemple I'ensembles des points satisfaissant les conditions de Wolfe
¢1 =0,1;c=0,7 (Lemaréchal 1980).
Recherche linéaire inexacte de Wolfe forte

Le pas )\, est acceptable par la recherche linéaire inexacte de Wolfe forte, s’il satisfait les deux
conditions Wolfe fortel et Wolfe forte2 suivantes :

f(ZEk + /\kdk) < f(l‘k) + Cl/\ka(:L‘k)tdk, c] € ]O, 1[ (Wolfe fortel)

|Vf(.%'k + /\kdk)tdk| S Co. ‘Vf(xk)tdﬂ , C2 &€ ]Cl, 1[ (Wolfe fOl’tGQ)

Interprétation de la relation Wolfe fortel

La condition Wolfe fortel est exactement la condition Wolfel ou Armijo. Cette condition assure
une décroissance suffisante de la fonction f.

Interprétation de la relation Wolfe forte2

La condition Wolfe forte2 implique Wolfe2. Le pas )\, sélectionné par les condition Wolfel et
Wolfe2 peut étre tres loin d’un point optimal ou stationnaire de la fonction ¢ . La condition Wolfe
forte2 assure que le pas )\, se trouve dans le voisinage d’un point stationnaire ou un point optimal
de o .

Lalgoritheme de wolfe

ETAPE 1 (Initialisation)
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Prendre aq € [0, 10%], calculez ¢(0), ©5(0). Prendre p = 0.1 (ou p = 0,1 0u p = 0,001 ou p = 10~4)
6 = 0.9 (ou plus petit encore )

Poser ag = 0,by = 10%°, k = 0 et allez & ETAPE 2

ETAPE 2 (test de (Wolfel))

Calculez ¢(ay). Si p(ax) < ¢(0) + pary’(0), aller a ETAPE 3. Sinon

Poser a1 = ag, bpr1 = ay et allez a ETAPE 4

ETAPE 3 (test (Wolfe2) ou (Wolfeforte2) )

Calculez o' (i) Si ' (o) > 0¢' (0)(] @) (ar)|< —0¢'(0)). STOP

Prendre & = oy, . Sinon Poser a1 = ay, br 1 = by et allez a ETAPE 4

ETAPE 4 (calcul de o)

_ Ogy1tbry1
Qg1 = 2

Poser k = k + 1 et allez a ETAPE 2 .

2.4.5 Convergence des méthodes utilisant des recherches linéaires inexactes

et des directions de descente. Le théoreme de Zoudentijk

La condition de Zoutendijk

Maintenant on va étudier la contribution de la recherche linéaire inexacte dans la convergence
des algorithmes a directions de descente. Ce n’est qu’ une contribution, parce que la recherche
linéaire ne peut a elle seule assurer la convergence des itérés . On comprend bien que le choix de
la direction de descente joue aussi un role. Cela se traduit par une condition, dite de Zoutendijk,
dont on peut tirer quelques informations qualitatives intéressantes.

On dit qu'une regle de recherche linéaire inexacte satisfait la condition de Zoutendijk s’il existe

une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on ait

f(@ep1) < flag) — C IV f ()| cos? 0y (2.12)
ou 0, est 'angle que fait d;, avec —V f(x), défini par
—VTf(xk)dk
cosl = —————. (2.13)
AR

Voici comment on se sert de la condition de condition de Zoutendijk.

Théoreme 2.7 (de Zoutendijk)
Si la suite {x;} générée par un algorithme d’optimisation vérifie la condition de Zoutendijk (2.12) et
si la suite {f (xy)} est minorée, alors

> IV F ()| cos? 0 < oo (2.14)

k>1
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Preuve. En sommant les quantités inégalités ||V f(x,)||* cos® 0}, tout en prenant en considération
(2.13),0na

S @)l cos? b < = (F() — flann)

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C’ telle que pour tout k, f(x;) > C'. m

Conséquence importante du théoréme de Zoudentijk

La condition (2.14) implique
IV f(2)]]? cos? 0, — 0 (k — o0) (2.15)

Cette limite peut étre utilisée pour en déduire la convergence de I'algorithme.

En effet si notre algorithme génere une suite {x;} de la forme :
Tpp1 = Tp + Apdy
Si le choix de d est tel que

cosl >0 >0, Vk

alors il découle de (2.15) que
lim || V() [|= 0 (2.16)

Les deux propositions suivantes précisent les circonstances dans lesquelles la condition de Zou-

tendijk (2.12) est vérifiée avec les régles d’Armijo et de Wolfe.

Proposition 2.2 Soit f : R” — R une fonction continument différenciable dans un voisinage de
T={zeR": f(z) < f(z1)}-

On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une suite {x;} en utilisant la
recherche linéaire d’Armijo, avec a; > 0 .

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, l'une des conditions

Flar) < flaw) — OV far)dy

ou
fap) < flag) = C || V() |17 cos® Oy,
est verifiée.

Proposition 2.3 Soit f : R" — R une fonction continument différenciable dans un voisinage de
T={zeR": f(z) < flz:)}.
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On considére un algorithme a directions de descente dy, qui génére une suite {x;} en utilisant la
recherche linéaire de Wolfe (Wolfel)et (Wolfe2) .
Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition de Zoutendijk (2.12) est

vérifiée.

2.5 Convergence des algorithmes et fonctions multivoques

Les méthodes de résolution d’optimisation sont en général des méthodes itératives, c’est a dire a
partir d’un point initial ¢, elles engendrent une suite infinie x1, z2, ..., xx, ... dont on espere que

cette suite converge vers la solution optimale .

Définition 2.4 Un algorithme de résolution est un procédé itératif qui permet d’'un point initial xg
d’engendrer la suite xo, 1, ..., Tk, ...
Un algorithme est parfaitement définir par la donnée de Uapplication a qui a x» associe xx+1 = a ()
. Létude de la convergence de Ualgorithme se raméne a U'étude des propriétés de a .
Par exemple :

a:—a(x)=x—AVf(x)

a représente la méthode du gradient.

Un modele général des algorithmes : application multivoque
Soit le probleme (P) :

(P) : min f (z)

zeS

On peut générer plusieurs classes d’algorithmes qui ont pour but de résoudre le probléeme (P)
ou d’atteindre des points vérifiant les conditions nécessaires d’optimalité. Il serait alors logique
au lieu d’étudier la convergence dun algorithme, il serait préférable d’établir une théorie ou
un model assez général qui étudie la convergence d’une classe d’algorithme au lieu d’un seul
algorithme.

Soient aq, as, as, ...,ap des applications qui génerent p algorithmes, c’est a dire qu’a un point xx
on associe les p points différents a; (zx), as (xx), as (xg) , ..., ap (xx) .

C’est a dire qu’on peut considérer I'application qui a xx fait correspondre

A(ze) = (a1 (zr), a2 (xr) , a3 (xx) , ...y ap (Tr)) -

Ceci conduit naturellement a un modele dans lequel les algorithmes sont représentés par des
applications multivoques, c’est a dire des applications de R dans P (R") qui a = € R" fait corres-

pondre une partie de R".
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D’une facon générale on notera :

une application multivoque de X dans Y.

Convergence globale :

Définition 2.5 On dit qu’'un algorithme décrit par une application multivoque A, est globalement
convergent si quelque soit le point de départ xo choisi, la suite {x+} engendrée xx+1 € A(xx) (ou
une sous-suite) converge vers un point satisfaisant les conditions nécessaire d’optimalité (ou solution

optimale) .
Notation 2.1 :

0 { x : x satisfait une condition nécessaire d’optimalité }

ou x une solution optimale locale ou globale
Q) s’appelle ensemble des solutions .

Applications multivoques fermées :

C’est une généralisation de la notion de continuité pour les fonctions univoques .

Définition 2.6 Soit A: X %Y une application multivoque.

On dit que A est fermée en x € X si et seulement si :

pour toute suite {w+}, ., vx — x dans X

. =y € A(z)
et pour toute suite {yx}, ., y» — y dansy
A est dite fermé sur S C X si et seulement si A est fermée en tout point x € S.

Remarque 2.3 Si A est univoque continue, alors A est fermée.

En effet, soit A : X — Y continu en x et soit

xx — x dans X
A(xr) =yr —mydans Y

} = A (z) = y d’'apres la continuité de A .

Composition d’applications multivoques :

Définition 2.7 Soient A: X B Y et B:Y 5 Z (X,Y, Z fermés non vides) .

La composée B o A est Uapplication multivoque C : X % Z définie par : C (r) = g( : B (y) .
yeA(x

Théoreme 2.8 ( composition des applications multivoques fermées) :
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Soit A: X Y etB:Y % Z .On suppose que :
1) Aest ferméeen x € X et que B est fermée sur A(x).
2) Toute suite {y:} telle que yr € A (xx) avec x» — x, admet une sous-suite convergente .

Alors Uapplication multivoque C' = B o A est fermée en x.

Corollaire 2.1 Soit A : X — Y une application univoque et B : Y = Z une application multivoque.

Si A est continue en x et si B est fermée sur A (z), alors B o A est fermée en x.

Preuve. On a A est continue en z, B est fermée sur A (x) et on a {yx} tel que y» = A (xx) avec
xr — x alors A (zx) — A(x) donc {y:} est convergente, c’est a dire que les deux conditions du
théoreme 2.5 sont vérifiées, d’ou B o A est fermée . m

Théoréme de Zangwill :

Définition 2.8 On dit que h : X — R es une fonction de descente (relativement a une application

multivoque A) si elle est continue et posséde les propriétés suivantes :
1- ¢ Q= h(y) < h(x); (Vy € A(x)).
2- 2€Q=h(y) <h(x); (Yy € A(z)).

Théoreme 2.9 (Zangwill 1969) :
Soit
(P) : min f(z)

zeX
un probléme d’optimisation et 2 U'ensemble des solutions.
Soit A : X % X une application multivoque et {x\} une suite engendrée par Ualgorithme, cest a dire
vérifiant xir € A (z) .

Supposons que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

C1- Les points {xx} sont tous contenus dans un ensemble compact K C X .
C2- Il existe une fonction de descente h .

C3- Lapplication multivoque A est fermée dans X \ 2 etVx € X \ Q, A(z) # 0.

Alors :

pour tout z limite d’une sous-suite convergente de la suite {zx} ,onz € Qet h(xx) — h(x).

k—o0
keN

Les modes de convergence :

Notre but est d’accélérer la convergence d’une suite, donc il est naturel de présenter la notion de

rapidité ou mode de convergence de suites.
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Définition 2.9 Soit {xx },  une suite dans R™ qui converge vers & .

1- On dit que {x«},.\ converge vers & linéairement avec le taux 7 si

i sup Jzis =
im sup

kil = <1
koo |z, — 2]

Lorsque ||xgy1 — Z|| ~ n ||z — ||, la convergence est dite asymptotique .

2- Si

lim supw < 400, v>1
la convergence est dite super linéaire d’ordre -.

3- On dit que {w+},y tend vers & de facon super linéaire si

ok =2

lim =0.

Lorsque ||xp1 — 2| <1 ||z — Z||", la convergence est dite super linéaire asymptotiq.
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METHODE DE LA PLUS FORTE PENTE

La méthode du gradient fut découverte par Cauchy en 1847 est I'une des anciennes méthode les
plus utilisées pour résoudre le probleme (P), elle est également connu sous le nom de méthode
de la plus forte pente ou de plus de la plus profonde descente (steepest descente, en englais) car
siz, € R" etsi Vf(xy) # 0 alors la direction d, = —V f(z;,) est la meilleure direction de descente
(voir Théoréme 2.1) .

Le théoreme suivant va montrer que la décroissance de la fonction sera la plus forte en suivant la
direction —V f(xy)

Théoreme 3.1 Supposons que f : R" — R soit différentiable au point x, et supposons que

V(@) #0

Considérons le probléeme optimal

Minimiser f'(z, d
lld]l<1 f( )

ot fI(x, d) est la dérivée directionnelle de f au point = et dans la direction d. Alors la solution

optimale de ce probléeme est donnée par

J=_ Vf(x)
IV f(@)ll
Preuve. On a
fr(z,d) = lim flz+Md) = [(@) =V f(x)'d

A—04 A
donc on va minimiser V f(z)'d dans {d : ||d|| < 1} .

En appliquant lUinégalité de Schwartz, on obtient
[V f(x)d] < IV f()]l |d] (3.1

40
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St
Vf(x)'d>0
alors
Vi@)d=— Vi)l
Si

Vf(x)'d<0

(3.1) implique
=Vf(@)d < V@) ld]

par conséquent on a toujours
Vi(@)'d=—|[Vf@)]d|

pour ||d||<1lona
Vi@ < IVF@) |l = = IVF@)ldl = = [V )]l
alorsVd : ||d|| <lona
V@) d ==V

D’autre part on a ||d| = 1 et d vérifie

Vf@YJzVﬁuf(j%%%ﬂ>=—wvf@W-

Interprétation du théoréme 3.1 : Nous allons a partir du théoreme 3.1 donner une idée intuitive

sur 'appellation : méthode de la plus forte pente . En effet d’apres le théoréme 3.1 on a :

[, d) = f'(z, d) :Vd,|ld] <1.

En utilisant la définition de la dérivée directionnelle

St f) S Ad) — f()
A—04 A T A—04 A .

Cette derniere inégalité implique qu’il existe § > 0 tel que :
[f(+ ) = f@)] = [f(x+ M) — f(2)] >0,YA € |3, +4]

alors

f(x+Ad) > f(z+ Md),VA € |—6,+6] etVd : ||d|| < 1.
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3.1 Algorithme de la méthode de la plus forte pente

Etape initiale : Choisir un ¢ > 0. Choisir un point initial z;. Poser £k = 1 et aller a 1'étape
principale.
Etape principale : Si [eV f(z)le < epsilon stop.

Sinon poser d, = —leV f(x)le et soit A\, la solution optimale de la recherche linéaire
min {f(ltk + )\dk); A Z 0}

Poser

Tpy1 = Tp + A\pdg

Remplacer k par k + 1 et répéter 'étape principale.

3.2 Inconvénients de la méthode de la plus forte pente

Lenteur de la méthode au voisinage des points stationnaires :
Cette méthode travaille de facon performante dans les premiers étapes de I'algorithme mais au
voisinage des points stationnaires elle devient tres lente.
On peut expliquer ce probléeme comme suit :
On a
flzp + M) = f(ar) + AV f(ay)'.d + N||d|| a(xr, Ad)

ol a(zg, Ad) — 0 quand \d — 0 .
Sid= —V f(zy) alors x4 = 2 — AV f(xy) et donc

o +2d) = f(ar) = X [= IV F@)ll” + [V f (@)l alar, =AY f ()]

D’apres I'expression précédent, on voit que lorsque z; s’approche d’un point stationnaire, et si
f est continument différentiable, alors ||V f(z)|| est proche de zéro . Donc le terme a droite
s’approche de zéro, indépendamment de A, et par conséquent f(z;+Ad) ne s’éloigne pas beaucoup
de f(zx) quand en passe du point x; au point ;.

Le phénomene de Zigzaguing :

Il n’est pas facile de vérifier que pour la méthode du gradient on a toujours
d};.dk+1 = O

c’est a dire que la suite {z;} engendrée par l'algorithme de la méthode du gradient, zigzague .
Ceci crée un phénomene de ralentissement dans 'acheminement des points x; vers la solution

optimale .
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3.3 Quelques remedes

Changement de direction :

Au lieu de prendre comme direction de descente, la direction :
dy = =V [(z)
on prend des directions de la forme :
dy = —D.V f(zy)

ou D est une matrice choisie convenablement (D pourrait étre par exemple I'inverse de la matrice
héssienne au point z;, cest a dire (H(x;))™?) .

Un autre choix pourrait s'opérer de la facon suivante :

dr, = =V f(zr) + gk

ol g, est un vecteur approprié .

Accélération de la convergence :

On peut aussi accélérer la convergence de la méthode du gradien. Pour cela on transforme grace
a un algorithme d’accélération de la convergence la suite {x;} en une suite {y;} qui convergerait
vers la méme limite que la suite {x;} , mais convergerait plus rapidement . Si on note par z* cette
limite commune on exprime cette rapidité par la limite suivante :

. Y=t
lim
k—oox) — T*

=0.

3.4 Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte

pente

Dans cette partie on présente le programme en Fortran 90 de l'algorithme steepest descente avec
la recherche linéaire d’Armijo . On utilise le choix des parameétres suivants :

e=10"%mu =0.2,be = 0.5

Programme en fortran 90

program steepest

implicit none

integer, parameter :: n = 1000

double precision yc(n), pk(n)

3.3. Quelques remedes
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double precision eps, s, be, f1, f0, mu, [2
integer k,I,m,i

Ek=0;m=0

print*,’enter the initial point’
doi=1,n

ye(i) = 1.

enddo

print*,’enter eps’

read*,eps

be = 0.5;mu = 0.2

do

if (sqrt (dot_product(df (yc), df (yc))) <= eps.or.k >= 500) exit

pk = —df (yc)

f0= f(ye)

Irecherche d’Armijo

l=1s=1

f1= f(yc+ s*pk)

if (f1 <= f0+ mu*s*dot_product(df (yc), pk)) then
s = s/be

do

f2= f(yc+ s*pk)

if (f2 > fO0+ mu*s*dot_product(df (yc), pk)) exit
s = s/be

fl=f21=1+1

enddo

s = s*be

yc = yc + s*pk

k=k+1

print*, s

else

s = s*be

do

f1= f(yc+ s*pk)

if (f1 <= f0+ mu*s*dot_product(df (yc), pk)) then
yc = yc + s*pk

3.4. Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente
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k=k+1

print*, s

exit

endif

s = s*be

l=1+1

enddo

endif

m=m-+1{+1

fo=f1

enddo

print*, LA SOLUTION EST’
print’(2e10.2)’, yc

print* LA VALEUR DE LA FONCTION EST’
print’(e10.2)’, f (yc)

print* LA NORME DU GRADIENT EST’
print ’(e10.2)’,sqrt(dot_product(df (yc), df (yc)))
print*LE NOMBRE D IERATIONS EST’
print’(i10)’,k

contains

function f(u)

double precision f, u(n)

integer ¢1

f=0

doil=1,n

f=f+il*u(il)™2

enddo

f =12

endfunction

function df (u)

double precision df (n), u(n), sm
integer:1

sm =0

doil =1,n

sm = sm —+ il*u(i1)"*2

3.4. Programme en fortran 90 de la méthode de la plus forte pente
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enddo

doil=1,n

df (i1) = 4*i1*u(il)*sm
enddo

endfunction

end

3.5 Convergence de la méthode de la plus forte pente

3.5.1 Cas des recherches linéaires exactes

avant de donner le théoreme principal concernant la convergence de la méthode de la plus forte
pente avec des recherches linéaires exactes et inexactes, démontrons d’abord ce résultat qui nous

sera utile dans la section qui va suivre .

Théoreme 3.2 Soit f : R — R et L C R, un intervalle fermé et M Uapplication multivoque
suivante :
M :R" x R" — R"
(2,d) — M(z,d) = {y:y = o+ \d}
\ vérifiant :
f(@+Ad) =min {f(z+ Ad); A\ € L}.
Si f est continue en x et si d # 0, alors M est fermée au point (z, d) .

Preuve. Soit {xy, dy.}, . et {yx} telles que

(wk, d) P (z,d), yp € M (21, dy) , Yr Y (3.2)

—00

Démontrons que
y € M(x,d).

En effet y,, € M (xy,dy) . Alors
Yp = Tk + Ap-dy, (3.3)

A\ est solution optimale de la recherche linéaire
Puisque

dy — d#0

k—o0
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alors
dy, 7é 0, Vk > k’o, ko € N (3.5)

(3.3) et (3.5) impliquent

v llye —
N = 1k Il (3.6)
’ il

soit en remarquant que L est fermé, on a
€L 3.7)

(3.2) (3.3) (3.6) et (3.7) donnent

(3.4) implique
F (@ + Xedi) < f (v + Ady)

Faisons tendre k vers Uinfini et prenons en considération le fait que f est continue au point (x,d), on
obtient :

Ceci veut dire exactement que le point y = x + \.d € M(x,d) . m

Théoreme 3.3 ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec des recherches linéaires
exactes ) Soit f:R" — R, telle que f € C*(R") et (P) le probléme de minimisation sans contraintes

suivant :
(P) min{f(x):x€R"}.

On suppose que Uensemble 0(xq) suivant :
o(zo) = {z € R": f(z) < f(x0), o€ R"}

est borné . Soit {x} une suite générée par Ualgorithme de la plus forte pente, cest a dire
Initialisation : x(, € R", point initial, poser k = 0 et aller a Etape principale

Etape principale : Si V f(x;) = 0 Stop .

Sinon

Calculer N\ vérifiant f(xy + A\edy) = min { f(xp + Ady), A > 0} .

Calculer xp11 = v — MV () .

Poser k = k + 1 et aller a Etape principale .

Fin .

Soit x* une limite quelconque d’une sous suite convergente de {x;} . Alors Vf(z*) = 0.
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3.5.2 Cas des recherches linéaires inexactes

Théoreme 3.4 ([Bazara)) ( convergence de la méthode de la plus forte pente avec la recherche
linéaire d’Armijo) . Soit f : R" — R, telle que V f(x) est continument Lipschitzien de constante
G dans Uensemble 6(x¢) = {z € R" : f(z) < f(x0)}, vo € R™ quelconque . Considérons Ualgorithme
de la méthode de la plus forte pente avec la recherche linéaire d’Armijo, c’est a dire Ualgorithme défini
comme suit :

Initialisation : Fixons A > 0,0 < ¢ < 1 et o € R point initial, poser k = 0 et aller a Etape

principale .
Etape principale: A litération k définissons la direction dk = —V f(xy) et considérons la fonction
d’Armijo
0 (\) = 6(0) + \ed' (0) (3.8)
ot 0 (\) est la fonction suivante :
0(N) = flan + Adp) = [ [z = AV f(z)] : A > 0. (3.9)

Si V f(zy) = 0 stop .
Sinon

Trouver le plus petit entier t > 0 tel que

A D)
o(2)=(2) a0
et définir le successeur x, de x, comme suit
Trpr = T — MV f(2)

avec
A =

N2 | >

Poser k = k + 1 et aller a Etape principale .
Fin
Soit {x}} une suite générée par cet algorithme . Alors ou bien il s’arréte aprés un nombre fini d’ité-

rations en un point xy, tel que V f(xy,) = 0, ou bien il génére une suite infinie {x;}, . telle que

k—o0
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Chapitre 4

ALGORITHMES D’ACCELERATION DE LA
CONVERGENCE DE LA METHODE DU
GRADIENT

Comme on a vu dans le chapitre précédent, la méthode de la plus forte pente ou simplement
la méthode du gradient travaille de facon performante dans les premieres étape de I'algorithme,
mais elle devient lente au voisinage d’un point statinnaire .

Pour éviter cet inconvénient nous essayerons d’accélérer la convergence de la méthode du gra-
dient avec trois algorithmes qui sont basés sur I'epsilon algorithme, on donnera a chaque fois un

résultat de convergence et on comparera grace a des tests numériques entre ces trois algorithmes

4.1 TLALGORITHME EXACT EPSILON STEEPEST DESCENT

Pour construire cet algorithme, on utilise I's-algorithme scalaire d’ordre deux ,c’est a dire 5%”).

Etant donnée une suite {s,},Wynn ([36]) a montré, que les quantités " peuvent étre calculées

de la facon suivant :

2
6(n) - SnSn+2 — (3n+1)
2 - )
Sn42 — 25n+1 + Sn
n = 0,1,..

On considere donc ici la deuxiéme colonne paire du tableau de I'e— algorithme scalaire, associée
a la suite {s,} .

Pour calculer 55") il suffit d’avoir les éléments : s,,5,.1 et s,.2 de {s,}.

49
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Lalgorithme exact epsilon steepest descent :

Initialisation : Calgorithme commence par un point initial 2o € R", les composantes de x, seront

notées comme suit :

zo = (2§, 25, ... Th, .., TG )
poser k = 0 et aller a 'étape principale.
Etape principale : Supposons qu’a I'étape k on ait le point xy,

_ 1 .2 ) n
xk — (Jfk,l’k, "'$k7 ,xk) 5

si ||V f (x)|| = 0 stop, sinon poser

Tk = Tk
_ 1,2 7 n
Tk — (Tk,Tk,Tk,,Tk) .

Calculer par la méthode steepest descente les successeurs sy et ¢, de r, c’est a dire

_ 1 .2 7 n
Sk- — (8k78k78k778k)’

te = (tpth, ot nt}),

Sk:T’k—Aka(Tk),

Ay solution optimale de la recherche linéaire exacte

MinAig(l)iser f(re =NV f(ry))

te = sk — BV f (51)

B, solution optimale de la recherche linéaire exacte

Min{i}rgoiser f(sk—BeVf(sk))

calculer
th—2st +rii=1,....n
Si
t—2st +ri #£03i=1,...n
calculer

(k1 k2 ki k,n
€5 = |Ey 1€ iy €9 4y Eq |,
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avec o -
ki _ Tkl = 2(s1)

= A : —,1=1
2 1, — 28, + 1,

sy

Si f (%) < f (t)
poser

[L’k:é"g

Remplacer k par k£ + 1 et aller a I'étape principale.
Si f(eh) > f(t) ousity’ —2sy° + 7" =054 € {1,....,n},poser

Jfk:tk

Remplacer k par k + 1 et aller a ’étape principale.

4.1.1 Convergence de I’algorithme Exacte epsilon steepest descent

Théoreme 4.1 Soit f : R* — R telle que f € C*(R") et (P) le probléme d’optimisation sans
contraintes suivant :
(P) min{f(z):z€R"}

On suppose que Uensemble ¢ (xo) = {x € R" : f(x) < f(x0),20 € R™ } est borné. Soit {z,},  la
suite générée par Uexact epsilon steepest descente algorithme. Soit x* une limite d’'une sous suite

convergente de {x,}, .Alors Vf (z*) = 0.

neN

Preuve. Soit {x,}, _y ,Ni1 C N,une sous suite convergente de {z,} de limite z*.Montrons que

neN neN?

r* € (), avec
Q={zeR":Vf(zx)=0}

On suppose le contraire, c’est a dire que z* ¢ €2.0n peut définir la suite{x,}, . comme suit, z,

étant un point initiale, si z,, est connu a l'itération n,z,,; sera défini comme suit :
Tps1 € A(zy)
A est une fonction multivoque définie de cette maniere

A=CoB=CoByo B
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avec
B : R'" —-R'xR"
r — Bi(z)=(z,x = \V[f(x));
Ap Vérifiant @ f(x — A Vf(2) < f(z—AVf(x)): A>0,
By, : R"xR"—-R" x R"xR"
(z,y) — Ba(2,y) = (z,y,y = AV (Y);
Ay vérifiant 1 f(y—AVf(y) < fy—AVS(y):A=0
et
C : R"XxR"XR"—>R" xR"
(x,y,2) — C(z,y,2) =w= (wl,...,w”),
avec

. N2

wlzl_(yl) . . . .

i T2yt 5121—2y1+1’z7£0,
2t sinon,

r = (:vl,...,x”), Yy = (yl,...,y"), z= (zl,...,z”).

Lapplication B est fermée en tout point = ¢ () et f étant continue, alors :

lim_f (@) = (&)

n—oo,n€ENy

On montre que

lim f (@) = / ()

n—oo

On a ¢ > 0 donné, il existe ny € N; tel que

|f(xn) - f(l’*)| = f($n> - f(l’*) < g, pourn > N, N € Nl-

Pour n = nyg
f (@) — f(27) <e.

Maintenant on prend n > ng, n € N et on voit que la suite { f (z,)},, o est strictement décroissante,

alors :
f(@n) < f@n,),

et donc

fzn) = f(2") = f(zn) = f(@ng) + [ (20) — f(2") <0+ =¢.
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alors Ve > 0, dng € Ny, Vn > ng,n € N :

f(zn) = fx*)<e= lim f(x,)=f(x%) 4.1)

n—oo,neN

Considérons la suite {1} d’apres I'algorithme et les définitions données aux fonctions mul-

tivoques A, C, B, By et By

neNy?

Tpt1 = C ('rny Yn, Zn) 5 (xnu Yn, zn) €B (xn) 5 (4‘2)

dans l'algorithme x,, = r,,, y,, = s, €t z, = t,,.
On remarque que les suites :{z,},{y.},{2.} et {z,.1} appartiennent a I'ensemble compact
J (zo),alors il existe Ny C N tels que

T, — " 4.3)

Yo — Y 4.4)

Zn — z* (4.5)

Tpy1  — @ (4.6)

n—o0,n€ENg

Rappelons que B est fermée au point z* .Les relations (4.3),.(44),(4.5),et (4.6) donnent :
(z%,y", 2") € B (z7). (4.7)

x* ¢ Q (Vf(z*) # 0) alors —V f (z*) est une direction de descente. D’apres les définitions des

fonctions multivoques B, B; et B,

Fy) < fa") (4.8)
) < f@h). (4.9
étant donné
Tpnt1 = C(Tn, Yn, Zn) (4.10)
alors selon I'algorithme
f(@nr1) < f (20) (4.11)
f(@n1) < f (Yn) (4.12)
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S (@ni1) < f (z0) - (4.13)
Passant a la limite quand n — oo, n € Ny
f@) < f(a7) (4.14)
f@) < fy)
f@) < f(z9)
Les relations (4.8), (4.9) impliquent que
f@) < f(a"). (4.15)
D’autre part on a
Llim f @) = £ (@) (4.16)
et
hmENf (xn) = f(x¥),voir (4.1)
alors on obtient
@) =[(2), (4.17)

ce qui est en contradiction avec (4.15), donc 2* € 2 c’esta dire Vf (2*) =0. m

4.2 LCALGORITHME ARMIJO EPSILON STEEPEST DESCENT

Pour construire cet algorithme, on utilise la colonne a’;’i (1=1,2,..,n).
Etant donnée la suite {z}}, (i =1,2,..,n) . Les quantités b’ peuvent étre calculées de la facon

suivante : .

ST 1 1

2" T Thy1 i A i
Tiro = Tpy1 Tpyp1 — T

Cette formule était proposée par ECordellier [12],elle est numériquement plus efficace que la
version de PWynn([36], [37]).

Lalgorithme Armijo epsilon steepest descent :

Initialisation : On choisit un point initial zq € R™.Avec
1 ,..2 ]
To = (xo,azo, ey T, ...,xg) e R".

Poser k£ = 0 et aller a I’étape principale.
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Etape principale : Supposons qu’a I'étape £ on ait le point x;,
1 2 )
T = (a:k,xk, ey T, ,a;Z) .

Si ||V f (zx)|| = 0 stop, sinon poser 7, = x; et calculons sy, et t; en utilisant deux fois la méthode

du gradient avec la recherche linéaire inexacte d’Armijo
sk =1k — MV f (1)

et
te = sk — BpV.f (s1)

A\ et 3, sont des solutions optimals obtenus avec la recherche linéaire d’Armijo.

Calculer
. L . 1 1
7 7 ‘A 1 .
Sk — Trs by — Sgs - — = - 1=1,2,..,n.
th — Sk Sk — Tk
Si
Lt L0t — st A0 L L 0, i=1,2
Sk_rk?é 7k_8k;é ' 13 T 4 Z?A y t=1,4,.,1
tt — s st —r
k k k k
alors calculer
b i+[ ! N 1,2
€' = Sy R R R o = L8N
U — Sk S — Tk

et
E_ [ k1 ki kn
82 e 82 7---782 ,...,82 .

Si f (%) < f (tk), poser z, = b, remplacer k par k + 1 et aller a ’étape principale.

Si f(eh) > f(t;) oubiensis? —r> =0, out — s =0 ou tioisfg — 820;;0 =0,40 € {1,2,..,n} .

Poser x; = t;, remplacer k par k + 1 et aller a ’étape principale.

Remarque 4.1 Si f (&) < f(tx) alors : f(zyy1) = f(e5) < flax) et si f(e5) > f(tx) ou bien le

calcule de €& n’est pas possible alors d’apres Ualgorithme on a :

(i) = f () < f(xn)

c’est a dire :I’ Armijo epsilon steepest descente algorithme garanti :

f<$k+1> < f(l’k), k= 0,1,2,...
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4.2.1 Convergence globale de I’algorithme Armijo epsilon steepest descent

Théoreme 4.2 Soit f : R" — R continument différentiable dans l’ensemble
d(xo) ={z € R": f(x) < f(xg),z0 € R"}.
V f(x) est lipschitzien dans 0 (o) (i.e)
AM > 0: [V f(z) = Vi)l < M|z -yl V(z,y) € 6 (z0)

soit {xy} une suite générée par Armijo e—steepest algorithme, alors cet algorithme s’arréte aprés un
nombre fini d’itérations en un point zy, tel que V f (xy,) = 0 ou bien il génére une suite infinie
{@r}rey telle que

Vf(zr) — 0

k—o0
Preuve. Supposons que l'algorithme Armijo epsilon steepest descent génere une suite infinie
{$k}keN’
A l'étape principale de I'algorithme on applique deux fois la méthode du gadient avec la recherche
linéaire d’Armijo.

si et t;, sont les successeurs de x; qui permettant par la suite de trouver ;.
S = T — )\kvf<37k>

Ar = 5= (@ > 0 constante définie dans la recherche linéaire inexact d’Armijo) vérifie :

© (2%) <o (2%) (4.18)
avec B ~
¢ (5) = f (v = 5V (an) (4.19)
et
% (%) = f(zx) — %Cvf(wk)tvf(ﬂﬁk) (4.20)

c€10,1,a > 0 etn € N, tel que (4.18) est satisfaite.
Aors d’apres (4.18), (4.19) et (4.20) on obtient

Pl = f (-5 Vi) (4.21)
< fla) = el Vi)l

(4.21) impliques B
f (1) = Fx) < —ge IV F (@) (4.22)
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D’autre part en dévloppant f au voisinage du point z;, on obtiet :
f(sk) = flan) = (s —2)' VI(E); =Asp+ (1= N ag, Ae€]o,1] (4.23)
ou encore remarquant que B
(0]
S = T — aka(xk), Q. = 2_n (424)
alors

= —apV[f(a)' [Vf(x) = V(ag) + V()]
—a [V f(@i)|* + oV f (@) [V f (z) = VF(E)]

T=Asp+ (1= XN ag, A€]0,1].

Notons que la suite { f(xx)},y €st décroissante, alors
xp €0 (xg), k=0,1,...

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz et le fait que le gradient de f est Lipshitzien de

constante M, on obtient

Flsi) = flan) < —ar [V f@)l® +an [V @) [V f (@) = V(@) (4.26)
—a |V f(@)lI* + an |V f ()|l M ||z —

A

Notons que & = Asy + (1 — A) 4, A € ]0, 1[, alors
lx = 2| = [[(1 = A) (zx — 2) || <N = M e — 2ol < [(2x — 2] (4.27)
(4.26) et (4.27) impliquent
f(s1) = flan) < —ar [V f@n)ll* + e [V f (@)l M| (z, — 2]

On remarque que

Ty —xp = x — apV f(ag) —x = —pVf(xg), ap = %,
alors
f(sk) = fae) < — o IV (@) |” + IV f (@) | Moy |V f ()] - (4.28)
On obtient B -
f (1) = flaw) € = IV F@lP 1= Mo ]. (4.29)
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On choisit maintenant le petit entier n > 0 telque :
g > M (4.30)
1—c¢
(4.30) implique B
1-— Mz—n >c (4.31)
Alors
L= My <c (4.32)
(4.31) implique B B -
[0 ) [0 (6% 2
= S IVF@IP 1= M| < —Ze | VF@IP e € 0.1 (4.33)
et (4.32) nous donne B B
Mo <e—1= Mo >1—c
Alors B 1—0o
(07 cll—=¢

Si le choix de n > 0 vérifie(4.30), 'inégalité (4.22) reste vraie. Prenons en considération les rela-
tions (4.29), (4.31), (4.32), (4.33), (4.34) on obtient :

1—
(s~ Fa) < =L v P (439)
Posons 1
c\l1—¢
="
il est clair que G < 0, alors(4.35) donne :
f (st) = flan) < GV f ()|l (4.36)

De la méme maniere pour la deuxieme application de la méthode du gradient avec la recherche

linéaire inexacte d’Armijo on obtient :

fty) = f(se) < GVl (4.37)

Il reste de montrer que :
lim [V f(z)] =0
k—o0

Pour cela, considérons :

fnrn) = fow) = flew) = f(te) + f(Ek) = Fse) + fse) — flan) < f(te) — Fse) + fse) — fla)

car f(ep) — f(ty) <0
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D’apres les relations (4.36) et (4.37) on
[ (@) = fla) < G (IVf@)” + 1V f(s0)l) (4.38)
la suite {f(x)},cy est strictement décroissante, minoré,donc convergente,la relation (4.38) im-
plique : .
V@I + IV F ()l < 5 [f (@rs1) = o) (4.39)
Par passage a km on obtient :
T (|9 f @)l + [VFl?) <0 (4.40)
D’autre part on a
lim (VS (@0l + V5 (s0)IF) < Fm (195 @0l + 19 ()1P) (4.41)
et
0< lim IV Fsl” + IV f@R)l) - (4.42)

Les inegalités (4.40), (4.41), et (4.42) impliquent :

0 < lim (|Vf(@)l® + [VF(s)]) (4.43)

k—o0

< Im (|Vf@)l” + 1V (s)ll) <0
ceci implique :

lim (||Vf(z)]*+ V()] :]HhE IV @) *+ IV £(s0)lP)

k—o0

= lim (VS @)l + IV F(s0)]*) = 0.

eton a
0 < VF@)* < IV Fo)ll* + IV f(si)l®

et
0 < IVSoI” < IV @)ll* + IV f (sl

Finallement on obtient
Tim [V £ ()| = Jim [V £(s¢)]] = 0.
u
Dans [14] Degaichia et Benzine ont accéléré la convergence de la méthode du gradient et ont

démontré la convergence globale en utilisant I'epsilon algorithme et la recherche linéaire inexacte

de Wolfe . Ils ont appelé le nouveau algorithme : Wolfe epsilon steepest descent algorithm .
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4.3 LALGORITHME WOLFE EPSILON STEEPEST DESCENT

On utilise les colonnes 5" (i = 1,2,...,n) pour construire cet algorithme. Etant donnée la suite
{z} ey (1 =1,2,...,n) Jles e (i =1,2,...,n) sont calculées avec la formule de ECordelier [12] :

-1

1 1

€ Tl T |5 i i i

Tire = Tppr g1 — Tk
ki 13 i i o

Pour calculer 5" on utilise x}, x}_, etx}_, (i =1,2,...,n) .

Lalgorithme Wolfe epsilon steepest descent :

Initialisation : Choisir un vecteur initial zy € R". Avec

_ 1 2 i n n
Ty = (xo,xo,...,ato,...,xo) e R".

Poser k = 0 et aller a I'’étape principale.

Etape principale : Supposons qu’a I’étape k on ait le vecteur z;,

_ 1 2 7 n
xk; — ([Ek,xk, ...,fL’k7 ’Ik) .

Si |V f (zx)|| = 0 stop, sinon poser r, = z;, et calculons s et ¢, en utilisant deux fois la méthode

du gradient avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe (i.e)

sk =1k — NV f (1)

et
te = sk — BV f (s1)

A et 3, sont des scalaires obtenus avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe.

Calculer
. o . 1 1
(A (A v 1 .
Sk — Thity — Sks o == -, 1=1,2,..,n.
th — Sk Sk — Tk
Si
o A0t s A0 ! 0, i=1,2
Sk_rk;"é 7tk_8k7é ' 14 P 17& y t=1,4,..,M
tt —s st —r
k k k k
Posons )
i ; 1 1 )
€9 :sk—l—{i - — = Z] , 1=1,2,..,n
=5k SL— Tk
et

(k1 ki kn
62 e 82 ’.-.’82 7..-’82 .

Si f (%) < f (tx), poser z;, = £k, remplacer k par k + 1 et aller a 'étape principale.

Si f(eh) > f(tx) ousis® —r® =0,0uty — s =0ou P 1r20 = 0,49 € {1,2,..,n}, poser

1}0_ 70 g _
k Sk Sk

x, = lg, remplacer k par k + 1 et aller a I'étape principale.
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4.3.1 Convergence globale de I’algorithme wolfe epsilon steepest descent

Théoreme 4.3 Considérons le probléme de minimisation sans contrainte (P) et x; le point de départ
de U’Algorithme Wolfe epsilon steepest descente. Supossons aussi que les conditions suivante soient
satisfaites :

f est minorée dans R" et que f est continument différentiable dans un voisinage N de lUensemble

L={z: f(x) < flz)}

Supposons aussi que le gradient est Lipshitzien (i.e) il existe G > 0 telle que

l9(x) —gy) [<Glle—yl pourzyeN.

Alors la suite {w}, }, .y générée par Ualgorithme Wolfe epsilon steepest descente satisfait U'une des deux
conditions suivantes :

Vf(xko) =0
pour un certain indice ko € N ou

| V() I = 0.

Preuve. On suppose que Ualgorithme Wolfe steepest descent géneére une suite infinie {xy}, . -
D’apres Ualgorithme ,les vecteurs sy, et t;, sont obtenus en utilisant deux fois la méthode du gradient

avec la recherche linéaire inexacte de Wolfe. Alors on a

f (k) < fr) = fla)
et
S () < flsk)
Si le calcul de €5 est possible alors on a deux cas :

a) f(eh) < f(ty).Alors on a
flarin) = f(eh) < flaw).
ou bien
b) f(e5) > f(t) ou le calcule de % n’est pas possible.
Dans ce cas on a

flzr) = f(te) < flaw).

En tous cas :
f(xrgr) < flaw), £=0,1,2,... (4.44)
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D’autre part on a
8’2“ = Tpy1 + apdy (4.45)

ol dy, et o, dépend de S, Tk, tr, \i, €t (.

(4.44) implique que dy, est une direction de descente et donc d’apres le théoréme de Zoudentijk on a

> cos® (Ok) || gk |I°< o0 (4.46)
k=0

(4.46)implique
klim cos? (03) || gx [|?= 0 (4.47)

Il n’est pas difficile de démontrer qu’il existe § > 0 telle que :

cos(0g) >0 >0 (4.48)
pour tout k.
Notons
U = COS2 (‘9k> , U = Hng2 , W = Uk Vg (449)
(4.48), (4.49) impliquent
Up 7é 0, Vi = % (450)
U
et (4.47) nous donne
klim Wy = (4.51)
(4.48) et (4.50) impliquent
1
et (4.51), (4.52) donnent
Jim e =
et donc
lim [[gx =
|

4.4 RESULTATS NUMERIQUES ET COMPARAISONS

4.4.1 Résultat 1 :[18]

Les tests numériques effectués permettent de comparer I'algorithme de la plus forte pente avec

les c-steepest descent algorithmes .Les fonctions tests utilisées pour cette comparaison sont : la
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fonction de Rosenbrock et la fonction de Oren . Les tests numériques que nous présentons ici sont
trés significatifs en ce qui concerne I'accélération de la convergence .
Problémel : (la fonction Rosenbrock)

—_

n—

flz) = {100 (g1 —a?)* + (1 - :cl-)Q} cavec zg = (—1,1,..,(=1)"), z* = (1,...,1), f(z") =0
=1
Probleme2 : (la fonction de Oren)
n 2
flz) = [Z z:c2] cxo=(1,1,...,1), 2" =(0,...,0), f(z*)=0
=1
Probleme3 : (la fonction Penl)
2
n n 1 n
= —1)2+107° 20,2 = = (1,-1,1,-1,..)".
f(x) ;(‘xl ) + O (;xl 07 5> Y xo <n+17 7n+1>7:€ ( Y Y ) ) )

Probléme4 :(la fonction trigonométrique)

n

D

f@) =

1 1
= — ., — *=1(0,0,0,...,0 ) =0.
Zo (571’ 75%)’13 (7 ) ’ )7f(x)

Dans cette partie, on va adopter les notations suivantes:

n 2
n+i(l—cosx;) —sinz; — E COS T

j=1

n : la taille du probléme.

N : nombre des itération.

F, : la valeur de la fonction objective.

|VF|| : la norme du gradiant.

Comparaison de la méthode de la plus forte pente avec ’s—steepest descent algorithme
(Wynn et Gordellier)

Résultats numériques pour la fonction de Rosenbrock.

Tableau 4.1: steepest descent avec recherche linéaire exacte (dichotomie) .

koot Tk f(zx) | 9(@) ||

1 — (—1.20,1.000)  24.200 232.867

10 4.777 x 1079 (—1.009,1.019) 4.037 2.928

100 3.811 x 107 (—0.771,0.596) 3.138 3.092

200 8.999 x 1079 (0.147,0.018)  0.727 1.642

500 1.634 x 1079 (0.807,0.650)  3.726 x 10792 0.220

1000 1.243 x 107% (0.944,0.891)  3.095 x 1079 5.547 x 102
1500 1.161 x 1079 (0.981,0.962)  3.590 x 107%* 1.826 x 10792
2000 1.136 x 1079 (0.993,0.986)  4.538 x 107% 6.4229 x 1079
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k Tk

10 2.499 x 10793

100 4.999 x 1079
200 2.499 x 10793
500 2.499 x 10793

1000 1.250 x 1079
1500 2.499 x 1079
2000 4.999 x 1079

k th

10 9.024 x 1079
100  8.573 x 107
200 8.573 x 107
500 8.573 x 107%
1000 9.024 x 1079
1500 8.573 x 10~
2000 8.573 x 107%

k 178

10 2.499 x 10793
100 4.999 x 1079
200 2.499 x 1079
500 2.000 x 10702
1000 9.999 x 107%
1500 9.999 x 107
2000 1.250 x 10793

S
e

—1.200, 1.000)
—1.016, 1.035)
0.360, 0.123)

0.683, 0.466)
0.930, 0.865)
0.976,0.953)
0.988,0.977)
0.994, 0.989)

e N e N N N N

S
e

—1.200, 1.000)
—0.939, 0.878)
—0.483,0.248)
0.386,0.149)

0.737,0.543)
0.906,0.821)
0.989,0.978)
0.998,0.996)

e R N N N e T

8
ES)

—1.200, 1.000)
—1.016,1.03)
0.593, 0.347)
0.716,0.511)
0.927,0.859)
0.975,0.951)
0.988,0.977)
0.994, 0.989)

/\/\/\/\/‘\/‘\/\/‘\

Tableau 4.2: steepest descent avec recherche linéaire d’Armijo.

fan)

24.200

4.067

0.413

0.100

4.841 x 10703
5.501 x 10~
1.225 x 107
2.838 x 1079

f(xr)

24.200

3.765

2.221

0.376

6.894 x 10792
8.749 x 10793
1.117 x 107%
2.716 x 10796

Tableau 4.4: steepest descent avec recherche linéaire de Wolfe.

fan)

24.200

4.067

0.166

8.059 x 10792
5.380 x 1079
5.919 x 10~
1.279 x 107%
2.887 x 1079

I g(zx) |
232.867

3.239
1.399
0.409
0.124
2.304 x 10702
1.390 x 10792
1.037 x 10792

Tableau 4.3: steepest descent avec recherche linéaire de Goldestein.

I g(zx) |
232.867

5.702
2.956
1.221
0.428
0.142
1.356 x 10792
1.478 x 10793

I g(ze) |
232.867

3.239
0.762
0.455
0.332
8.178 x 10792
1.259 x 10792
6.108 x 107
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Tableau 4.5: c—steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N

2 646
10 696
100 768
1000 838
2000 860
10000 910

IVE|

1,050 x 10~°
1,0485 x 10~°
1,0336 x 10~°
1,0492 x 10~°
1,0347 x 1077
1,0343 x 10~°

F,

8,7210 x 10~
8,6373 x 10~
8,3944 x 10~ 11
8, 7060 x 10~ 1
8,5433 x 10~
8,4610 x 1011

Tableau 4.6: c—steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire deGoldestein.

n N
2 88
10 98
100 100
1000 108
2000 114
10000 122

IVEF]

1,050 x 1073
1,8424 x 1075
1,8792 x 1077
1,4885 x 1075
9,9578 x 1075
7,2350 x 1075

F,

1,5602 x 1071
1,2003 x 10~
2,0050 x 10~
1,4885 x 10710
9,5439 x 10~1
3,0391 x 10~11

Tableau 4.7: :—steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire de Wolfe.

n N

2 117
10 122
100 157
1000 202
2000 217
10000 151

IVE|

2,8950 x 1075
1,4885 x 1077
1,0709 x 10~°
5,0882 x 1075
1,1304 x 1077
1,1027 x 1077

F

4,7003 x 1010
1,9575 x 1010
1,0424 x 1010
1,4082 x 10~10
1,1384 x 1010
3,0391 x 10710

Tableau 4.8 : c—steepest descent algorithme (Cordellier) avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N
2 41
10 43
100 47
1000 53
2000 55

IVF]

0,6 x 1073
0,81 x 1075
0,92 x 1075
0,75 x 107°
0,64 x 107

F,

0,46 x 10710
0,83 x 10710
1,07 x 10710
0,71 x 10710
0,51 x 10710
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Résultats numériques pour la fonction de Oren.

Tableau 4.9 : Steepest descent avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N

2 6

10 14
100 67
1000 477
2000 1061

IVE]

0,90 x 1077
0,14 x 1075
0,69 x 1072
0,41 x 1075
0,18 x 1075

10000 N > 5000 /

0,61 x 10710
0,21 x 10-8
0,16 x 1077
0,68 x 107°
0,22 x 10710

Tableau 4.10: c—steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N
2 6

10 12
100 46
1000 96

IVF|

0,90 x 1077
0,68 x 107
0,88 x 1075
0,38 x 1075

2000 136 0,43 x 107°
10000 440 0,68 x 107°

0,61 x 10710
0,41 x 107?
0,15 x 1077
0,68 x 1078
0,99 x 1078
0,12 x 1078

Tableau 4.11: c—steepest descent algorithme (Cordellier) avec la recherche linéaire d’Ar-

mijo.

n N
2 7

10 10
100 25
1000 53
2000 89

IVE|

0,51 x 10°5
0,42 x 107°
0,72 x 1075
0,98 x 10°5
0,73 x 1075

0,13 x 1077
0,10 x 1077
0,22 x 1077
0,33 x 1077
0,22 x 1077
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Tableau 4.12: c—steepest descent algorithme (Cordellier) avec la recherche linéaire de Wolfe.

n N
2 7

10 10
100 25
1000 53
2000 84

IVF]|

5,104 x 10~
4,227 x 107
7,421 x 1078
9,834 x 10~
7,330 x 10~

Résultats numériques pour la fonction de Penl.

Tableau 4.13: Steepest descent avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N
50 10
100 18
1000 23

IVE]

F,

1,383 x 1078
1,075 x 10~8
2,279 x 1078
3,316 x 1078
2,242 x 1078

F

0,69 x 107°
0,64 x 1073
0,54 x 107°

3000 N >500 0,15 x 107*
10000 N > 500 /

0,21 x 10

0,74 x 10!
0,29 x 10*3
0,13 x 10*4

/

Tableau 4.14: :—steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N
50 6
100 7
1000 24
3000 22
10000 31

IVE|

0,42 x 106
0,78 x 105
0,81 x 1075
0,35 x 1075
0,97 x 10~

F,

0,21 x 107
0,74 x 10+
0,29 x 10+3
0,13 x 10+*
0,57 x 10+

Résultats numériques pour la fonction trigonométrique.

Tableau 4.15: Steepest descent avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N
10 4
50 4
100 3
1000 3

IvE|
0,12 x 107
0,2 x 1078

0,87 x 107°
0,26 x 107°

F,

0,38 x 10716
0,99 x 10718
0,19 x 10-10
0,17 x 1071
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Tableau 4.16: = —steepest descent algorithme (Wynn) avec la recherche linéaire d’Armijo.

n N |VF| F,

10 5 0,14x107% 0,49 x 10~
50 4 0,27x107° 0,18 x 10711
100 4 0,17 x107° 0,69 x 1012
1000 4 0,47 x 1079 0,54 x 10713

4.4.2 Résultat 2 :[14]

On va exposer dans cette partie des résultats numériques obtenus par implémentation de la mé-
thode Wolfe Epsilon Steepest Descent algorithm. Pour obtenir ces résultats, Degaichia et Benzine
ont utilisés les fonctions tests et leurs programmes en fortran tirés de ([2]). IIs ont utilisé les mémes
criteres que ceux utilisés dans ([3]). Les programmes ont été écrits en Fortran 90 et compilés dans
une station Intel Pen- tium 4 with 2 GHz. ils ont choisi 52 fonctions test pour des problemes sans
contraintes. Pour chaque fonction test, nous avons associé un nombre de variables croissant n =
2,10, 30, 50, 70, 100, 300, 500, 700, 900, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000.
On obtient ainsi 962 tests numériques. L algorithme implémente la méthode Wolfe Epsilon Stee-
pest Descent algorithm avec les conditions de Wolfe (1.4), (1.5) ([34], [35]). Lalgorithme s’arréte
quand ||V f(x)|| < 1076,
Pour comparer des algorithmes, ils ont utilisés le critére suivant : Soient f\L“! et f/AL¢2 les valeurs
optimales de f obtenus respectivement par ALG1 et ALG2, pour les problemes i = 1, ..., 962. Pour
le test 4, nous dirons que l'algorithmel : ALG1 est plus performent que le deuxiéme algorithme2
cALG2 si:

|fiALG1 — fALG2) 08

et si le temps C'PU accompli par ALG1 est inferieur au temps C'PU correspondant a ALG2. On
pourrait comparer aussi la performance par le nombre d’itérations.

Nous comparons a travers les tests numériques effectués, I'algorithme Wolfe Epsilon Steepest Des-
cent algorithm et ’Algorithme Armijo Epsilon Steepest descent, I'algorithme Epsilon steepest des-
cent algorithm version recherche linéaire exacte et enfin la méthode du gradient. Dans la Figure
1 on trouve le procédé de Dolan et Moré C' PU performance. Ce procédé montre clairement que
la méthode Wolfe Epsilon Steepest Descent algorithm est plus performente que I'Algorithme Ar-
mijo Epsilon Steepest descent, I'algorithme Epsilon steepest descent algorithm version recherche

linéaire exacte et la méthode du gradient.
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N
N
o 06K .
& :
05 .l w—\{0lfe Epsilon steepest descent aly 4
Armijo Epsilon Steepest descent alg
Exact Epsilon steepest descent aly
0.4 ]
Steepest descent alg
03 .
Dz L 1 1 1 1 1 1 L
1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45
i
figl

4.4.3 Conclusion

D’apres les tests numériques on a prouvé que la suite génerée par I'=-steepest descent algorithme
avec la formule de Cordellier donne de meilleurs résultats que I'=-steepest descent algorithme
avec la formule de Wynn et que Wolfe epsilon steepest descent est plus performant que les deux
autres .
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