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Introduction générale

Les théorèmes du point fixe sont les outils mathématiques de base en

montrant l’existence des solutions dans divers genres d’équations. La théorie

du point fixe est au coeur de l’analyse non linéaire puis qu’elle fournit les

outils nécessaires pour avoir des théorèmes d’existence dans beaucoup de

problèmes non-linéaires différents.

Le développement de la théorie de point fixe qui est la branche cardinale

de l’analyse non linéaire a donné un grand effet sur l’avancement de l’analyse

non linéaire. L’analyse non linéaire comme une branche autonome des ma-

thématiques a été développée dans les années 1950 par des mathématiciens

comme Browder, comme une combinaison de l’analyse fonctionnelle et de

l’analyse variationnelle.

Cependant, les premier résultats avaient déjà été obtenus dans les années

1920, les résultats non linéaires sont applicables à un large éventail domaines.

Plusieurs problèmes en physique, chimie, biologie, économie conduisent à des

modèles non linéaires. Les équations différentielles non linéaires et intégrales,

les inégalités variationnelles et plus de problèmes d’optimisation générale,

sont quelques uns des sujets importants dans l’analyse non linéaire.

Soit X un ensemble et T : X → X une application. Une solution d’une

equation Tx = x est appelée un point fixe de T . L’original de la théorie du
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point fixe une branche importante de l’analyse fonctionnelle non linéaire, qui

remonte à la dernière partie du XIXe siècle, le reste dans l’utilisation d’ap-

proximation successives de l’existence et l’unicité de la solution. Cette mé-

thode est associée aux noms de mathématiciens célèbres tels que Cauchy[15],

Liouville[27], Lipschitz[26], Peano[29], Picard[31]. En fait, les précurseurs de

la théorie du point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard.

Toutefois, c’est le mathématicien polonais Stefan Banach[4][5], qui est crédité

sur le placement d’une idée abstraite.

Vers 1922, Banach reconnu le rôle fondamentale de la complétude mé-

trique : une propriété partagée par l’ensemble de l’espace couramment exploi-

tées dans l’analyse. Pendant de nombreuses années, l’activité dans la théorie

du point fixe a été limitée à miroir extensions de principe de contraction de

Banach et ses applications multiples. La théorie acquise impute en grande

partie à de nouveaux résultat d’un travail de pionnier de Browder dans le

milieu des années Soixante.

La qualité ainsi que le montant de la recherche de la théorie des points

fixes dans l’espace métrique a grandement augmenté dans les années 1970. Les

descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvée l’existence

des théorèmes du point fixe en utilisant des applications contractive plus

généralisée que les applications contractive précédentes.

Parmi les nombreuses généralisations du principe de contraction de Ba-

nach qui ont été données dans différents types d’espaces métriques, nous rap-

pelons l’espace métrique généralisé donné par Perov[30] en 1964. C’était le

point tournant de l’arène des points fixes et donnait une nouvelle dimension.

L’idée de l’espace b-métrique a été initiée à partir du travail de Bakhtin
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[3] en 1989. Après, Czerwik [20] a donné un axiome qui était plus faible

que l’inégalité triangulaire et formellement défini un espace b-métrique en

vue de généraliser le théorème de la contraction de Banach. La théorie du

point fixe dans l’espace b-métrique est un domaine très dynamique dans la

recherche mathématique. Par la suite, de nombreux chercheurs ont prouvé

que la notion d’applications contractives définie précédemment dans l’espace

métrique ordinaire, peut s’étendre à l’espace b-métrique.

L’un des aspects importants à étudier, concernant le théorème de point

fixe commun dans l’espace b-métrique est d’obtenir les conditions nécessaires

et suffisantes impliquant l’existence d’un point fixe commun.

Dans ce travail, nous présenterons les faits historiques, des définitions

bien connues, et les théorèmes importants qui sont des théorèmes du point

fixe dans l’espace métrique.

Nous parlons sur l’espace métrique généralisé dans le deuxième chapiter

qui contient : des définition, des résulats principaux, l’application du théo-

rème de Perov, l’application du théorème de Schauder et une comparaison

entre la norme vectorielle et la norme scalaire.

Dans le troisième chapitre, nous allons démontrer des théorèmes de point

fixe pour des applications contractantes dans l’espace b-métrique et l’espace

b-métrique généralisé. L’originalité de ce travail est l’utilisation de la contrac-

tion dans un espace b-métrique généralisé pour démontrer l’existence et l’uni-

cité d’un point fixe commun sans l’utilisation de la condition de la continuité

dans un premier plan, et dans deuxième plan voir si le problème est bien

posé avec une application pour un système d’équations d’opérateurs sur ce

théorème.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de base nécessaires pour la

suite de cette étude. On présente aussi le principe de contraction de Banach.

Plusieurs généralisations de ce théorème sont présentées dans ce chapitre.

1.1 Notions de base

Définition 1.1.1 (Espace métrique) Un espace métrique (X, d) est un en-

semble non vide X muni d’une application d : X ×X → R+ appelée distance

ou métrique, vérifiant les propriétés suivantes :

i) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0⇔ x = y,

ii) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x) (la symétrie),

iii) ∀x, y, z ∈ X : d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (l’inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 .

1. Dans R, on peut considérer la distance d suivante dite distance usuelle :

d(x, y) = |x− y|, ∀x, y ∈ R.
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2. Dans Rn, on peut considérer les distances suivantes :

d∞(x, y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|}

dp(x, y) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|p
) 1

p

, pour p ≥ 1.

3. On peut définir une métrique sur un ensemble quelconque X, posant

pour x, y ∈ X :

d(x, y) =

{
0 si x = y
1 si x 6= y,

on l’appelle métrique discrète.

Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy) Une suite {xn}n∈N dans un espace

métrique (X, d) est dite de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃n(ε) ∈ N, ∀n,m ≥ n(ε) : d(xn, xm) < ε,

c’est à dire :

lim
n,m→+∞

d(xn, xm) = 0.

Exemple 1.1.2 Soit dans (R, |.|) une suite {Un}n∈N définie par :

Un =
1

n
.

Soit n,m ∈ N, n > m :

d(xn, xm) =

∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣n−mnm

∣∣∣∣
≤ n

nm

≤ 1

m
,
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alors lim
m→+∞

1

m
= 0, donc {Un} est une suite de Cauchy.

Définition 1.1.3 (Suite convergente) Soit (X, d) un espace métrique alors

{xn}n∈N une suite dans X est appelée suite convergente si et seulement si :

∀ε > 0,∃n(ε) ∈ N,∀n ≥ n(ε)⇒ d(xn, x) < ε,

on note alors

lim
n→+∞

xn = x.

Proposition 1.1.1 Toute suite convergente est de Cauchy, l’inverse est gé-

néralement faux.

Exemple 1.1.3 Soit la suite {xn} dans l’espace métrique (R− {1}, |.|), tel

que xn =
n

n+ 1
. On a lim

n→∞
xn = 1 /∈ R− {1}, donc la suite {xn} diverge.

Soit n,m ∈ N, n > m :

d(xn, xm) =

∣∣∣∣ n

n+ 1
− m

m+ 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n−m
(n+ 1)(m+ 1)

∣∣∣∣
≤ n

n(m+ 1)

≤ 1

m+ 1
,

alors lim
m→+∞

1

m+ 1
= 0. D’ou lim

n,m→+∞
d(xn, xm) = 0, donc la suite {xn} est

de Cauchy.

Définition 1.1.4 (Application continue) Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux

espaces métriques, T : X → Y une application et a ∈ X, on dit que T est

continue au point a si :

lim
x→a

T (x) = T (a),
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c’est à dire :

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀x ∈ X, dX(x, a) ≤ δ ⇒ dY (T (x), T (a)) < ε.

Définition 1.1.5 (Espace métrique complet) Un espace métrique (X, d)

est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

Définition 1.1.6 (Espace métrique compact) Un espace métrique (X, d)

est dit compact si toute suite d’éléments de (X, d) admet une suite extraite

convergeant vers un point de X. Une partie A de X est dite compacte si le

sous-espace métrique (A, d) est compact.

1.2 Les applications contractantes

Définition 1.2.1 (Application Lipschitzienne) Soient (X, dX) et (Y, dY )

deux espaces métriques et T : X −→ Y une application. On dit que T est

Lipschitzienne ou k-Lipschitzienne s’il existe une constante positive k ≥ 0

telle que :

∀x, y ∈ X, dY (Tx, Ty) ≤ kdX(x, y). (1.1)

• Le plus petit réel k qui vérifie (1.1) est appelé constante de Lipschitz.

• Si k ∈ [0, 1[, l’application T est dite contractante.

• Si k = 1, l’application T est dite non-expansive.

Définition 1.2.2 (Application contractive) Soit (X, d) un espace mé-

trique, l’application T : X −→ X est dite contractive si :

d(Tx, Ty) < d(x, y), ∀x, y ∈ X avec x 6= y.
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Notons que contraction ⇒ contractive ⇒ non-expansive ⇒ Lipschit-

zienne, et que toute ces applications sont continues.

Définition 1.2.3 Soit (X, d) un espace métrique et T : X −→ X une ap-

plication, on dit qu’un point x ∈ X est un point fixe de T si et seulement si

T (x) = x.

1.3 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe

de contraction de Banach ou théorème du point fixe de Picard, est apparu

pour la première fois en 1922 dans le cadre de la résolution d’une équation in-

tégrale. Notons que ce théorème est une abstraction de la méthode classique

des approximations successives introduite par Liouville (en 1837) et déve-

loppée par la suite par Picard (en 1890). A cause de sa simplicité et de son

utilité, ce théorème est largement utilisé dans plusieurs branches de l’analyse

mathématique, en particulier, dans la branche des équations différentielles.

Le théorème du point fixe de Banach a connu de diverses généralisations dans

différents espaces.

Théorème 1.3.1 [5] (Principe de contraction de Banach) Soit (X, d)

un espace métrique complet et T : X → X une application contractante de

constante de contraction k. Alors T a un point fixe unique dans X.

Preuve. (1) Existence : Soit (xn)n∈N la suite définie par :{
x0 ∈ X
xn+1 = Txn, n ∈ N.
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Montrons que (xn)n∈N est de Cauchy. Soient m,n ∈ N avec m ≤ n :

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xn)

≤ d(xm, xm+1) + d(xm+1, xm+2) + . . .+ d(xn−1, xn)

≤ kmd(x0, x1) + km+1d(x0, x1) + . . .+ kn−1d(x0, x1)

≤
(
km + km+1 + ...+ kn−1

)
d(x0, x1).

Mais

(
km + km+1 + ...+ kn−1

)
= km

(
1− kn−m

1− k

)
=

km

1− k
(1− kn−m).

D’où

d(xm, xn) ≤
km

1− k
(1− kn−m)d(x0, x1).

On a

1− kn−m < 1,

donc

d(xm, xn) ≤
km

1− k
d(x0, x1).

Supposons que d(x0, x1) 6= 0, pour que d(xm, xn) < ε, il suffit que :

km

1− k
d(x0, x1) < ε.

Alors (xn)n est de Cauchy dans X et comme (X, d) est complet, donc la suite

(xn)n est convergente dans X.

Soit α = lim
n→+∞

xn, α ∈ X. Montrons que α est un point fixe de T .

D’après la continuité de T , on a :

∀n ∈ N, xn+1 = Txn
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⇒ lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

Txn

⇒ α = T ( lim
n→+∞

xn) = T (α).

Donc α = Tα, d’où α est un point fixe de T .

2) L’unicité :

Supposons qu’il existe α1, α2 ∈ X tel que α1 6= α2, avec α1 = Tα1 et α2 =

Tα2.

On a

d(Tα1, Tα2) ≤ kd(α1, α2)

d(α1, α2) ≤ kd(α1, α2).

Par conséquent, d(α1, α2) = 0 ce qui entraîne α1 = α2.

Remarque 1.3.1 Les hypothèses du théorème du point fixe de Banach sont

réellement nécessaire si nous en négligeons seulement une, alors il se peut

que le point fixe n’existe pas.

1.4 Quelques types de contractions

Il existe diverses versions modifiées (extensions) du théorème de contrac-

tion de Banach dans la littérature. Généralement, si l’une des hypothèses

est affaiblie les autres doivent être renforcées. La complétude de l’espace est

généralement indispensable. Dans ce qui suit, on présente quelques variantes

du principe de contraction de Banach.

1.4.1 Contraction de Rakotch

Après les travaux de Banach, il y a eu de nombreux essais pour améliorer

et généraliser le problème d’existence et d’unicité, l’un de ces travaux fut
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celui de Rakotch [33], où il a remplacé la constante de la contraction par une

fonction positive, décroissante à image dans l’intervalle [0,1[.

Théorème 1.4.1 [33] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X

une application satisfaisant :

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y), pour chaque x, y ∈ X,

où α : R+ → [0, 1) est une fonction décroissante. Alors T admet un point fixe

unique dans X.

1.4.2 Contraction de Kannan

N’importe quelle contraction est continue sur X. Il est normal de poser la

question s’il existe des conditions contractive, qui n’impliquent pas la conti-

nuité de T . Cette question a été répondu d’une manière affirmative par R.

Kannan [25] en 1968.

Définition 1.4.1 [25] Soit (X, d) un espace métrique et T : X → X. On dit

que T est une application de Kannan s’il existe h ∈ [0, 1
2
[, tel que :

d(Tx, Ty) ≤ h[d(x, Tx) + d(y, Ty)], pour tout x, y ∈ X.

Théorème 1.4.2 Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une

application de Kannan. Alors T admet un point fixe unique dans X.

1.4.3 Contraction de Reich

Théorème 1.4.3 [35] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X

une application satisfaisant la condition suivante :
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s’il existe des nombres positifs a, b, c avec a+ b+ c < 1, tels que, pour tous

x, y ∈ X :

d(Tx, Ty) ≤ ad(x, Tx) + bd(y, Ty) + cd(x, y).

Alors T admet un point fixe unique dans X.

1.4.4 Contraction de Hardy et Rogers

Théorème 1.4.4 [22] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X

une application satisfaisant la condition suivante :

s’il existe des nombres positifs ai avec
5∑

i=1

ai < 1, tels que, pour tous x, y ∈ X :

d(Tx, Ty) ≤ a1d(x, y) + a2d(x, Tx) + a3d(y, Ty) + a4d(x, Ty) + a5d(y, Tx).

Alors T admet un point fixe unique dans X.
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Chapitre 2

Espace métrique généralisé

Dans ce chapitre, on introduit la notion d’espace métrique généralisé,

en définissant ce qu’on appelle une métrique à valeurs vectorielles. Dans ce

contexte on présente l’un des outils de la théorie du point fixe appelé le

théorème de Perov [30]. Ce théorème est considéré comme un principe de

contraction généralisé. Pour monter l’utilité de l’espace métrique généralisé,

on présente une comparaison entre la norme vectorielle et la norme scalaire.

2.1 Définitions de base résultats auxiliaires

Définition 2.1.1 [30] Un espace métrique généralisé (X, d) est un ensemble

X muni d’une application d : X ×X → Rn
+ appelée distance ou métrique gé-

néralisé, qui satisfait les propriétés suivantes :

i) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0⇔ x = y

ii) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x)

iii) ∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Remarque 2.1.1 Ici, l’inégalité entre deux éléments de Rn est définie com-
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posante par composante.

Définition 2.1.2 [40] Soit la matrice A ∈ Mn×n(R+) où Mn×n(R+) est

l’ensemble des matrices carrées à termes non négatifs. On dit que la matrice

A converge vers zéro si et seulement si Ak → 0, quand k → ∞ (Ak → 0 :

zéro matrice).

Définition 2.1.3 [30] Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Un opéra-

teur f : X → X est dit A-contraction si et seulement si :

1. La matrice A ∈Mn×n(R+) converge vers zéro.

2. d(f(x), f(y)) ≤ Ad(x, y), pour tout x, y ∈ X.

Définition 2.1.4 [36] Soit (X, d) un espace métrique généralisé. On dit que

f : X → X est un opérateur de Picard si :

i) Fix(f) = x∗.

ii) Pour tout x0 ∈ X, la suite xn = fn(x0) converge vers le point fixe de f .

2.2 Résultats principaux

2.2.1 Théorie du point fixe de Perov

Théorème 2.2.1 ( Théorème de Perov [30]) : Soit (E, d) un espace mé-

trique généralisé complet avec d : E×E → Rn et soit l’application N : E → E,

tel que

d(N(u), N(v)) ≤Md(u, v), ∀u, v ∈ E,

où M est un matrice carrée de composantes non négatives. Si la matrice M

converge vers zéro, alors :
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1. N admet un point fixe unique u.

2. d(Nk(v), u) ≤Mk(I −M)−1d(N(v), v), pour tout v ∈ E et k ≥ 1.

Lemme 2.2.1 ([32],[37]) Soit la matrice M ∈ Mn×n(R+) . Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. M est une matrice convergente vers zéro.

2. (I −M) est une matrice non-singulier (inversible) et

(I −M)−1 = I +M +M2 + . . .

3. Les valeurs propres deM sont dans le disque ouvert, c’est-à-dire | λ |< 1,

pour tout λ ∈ C et det(M − λI) = 0.

4. La matrice (I −M) est non-singulier et (I −M)−1 a des éléments non

négatifs.

Nous concluons cette partie par un autre résultat abstrait bien connu

dans l’analyse fonctionnelle non linéaire.

Théorème 2.2.2 (Schauder) Soit E un espace de Banach, D une partie

fermé, borné et convexe dans E. Alors toute application continue N : D → D

possède au moins un point fixe.

Dans la suite, nous intéressons à la solvabilité du système d’opérateur

semi-linéaire de la forme : {
N1(u1, u2) = u1
N2(u1, u2) = u2

(2.1)

dans un espace de Banach X avec la norme |.|. Soit Ni : X
2 → X(i = 1, 2)

des opérateurs non linéaires.
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Il est clair que le système (2.1) peut être présenté comme un problème du

point fixe :

N(u) = u (2.2)

dans l’espace X2, où u = (u1, u2) et N = (N1, N2). Le but de cette partie est

de montrer qu’on peut obtenir des résultats amélioré pour le système (2.1),

si dans X2 on considère la norme vectorielle

‖u‖ =
(
|u1|
|u2|

)
(2.3)

pour u = (u1, u2) ∈ X2, au lieu de la norme scalaire habituelle :

|u|l = |u1|+ |u2|,

|u|m = max{|u1|, |u2|}, ou

|u|e =
√
|u1|2 + |u2|2.

2.3 Application du théorème de Perov

Au début, nous présentons une application du théorème de Perov pour le

système (2.1).

Théorème 2.3.1 Supposons que pour chaque i ∈ {1, 2}, il existe des nombres

non négatifs ai et bi tel que :

| Ni(u1, u2)−Ni(v1, v2) |≤ ai | u1 − v1 | +bi | u2 − v2 | (2.4)

pour tout u1, u2, v1, v2 ∈ X. De plus, nous supposons que

M =

[
a1 b1
a2 b2

]
est une matrice convergente vers zéro. (2.5)

Alors (2.1) admet une solution unique u = (u1, u2) dans X2 et Nk
i (v)→ ui,

quand k →∞, pour chaque v ∈ X2 et i = 1, 2.
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Preuve. La condition (2.4) peut être réécrit comme suit :

‖ N(u)−N(v) ‖≤M ‖ u− v ‖.

Ainsi, le théorème du point fixe de Perov est applicable avec E = X2 et

d(u, v) =‖ u− v ‖.

2.4 Application du théorème de Schauder

Théorème 2.4.1 Supposons que pour chaque i ∈ {1, 2}, l’opérateur Ni est

continue et qu’il existe des nombres non négatifs ai, bi et ci, tel que :

|Ni(u1, u2)| ≤ ai|u1|+ bi|u2|+ ci (2.6)

pour tout u1, u2 ∈ X. De plus, supposons que la condition (2.5) est satisfaite.

Alors (2.1) admet au moins une solution u = (u1, u2) avec[
|u1|
|u2|

]
≤ (I −M)−1

[
c1
c2

]
.

Preuve. On peut écrire (2.6) sous forme de matrice comme suit :[
|N1(u)|
|N2(u)|

]
≤M

[
|u1|
|u2|

]
+

[
c1
c2

]
. (2.7)

On applique le théorème de Schauder pour une restriction de N à un sous

ensemble de X2 de la forme :

D = {u = (u1, u2) ∈ X2 : |u1| ≤ R1 et |u2| ≤ R2}.

Ainsi, le problème d’existence se réduit à la condition d’invariance N(D) ⊂ D.

Par conséquent, il faut trouver deux nombres non négatifs R1, R2 tel que :

|u1| ≤ R1, |u2| ≤ R2 implique |N1(u)| ≤ R1, |N2(u)| ≤ R2.
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D’après (2.7), si |ui| ≤ Ri pour i = 1, 2, alors[
|N1(u)|
|N2(u)|

]
≤M

[
R1

R2

]
+

[
c1
c2

]
.

Par conséquent, il suffirait que

M

[
R1

R2

]
+

[
c1
c2

]
=

[
R1

R2

]
qu’est [

R1

R2

]
= (I −M)−1

[
c1
c2

]
. (2.8)

L’équation (2.8) nous donne des constantes non négatives R1, R2, puisque

c1, c2 ≥ 0 et (I−M)−1 a des éléments non négatifs d’après le lemme (2.2.1)(4).

2.5 Comparaison entre la norme vectorielle et
la norme scalaire

Le but de cette partie est de montrer que les résultats de la section (2.3.1),

obtenu en utilisant la norme vectorielle (2.3) sont meilleurs que les résultats

où on utilise la norme scalaires dans X2.

1. D’abord, on considère la norme scalaire |u|l=|u1|+ |u2|. Alors, si N1, N2

vérifiant les conditions de lipschitz (2.4), on obtient :

|N(u)−N(v)|l ≤ max{a1 + a2, b1 + b2}|u− v|l (2.9)

pour tout u, v ∈ X2. De la même manière , si N1, N2 satisfaisant (2.6),

alors

|N(u)|l ≤ max{a1 + a2, b1 + b2}|u|l + c1 + c2. (2.10)
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Enfin, si N1, N2 sont comme dans le théorème (2.4.1), et u est une

solution quelconque de : {
λN1(u1, u2) = u1
λN2(u1, u2) = u2

Alors

|u|l ≤ max{a1 + a2, b1 + b2}|u|l + c1 + c2. (2.11)

Ainsi, le principe de contraction de Banach et le théorème de Schauder

peut être appliquer à condition que

α = max{a1 + a2, b1 + b2} < 1. (2.12)

2. Si dans X2, on considère la norme scalaire |u|m = max{|u1|, |u2|}, alors

les formules correspondantes pour (2.9)-(2.11) sont respectivement :

|N(u)−N(v)|m ≤ max{a1 + b1, a2 + b2}|u− v|m

|N(u)|m ≤ max{a1 + b1, a2 + b2}|u|m +max{c1 + c2}

|u|m ≤ max{a1 + b1, a2 + b2}|u|m +max{c1 + c2}.

Ainsi, avec ce choix de la norme scalaire dans X2, les trois résultats pré-

cédents de l’analyse fonctionnelle non linéaire s’appliquent à condition

que

β = max{a1 + a2, b1 + b2} < 1.

3. De la même manière, si dans X2 on considère la norme euclidienne

|u|e =
√
|u1|2 + |u2|2, alors les formules correspondantes pour (2.9)-
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(2.11) sont respectivement :

|N(u)−N(v)|e ≤
√
a21 + a22 + b21 + b22|u− v|e

|N(u)|e ≤
√
a21 + a22 + b21 + b22|u|e +

√
c21 + c22

|u|e ≤
√
a21 + a22 + b21 + b22|u|e +

√
c21 + c22.

Ainsi, la condition d’applicabilité des résultats abstraits ci-dessus est

l’inégalité suivante :

γ = a21 + a22 + b21 + b22 < 1. (2.13)

Les exemples suivants montrent qu’en général la condition queM est une

matrice convergente vers zéro et plus faible que les conditions (2.12)-(2.13)

Exemple 2.5.1 Soit M =

[
a a
b b

]
, les valeurs propres de M sont : λ1 = 0,

λ2 = a+b. Par conséquent, M converge vers zéro si et seulement si a+b < 1.

D’autre part :

α = a+ b, β = max{2a, 2b}, γ = 2(a2 + b2).

Ainsi, chacune de ces condition β < 1 et γ < 1 sont plus restrictive que la

condition M converge vers zéro.

Exemple 2.5.2 Soit M =

[
a b
a b

]
, les valeurs propres de M sont : λ1 = 0,

λ2 = a+ b. Alors M converge vers zéro si et seulement si a + b < 1. Main-

tenant :

α = max{2a, 2b}, β = a+ b, γ = 2(a2 + b2).

Ainsi, chacune de ces condition α < 1 et γ < 1 sont plus restrictive que la

condition M converge vers zéro.
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Exemple 2.5.3 SoitM =

[
a b
0 c

]
, les valeurs propres deM sont : λ1 = a,λ2 = c.

AlorsM converge vers zéro si et seulement si max{a, c} < 1. Par conséquent :

α = max{a, b+ c}, β = max{a+ b, c}, γ = a2 + b2 + c2.

Ainsi, chacune de ces condition α < 1, β < 1 et γ < 1 sont plus restrictive

que la condition M converge vers zéro.
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Chapitre 3

Théorème du point fixe dans un
espace b-métrique et espace
b-métrique généralisé

3.1 Théorème du point fixe dans un espace
b-métrique

La notion d’espace b-métrique a été introduite par Bakhtin dans [3] où il a

généralisé la notion d’espace métrique. Par la suite, cette notion a été utilisé

par Czerwik dans [19] où il a donné une caractérisation du célèbre théorème

du point fixe de Banach dans le contexte d’espace b-métrique complet. Après

Czerwik plusieurs auteurs sont intéressés a l’existence et l’unicité du point

fixe dans le cadre d’espaces b-métrique voir ([2], [20], [19], [23], [28], [34], [1],

[9],[11], [12]).

Dans de ce chapitre, on va présenter une étude qui améliore et généralise

des résultats obtenue par M. Boriceanu dans [7] en utilisant une hypothèse

plus faible que la condition de la continuité qui a été utilisée par M. Boriceanu.

De plus, l’étude du problème bien posé est aussi discutée.
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Définition 3.1.1 [21] Soit X un ensemble non vide et s ≥ 1 un nombre réel

donné. L’application d : X ×X → R+ est appelée b-métrique si les conditions

suivantes sont vérifiées :

i) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0⇔ x = y

ii) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x)

iii) ∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ s[d(x, y) + d(y, z)].

Le couple (X, d) est un espace b-métrique.

Notant que l’espace métrique (habituel) est évidemment un espace b-

métrique. Cependant, Czerwik dans [21] montre qu’une b-métrique sur X

n’est pas nécessairement une métrique surX (voir aussi [8], [13]). Les exemples

suivants montrent qu’une b-métrique sur X n’est pas nécessairement une mé-

trique sur X.

Exemple 3.1.1 Soit X = {x1, x2, x3} et d : X ×X → R+ tel que :

d(x1, x2) = a ≥ 2, d(x1, x3) = d(x2, x3) = 1, d(xn, xn) = 0 et d(xn, xk) = d(xk, xn),

pour n, k = 1, 2, 3. Alors

d(xn, xk) ≤
a

2
[d(xn, xi) + d(xi, xk)], pour n, k, i = 1, 2, 3.

Donc (X, d) est un espace b-métrique. Si a > 2 l’inégalité triangulaire n’est

pas vérifiée, alors (X, d) n’est pas un espace métrique.

Exemple 3.1.2 Soit (X, d) un espace métrique et ρ(x, y) = [d(x, y)]p, où

p > 1 est un nombre réel. Nous montrons que ρ est une b-métrique avec

s = 2p−1.
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Évidemment, les conditions (1) et (2) de la définition (3.1.1) sont satis-

faites. Si 1 < p < ∞ alors la convexité de la fonction f(x) = xp(x > 0)

implique que : (
a+ b

2

)p

≤ 1

2
(ap + bp) ,

c’est-à-dire que (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) est vérifiée.

Ainsi, pour chaque x, y, z ∈ X, on a :

ρ(x, y) = (d(x, y))p

≤ (d(x, z) + d(z, y))p

≤ 2p−1((d(x, z))p + (d(z, y))p)

= 2p−1(ρ(x, z) + ρ(z, y)).

Donc, la condition (3) de la définition (3.1.1) est vérifiée et ρ est une b-

métrique. Notant que (X, ρ) n’est pas nécessairement un espace métrique.

Par exemple, si X = R est l’ensemble des nombres réels et d(x, y) = |x−y|

une distance usuelle, alors ρ(x, y) = (x− y)2 est une b-métrique sur R avec

s = 2, mais n’est pas une métrique sur R, car l’inégalité triangulaire d’une

métrique n’est pas vérifiée.

Maintenant, nous présentons les notions de convergence, compacité, fermé

et complet dans un espace b-métrique.

Définition 3.1.2 [10] Soit (X, d) un espace b-métrique alors la suite {xn}n∈N
dans X est convergente si et seulement s’il existe x ∈ X tel que d(xn, x)→ 0,

quand n→ +∞. Dans ce cas, on écrit lim
n→+∞

xn = x.

Définition 3.1.3 [10] Une suite {xn}n∈N dans un espace b-métrique (X, d)

est dite de Cauchy si et seulement si d(xn, xm)→ 0, quand n,m→ +∞.
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Proposition 3.1.1 [10] Dans un espace b-métrique (X, d), les propriétés

suivantes sont vérifiées :

1. une suite convergente a une limite unique,

2. chaque suite convergente est de Cauchy,

3. en général, la distance b-métrique n’est pas continue.

Exemple 3.1.3 Soit X = N ∪ {∞} et soit d : X ×X → R est définie par

d(m,n) =


0, si n = m,∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ , si l’un de n,m est pair et l’autre est pair ou ∞,

5, si n,m sont impair et m 6= n,
2, sinon.

Ensuit, en considérant tous les cas possibles, on peut vérifier que (X, d) est un

espace b-métrique avec s =
5

2
. Cependant, soit xn = 2n pour chaque n ∈ N.

Alors

d(2n,∞) =
1

2n
→ 0 quand n→ +∞.

C’est à dire, xn → +∞, mais d(x2n, 1) = 2 9 5 = d(+∞, 1) quand n→ +∞.

Définition 3.1.4 [10] Soit (X, d) un espace b-métrique. Si Y est un sous

ensemble non vide de X, alors la fermeture Y de Y est l’ensemble des limites

de toutes les suites convergentes dans Y , c’est-à-dire :

Y = {x ∈ X : il existe une suite {xn} dans Y tel que lim
n→+∞

xn = x}.

Définition 3.1.5 Soit (X, d) un espace b-métrique. Alors un sous ensemble

Y ⊂ X est appelé compact si et seulement si toute suite de Y admet une sous

suite convergente dans Y .
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Définition 3.1.6 Soit (X, d) un espace b-métrique et Y une partie de X.

On dit que Y est fermé si et seulement si toute suite (xn)n∈N de Y converge

vers un élément de Y .

Définition 3.1.7 [10] L’espace b-métrique (X, d) est complet si chaque suite

de Cauchy dans X converge.

3.2 Théorème du point fixe dans un espace
b-métrique généralisé

Définition 3.2.1 Soit X un ensemble non vide et s ≥ 1 un nombre réel

donné. L’application d : X ×X → Rn
+ est appelée b-métrique généralisé à

condition que :

i) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = 0⇔ x = y

ii) ∀x, y ∈ X : d(x, y) = d(y, x)

iii) ∀x, y, z ∈ X : d(x, z) ≤ s[d(x, y) + d(y, z)].

Le couple (X, d) est un espace b-métrique généralisé.

Remarque 3.2.1 Dans la définition précédente, si n = 1 alors nous obte-

nons le concept d’espace b-métrique introduit par Bakhtin.

L’avantage d’utiliser une b-métrique est d’obtenir des résultats concrets,

non seulement en ce qui concerne l’existence du point fixe, mais aussi en ce

qui concerne la convergence d’une suite d’approximation successive et l’étude

de problème du point fixe bien posé.
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Remarque 3.2.2 Si α, β ∈ Rn avec α = (α1, . . . , αn) et β = (β1, . . . , βn) et

c ∈ R, alors α ≤ β veut dire αi ≤ βi, pour tout i ∈ N∗ et par α ≤ c veut dire

αi ≤ c, pour tout i ∈ N∗.

Maintenant, nous présentons les notions de convergence, compacité, fermé

et complet dans un espace b-métrique généralisé.

Définition 3.2.2 Une suite (xn)n∈N dans un espace b-métrique généralisé

(X, d) est dite de Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0,∃n(ε) ∈ N,∀n,m ≥ n(ε); d(xn, xm) < ε.

Définition 3.2.3 Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé alors (xn)n∈N

une suite dans X est appelée suite convergente si et seulement s’il existe

x ∈ X tel que pour tout ε > 0 il existe n(ε) ∈ N tel que pour tout n ≥ n(ε)

on a d(xn, x) < ε. Dans ce cas, on note lim
n→+∞

xn = x.

Remarque 3.2.3 La suite (xn)n∈N converge vers x ∈ X si et seulement si

lim
n→+∞

d(xn, x) = 0.

Définition 3.2.4 Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé. Alors un sous

ensemble Y ⊂ X est appelé compact si et seulement si toute suite de Y admet

une sous suite convergente dans Y .

Définition 3.2.5 Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé et Y une partie

de X. On dit que Y est fermé si et seulement si toute suite (xn) de Y converge

vers un élément de Y .

Définition 3.2.6 L’espace b-métrique généralisé (X, d) est complet si chaque

suite de Cauchy de X converge.
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Définition 3.2.7 Une matrice C ∈ Mn×n(R+) est dite convergente vers

zéro si et seulement si

Ck → 0, quand k →∞.

Pour d’autres exemples sur les matrices convergeant vers zéro, voir Turinici

[39].

Notant que, pour prouver les résultats principaux, nous avons besoin du

théorème suivant, dont une partie est un résultat classique en analyse matri-

cielle, voir [32].

Théorème 3.2.1 [32] Soit C ∈ Mn×n(R+). Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

(i) C est une matrice convergente vers zéro.

(ii) Les valeurs propres de C sont dans le disque ouvert, c’est-à-dire | λ |< 1,

pour tout λ ∈ C avec det(C − λI) = 0.

(iii) (I − C) est une matrice inversible et

(I − C)−1 = I + C + C2 + ...+ Cn + . . .

(iv) La matrice (I−C) est inversible et (I−C)−1 a des éléments non négatifs.

(v) Cnq → 0 et qCn → 0 quand n→∞, pour chaque q ∈ Rn.

La notion de bien posé a été traitée dans de nombreux articles, par

exemple l’article de M. Boriceanu [8].

Définition 3.2.8 Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé et f, g : (X, d)→ (X, d)

deux application. On dit que le problème du point fixe de f et g est bien posé

si :
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i) f et g admet un point fixe commun unique z ∈ X.

ii) Pour toute suite {xn} ∈ X tel que lim
n→+∞

d(f(xn), xn) = 0 ou lim
n→+∞

d(g(xn), xn) = 0,

nous avons lim
n→+∞

d(xn, z) = 0.

Le premier résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 3.2.2 Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé complet, sup-

posons qui les opérateurs f, g : X → X satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M,N,P ∈Mn×n(R+) avec :

(i) (I−N−Ps) est inversible (I−N−Ps)−1 ∈Mn×n(R+) et (I − sN − s2P )

est inversible et (I − sN − s2P )−1 ∈Mn×n(R+),

(ii) sC converge vers zéro, où C = (I −N − Ps)−1(M +N + Ps),

(iii) d(f(x), g(y)) ≤Md(x, y) +N [d(x, f(x)) + d(y, g(y))] + P [d(x, g(y)) + d(y, f(x))],

pour tout x, y ∈ X.

Alors :

1. f et g admet un point fixe commun z dans X.

2. Si, de plus (I−M−2P ) est inversible et (I−M−2P )−1 ∈Mn×n(R+),

alors z est unique.

3. Si (I−s(M+P )−s2P ) est inversible et (I − s(M + P )− s2P )−1 ∈Mn×n(R+),

alors le problème du point fixe (de f et g) est bien posé.

Preuve. 1. Soit x0 un point de X, on considère la suite d’approxima-

tions successives (xn)n∈N pour f et g, définie par :

x2n+1 = f(x2n), n = 0, 1, . . .

x2n+2 = g(x2n+1), n = 0, 1, . . .
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On a :

d(x2n, x2n+1) = d(g(x2n−1), f(x2n))

≤ Md(x2n−1, x2n) +N [d(x2n, f(x2n)) + d(x2n−1, g(x2n−1))]

+P [d(x2n, g(x2n−1)) + d(x2n−1, f(x2n))]

= Md(x2n−1, x2n) +N [d(x2n, x2n+1) + d(x2n−1, x2n)]

+Pd(x2n−1, x2n+1)

≤ Md(x2n−1, x2n) +N [d(x2n, x2n+1) + d(x2n−1, x2n)]

+Ps[d(x2n−1, x2n) + d(x2n, x2n+1)].

Cela implique que :

d(x2n, x2n+1) ≤ (I−N−Ps)−1(M+N+Ps)d(x2n−1, x2n) = Cd(x2n−1, x2n).

De manière similaire, on a :

d(x2n+1, x2n+2) = d(f(x2n), g(x2n+1))

≤ Md(x2n, x2n+1) +N [d(x2n, f(x2n)) + d(x2n+1, g(x2n+1))]

+P [d(x2n, g(x2n−1)) + d(x2n+1, f(x2n))]

= Md(x2n, x2n+1) +N [d(x2n, x2n+1) + d(x2n+1, x2n+2)]

+Pd(x2n, x2n+2)

≤ Md(x2n, x2n+1) +N [d(x2n, x2n+1) + d(x2n+1, x2n+2)]

+Ps[d(x2n, x2n+1) + d(x2n+1, x2n+2)].

Ainsi

d(x2n+1, x2n+2) ≤ (I−N−Ps)−1(M+N+Ps)d(x2n, x2n+1) = Cd(x2n, x2n+1).
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On obtient :

d(xn, xn+1) ≤ Cnd(x0, x1), pour chaque n ∈ N.

Pour prouver que (xn)n∈N est une suite de Cauchy, nous estimons

d(xn, xn+p) en utilisant l’inégalité triangulaire :

d(xn, xn+p) ≤ sd(xn, xn+1) + s2d(xn+1, xn+2) + . . .+ sp−2d(xn+p−3, xn+p−2)

+sp−1d(xn+p−2, xn+p−1) + sp−1d(xn+p−1, xn+p)

≤ sCnd(x0, x1) + s2Cn+1d(x0, x1) + . . .+ sp−2Cn+p−3d(x0, x1)

+sp−1Cn+p−2d(x0, x1) + sp−1Cn+p−1d(x0, x1)

= sCnd(x0, x1)[I + sC + . . .+ sp−2Cp−2 + sp−2Cp−1]

≤ sCnd(x0, x1)[I + sC + . . .+ sp−2Cp−2 + sp−1Cp−1]

≤ sCnd(x0, x1)(I − sC)−1

≤ (sC)nd(x0, x1)(I − sC)−1.

Notez que (I − sC) est inversible puisque sC converge vers zéro. Cela

implique que (xn)n∈N est une suite de Cauchy. En utilisant le fait que

(X, d) est complet, nous obtenons que (xn)n∈N converge dans X. Ainsi,

il existe z ∈ X tel que d(xn, z)→ 0, quand n→∞.

Maintenant, nous montrons que z est un point fixe pour f en estimant

d(f(z), z), on obtient :

d(f(z), z) ≤ sd(f(z), g(x2n+1)) + sd(x2n+2, z)

d(f(z), z)− sd(x2n+2, z) ≤ sd(f(z), g(x2n+1))
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et

d(f(z), g(x2n+1)) ≤ Md(z, x2n+1) +N [d(z, f(z)) + d(x2n+1, g(x2n+1))]

+P [d(z, g(x2n+1)) + d(x2n+1, f(z))]

= Md(z, x2n+1) +N [d(z, f(z)) + d(x2n+1, x2n+2)]

+P [d(z, x2n+2) + d(x2n+1, f(z))].

On obtient :

d(f(z), z)− sd(x2n+2, z) ≤ sMd(z, x2n+1) + sN [d(z, f(z)) + d(x2n+1, x2n+2)]

+sP [d(z, x2n+2) + s(d(x2n+1, z) + d(z, f(z)))].

Passant à la limite et comme (I−sN−s2P ) est inversible et (I − sN − s2P )−1 ∈

Mn×n(R+), donc z est un point fixe pour f .

Pour montrer que g(z) = z en utilisant la condition (iii), on trouve :

d(z, g(z)) = d(f(z), g(z))

≤ Md(z, z) +N [d(z, f(z)) + d(z, g(z))] + P [d(z, g(z)) + d(z, f(z))].

On obtient :

(I −N − P )d(z, g(z)) ≤ 0.

Notant que (I −N −P ) est inversible et (I −N − P )−1 ∈Mn×n(R+),

alors z = g(z), donc z est un point fixe commun pour f et g.

2. Maintenant, nous montrons que f et g ont un point fixe commun unique.

Nous supposons qu’il existe un autre point fixe w pour f , en utilisant
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la condition (iii), on aura :

d(w, z) = d(f(w), g(z))

≤ Md(w, z) +N [d(w, f(w)) + d(z, g(z))] + P [d(w, g(z)) + d(z, f(w))]

≤ (M + 2P )d(w, z).

On obtient :

(I −M − 2P )d(w, z) ≤ 0.

Comme (I −M − 2P ) est inversible et (I −M − 2P )−1 ∈Mn×n(R+),

donc z est un point fixe commun unique pour f et g.

3. D’aprés les résultats précédents, nous savons que f et g ont un unique

point fixe commun z dans X. Soit (xn)n∈N une suite du point dans X

tel que lim
n→∞

d(f(xn), xn) = 0 ou lim
n→∞

d(g(xn), xn) = 0, on a :

d(xn, z) ≤ s(d(xn, g(xn)) + d(g(xn), f(z)))

et

d(g(xn), f(z)) ≤ Md(xn, z) +N [d(xn, g(xn)) + d(z, f(z))]

+P [d(xn, f(z)) + d(z, g(xn))]

≤ Md(xn, z) +Nd(xn, g(xn)) + Pd(xn, z) +

Ps[d(z, xn) + d(xn, g(xn))]

on obtient :

d(xn, z) ≤ sd(xn, g(xn)) + s[Md(xn, z) +Nd(xn, g(xn)) + Pd(xn, z)

+Ps(d(z, xn) + d(xn, g(xn)))].
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Alors :

(I − s(M + P )− s2P )d(z, xn) ≤ (sI + sN + s2P )d(xn, g(xn)).

Passant à la limite et comme (I − s(M + P ) − s2P ) est inversible et

(I−s(M+P )−s2P )−1 ∈Mn×n(R+) donc d(z, xn)→ 0, quand n→∞.

Dans le théorème précédent si s = 1, nous obtenons le concept d’espace

métrique généralisé, dans ce cas on a :

Corollaire 3.2.1 Soit (X, d) un espace métrique généralisé complet, suppo-

sons que les opérateurs f, g : X → X satisfaisant les conditions suivantes :

il existe des matrices M,N,P ∈Mn×n(R+) avec :

(i) (I −N − P ) est inversible et (I −N − P )−1 ∈Mn×n(R+),

(ii) C est une matrice convergente vers zéro, où C = (I − N − P )−1(M +

N + P ),

(iii) d(f(x), g(y)) ≤ Md(x, y) + N [d(x, f(x)) + d(y, g(y))] + P [d(x, g(y)) +

d(y, f(x))], pour tout x, y ∈ X.

Alors :

1. f et g admet un point fixe commun z dans X.

2. Si de plus, (I−M−2P ) est inversible et (I−M−2P )−1 ∈Mn×n(R+)

alors :

- z est unique.

- Le problème du point fixe (de f et g) est bien posé.
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Preuve. On suit les mêmes étapes de la preuve du théorème (3.2.2), on

obtient :

d(xn, xn+p) ≤ Cnd(x0, x1)(I − C)−1.

Puisque C converge vers zéro alors (I −C) est inversible. Cela implique que

la suite(xn)n∈N est de Cauchy. D’autre part (X, d) est complet alors la suite

(xn)n∈N est convergente dans X. Donc il existe z ∈ X tel que d(xn, z) → 0,

quand z →∞.

Maintenant, nous montrons que z est un point fixe pour f , pour tout

entier positif n, en utilisant la condition (iii), on a :

d(f(z), x2n+2) = d(f(z), g(x2n+1))

≤ Md(z, x2n+1) +N [d(z, f(z)) + d(x2n+1, g(x2n+1))]

+P [d(z, g(x2n+1)) + d(x2n+1, f(z))]

= Md(z, x2n+1) +N [d(z, f(z)) + d(x2n+1, x2n+2)]

+P [d(z, x2n+2) + d(x2n+1, f(z))].

Passant à la limite et comme dans l’espace métrique généralisé d est continue,

alors (I−N−P ) est inversible et (I−N−P )−1 ∈Mn×n(R+). Cela implique

que z = f(z) donc z est un point fixe pour f . Le reste de la preuve se fait

comme dans la preuve du théorème (3.2.2).

Si n = 1 dans le théorème précédent, on obtient le concept d’espace

b-métrique introduit par Bakhtin, dans ce cas on a :

Corollaire 3.2.2 Soit (X, d) un espace b-métrique complet. Supposons que

les opérateurs f, g : X → X satisfaisant les conditions suivantes :

Il existe des matrices M,N,P ∈Mn×n(R+) avec :
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(i) d(f(x), g(y)) ≤ Md(x, y) + N [d(x, f(x)) + d(y, g(y))] + P [d(x, g(y)) +

d(y, f(x))], pour tout x, y ∈ X,

(ii) sC < 1 avec C =
M +N + Ps

1−N − Ps
, sN + s2P < 1 et N + Ps < 1.

Alors :

1. f et g admet un point fixe commun z dans X.

2. Si M + 2P < 1 alors z est unique.

3. Si (s(M + P ) + s2P ) < 1, alors le problème du point fixe (de f et g)

est bien posé.

Ensuite, nous donnons la définition d’un espace vectoriel b-normé.

Définition 3.2.9 Soit X un espace vectoriel. Une b-norme sur X est une

fonction :

‖.‖ : X → R+

qui vérifie les trois conditions suivantes :

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0, ∀x ∈ X;

2. ‖αx‖ = |α|s‖x‖, ∀x ∈ X, ∀α ∈ R et s ≥ 1;

3. ‖x+ y‖ ≤ s(‖x‖+ ‖y‖), ∀x, y ∈ X, s ≥ 1.

Un espace vectoriel muni d’une b-norme est appelé un espace vectoriel

b-normé.

En tant qu’application du théorème (3.2.2), nous présentons ce théorème

pour un système d’équations d’opérateurs.
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Théorème 3.2.3 Soit (X, |.|) un espace vectoriel b-normé complet et soit

f, g : X ×X → X deux opérateurs. Supposons qu’il existe mij, nij, pij ∈ R+,

i, j ∈ {1, 2} tel que ,

M =

(
m11 m12

m21 m22

)
, N =

(
n11 n12

n21 n22

)
, P =

(
p11 p12
p21 p22

)
pour chaque x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ X ×X, on a :

(1) |f1(x1, x2)−g1(y1, y2)| ≤ m11|x1−y1|+m12|x2−y2|+n11(|x1−f1(x1, x2)|+

|y1−g1(y1, y2)|)+n12(|x2−f2(x1, x2)|+|y2−g2(y1, y2)|)+p11(|x1 − g1(y1, y2)|+

|y1 − f1(x1, x2)|) + p12(|x2 − g2(y1, y2)|+ |y2 − f2(x1, x2)|);

(2) |f2(x1, x2)−g(y1, y2)| ≤ m21|x1−y1|+m22|x2−y2|+n21(|x1−f1(x1, x2)|+

|y1−g1(y1, y2)|)+n22(|x2−f2(x1, x2)|+|y2−g2(y1, y2)|)+p21(|x1 − g1(y1, y2)|+

|y1 − f1(x1, x2)|) + p22(|x2 − g2(y1, y2)|+ |y2 − f2(x1, x2)|).

De plus, nous supposons que la matrice (I −N − Ps) est inversible

et (I −N − Ps)−1 ∈Mn×n(R+), (I − sN − s2P ) est inversible et

(I − sN − s2P )−1 ∈Mn×n(R+) et sC converge vers zéro. Alors, le système :

u1 = f1(u1, u2) = g1(u1, u2),

u2 = f2(u1, u2) = g2(u1, u2),

a au moins une solution z ∈ X × X. De plus, si la matrice (I −M − 2P )

est inversible et (I−M −2P )−1 ∈Mn×n(R+), alors la solution ci-dessus est

unique.

Preuve. Considérons E = X ×X et les opérateurs f, g donnés par :

f(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2))

g(y1, y2) = (g1(y1, y2), g2(y1, y2)).
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Notre système est maintenant représenté comme une équation du point fixe

de la forme : w = f(w) = g(w), w ∈ E. Notons également que les conditions

(1) + (2) peuvent être représentées comme suit :

‖f(x)− g(y)‖ ≤ M‖x− y‖+N(‖x− f(x)‖+ ‖y − g(y)‖)

+P (‖x− g(y)‖+ ‖y − f(x)‖),

pour tout x, y ∈ X×X. Par conséquent, on applique le théorème (3.2.2) dans

(E, d) avec d(u, v) = ‖u− v‖ =
(
|u1 − v1|
|u2 − v2|

)
.

3.2.1 Théorème du point fixe pour deux opérateurs sur
un espace b-métrique généralisé avec deux b-métriques

Dans cette partie, nous présentons un autre résultat dans le cas d’espace

b-métrique généralisé mais avec deux b-métrique.

Théorème 3.2.4 Soit (X, δ) un espace b-métrique généralisé complet et d

une autre b-métrique à valeur vectorielle sur X. Supposons que les opérateurs

f, g : X → X vérifiant les conditions suivantes :

(a) Il existe une matrice U ∈Mn×n(R+) tel que δ(x, y) ≤ U.d(x, y),

pour tous x, y ∈ X,

(b) f est (δ, δ)-continue

(c) Il existe des matrices M,N,P ∈Mn×n(R+) avec :

i) (I −N − Ps) est inversible et (I −N − Ps)−1 ∈Mn×n(R+);

ii) sC converge vers zéro, avec C = (I −N − Ps)−1(M +N + Ps);

iii) d(f(x), g(y)) ≤Md(x, y)+N [d(x, f(x))+d(y, g(y))]+P [d(x, g(y))

+d(y, f(x))], pour tous x, y ∈ X.
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Alors :

1. f et g admet un point fixe commun z ∈ X.

2. Si (I −M − 2P ) est inversible et (I −M − 2P )−1 ∈Mn×n(R+), alors

z est un point fixe commun unique de f, g.

3. Si (I−s(M+P )−s2P ) est inversible et (I − s(M + P )− s2P )−1 ∈Mn×n(R+),

alors le problème du point fixe (de f et g) est bien posé.

Preuve. Comme dans la preuve du théorème(3.2.2), on obtient que (xn)n∈N

est d-Cauchy. D’après la condition (a) la suite (xn)n∈N est δ-Cauchy. Puisque

(X, δ) est un espace b-métrique généralisé complet, il existe z ∈ X tel que

δ(x2n+1, z)→ 0, quand n→∞.

Par (b), on a que δ(f(x2n), f(z))→ 0, quand n→∞.Mais δ(f(x2n), f(z)) =

δ(x2n+1, f(z)). Alors,on a z = f(z). Donc z est un point fixe pour f et

δ(fn(x0), z)→ 0, quand n→∞.

Le reste de la preuve ce fait comme dans le théorème(3.2.2).

Maintenant, nous présentons le théorème précédent dans le cas d’espace

métrique généralisé.

Corollaire 3.2.3 Soit (X, δ) un espace métrique généralisé complet et d

une autre métrique à valeur vectorielle sur X. Supposons que les opérateurs

f, g : X → X vérifiant les conditions suivantes :

a) Il existe une matrice U ∈ Mn×n(R+) tel que, δ(x, y) ≤ U.d(x, y), pour

tous x, y ∈ X ;

b) f est (δ, δ)-continue ;
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c) Il existe des matrices M,N,P ∈Mn×n(R+) avec :

i) (I −N − P ) est inversible et (I −N − P )−1 ∈Mn×n(R+);

ii) C converge vers zéro, avec C = (I −N − P )−1(M +N + P );

iii) d(f(x), g(y)) ≤Md(x, y) +N [d(x, f(x)) + d(y, g(y))] + P [d(x, g(y)) + d(y, f(x))],

pour tout x, y ∈ X.

Alors :

1. z est un point fixe commun pour f, g.

2. Si (I −M − 2P ) est inversible et (I −M − 2P )−1 ∈Mn×n(R+), alors

- z est un point fixe commun unique de f, g.

- Le problème du point fixe (de f et g) est bien posé.
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