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Résumé 

 
Le but de notre travail (étudié par Feng [8]) est d’étudier les résultats 

généraux de la décroissance d’énergie de l’équation de viscoélasticité 

dans tout l’espace ( ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 3) sous certaines conditions relatives aux 

termes de retard et à la fonction de relaxation. Notre contribution dans 

ce travail a été d'étudier l'existence globale de la solution à l'aide de la 

méthode d'approximation de Galerkin et des estimations a priori.  

Mots clés: viscoélasticité, fonction de relaxation, Solution  globale, 

énergie, décroissance exponentielle, fonctionnel de Lyaponov, temps 

de retard. 

Abstract 

 
The purpose of our work (studied by Feng [8]) is to study the general 

results of the decay energy of the viscoelasticity equation in the whole 

space ( ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 3) under certain conditions on the delay coefficients 

and the relaxation function. Our contribution to this work was to study 

the global existence of the solution by using the Galerkin 

approximation method and a prior estimates. 

Keywords: viscoelasticity, relaxation function, global 

solution, energy, exponential decay, delay time. 
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Introduction générale

Dans ce mémoire, nous étudions le problème de cauchy à retard suivant [8] :

utt (x, t)− φ(x)(∆u (x, t)−
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds)

+µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0 , x ∈ Rn, t > 0,

(1.1)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn, (1.2)

ut(x, t− τ) = f0(x, t− τ), x ∈ Rn, 0 < t < τ, (1.3)

où u = u (x, t) , t > 0, x ∈ Rn, et u0(x), u1(x) et f 0(x, t−τ) sont des fonctions données appartenant

à des espaces appropiés. La fonction g(t) est la fonction de relaxation.

le coefficient φ(x) := (ρ(x))−1 représente la vitesse du son au point x ∈ Rn et la fonction ρ(x) est

la densité. µ1, µ2 sont des nombres réelles, et τ > 0 désigne le temps de retard.

L’équation (1.1) avec le terme de mémoire
t∫

0

g(t − s)∆u(x, s)ds peut être considérée comme une

équation d’onde viscoélastique avec une perturbation, aussi être considéré comme une équation

de flux élastoplastique, une équation (1.1) plus générale sans terme de retard s’ecrit :

utt − φ(x)(∆u−
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds) = 0. (1.4)

Quand ρ(x) = 1, des nombreux chercheurs ont étudié le problème a valeurs initiale (1.4) dans une

domaine bornée, et ils ont montré les résultats d’existence globale, la stabilité et l’explosion, pour

les résultats de décroissance générale, nous renvoyons le lecteur aux Cao et Yao [3], Messaoudi

[19 − 22], Messaoudi et Al-Gharabli [23], Messaoudi et Soufyan [22], Moustafa et Messaoudi [24],

Said-Houari, Messaoudi et Guesmia [33], Tatar [35] ,Wu [36] etc. Pour le problème de cauchy,

Kafini et Messaoudi [12] ont étudié le problème suivant : utt −∆u+
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.

Ils ont prouvé que l’énergie décroit de manière polynomiale, pour certains données compacte

u0, u1 et sous la décroissance exponentielle de la fonction de relaxation.
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Dans [11], les mêmes auteurs ont étudié le problème utt −∆u+
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds+ ut = |u|p−1u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.

Ils ont prouvé un résultat d’explosion de la solution du problème.

Quand la densité ρ(x) 6= 1, Karachalion et Stavrakakis [14] considéré le probléme semi-linéaire

hyperbolique avec condition initiale suivant :{
utt − φ(x)∆u+ δut + λf(u) = η(x), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.

Les auteurs ont prouvé l’existence locale de la solution et établit l’existence d’un attracteur global

dans l’espace d’énergie D1,2(Rn) × L2
g(Rn) en utilisant l’injection compact D1,2(Rn) ⊂ L2

g(Rn)

dans le cas où
(
(φ(x))−1 := g(x) ∈ L2

g(Rn)
)

et n > 3. par la suite, Papadopoulos et Stavrakakis [30]

étudié l’équation d’onde quasilinéaire non locale dégénéré de type de Kirchhoff avec un terme

dissipatif faible {
utt − φ(x) q ∇u q2 ∆u+ δut =p u pα u, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.

Dans le cas où n > 3, δ > 0 et la fonction positive (φ(x))−1 := g(x) dans L1/2(Rn) ∩ L∞(Rn).

Ils ont prouvé les résultats l’existence globale, la décroissante d’énergie, l’explosion de la solution.

Dans [10], I’auteur a considéré le problème à valeur initiale suivant ρ(x)utt −∆u+
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn,

et établit des résultats générales de la solution dans le cas où ρ(x) est une fanction continue dans

L
n
2 (Rn) ∩ L∞(Rn).

Dans [39],l’auteur a considéré le problème suivant ρ(x)(|ut|q−1ut)t −M(‖ ∇u ‖2)∆u+
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn.

Dans le cas où q, n ≥ 2 et M est une fonction positive de classe C1, il a prouvé un résultat de
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décroissance générale de la solution pour une classe de fonction de relaxation plus large. Pour

plus de résultats dans ce travail, nous renvoyons le lecteur aux Cavalcanti et al. [4] et Zhou [40].

Au cours de ces derniéres années, des nombreux chercheurs ont étudié l’équation d’onde avec

terme de retard. Mentionnons, le travail de Xu ,Yung et Li [38] qui ont étudié le système suivant

dans un dimension un

utt − uxx = 0 x ∈ (0, 1), t > 0,

u(0, x) = 0, t > 0,

ux(1, t) = −kµut(1, t)− k(1− µ)ut(1, t− τ), t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, 1),

u(1, t− τ) = f(t− τ), t ∈ (0, τ),

ont prouvé sous l’hypothèse µ > 1
2

que le système est exponentiellement stable, et si µ < 1/2, le

systéme est instable.

Quand µ = 1/2, ils ont revendiqués que si τ ∈ (0, 1) est rationnel, le système est instable. Si

τ ∈ (0, 1) est irrationnel, le système est asymptotiquement stable. Dans Nicaise et Pignotti [25], ils

ont considéré le système suivant :

utt −∆u = 0 x ∈ Ω, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0,
∂u
∂ν

= µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ), x ∈ Γ1, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

u(1, t− τ) = f0(t− τ), x ∈ Γ1, t ∈ (0, τ).

Ils ont prouvé que le problème était bien posé en utilisant la méthode du semigroupe, et obtenu

que l’énergie décroit de manière exponentielle en utilisant une inégalité d’observabilité. Ils ont

étudié le cas des rétroactions internes et obtenu la décroissance exponentielle de l’énergie. Dans

les deux cas, le résultat vérifié pour 0 < µ2 < µ1. Si µ2 ≥ µ1 > 0, ils ont obtenu un suite explicite

des termes arbitraires retards pour le quel le système est instable .

Kirane et Said -Houari [15] ont étudié l’équation d’onde viscoélastique suivant :

utt(x, t)−∆u(x, t) +

t∫
0

g(t− s)∆u(x, s)ds+ µ1ut(x, t) + µ2ut(x, t− τ) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

où Ω ⊂ Rn(n > 0) est un domaine borné avec une frontière régulière, µ1 et µ2 sont des constantes

postives. Ils ont prouvé que le problème était bien posé avec la condition initiale en utilisant

certaines hypothéses appropriées sur la fonction de relaxations et les paramètres µ1 et µ2. De
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plus, dans l’hypothése 0 < µ2 ≤ µ1, ils ont obtenu un résultat de décroissance générale de l’énergie

totale du système. mais pour le cas µ1 = 0, ils n’ont pas obtenu la propriété de décroissance de

l’énergie. Sur la base des résultats en [15], Lin [18] étendu les résultats à un système avec terme de

retard. Dai et Yang [6] considéré la même équaion que dans [15], et ont résolu le probléme ouvert

proposé par kirane et Said-Houari, dans ce travail, les auteurs ont prouvé l’existence globale

de la solution sans restrictions de µ1,µ2 > 0 et µ2 ≤ µ1, et obtenu un résultat de décroissance

exponentielle de l’énergie dans le cas µ1 = 0.

Notre mémoire se compose en trois chapitres

Chapitre 1 :

Dans ce chapitre nous rappelons les principaux notions dont nous aurons besoins, commençons

par les espaces normées, Banach et Hilbert, après nous donnerons les espaces Lp, les espaces

de Sobolev, les espaces pondérés D1,2 (Rn) et Lpρ (Rn) . Finalement nous présentons les inégalités

nécessaires qui sont utilisées dans ce mémoire et aussi nous citons quelques théorèmes utiles.

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre notre contrubution et l’étudions de l’existence globale en se basant sur le travail

de N. I. Karachalios and N. M. Stavrakakis [14], en utilisant l’approximation de Faedo-Galarkin

et quelques estimations d’énergie.

Nous considérons pour u ∈ C([0, T ],D1.2 (Rn)) le problème suivant :

utt − φ (x)

(
∆u−

∫ t

0

g(t− s)∆u (s) ds

)
+ µ1ut (x, t) + µ2z (x, 1, t) = 0, x ∈ Rn, t > 0,

avec la condition initiale

u (x, 0) = u0 (x) , u′ (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Rn

et nous allons montrer que ce problème admet une solution globale unique u, cet méthode

consiste une approximation de la solution, ensuite on obtient une estimation à priori nécessaire

pour garantir la convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

Chapitre 3 :

Ce chapitre est dévisé en deux sections

Dans la section1

Nous allons étudiées la Stabilité exponentielle, alors nous montrons une décroissance générale

de l’énergie définie par (2.1) à condition 0 < |µ2| < µ1.

Dans la section 2

Nous allons montrer le même résultat de décroissance si µ1 = 0 et 0 < |µ2| < a et donons quelques

examples.
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Notations

Ω : Ouvert borné de Rn.
Γ : La frontière régulière de Ω.

x = (x1, x2, ..., xn) : Le point générique d’un ouvert Ω de Rn.
∇(u) : Gradient de u.

∆(u) : Laplacien de u.

u, u(t) : u(x, t).

ut = u′, utt = u′′.

wj : wj (x) .

p.p : La convergence presque partout.

→: La convergence forte.

⇀: La convergence faible.

⇀∗: La convergence faible étoile.

〈., .〉 : Le produit scalaire.
∂u

∂t
: La dérivé partielle de u par rapport à t.

Ck(Ω) : Espace des fonctions différentiables continûment k fois dans Ω.

C0(Ω) : Espace des fonctions continues nulles sur le frontière de Ω.

H : Espace de Hilbert.

U
′′
n = Uttn

U
′
n = Utn

H1
0 = W 1,2

0 .
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré aux rappels, nous avons introduire les notions essentielles nécessaires à

la compréhension des énoncés qui forment le thème de notre mémoire. Ces rappels concernent

les espaces normés, les espaces de Banach, les espaces de Hilbert, les espaces Lp (Ω), les espaces

de Sobolev et les espaces pondérés D1,2 (Rn) et Lpρ (Rn) et quelques inégalités et des théorèmes

importants.

1.1 Espace normé

Définition 1.1 Un espace vectoriel linéaire E est dit espace normé si pour chaque élément u ∈ E il

existe un nombre réel noté par ‖u‖ , vérifiant les axiomes

1) ‖u‖ = 0⇐⇒ u = 0,

2) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ , ∀u, v ∈ E (inégalité triangulaire),

3) ‖λu‖ = |λ| ‖u‖ , ∀u ∈ E, ∀λ ∈ R ou C.

Remarque 1.1 (E, ‖.‖E) est un espace normé.

Définition 1.2 (Equivalence des normes)

Soit ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes sur V on dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux

constantes c1, c2 strictement positives telles que

∀u ∈ V, c1 ‖u ‖1 ≤ ‖u‖2 ≤ c2‖u‖1 .

Proposition 1.1 Soit ‖.‖1 et ‖.‖2 deux normes équivalentes sur V, on a l’équivalence

un converge vers u pour la norme ‖.‖1 ⇐⇒ un converge vers u pour la norme ‖.‖2 .
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Définition 1.3 (Suite de Cauchy)

Soit (E, ‖.‖) espace normé et (un)n∈N∗ une suite d’éléments de E, on dit que la suite (un)n∈N∗ est

une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃n0 (ε) , ∀n, m ≥ 0⇒ ‖un − um‖ < ε.

Définition 1.4 (Espace complet)

Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy (un)n∈N∗

de l’espace E est converge vers un élément u de E.

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.5 (Espace de Banach)

Soit (E, ‖.‖) un espace normé, on dit que E est un espace de Banach si E est un espace complet.

Définition 1.6 E ′ est l’espace linéaire de toutes les fonctions linéaires continues

f : E → R,

et appelé l’espace dual de E.

Proposition 1.2 (voir [30])

L’espace E ′ muni de la norme ‖.‖E′ définie

‖f‖E′ = sup {|f(u)| : ‖u‖ ≤ 1} ,

est aussi un espace de Banach.

On note la valeur de f ∈ E ′ au u ∈ E par f (u) ou 〈f, u〉E,E′ .

Définition 1.7 Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach tels qu’il existe une applica-

tion linéaire injective de E dans F , cette application permet de considérer E comme un sous espace

vectoriel de F et on notera E ↪→ F ou E ⊂ F.

On dira que cette inclusion est :

1) Continue : S’il existe une constante C > 0 telle que ‖u‖F ≤ C ‖u‖E , et on notera

E ↪→continue F.
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2) Compact : Si pour toute suite bornée dans E (pour la norme de E), on peut extraire une

sous-suite qui converge dans F (pour la norme de F ), et on notera E ↪→compact F.

3) Dense : Si pour tout u ∈ E il existe une suite (un)n∈N∗ ⊂ E telle que lim
n→∞

un = u (la

convergence étant pour la norme de F ).

Théorème 1.1 (voir [2])

Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif si et seulement si

BE = {u ∈ E : ‖u‖ ≤ 1} ,

est compact avec la topologie faible σ (E,E ′) .

Définition 1.8 Soit E espace de Banach et (un)n∈N∗ une suite dans E, alors un converge fortement

vers u dans E si et seulement si

lim
n→∞

‖un − u‖ = 0,

et notée par un → u ou lim
n→∞

un = u.

1.2.2 La topologie faible et faible étoile

Soit E un espace de Banach et f ∈ E ′. On note par

ϕf : E → R

u 7→ ϕf (u) ,

lorsque f dans E ′, on obtient la famille d’applications
(
ϕf
)
f∈E′ de E dans R.

Définition 1.9 La topologie faible enE est la plus faible topologie enE, notée par σ (E,E ′) pour tout(
ϕf
)
f∈E′ continue. Nous

allons définir la topologie faible étoile en E ′, qui notée par σ (E ′, E). Pour tout u ∈ E, on a

ϕf : E ′ → R

f 7→ ϕu (f) = 〈f, u〉E′,E

lorsque u ∈ E, on obtient la famille d’applications de E ′ dans R.

Définition 1.10 La topologie faible étoile dans E ′ est la plus faible topologie dans E ′ pour tout

(ϕu)u∈E′ est continue.

1.2. Espace de Banach 10



Remarque 1.2 (voir [2])

Puisque E ⊂ E ′′, il est claire que la topologie faible étoile σ (E ′, E) est plus faible que la topologie

σ (E ′, E ′′).

Théorème 1.2 Soit E un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée dans E admet au moins

une sous-suite faiblement convergente.

Définition 1.11 La suite (un)n∈N∗ dans E est converge faiblement vers u si et seulement si

lim
n→∞

f (un) = f (u) , pour tout f ∈ E ′,

cela noté par

un ⇀ u.

Remarque 1.3 (voir [32])

1) Si la limite faible existe, elle est unique.

2) Si un → u (fortement), alors un ⇀ u (faiblement).

3) Si dimE < +∞, alors la convergence faible implique la convergence forte.

Proposition 1.3 (voir [34])

Sur la compacité dans les trois topologies dans l’espace de Banach E :

1) La boule d’unité

B = {u ∈ E, ‖u‖ ≤ 1} ,

dans E est compact si et seulement si dim (E) <∞.
2) La boule d’unité B′ dans E ′ est un compact faible dans E ′ si et seulement si E réflexif.

3) B′ est toujours faiblement étoile compact dans la topologie faible étoile de E ′.

Proposition 1.4 (voir [2])

Soit (fn)n∈N∗ une suite de E ′. On a

1) [fn ⇀
∗ f dans σ (E ′, E)]⇔ [fn (u)→ f (u) ,∀u ∈ E] .

2) Si fn → f (fortement), alors fn ⇀ f, dans σ (E ′, E ′′) .

3) Si fn ⇀ f dans σ (E ′, E ′′) , alors fn ⇀∗ f dans σ (E ′, E) .

4) Si fn ⇀∗ f dans σ (E ′, E) , alors ‖fn‖ est borné et ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖ .
5) Si fn ⇀∗ f dans σ (E ′, E) et un → u (fortement) dans E, alors fn (un)→ f (u) .
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1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.12 Soit E un espace vectoriel, on appelle application de E × E dans le corp

K = C définit par 〈., .〉 est un produit scalaire si :

1) 〈u, v〉 = 〈v, u〉, pour tout u, v ∈ E,
2) 〈λu1 + u2, v〉 = λ 〈u1, v〉+ 〈u2, v〉 , pour tout u, v ∈ E, et λ ∈ C,
3) 〈u, λv〉 = λ 〈u, v〉 , pour tout λ ∈ C,
4) 〈u, u〉 ≥ 0 et 〈u, u〉 = 0⇐⇒ u = 0.

Définition 1.13 Un espace de Hilbert est un espace de Banach ((E, ‖.‖E) espace normé complet)

muni d’un produit scalaire pour la norme associée :

‖u‖E = 〈u, u〉1/2 (i.e) ‖u‖2
E = 〈u, u〉 .

Définition 1.14 (Système orthonormé)

Soit E un espace de Hilbert, la suite {en}n≥1 ⊂ E est appelée un système orthonormé si

〈en, em〉 = δn,m =

{
1, si n = m,

0, si n 6= m.

1) Si en ⊥ em on dit que le système {en}n≥1 est orthogonal.

2) Si le système {en}n≥1est orthogonal alors le système
{

en
‖en‖

}
n≥1

est orthonormé.

Définition 1.15 (Base Hilbertienne)

Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire 〈., .〉 . On appelle base Hilbertienne (dé-

nombrable) de E une famille dénombrable {en}n≥1 d’éléments de E qu’est orthonormée pour le

produit scalaire et telle que l’espace vectoriel engendré par cette famille est dense dans E.

Définition 1.16 ( Espace séparable )

Un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense est dit espace séparable.

Exemple 1.1 Les espaces R et C sont séparables (par exemple, Q est un sous-ensemble dénombrable

dense dans R ).

Théorème 1.3 Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.
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Proposition 1.5 Soit E un espace de Hilbert pour le produit scalaire 〈., .〉, soit (en)n≥1 une base

Hilbertienne de E, il existe une suite unique (un)n≥1 définie par

un = (u, en) ,

telle que la somme partielle
p∑

n=1

unen converge vers u quand p tends vers l’infinie.

De plus on a

‖u‖2 = 〈u, u〉 =
∑
n≥1

|(u, en)|2 .

alors, on écrit

u =
∑
n≥1

(u, en) en.

Théorème 1.4 (voir [32])

Soit (un)n∈N∗ une suite bornée dans l’espace de Hilbert E, alors on peut extraire une sous-suite

converge dans la topologie faible.

Théorème 1.5 (voir [32])

Dans l’espace de Hilbert, toute suite converge dans la topologie faible est bornée.

Théorème 1.6 (voir [32])

Soit (un)n∈N∗ une suite convergente vers u dans la topologie faible et (vn)n∈N∗ une autre suite

converge faiblement vers v, alors

lim
n→∞

〈vn, un〉 = 〈v, u〉 .

Théorème 1.7 (voir [32])

Soit E un espace normé, alors la boule d’unité

B′ = {u ∈ E ′ : ‖u‖ ≤ 1} ,

de E ′ est compact dans la topologie faible σ (E,E ′) .

Proposition 1.6 (voir [32])

Soit E et F deux espaces de Hilbert, (un)n∈N∗ ∈ E une suite qui converge faiblement vers u ∈ E,

soit A ∈ L (E,F ) . Alors la suite (A (un))n∈N∗ converge vers A (u) dans la topologie faible de F.
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1.4 Espaces des fonctions

1.4.1 L’espace Lp(Ω)

Définition 1.17 Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω un ouvert borné de Rn, n ∈ N. On définit l’espace des classes

de fonctions Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R, u est mesurable et

∫
Ω

|u(x)|p dx < +∞
}
.

Pour p ∈ R et 1 ≤ p ≤ ∞, la norme est notée par :

‖u‖p =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
)1/p

.

Si p =∞, on a

L∞(Ω) =

{
u : Ω→ R, u est mesurable et il existe une constante positive C, telle que

|u(x)| < C p.p sur Ω.

}
.

Il sera muni de la norme du sup-essentielle :

‖u‖∞ = ess sup
x∈Ω
|u(x)| = inf

x∈Ω
{C; |u(x)| < C p.p sur Ω} .

Définition 1.18 On dit qu’une fonction u : Ω → R appartient à L1
loc (Ω) si f |K∈ Lp (Ω) pour tout

compact K ⊂ Ω

Proposition 1.7 Lp(Ω) muni de sa norme ‖.‖Lp est un espace de Banach, pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.8 Lp(Ω) est séparable pour 1 < p <∞.

Proposition 1.8 L∞(Ω) est un espace de Banach non séparable.

Théorème 1.9 (voir [34])

Lp (Ω) est un espace réflexif, pour 1 < p <∞.

Lemme 1.1 On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn,(1 ≤ p ≤ ∞) et soient un, u sont des fonc-

tions de Lp (Ω) telles que un converge fortement vers u dans Lp(Ω) alors

un → u p.p dans Ω.

Lemme 1.2 On suppose que Ω est un ouvert borné de Rn,(1 ≤ p ≤ ∞) et soit un une suite bornée

dans Lp(Ω) converge presque partout vers u, alors

1.4. Espaces des fonctions 14



1) u dans Lp (Ω) .

2) un converge faiblement vers u dans Lp (Ω) .

Remarque 1.4 Supposons que (1 ≤ p ≤ ∞) et E est un espace de Banach réflexif alors la conver-

gence faible étoile équivalent à la convergence faible.

Théorème 1.10 Pour toute suite (un)n∈N∗ convergente dans Lp(Ω), on peut extraire une sous-suite

convergente presque partout dans Ω.

Si u ∈ L∞(Ω) alors

|u(x)| ≤ ‖u‖L∞ p.p sur Ω.

Remarque 1.5

1) La limite forte ou faible d’une suite de fonction est toujours unique.

2) Dans le cas p =∞ la symbole * est posée pour montrer que la définition de convergence faible

dans L∞ n’est pas entièrement la même que dans les espaces Lp (Ω), 1 ≤ p <∞. En effet, le dual

de L∞ (Ω) est strictement plus grand que L1 (Ω) .

3) La convergence forte dans Lp (Ω) implique la convergence faible dans Lp (Ω) pour 1 ≤ p ≤ ∞.
Soit Ω un ouvert borné de Rn

1) Si un ⇀∗ u dans L∞ (Ω) , alors un ⇀ u dans Lp (Ω) , ∀p ≥ 1.

2) Si un ⇀ u dans Lp (Ω) , alors ‖un‖Lp(Ω) ⇀ ‖u‖Lp(Ω) dans R, pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.
3) Si 1 ≤ p <∞ et si un ⇀ u dans Lp (Ω) , alors ∃K > 0 tel que ‖un‖Lp(Ω) ≤ K et

‖u‖Lp(Ω) ≤ lim
n−→∞

inf ‖un‖Lp(Ω) .

Le résultat est aussi vrai si p =∞ et un ⇀∗ u dans L∞ (Ω) .

4) Si 1 < p < ∞ et si ∃K > 0 tel que ‖un‖Lp ≤ K, alors il existe une sous-suite uni et u ∈ Lp (Ω)

tels que uni −→ u ∈ Lp (Ω) .

Le résultat est aussi vrai si p =∞ et on a alors un ⇀∗ u dans L∞ (Ω) .

5) Si 1 ≤ p ≤ ∞ et un ⇀ u dans Lp (Ω), alors il existe une sous-suite uni telle que uni ⇀ u p.p et

|uni | ≤ h p.p avec h ∈ Lp (Ω) .
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soit Ω un ouvert borné de Rn × R, um et u des fonctions de Lp (Ω) , 1 < p <∞, telles que

‖um‖Lp(Ω) ≤ C , um → u p.p dans Ω.

Alors um → u dans Lp (Ω) faiblement.

Lemme 1.3 L2(Ω) est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire :

〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx, pour tout u, v ∈ L2(Ω).

1.4.2 L’espace Lp((0, T ) , E).

Définition 1.19 Soit E un espace de Banach, 1 ≤ p ≤ ∞ et [0, T ] un intervalle de R. On appelle

espace de Lebesgue à valeurs dans E et on note Lp((0, T ) , E) l’espace des fonctions u :]0, T [→ E,

mesurable qui vérifient :

i) Si 1 ≤ p ≤ ∞, ‖u‖Lp((0,T ),E) =

(∫ t

0

|u(x)|p dx
)1/p

<∞,

ii) Si p = ∞, ‖u‖
L∞((0,T ),E)

= ess sup
x∈]0,T [

|u(x)| <∞.

Théorème 1.11 (voir [32])

L’espace Lp((0, T ) , E) est complet.

Définition 1.20 L’espace des fonctions indéfiniment différentiables C∞ (Ω) à support compact inclus

dans un ouvert Ω de Rn est noté par D (Ω) (espace des fonctions test), c’est-à-dire

D (Ω) = C∞0 (Ω) = {u ∈ C∞ (Ω) ;∃K ⊂ Ω, K compact (fermé, borné) ; u = 0 sur K} .

Définition 1.21 Notons par D′((0, T ) , E) l’espace de distribution dans ]0, T [ à valeurs dans E, et on

définie

D′((0, T ) , E) = L(D ]0, T [ , E),

où L(φ, ϕ) est l’espace des fonctions linéaires continues de φ vers ϕ. Comme u ∈ D′((0, T ) , X),

on définie la dérivé de distribution par :

∂u

∂t
(ϕ) = −u

(
∂ϕ

∂t

)
, ∀ϕ ∈ D (]0, T [) ,

et comme u ∈ Lp((0, T ) , E), on a

u (ϕ) =

∫ t

0

u (t)ϕ (t) dt, ∀ϕ ∈ D (]0, T [) .

Maintenant, nous allons introduire des résultats importants dans Lp((0, T ) , E).
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Lemme 1.4 (voir [16])

Soit u ∈ Lp((0, T ) , E) et
∂u

∂t
∈ Lp((0, T ) , E), (1 ≤ p ≤ ∞) alors la fonction u est continue de [0, T ]

dans E (i.e) u ∈ C1 ((0, T ) , E) .

1) Pour 1 ≤ p ≤ ∞, Lp((0, T ) , E) est un espace de Banach et en particulier L2((0, T ) , E) est un

espace de Hilbert, lorsque E est un espace de Hilbert.

2) Pour 1 ≤ p ≤ ∞ et si E réflexif, alors Lp(0, T, E) est aussi réflexif.

3) Pour 1 ≤ p ≤ ∞ et si E séparable, alors Lp((0, T ) , E) est aussi séparable.

Lemme 1.5 (voir [17])

Soit ϕ = ]0, T [× Ω est un ouvert de R× Rn, et soit gµ, g deux fonctions dans Lq([0, T ] , Lq (Ω)),

1 < q <∞ telles que

‖gµ‖Lq([0,T ],Lq(Ω)) ≤ C, ∀µ ∈ N,

et

gµ → g dans ϕ,

alors

gµ ⇀ g dans Lq(ϕ).

Proposition 1.9 (voir [5])

L’espace Lp((0, T ) , E) qui associé à la norme ‖.‖Lp((0,T ),X) , est un espace de Banach.

Proposition 1.10 (voir [9])

Soit E un espace de Banach réflexif, de dual E ′ et 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞,
1

p
+

1

q
= 1 alors le dual

de Lp((0, T ) , E) est définie algébriquement et topologiquement dans Lq((0, T ) , E ′).

Proposition 1.11 (voir [5])

Soit E,F deux espaces de Banach, E ⊂ F avec injection continue alors

Lp((0, T ) , E) ⊂ Lp((0, T ) , E ′),

avec injection continue.

Proposition 1.12 (De compacité) (voir [16])

Soient B1,B2 et B3 trois espaces de Banach avec B1 ⊂ B2 ⊂ B3, supposons que l’injection

B2 ↪→ B3 est continue et B1, B3 sont réflexifs. On définie pour 1 < p <∞, 1 < q <∞

W = {u ∈ Lp ((0, T ) , B1) : u′ ∈ Lq ((0, T ) , B3)} ,

alors l’injection W ↪→ Lp ((0, T ) , B2) est compact.
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1.5 Espace de Sobolev

1.5.1 Dérivée faible

Définition 1.22 Soit Ω un ouvert de Rn, 1 ≤ i ≤ n et u ∈ L1
loc (Ω) une fonction a une i-ème dérivée

faible dans L1
loc (Ω) s’il existe fi ∈ L1

loc (Ω) telle que pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω) on a :∫
Ω

u(x)∂iϕ(x)dx = −
∫

Ω

fi(x)ϕ(x)dx.

Cela revient à dire que fi est la i-ème dérivée de u au sens des distributions, on écrira :

∂iu =
∂u

∂xi
= fi.

1.5.2 Espace W 1,p(Ω)

Définition 1.23 Soit Ω un ouvert quelconque de Rn et p ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞ , l’espace W 1,p(Ω) est

défini par :

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); tel que ∂iu ∈ Lp(Ω)} .

où ∂i est la i-ème dérivée faible de u ∈ L1
loc (Ω) .

1.5.3 Espace Wm,p(Ω)

Définition 1.24 Soit Ω un ouvert de Rn, m ≥ 2 et p ∈ R, 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace Wm,p(Ω) est défini

par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); tel que Dαu ∈ Lp(Ω),∀α, |α| ≤ m} .

Où α ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ...+ αn et Dα = ∂α1
1 ...∂αnn est la dérivée faible de u ∈ L1

loc (Ω) .

L’espace Wm,p(Ω) est muni par la norme

‖u‖Wm,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
∑

0<|α|≤m

‖ Dαu‖L2(Ω) .

Définition 1.25 On note par Wm,p
0 (Ω) est l’espace fermé de D (Ω) dans Wm,p (Ω) .

Définition 1.26 Si p = 2, on note par Wm,2(Ω) = Hm et Wm,2
0 (Ω) = Hm

0 (Ω) muni par la norme

‖u‖Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

(
‖∂αu‖L2(Ω)

)2

1/2

,
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tel que Hm (Ω) espace de Hilbert, avec le produit scalaire

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2 =
∑
|α|≤m

∫
Ω

∂αu∂αvdx, pour tout u, v ∈ Hm(Ω).

Proposition 1.13 ([32])

1) Les espaces Wm,p(Ω) sont des espaces de Banach.

2) Si m ≥ m′, Hm(Ω) ↪→ Hm′(Ω), avec injection continue.

3) Si m = 0 on a W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

Lemme 1.6 Comme D (Ω) est dense dans Hm
0 (Ω) , nous identifions un dual H−m (Ω) de Hm

0 (Ω)

dans un sous-espace fermé sur Ω, on trouve

D (Ω) ↪→ Hm
0 (Ω) ↪→ L2 (Ω) ↪→ H−m (Ω) ↪→ D′ (Ω) .

Lemme 1.7 (Inégalité de Sobolev-Poincaré)

Si

2 ≤ q ≤ 2n

n− 2
, n ≥ 3,

q ≥ 2, n = 1, 2,

alors, il existe une constante C(p,Ω) telle que :

‖u‖q ≤ C (p,Ω) ‖∇u‖2 , pour u ∈ H1
0 (Ω).

1.5.4 les espaces pondérés D1,2 (Rn) et Lpρ (Rn)

Comme dans [10], nous introduisons les espaces pondérés D1,2 (Rn) et Lpρ (Rn) pour notre sys-

tème.Premier nous supposons la densité ρ (x) : Rn → R (n > 3) satisfait les conditions suivantes.

(1) ρ (x) > 0, ρ ∈ C0,γ (Rn) avec γ ∈ (0, 1) et ρ ∈ Ln
2 (Rn) ∩ L∞ (Rn)

maintenant nous définissons les espaces pondérés D1,2 (Rn) et Lpρ (Rn), (0 < p <∞).

(2) L’espace D1,2 (Rn) est défini comme étant la fermeture de C∞0 (Rn) fonctions par rapport à

quelle norme

D1,2 (Rn) =
{
u ∈ L

2n
(n−2) (Rn) : ∇u ∈ L2 (Rn)

}
,

équipé de la norme ‖u‖D1,2(Rn) =

∫
Rn

| ∇u |2 dx .

(3) Nous introduisons l’espace pondéré L2
ρ (Rn) à définir la fermeture de C∞0 (Rn)
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fonctions par rapport au produit intérieur

(u, v)L2
ρ(Rn) =

∫
Rn

ρuvdx

et nous savons que L2
ρ (Rn) est un espace de Hilbert séparable et

‖u‖L2
ρ(Rn) = (u, u)L2

ρ(Rn)

(4) Si u est une fonction mesurable sur Rn,nous définissons :

‖u‖Lpρ(Rn) =

∫
Rn

ρ | u |p dx

 1
p

pour 1 < p <∞.

et laisser Lpρ (Rn) se composent de tous u pour lesquels ‖u‖Lpρ(Rn) <∞
De [6, 10] ,nous pouvons obtenir le lemme suivant.

Lemme 1.8 Assumer la fonction ρ satisfait (1) , alors pour tout u ∈ D1,2 (Rn) ,

‖u‖Lqρ(Rn) < ‖ρ‖LS‖∇u‖.

tell que S = 2n
(2n−qn+2q)

et 2 ≤ S ≤ 2n
(n−2)

.

Corollaire 1.1 pour q = 2 ,on a

‖u‖L2
ρ(Rn) < ‖ρ‖Ln2 ‖∇u‖.

Si ρ ∈ Ln
2 (Rn) , on a

‖u‖Lpρ(Rn) < c∗‖∇u‖

où c∗ > 0 est une constante.

Définition 1.27 (Intégration par partie)

Soit (u, v) ∈ H1 (Ω) , pour tout 1 ≤ i ≤ n on a∫
Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω

∂v

∂xi
udx+

∫
∂Ω

uvηidσ,

où ηi (x) = cos (η, xi) est le cosinus directeur de l’angle compris entre la normale extérieure à ∂Ω

au point et l’axe des xi.
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Lemme 1.9 (Formule de Green)

Pour tout u ∈ H2 (Ω) et v ∈ H1 (Ω) on a :

−
∫

Ω

∆uvdx =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫
∂Ω

∂u

∂η
vds,

où
∂u

∂η
est la dérivée normale de u sur ∂Ω.

Lemme 1.10 (voir [38])

Soit 1 ≤ p ≤ r ≤ q,
1

r
=
α

p
+

1− α
q

, et 0 ≤ α ≤ 1. Alors

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖
α
Lp(Ω) ‖u‖

1−α
Lq(Ω) .

Lemme 1.11 (voir [32])

Si µ (Ω) <∞, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, alors Lq (Ω) ↪→ Lp (Ω) , et

‖u‖Lp(Ω) ≤ µ (Ω)1/p−1/q ‖u‖Lq(Ω) .

1.6 Quelques inégalités utiles

Soit Ω un ouvert de Rn(Ω ⊂ Rn).

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Pour tout u, v ∈ L2(Ω)∣∣∣∣∫
Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|uv| dx ≤
(∫

Ω

|u|2 dx
)1/2(∫

Ω

|v|2 dx
)1/2

,

(i.e)

‖uv‖L2(Ω) ≤ ‖u‖L2(Ω)
‖v‖

L2(Ω)
.

Inégalité de Cauchy avec ε (ε-inégalité)

Pour tout ε > 0 et (a, b) ∈ R2 on a :

|ab| ≤ ε

2
|a|2 +

1

2ε
|b|2 .

Inégalité de Hölder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.
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Pour tout u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω), |uv| ∈ L1(Ω) et pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ on note q le conjugué de

p ((Lp)∗ = Lq), c’est à dire
1

p
+

1

q
= 1, et on a l’inégalité :

∣∣∣∣∫
Ω

uvdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|uv| dx ≤
(∫

Ω

|u|p dx
)1/p(∫

Ω

|v|p dx
)1/q

,

(i.e) ∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) .

Inégalité algébrique de Young

Pour tout a, b ∈ R+ on a :

|ab| ≤ δ |a|2 +
1

4δ
|b|2 , avec δ > 0.

Inégalité de Young

Pour tout (a, b) ∈ R2 on a :

|ab| ≤ 1

p
|a|p +

1

q
|b|q ,

où p, q des nombres réels strictement positifs liés par la relation (
1

p
+

1

q
= 1).

Inégalité de Young avec ε

Pour tout ε > 0 alors pour tout (a, b) ∈ R2 on a :

|ab| ≤ ε |a|p + c(ε) |b|q ,

où p, q des nombres réels strictement positifs liés par la relation (
1

p
+

1

q
= 1) et c(ε) =

1

p
(εp)

−q
p .

Inégalité de Gronwall

Soit T > 0, ϕ une fonction telle que ϕ ∈ L1(0, T ), ϕ ≥ 0, presque partout et φ ∈ L1(0, T ), φ ≥ 0,

presque partout et ϕφ ∈ L1(0, T ), C1, C2 ≥ 0.

Supposons que

φ(t) ≤ C1 + C2

∫ t

0

ϕ(s)φ(s)ds, p.p t ∈ (0, T ).

Alors on a

φ(t) ≤ C1e
(C2

∫ t
0 ϕ(s)ds), p.p t ∈ (0, T ).

Inégalité de Minkowski

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a :

‖u+ v‖LP ≤ ‖u‖Lp + ‖v‖Lp .
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1.7 Stabilité au sens de Lyapunov

Théorème 1.12 (Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe [40])

Soit y(t) solution de ẏ = f(y)

et soit V une fonction de classe C1 définie positive sur un voisinage de y∗ = 0

(sans perte de généralité on prend l’équilibre exactement l’origine)

1. Si
dV

dt
est semi -définie négative alors y∗est stable

2. Si
dV

dt
est définie négative alors y∗est asymptotiquement stable

Dans le cas (1) V (y) est function de lyapunov faile ,et dans le cas (2) V (y) est dite fonction de

Lyapunov stricte.

Théorème 1.13 (Théoréme d’invariance de LaSalle [40])

Soit y ∈ Rn → V (y) de calsse C1est définie positive

d

dt
V (y) ≤ 0

Alors, pour toute condition initiale y0, la solution de ẏ = f(y) (définie pour tout temps t > 0)

converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu

dans l’ensemble des points ξ ∈ Rn tel que
d

dt
V (ξ) = 0
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Chapitre 2

Existence de la solution

Dans ce chapitre nous allons démontrer l’existence globale en utilisant la méthode de Faedo-

Galerkin et quelques estimations de l’énergie.

2.1 Position du problème

Pour prouver l’existence de la solution unique du problème (1.1), en utilisant la nouvelle variable

suivante

z (x, ρ, t) = ut (x, t− τρ) , x ∈ Rn, ρ ∈ (0, 1) , t > 0. (2.1)

Donc, on pose

τzt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0, dans Rn × (0, 1)× (0,+∞) . (2.2)

Par conséquent, le problème (1.1) est équivalent à

utt (x, t)− φ(x)(∆u (x, t)−
t∫

0

g(t− s)∆u(x, s)ds) + µ1ut (x, t) + µ2z (x, 1, t) = 0, x ∈ BR, t > 0,

τzt (x, ρ, t) + zρ (x, ρ, t) = 0, x ∈ Rn, ρ ∈ (0, 1) , t > 0,

u (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

z (x, 0, t) = ut (x, t) , x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rn,
z (x, ρ, 0) = f0 (x, t− τ) , x ∈ Rn, t ∈ (0, τ) .

(2.3)

La première question naturelle est l’existence de la solution du problème (2.3). Dans cette section,

nous allons donner une condition suffisante qui garantit que ce problème est bien posé.

D’abord, soit ε une constante positive telle que
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Chapitre 2. Existence de la solution

τµ2 < ε, (2.4)

Maintenant, nous énonçons les hypothèses générales sur la fonction de relaxation

g : R+ → R+ est une fonction de classe C1(R+,R+) satisfait :

g (0) > 0, 1−
∞∫

0

g(s)ds = l > 0. (G1)

Il existe une fonction différentiable positive non croissante ς (t) telle que :

g′(t) ≤ −ζ (t) g(t), ∀t ≥ 0. (G2)

et
∞∫

0

ζ (t) dt = +∞

Lemme 2.1 Pour tout u ∈ C([0, T ] ,D1,2(Ω)) on a

∫
BR

∇ut(t)
t∫

0

g(t− s)∇u(s)dsdx =
1

2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2

d

dt
(g ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)

∫
Rn

|∇u(t)|2 dx

+
1

2

d

dt

{∫ t

0

g(s)ds

∫
|∇u(s)|2 dx

}
,

où

(g ◦ u)(t) =

t∫
0

g(t− s)
∫
Rn

|u(s)− u(t)|2 dxds.

Preuve. On a

∫
BR

∇ut(t)
t∫

0

g(t− s)∇u(s)dsdx =

∫
BR

∇ut(t)
t∫

0

g(t− s) (∇u(s)−∇u(t)) dsdx

+

∫
BR

∇ut(t)
∫ t

0

g(t− s)∇u(t)dsdx,

=

t∫
0

g(t− s)
∫
BR

∇ut(t) (∇u(s)−∇u(t)) dxds

+

∫ t

0

g(t− s)
∫
BR

∇ut(t)∇u(t)dxds.
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Par conséquent

∫
BR

∇ut(t)
t∫

0

g(t− s)∇u(s)dsdx = −1

2

t∫
0

g(t− s) d
dt

∫
BR

|∇u(s)−∇u(t)|2 dxds

+

t∫
0

g(s)

1

2

d

dt

∫
BR

|∇u(t)|2 dx

 ds,

implique que∫
BR

∇ut(t)
∫ t

0

g(t− s)∇u(s)dsdx =
1

2
(g′ ◦ ∇u)(t)− 1

2

d

dt
(g ◦ ∇u)(t)− 1

2
g(t)

∫
BR

|∇u(t)|2 dx

+
1

2

d

dt


t∫

0

g(s)ds

∫
BR

|∇u(s)|2 dx

 .

Lemme 2.2 Pour u ∈ D1,2 (BR), on a

∫
BR

 t∫
0

g (t− s) (u (t)− u (s)) ds

2

≤ (1− l)C2
∗ (g ◦ ∇u) (t) ,

où C∗ est la constante de Poincaré et l est donné en (G1).

2.2 Existence globale

Dans cette section, nous allons démontrer l’existence globale du problème (2.3), pour

H = D1,2(Rn)× L2
ρ (Rn).

Théorème 2.1 Supposons que G1 et G2 est vérifié. Soit u0 ∈ D1,2(Rn), u1 ∈ L2
ρ (Rn) ,

f0 ∈ L2 (Rn × (0, 1)) , et T > 0.

Alors le problème (2.3) admet une solution faible unique (u, z) sur (0, T ) telle que :

u ∈ C
(
0, T ;D1,2(Rn)

)
.

ut ∈ C
(
0, T ;L2

ρ(Rn)
)
.
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Lemme 2.3 (voir [14]) soit G1 et G2 vérifiés, Supposons que les constantes T > 0 et R > 0 et les

conditions initiales u0 ∈ D1,2(BR), u1 ∈ L2
ρ (BR) sont donnés. Alors pour le problème (2.3) restreint

sur BR × (0, T ) satisfaire à la condition limite u = 0 dans ∂BR ∗ (0, T ) il existe une solution faible

unique (u, z) sur (0, T ) telle que

u ∈ C
(
0, T ;D1,2(BR)

)
.

ut ∈ C
(
0, T ;L2

ρ(BR)
)
.

Preuve. Nous allons prouver l’existence à l’aide de la méthode classique de l’énergie (approxima-

tion de Faedo Galerkin).On divise la démonstration du théorème en deux étapes

Etape 1 : Approximation de Faedo-Galerkin
On construit des approximations de la solution (u, z) par la méthode de Faedo-Galerkin, comme

suit pour tout n ≥ 1, soit Wn =Vect{w1, w2, ..., wn} , où {wj}nj=1 est une base Hilbertienne de

l’espace D1,2.

Pour 1 ≤ j ≤ n, définissons la suite ϕj (ρ, x) par

ϕj (0, x) = wj (x) .

Alors, nous pouvons étendre ϕj (0, x) par ϕj (ρ, x) sur L2 ( BR × [0, 1]) et dénote Vn =Vect{ϕ1, ..., ϕn} .
Nous choisissons deux suites (u0n) et (u1n) dans Wn et la suite (z0n) dans Vn telle que

u0n → u0 fortement dans D1,2(BR), u1n → u1 fortement dans L2
ρ (BR) et z0n → f0 fortement dans

L2 (BR × (0, 1)) . Maintenant, on définit les approximations

un (t, x) =
n∑
j=1

gjn (t)wj (x) et zn (t, x, ρ) =
n∑
j=1

hjn (t)ϕj (x, ρ) ,

où (un (t) , zn (t)) sont solutions du problème de Cauchy de dimension finie.

On résoud le problème

∫
BR

u′′n (t) ηdx− φ(x)(
∫
BR

∆un (t) ηdx−
∫
BR

t∫
0

g(t− s)∆un (s) ηdsdx)

+
∫
BR

(µ1utn(x, t) + µ2zn(x, 1, t))ηdx = 0,

zn(x, 0, t) = utn(x, t),

(un (0) , utn (0)) = (u0n, u1n) ,

(2.5)

pour tout η ∈ Wn et t ≥ 0, on pose η = ρ (x)wj dans (2.5) on obtient le problème de Cauchy pour
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des équations différentielles par les inconnue

∫
BR

(
n∑
j=1

g′′jnwj

)
ρ(x)wjdx+

∫
BR

(
n∑
j=1

gjn∇wj (x)

)
∇wjdx

−
t∫

0

g(t− s)
∫
BR

(
n∑
j=1

gjn (s)∇wj

)
∇wjdxds

+
∫
Rn

(
µ1

(
n∑
j=1

g′jnwj

)
+ µ2

(
n∑
j=1

hjn (t)ϕj (x, 1)

))
ρ(x)wjdx = 0,

zn(x, 0, t) = utn(x, t),

(un (0) , utn (0)) = (u0n, u1n)

(2.6)

et 
∫
BR

(
n∑
j=1

(
τh′jn (t)ϕj (x, ρ) + hjn (t) d

dρ
ϕj (x, ρ)

))
ϕjdx = 0,

zn(ρ, 0) = z0n.

(2.7)

Selon la théorie standard des équations différentielles ordinaires, le problème de dimension finie

(2.6) , (2.7) admet une solution (gn (t) , hn (t)) définie sur (0, tn) .

Etape 2 : Estimation de l’énergie
En multipliant l’équation (2.6) par g′jn(t), en intègrant sur (0, t), pour n ≥ 1, on obtient

∫
BR

t∫
0

u′′n (t) ρ(x)
n∑
j=1

wjg
′
jndsdx+

∫
BR

t∫
0

∇un (t)
n∑
j=1

∇wjg′jn(s)dsdx

−
t∫

0

(
t∫

0

g(t− s)
∫
BR

∇un (s)
n∑
j=1

∇wjg′jn(s)dxds

)
ds′

+
∫
BR

t∫
0

(µ1u
′
n(x, s) + µ2zn(x, 1, s))ρ(x)

n∑
j=1

wjg
′
jndsdx = 0.

(2.8)

Alors, (2.8) devient

∫
BR

t∫
0

u′′n (t)u′n(t)ρ(x)dsdx+
∫
BR

t∫
0

∇un (t)∇u′n (t) dsdx

−
t∫

0

(
t∫

0

g(t− s)
∫
BR

∇un (s)∇u′n (t) dxds

)
ds′

+µ1

t∫
0

∫
BR

u′n(x, s)u′n(t)ρ(x)dxds+ µ2

t∫
0

∫
BR

zn (x, 1, t)u′n(s, x)ρ(x)dxds = 0.

(2.9)
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Le premier terme dans (2.9), s’écrit

∫
BR

t∫
0

u′′n (t)u′n (t) ρ(x)dsdx =
1

2

∫
BR

(

t∫
0

d

dt
|u′n (s)|2 ds)ρ(x)dx

=
1

2
‖u′n (t)‖2

L2
ρ(BR) −

1

2
‖u1‖2

L2
ρ(BR) . (2.10)

Le deuxième terme dans (2.9), devient

∫
BR

t∫
0

∇un (t)∇u′n (t) dsdx =
1

2

∫
BR

t∫
0

d

dt
| ∇un (s) |2 dsdx

=
1

2
‖∇un (t)‖2

L2(BR) −
1

2
‖∇u0‖2

L2(BR) . (2.11)

En utilisant le lemme 2.1, Le troixième terme dans (2.9), devient

t∫
0

 t∫
0

g(t− s)
∫
BR

∇un (s)∇u′n (t) dxds

 ds′ = −1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un)(s)ds+
1

2
(g ◦ ∇u)(t)

+
1

2

t∫
0

g(s) ‖∇un (s)‖2
L2(BR) ds (2.12)

−1

2

t∫
0

g(s)ds ‖∇un (t)‖2
L2(BR) .

Et
t∫

0

∫
BR

ρ (x)u′n(s)u′n(s)dxds =

t∫
0

‖u′n(s)‖2
L2
ρ(BR) ds (2.13)

En remplaçant (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13) dans (2.9), on obtient

1

2

1−
t∫

0

g(s)ds

 ‖∇un (t)‖2
L2(BR) + ‖u′n (t)‖2

L2
ρ(BR) + (g ◦ ∇u) (t)

+ µ1

t∫
0

‖u′n(s)‖2
L2
ρ(BR) ds

+µ2

t∫
0

∫
BR

ρ(x)zn(x, 1, s)u′n(s, x)dxds+
1

2

t∫
0

g(s) ‖∇un(s)‖2
2 ds−

1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un)(s)ds

=
1

2
‖∇u0‖2

2 + ‖u1‖2
L2
ρ(BR) (2.14)
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On peut choisir ε > 0, en multipliant la première équation dans (2.7) par
( ε
τ

)
h′jn (t) et en inté-

grant sur (0, t)× (0, 1) , on obtient

ε

τ

∫
BR

1∫
0

t∫
0

τztn (x, ρ, s)

n∑
j=1

h′jn (s)ϕj (x, ρ) dxdρds+
ε

τ

t∫
0

∫
BR

1∫
0

znρ

n∑
j=1

h′jn (s)ϕj (x, ρ) dρdxds = 0,

c’est-à-dire

ε

∫
BR

1∫
0

t∫
0

ztn (x, ρ, s) zn (x, ρ, s) dsdρdx+
ε

τ

t∫
0

∫
BR

1∫
0

znρzn (x, ρ, s) dρdxds = 0. (2.15)

Alors (2.15), devient

ε

2

∫
BR

1∫
0

z2
n (x, ρ, t) dρdx+

ε

τ

t∫
0

∫
BR

1∫
0

znρzn (x, ρ, s) dρdxds =
ε

2
‖z0n‖2

L2(BR×(0,1)) . (2.16)

Maintenant, en traitant le dernier terme du membre gauche dans (2.16), on obtient

t∫
0

∫
BR

1∫
0

znρzn (x, ρ, s) dρdxds =
1

2

t∫
0

∫
BR

1∫
0

∂

∂ρ
z2
n (x, ρ, s) dρdxds,

=
1

2

t∫
0

∫
BR

(
z2
n (x, 1, s)− z2

n (x, 0, s)
)
dsdt, (2.17)

par addition de (2.14) et (2.16) et en utilisant (2.17), on obtient

En (t) + µ1

t∫
0

‖u′n(s)‖2
L2
ρ(BR) −

ε

2τ

t∫
0

‖u′n(s)‖2
2 ds+

ε

2τ

t∫
0

∫
BR

z2
n (σ, 1, s) dσds

+µ2

t∫
0

∫
BR

zn (x, 1, s)u′n (s, x) dxds+
1

2

t∫
0

g(s) ‖∇un(s)‖2
2 ds−

1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un)(s)ds

= En (0) . (2.18)

Où

En (t) =
1

2

1−
t∫

0

g(s)ds

 ‖∇un (t)‖2
2 + ‖u′n (t)‖2

L2
ρ(BR) + (g ◦ ∇u) (t)

+
ε

2
‖zn‖2

L2(BR×(0,1)) .

(2.19)

Nous caractérisons deux cas :

2.2. Existence globale 30



Cas 1
Supposons que 0 < | µ2| < µ1.On peut choisir ε satisfaisant l’inégalité (2.4).

En appliquant l’inégalité de Young au cinquième terme du membre gauche de (2.18), on obtient

µ2

t∫
0

∫
BR

ρ(x)zn (x, 1, s)u′n (s, x) dxds

≥ −µ2

2

t∫
0

∫
BR

ρ(x)z2
n (x, 1, s) dxds− µ2

2

t∫
0

∫
BR

ρ(x) (u′n)
2

(s) dxds (2.20)

= −µ2

2

t∫
0

∫
BR

ρ(x)z2
n (x, 1, s) dxds− µ2

2

t∫
0

‖u′n (s)‖2
L2
ρ(BR) ds.

Et

− ‖u′n (s)‖2
L2
ρ(BR) ≥ −c∗ ‖u′n (s)‖2

2 . (2.21)

En remplaçant (2.20), (2.21) dans (2.18), on trouve

En (t)−
(
c∗µ1 +

ε

2τ
+
µ2

2

) t∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(BR) ds+
( ε

2τ
− µ2

2

) t∫
0

∫
BR

z2
n (x, 1, s) dxds

+
1

2

t∫
0

g (s) ‖∇un (s)‖2
2 ds−

1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un) (s) ds

≤ En (0) .

Par conséquent, en utlisant (2.4), nous pouvons trouver deux constantes positives C1 et C2 telles

que

En (t) + C2

t∫
0

∫
BR

z2
n (x, 1, s) dxds+

1

2

t∫
0

g (s) ‖∇un (s)‖2
2 ds−

1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un) (s) ds

≤ En (0) + C1

t∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(BR) ds. ≤ %n (0) + C1

T∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(BR) ds. (2.21)

Cas 2 :
Nous suppossons que µ1 = 0 et 0 < |µ2| < a tq a est une canstante positive et choisisons ε = τµ2,
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alors l’inégalité (2.21) devient

En (t) +
1

2

t∫
0

g (s) ‖∇un (s)‖2
2 ds−

1

2

t∫
0

(g′ ◦ ∇un) (s) ds

≤ En (0) + µ2

t∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(Rn) ds (2.22)

. ≤ En (0) + a

T∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(BR) ds.

Maintenant, dans les deux cas et comme les suites (un0)n∈N , (un1)n∈N et (z0n)n∈N convergents, en

utilisant (G1) et (G2), on obtient une constante positive C indépendante de n telle que

En (t) ≤ C (T ) . (2.23)

Où

C =
1

2

(
‖un1‖2

2 + ‖∇un0‖2
2

)
+
ξ

2
‖z0n‖2

L2(BR×(0,1)) + max (C1, a)

T∫
0

‖u′n (s)‖2
L2

2(BR) ds.

Passage à la limite

En utilisant la condition 1−
t∫

0

g(s)ds ≥ l, la dernière estimation (2.23) avec (2.19), on obtient pour

tout n ∈ N, tn = T que

(un)n∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;D1,2(BR)

)
, (2.24)

(u′n)
n∈N est bornée dans L∞

(
0, T ;L2

ρ (BR)
)
, (2.25)

(zn)n∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;L2 (BR × (0, 1))

)
. (2.26)

Par conséquent, on conclus que

un ⇀ u faiblement∗ dans L∞
(
0, T ;D1,2(BR)

)
,

u′n ⇀ u faiblement∗ dans L∞
(
0, T ;L2

ρ (BR)
)
,

zn ⇀ z faiblement∗dans L∞
(
0, T ;L2 (BR × (0, 1))

)
.

De (2.24), (2.25) et (2.26), on a

(un)n∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;D1,2(BR)

)
.

Alors

(un)n∈N est bornée dans L2
(
0, T ;D1,2(BR)

)
.

2.2. Existence globale 32



Comme

(u′n)n∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;L2

ρ (BR)
)
,

(u′n)n∈N est bornée dans L2
(
0, T ;L2

ρ (BR)
)
.

alors (u, z) solution faible d’un problème (2.3)

Proposition 2.1 soit G1 et G2 vérifiés, Supposons que les constantes T > 0 et R > 0 et les conditions

initiales :

u0 ∈ D1,2(Rn) et u1 ∈ L2
ρ (Rn) ,

sont donnés. Alors pour le problème (2.3) il existe une solution (faible) telle que

u ∈ C
(
0, T ;D1,2(Rn)

)
.

et ut ∈ C
(
0, T ;L2

ρ(Rn)
)
.

Preuve. On divise la démonstration du proposition en deux étapes

Existence : Soit R0 > 0 telle que supp (u0) ⊂ BR0 et supp (u1) ⊂ BR0. pour R > R0, R ∈ N, nous

considérons le problème d’approximation

u′′R (x, t)− φ(x)(∆uR (x, t)−
t∫

0

g(t− s)∆uR(x, s)ds)

+µ1u
′
R (x, t) + µ2zR (x, 1, t) = 0, x ∈ BR, t > 0,

τztR (x, ρ, t) + zρR (x, ρ, t) = 0, x ∈ Rn, ρ ∈ (0, 1) , t > 0,

uR (x, t) = 0, x ∈ ∂BR, t > 0,

zR (x, 0, t) = u′R (x, t) , x ∈ BR, t > 0,

uR(., 0) = u0(x) ∈ C∞0 (BR) , u′R(x, 0) = u1(x) ∈ C∞0 (BR)

zR (x, ρ, 0) = f0 (x, t− τ) , x ∈ BR, t ∈ (0, τ) .

Par Lemme 2.3, le problème (2.3) ademet une solution faible (uR, zR) sur (0, T ) telle que

uR ∈ C
(
0, T ;D1,2(BR)

)
.

et u′R ∈ C
(
0, T ;L2

ρ(BR)
)
.

Nous étendons la solution du problème (2.3) comme

ũR :=

{
uR, Si | x |< R

0, Si | x |≥ R

la solution ũR satisfait les estimations :
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(ũR)R∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;D1,2(Rn)

)
,

(ũ′R)
R∈N est bornée dans L∞

(
0, T ;L2

ρ (Rn)
)
, (2.27)

(z̃R)R∈N est bornée dans L∞
(
0, T ;L2 (Rn × (0, 1))

)
,

ũR est relativement compact dans C
(
0, T, L2

ρ (Rn)
)
. (2.28)

Maintenant, en utilisant des relations(2.27) et (2.28) , l’injection continue

C
(
0, T, L2

ρ (Rn)
)
⊂ L∞

(
0, T ;L2

ρ (Rn)
)

nous pouvons extraire une sous-suite de ũR désigné par

ũRm , telle que m→∞

ũRm ⇀ u0 faiblement∗ dans L∞
(
0, T ;D1,2(Rn)

)
,

ũ′Rm ⇀ u1 faiblement∗ dans L∞
(
0, T ;L2 (Rn)

)
,

z̃RM ⇀ z faiblement∗dans L∞
(
0, T ;L2 (Rn × (0, 1))

)
.

Pour le reste de la preuve, nous procédons comme dans[2] . Pour fixe, R = Rm, notons Lm l’opé-

rateur de restriction

Lm : [0, T ]× Rn → [0, T ] ∗BR.

Il est clair que la sous-suite restreinte LmũRm satisfait aux estimations obtenues au lemme 2.3

(voir aussi (2.27)). Il existe donc une sous-suite ũRmj ≡ ũj pour lequel cela peut être montré en

suivant la procédure du lemme 2.3, Lmũj converge faiblement vers une solution (faible) um Nous

avons :

T∫
0

∫
BR

Lmũ
”
j (t) ρ(x)ϑdxds+

T∫
0

∫
BR

∇Lmũj (t)∇ϑdxds−
T∫
0

(
t∫

0

g(t− s)
∫
BR

∇Lmũj (s)∇ϑdxds
)
ds′

+
T∫
0

∫
BR

(µ1Lmũ
′
j(x, t) + µ2Lmz̃j(x, 1, t))ρ(x)ϑdxds,

=
T∫
0

∫
Rn
ũ”
j (t) ρ(x)ϑdxds+

T∫
0

∫
Rn
∇ũj (t)∇ϑdxds−

T∫
0

(
t∫

0

g(t− s)
∫
Rn
∇ũj (s)∇ϑdxds

)
ds′

+
T∫
0

∫
Rn

(µ1ũ
′
j(x, t) + µ2z̃j(x, 1, t))ρ(x)ϑdxds,

(2.29)

pour chaque ϑ ∈ C (0, T, BR). Passer à la limite en (2.29) comme j → ∞, on obtient Lmũ = um.

L’égalité (2.29) est valable pour ϑ ∈ C (0, T,Rn) puisque le rayon R est choisi arbitrairement. Donc,

ũj est la solution faible du problème (2.3)
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continuité :d’apérs la remarque suivante

Remarque 2.1 Nous pouvons voir en utilisant un argument de la densité, que la formule générale

(2.6) est vérifiés, pour chaque w ∈ L2 (0, T ;D1,2 (Rn)) Par la densité et l’injection compacit suivante

D1,2 (Rn) ⊂ L2
ρ (Rn) ⊂ D−1,2 (Rn) ,

pour p′ ∈ (0,∞), l’injection{
u ∈ Lp′

(
0, T ;D1,2 (Rn)

)
, ut ∈ Lp

′ (
0, T ;D−1,2 (Rn)

)}
⊂ C

(
0, T ;L2

ρ (Rn)
)
,

est continue.

nous obtenons u ∈ C
(
0, T ;L2

ρ (Rn)
)

et ut ∈ C (0, T ;D1,2 (Rn)) alors u et ut sont continues faible-

ment avec des valeurs dans D1,2 (Rn) et L2
ρ (Rn) respectivement, la solutions u est la limite de la

suite de solutions ũj satisfait l’inégalité (2.23), on obtient

‖ ũj (t) ‖2
D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2

L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

− ‖ ũj (0) ‖2
D1,2(Rn) − ‖ ũ′j (0) ‖2

L2
ρ(Rn) − ‖ z̃j (0) ‖2

L2
2(Rn×(0.1)) (2.30)

≤ C1

t∫
0

‖ ũ′j (s) ‖2
L2

2(Rn) ds.

Soit s ∈ (0, T ], La quantité

sup
s∈[0,T ]

{
‖ ũj (t) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

}
,

est équivalent de la norme au carré de l’espace

L∞ (0, s;D1,2 (Rn))×L∞
(
0, s;L2

ρ (Rn)
)
×L∞ (0, s;L2

2 (Rn × (0, 1))). Mais les balles dans cet espace

sont faibles * -compact, donc ils sont faibles * -fermée. Nous concluons de l’estimation (2.30) , on

obtient

sup
s∈[0,T ]

{
‖ ũj (t) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

}
≤ ‖ ũj (0) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (0) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (0) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

+ lim sup
j→∞

C1

t∫
0

‖ ũ′j (s) ‖2
L2

2(Rn) ds,

quand s→ 0, on obtient
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lim sup
t→0+

{
‖ ũj (t) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

}
≤ ‖ ũj (0) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (0) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (0) ‖2

L2
2(Rn×(0.1)),

par continuité faible de u (t) ,ut (t) et zn (t), on a

lim sup
t→0+

{
‖ ũj (t) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

}
≥ ‖ ũj (0) ‖2

D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (0) ‖2
L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (0) ‖2

L2
2(Rn×(0.1)) .

Alors ‖ ũj (t) ‖2
D1,2(Rn) + ‖ ũ′j (t) ‖2

L2
ρ(Rn) + ‖ z̃j (t) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

est continu et par la solvabilité du

problème inversé nous obtenons la continuité gauche.

‖ u (t)− u (s) ‖2
D1,2(Rn) + ‖ u′ (t)− u′ (s) ‖2

L2
ρ(Rn) + ‖ z (t)− z (s) ‖2

L2
2(Rn×(0.1))

= ‖ u (t) ‖2
D1,2(Rn) −2 (u (t) , u (s))D1,2(Rn) + ‖ u (s) ‖2

D1,2(Rn)

+ ‖ u′ (t) ‖2
L2
ρ(Rn) −2 (u′ (t) , u′ (s))L2

ρ(Rn) + ‖ u′ (s) ‖2
L2
ρ(Rn)

+ ‖ z (t) ‖2
L2

2(Rn×(0.1)) −2 (z (t) , z (s))L2
2(Rn×(0.1)) + ‖ z (s) ‖2

L2
2(Rn×(0.1)),

où le côté droit de l’égalité tend vers à zéro quand j → 0. Alors la preuve est complète.
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Chapitre 3

La décroissance d’énergie

Dans ce chapitre, nous montrons selon l’hypothèse 0 < |µ2| < µ1 que l’énergie de la solution du

problème (1.1) décroit exponentiellement quand t tend vers l’infini, en utilisant la méthode de

l’énergie et les fonctionnels de Lyapunov appropriée pour montrer la stabilité.

Nous discuterons deux cas, le cas où 0 < |µ2| < a et le cas µ1 = 0. Nous allons séparer les deux

cas puisque les preuves sont légèrement différentes.

3.1 Stabilité exponentielle pour 0 < |µ2| < µ1

Dans cette section, nous montrons que si l’hypothèse 0 < |µ2| < µ1 est vérifee, la solution du

problème (1.1) devient triviale.

Nous allons utiliser la méthode de l’énergie combinée avec le choix d’une fonctionnels de Lya-

punov. Pour une constante positive ξ vérifiant l’inégalité (2.4), nous définissons la fonctionnelle

d’énergie du problème (2.3)

E (t) =
1

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

2

(
1−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖ ∇u (t) ‖2

2 (3.1)

+
1

2
(g ◦ ∇u) (t) +

ξ

2

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (σ (s− t))u2

s (x, s) dsdx.

Théorème 3.1 Supposons que les hypothèses (G1) et (G2) soient vérifiées. toute donne initaile

u0 ∈ D1,2 (Rn) , u1 ∈ L2
ρ (Rn) et f0 (x, t) ∈ L2 (Rn × (−τ , 0)). nous avons :

Si 0 <| µ2 |< µ1 alors il existe deux constantes β > 0 et γ > 0 telles que l’énergie E (t) défini par

(3.1) satisfait

E (t) ≤ β exp

(
−γ
∫ t

0

ζ (s) ds

)
pour t ≥ t0. (3.2)
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Dans cette section, on doit établir la propriété de décroissance générale de la solution du problème

(1.1)− (1.3). en utilisant les lemmes suivantes.

Lemme 3.1 Sous les hypothèses du théorème 3.1, alors la fonctionelle d’énergie définie par (3.1) est

une fonction décroissante, telle que

E ′ (t) ≤
(
| µ2 |

2
− µ1 +

ξ

2

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+

(
| µ2 |

2
+
ξ

2
exp (−στ)

)∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx (3.3)

+
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− 1

2
g (t) ‖ ∇u (t) ‖2

2 −
ξ

2
σ

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (−σ (t− s))u2

s (x, s) dsdx.

Preuve. la dérivée de E(t) :

En utilisant le lemme 2.1, on trouve :

d

dt

(
1

2
(g ◦ ∇u) (t)

)
=

(
−
∫ t

0

g (s) ds

) ∫
Rn
∇ut (x, t)∇u (x, t) dx

+
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− 1

2
g (t) ‖ ∇u (t) ‖2

2 +
1

2

d

dt

(∫ t

0

g (s) ds

)
‖ ∇u (t) ‖2

2 (3.5)

−
∫
Rn
∇ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t)) dsdx,

et d’apérs la formule de Leibniz alors :

d

dt

(
ξ

2

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (σ (s− t))u2

s (x, s) dsdx

)
= −ξ

2
exp (−στ)

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx

−ξ
2
σ

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (−σ (t− s))u2

s (x, s) dsdx

+
ξ

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ
. (3.6)

En estimant E ′ (t) :

d’apérs l’equation (1.1) :

utt (x, t) = φ (x)

[
∆u (x, t)−

∫ t

0

g (t− s) ∆u (x, t) ds

]
− µ1ut (x, t)− µ2ut (x, t− τ) . (3.7)

En utilisant (3.7) et la formule de green, on obtient
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∫
Rn
ρ (x)utt (x, t)ut (x, t) dx = −

∫
Rn
∇ut (x, t)∇u (x, t) dx

+

∫
Rn
∇ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t)) dsdx

+

∫
Rn
∇ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s)∇u (x, t) dsdx (3.8)

−µ1

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t) dx− µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t− τ) dx,

alors

E ′ (t) =
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)− 1

2
g (t) ‖ ∇u (t) ‖2

2

−µ1

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx− µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)ut (x, t− τ) dx

−ξ
2

exp (−στ)

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx (3.9)

−ξ
2
σ

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (−σ (t− s))u2

s (x, s) dsdx+
ξ

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ
.

En utilisant l’inégalite de Young sur le troisième terme dans (3.9), on obtient

| −µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)ut (x, t− τ) dx |≤ δ | µ2 |‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
| µ2 |

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx,

(3.10)

on pose δ = 1
2
, donc

| −µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)ut (x, t− τ) dx |≤ | µ2 |

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
| µ2 |

2

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx.

(3.11)

Nous avons :

− µ1

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx = −µ1 ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ
, (3.12)

en remplaçant (3.11) et (3.12) dans (3.9), on obtient

E ′ (t) ≤
(
| µ2 |

2
− µ1 +

ξ

2

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+

(
| µ2 |

2
+
ξ

2
exp (−στ)

)∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)

−1

2
g (t) ‖ ∇u (t) ‖2

2 −
ξ

2
σ

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (−σ (t− s))u2

s (x, s) dsdx.

Alors la preuve est complète.
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Lemme 3.2 Sous les hypothèses du théorème 3.1, soit (u, ut) la solution du problème (1.1) − (1.3).

La fonctionnelle Φ (t) définie par :

Φ (t) =

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)u (x, t) dx.

Il existe trois constantes positives c1, c2 et c3, telles que pour tout t > 0

Φ′ (t) ≤ − l
2
‖ ∇u (t) ‖2

2 +c1 ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

+c2

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+ c3 (g ◦ ∇u) (t) . (3.13)

Preuve. la dérivée de Φ (t) est :

Φ′ (t) =

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx+

∫
Rn
ρ (x)utt (x, t)u (x, t) dx,

et en utilisant (3.7)

Φ′ (t) =

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx

+

∫
Rn

[
∆u (x, t)−

∫ t

0

g (t− s) ∆u (x, s) ds

]
u (x, t) dx

−µ1

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)u (x, t) dx− µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t− τ)u (x, t) dx

=

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx−
∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx

+

∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s)∇u (x, s) dsdx

−µ1

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t) dx− µ2

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t− τ) dx

=

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t) dx+

∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))dsdx

−µ1

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t) dx− µ2

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t− τ) dx

+(

∫ t

0

g (s) ds− 1) ‖ ∇u (t) ‖2
2 . (3.14)

En utilisant l’inégalité de Young pour tout ε > 0 au second terme de (3.14) , il vient

|
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))dsdx |≤ ε

∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx (3.15)

+
1

4ε

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))ds

)2

dx.
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En appliquant l’inégalité de Hölder de (3.15) devient

|
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))dsdx | (3.16)

≤ ε

∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx+

1

4ε
(

∫ t

0

g (s) ds) (g ◦ ∇u) (t) .

En utilisant
∫ t

0
g(s)ds ≤

∫∞
0
g(s)ds = 1− l

|
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))dsdx |

≤ ε

∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx+

1

4ε
(1− l) (g ◦ ∇u) (t) (3.17)

≤ ε

∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx+

1

4ε
(g ◦ ∇u) (t),

alors

|
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, s)−∇u (x, t))dsdx |≤ ε

∫
Rn
| ∇u (x, t) |2 dx+

1

4ε
(g ◦ ∇u) (t).

(3.18)

Ensuite,en appliquant l’inégalité de Young et l’inégalité de Poincaré aux troisième et quatrième

terme du membre droit de (3.14), pour tout ε > 0

| −µ1

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t) dx |≤ ε | µ1 |‖ u (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4ε
| µ1 |‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

(3.19)

≤ ε | µ1 |‖ ∇u (t) ‖2
2 +

1

4ε
| µ1 |‖ ut (t) ‖2

L2
ρ
,

| µ2

∫
Rn
ρ (x)u (x, t)ut (x, t− τ) dx |

≤ ε | µ2 |‖ u (t) ‖2
L2
ρ

+
1

4ε
| µ2 |

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx (3.20)

≤ ε | µ2 | c2
∗ ‖ ∇u (t) ‖2 +

1

4ε
| µ2 |

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx,

où c2
∗ constante de poincaré.

En remplaçant (3.18), (3.19) et (3.20) dans (3.14),on obtient notre resultat

Φ′ (t) ≤ − l
2
‖ ∇u (t) ‖2

2 +c1 ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

+c2

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+ c3 (g ◦ ∇u) (t) ,

telles que c1 = 1 + |µ1|
4ε

; c2 = |µ2|
4ε

; c3 = 1−l
4ε
.
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Lemme 3.3 soit (u (x, t) , ut (x, t)) solution de (1.1)− (1.3) , La fonctionnelle ψ (t) définie par

ψ (t) = −
∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx, (3.21)

il existe une constante c4, alors pour tout δ > 0

ψ′ (t) ≤
(

2δ −
∫ t

0

g (s) ds

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
(
δ + 2δ (1− l)2) ‖ ∇u (t) ‖2

2 (3.22)

+c4 (g ◦ ∇u) (t)− g (0) c2
∗

4δ
(g′ ◦ ∇u) (t) + δ

∫
Rn
ρu2

t (t− τ) dx.

Preuve. En utilisant (3.7), un calcul direct donne

ψ′ (t) = −
∫
Rn
ρ (x)utt (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx (3.23)

−
∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g′ (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx−
∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t)

∫ t

0

g (t− s) dsdx.

ψ′ (t) = −
∫
Rn
ρ (x)utt (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx

−
∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g′ (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx−
∫ t

0

g (s) ds ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

= −
∫
Rn

∆u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx

+

∫
Rn

(∫ t

0

g(t− s)∆u (x, s) ds

)(∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))ds

)
dx

+µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t− τ)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx

+µ1

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx

−
∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g′ (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx

−
∫ t

0

g (s) ds ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ
. (3.24)

En utilisant la formule de green et l’inégalité de Young aux première et deuxième terme dans le

membre droit de (3.24), pour tout δ > 0, on obtient
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| −
∫
Rn

∆u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx |

= |
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))dsdx | (3.25)

≤ δ ‖ ∇u (t) ‖2
2 +

1

4δ

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx.

Ensuite ,en appliquant l’inégalité de Hölder dans (3.25)

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx ≤
(∫ t

0

g (s) ds

)
(g ◦ ∇u) (t) . (3.26)

En utilisant
∫ t

0
g (s) ds ≤

∫∞
0
g (s) ds = 1− l :

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx ≤ (1− l) (g ◦ ∇u) (t) . (3.27)

En remplaçant (3.27) dans (3.25)

|
∫
Rn
∇u (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))dsdx |≤ δ ‖ ∇u (t) ‖2
2 +

1

4δ
(1− l) (g ◦ ∇u) (t) ,

(3.28)

|
∫
Rn

(∫ t

0

g(t− s)∆u (x, s) ds

)(∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))ds

)
dx |

= | −
∫
Rn

(∫ t

0

g(t− s)∇u (x, s) ds

)∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds)dx |

≤ δ

∫
Rn

(∫ t

0

g(t− s)(∇u (x, s)−∇u (x, t) +∇u (x, t))ds

)2

dx

+
1

4δ

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx

≤ δ

∫
Rn

((∫ t

0

g(t− s)(∇u (x, s)−∇u (x, t) ds

)
+

((∫ t

0

g(s)ds

)
∇u (x, t)

))2

dx

+
1

4δ

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx

≤ 2δ

∫
Rn

[(∫ t

0

g(t− s)(∇u (x, s)−∇u (x, t) ds

)2

+

((∫ t

0

g(s)ds

)
∇u (x, t)

)2
]
dx

+
1

4δ

∫
Rn

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx
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≤
(

2δ +
1

4δ

)(∫ t

0

g(s)ds

)
(g ◦ ∇u) (t) + 2δ

(∫ t

0

g(s)ds

)2

‖ ∇u (t) ‖2
2

≤
(

2δ +
1

4δ

)
(1− l) (g ◦ ∇u) (t) + 2δ (1− l)2 ‖ ∇u (t) ‖2

2 . (3.29)

En estimant le troisième, le quatrième et le dernier terme dans (3.24) et appliquant l’inégalité de

Young et l’inégalité de Hölder

| µ2

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t− τ)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx |

≤ δ

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+
1

4δ

∫
Rn
ρ (x)

(∫ t

0

g (t− s) (∇u (x, t)−∇u (x, s))ds

)2

dx

≤ δ

∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+
1

4δ
c2
∗ (g ◦ ∇u) (t) , (3.30)

| µ1

∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx |

≤ δ ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

+
1

4δ
c2
∗ (g ◦ ∇u) (t) , (3.31)

| −
∫
Rn
ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g′ (t− s) (u (x, t)− u (x, s))dsdx |

≤ δ ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

+
1

4δ

∫ t

0

g′ (s) ds (g′ ◦ ∇u) (t) (3.32)

≤ δ ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ
−g(0)

4δ
(g′ ◦ ∇u) (t) .

En remplaçant (3.28) , (3.29) , (3.30) , (3.31) ,et (3.32) dans (3.24)on obtient notre resultat

ψ′ (t) ≤
(

2δ −
∫ t

0

g (s) ds

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
(
δ + 2δ (1− l)2) ‖ ∇u (t) ‖2

2

+c4 (g ◦ ∇u) (t)− g (0) c2
∗

4δ
(g′ ◦ ∇u) (t) + δ

∫
Rn
ρu2

t (t− τ) dx,

telles que c4 := (1− l)
[(

2δ +
1

4δ

)
+

1

4δ

]
+
c2
∗

2δ
.

Maintenant, nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov

L (t) = E (t) + ε1φ (t) + ε2ψ (t)

où ε1 et ε2 sont des constantes positives

Nous avons ensuite le lemme suivant.
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Lemme 3.4 pour ε1 > 0 and ε2 > 0 assez petit, nous avons

1

2
E (t) ≤ L (t) ≤ 2E (t) . (3.33)

Preuve. En utilisant l’inégalité de Holder, l’inégalité de Young et (3.1), nous pouvons obtenir pour

tout δ > 0

| L (t)− E (t) |≤ ε1 | φ (t) | +ε2 | ψ (t) |

≤ ε1

∫
Rn
| ρ (x)ut (x, t)u (x, t) | dx+ ε2

∫
Rn
| ρ (x)ut (x, t)

∫ t

0

g (t− s) (u (x, t)− u (x, s))ds | dx

≤ ε1

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
‖ u (t) ‖2

L2
ρ

)
+ε2

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ

∫ t

0

g2 (t− s) ds
∫ t

0

∫
Rn
ρ (x) (u (x, t)− u (x, s))2 dxds

)
≤ ε1

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
‖ u (t) ‖2

L2
ρ

)
+ε2

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
c2
∗

∫ t

0

g (t− s) ds
∫ t

0

g (t− s)
∫
Rn

(∇u (x, t)−∇u (x, s))2 dxds

)
≤ ε1

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
‖ u (t) ‖2

L2
ρ

)
+ ε2

(
δ ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ
c2
∗ (1− l) (g ◦ ∇u) (t)

)
≤ δ (ε1 + ε2.) ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

4δ

(
ε1 ‖ u (t) ‖2

L2
ρ

+ε2c
2
∗ (1− l) (g ◦ ∇u) (t)

)
, (3.34)

il existe une constante positive ε > 0 telle que

| L (t)− E (t) |≤ εE (t) , (3.35)

et

E (t) =
1

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

2

(
1−

∫ t

0

g (s) ds

)
‖ ∇u (t) ‖2

2 +
1

2
(g ◦ ∇u) (t)

+
ξ

2

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (σ (s− t))u2

s (x, s) dsdx,

donc

δ (ε1 + ε2.) ‖ ut (t) ‖2
L2
ρ

+
1

4δ

(
ε1c

2
∗ ‖ ∇u (t) ‖2

2 +ε2c
2
∗ (1− l) (g ◦ ∇u) (t)

)
≤ ε

1

2
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+
1

2
εl ‖ ∇u (t) ‖2

2 (3.36)

+
1

2
ε (g ◦ ∇u) (t) +

ξε

2

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (σ (s− t))u2

s (x, s) dsdx.
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Si


δ (ε1 + ε2.) ≤ ε1

2
,

1c2∗
4δ
ε1 ≤ 1

2
εl,

1
4δ
ε2c

2
∗ (1− l) ≤ 1

2
ε,

=⇒


2δ (ε1 + ε2) ≤ ε,

1c2∗
2lδ
ε1 ≤ ε,

1
2δ
ε2c

2
∗ (1− l) ≤ ε,

=⇒ ε ≥ max

{
2δ (ε1 + ε2) ,

1c2
∗

2lδ
ε1,

1

2δ
ε2c

2
∗ (1− l)

}
, (3.37)

(ie)(1− ε)E (t) ≤ L (t) ≤ (1 + ε)E (t) .

Dans la remarque ε > 0 est assez petit quand ε1 et ε2 sont assez petits, on peut obtenir (3.33)

quand on choisit ε1 > 0 et ε2 > 0 assez petit. La preuve est complète.

Preuve. Théorème(3.1) Pour tout t0 > 0 fixé, on sait que pour tout t ≥ t0∫ t

0

g (s) ds ≤
∫ t0

0

g (s) ds := g0,

En utilisant les estimations (3.22) , (3.13) , (3.3) nous prouvons écrire

d

dt
L (t) = E ′ (t) + ε1φ

′ (t) + ε2ψ
′ (t)

≤
(
| µ2 |

2
− µ1 +

ξ

2
+ c1ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+

(
| µ2 |

2
− ξ

2
exp (−στ) + c2ε1 + ε2δ

)∫
Rn
ρ (x)u2

s (x, t− τ) dx

+

(
1

2
− g (0) c2

∗
4δ

ε2

)
(g′ ◦ ∇u) (t) ,+

(
ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2

)
‖ ∇u (t) ‖2

2

+ (c3ε1 + c4ε2) (g ◦ ∇u) (t) (3.38)

soit L (t) est fonction de Lyapunov alors d
dt
L (t) < 0 et nous savons que 0 <| µ2 |≤ µ1.

Évidemment,limσ→0 exp (στ) = 1 En utilisant la continuité de l’ensemble des nombres réels, alors

on peut prendre σsi petit qu’il existe une constante ξ > 0 telle que

exp (στ) | µ2 |< ξ < µ1,

ce qui nous donne

| µ2 |
2
− µ1 +

ξ

2
< 0,

et
| µ2 |

2
− ξ

2 exp (στ)
< 0,
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(
|µ2|

2
− µ1 + ξ

2
+ c1ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
< 0,(

ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2

)
< 0,(

|µ2|
2
− ξ

2
exp (−στ) + c2ε1 + ε2δ

)
< 0,(

1
2
− g(0)c2∗

4δ
ε2

)
> 0,

pour tout fixe δ > 0. Nous choisissons ε1 > 0 et ε2 > 0 assez petit pour que (3.33) restent valables,

et plus (
ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2

)
< 0 =⇒ 2

l
ε2
(
δ + 2δ (1− l)2) < ε1, (3.39)

(
| µ2 |

2
− µ1 +

ξ

2
+ c1ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
< 0 =⇒


|µ2|

2
− µ1 + ξ

2
< 0

ε1 > 0, c1ε1 < −ε2 (2δ − g0)

ε2 > 0, 2δ − g0 < 0

=⇒


|µ2|

2
− µ1 + ξ

2
< 0

δ > 0, δ < g0

2

ε1 > 0, ε1 <
1
c1
ε2 (g0 − 2δ)

(3.40)

=⇒


|µ2|

2
− µ1 + ξ

2
< 0

0 < δ < g0

2

0 < ε1 <
1
c1
ε2 (g0 − 2δ)

,

(
| µ2 |

2
− ξ

2
exp (−σt) + c2ε1 + ε2δ

)
< 0

=⇒


|µ2|

2
− ξ

2 exp(στ)
< 0

ε2 > 0, |µ2|
2

+ ξ
2

exp (−στ) + ε2δ < 0(
|µ2|

2
+ ξ

2
exp (−σt) + c2ε1 + ε2δ

)
< 0

=⇒


|µ2|

2
− ξ

2 exp(στ)
< 0

0 < ε2 <
1
δ

(
ξ

2 exp(στ)
− |µ2|

2

)
ε1 <

ξ
2c2

exp (−στ)− |µ2|
2c2
− ε2δ

c2

, (3.41)

(
1

2
− g (0) c2

∗
4δ

ε2

)
> 0 =⇒ ε2 <

2δ

g (0) c2
∗
. (3.42)

Selon les résultats (3.39) , (3.40) , (3.41) et (3.42) on obtient

2

l
ε2
(
δ + 2δ (1− l)2) < ε1 < min

{
1

c1

ε2 (g0 − 2δ) ,
ξ

2c2

exp (−στ)− | µ2 |
2c2

− ε2δ

c2

}
, (3.43)
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ε2 < min

{
2δ

g (0) c2
∗
,
1

δ

(
ξ

2 exp (στ)
− | µ2 |

2

)}
. (3.44)

Il en résulte qu’il existe deux constantes positives γ1 et γ2 telles que, pour toute t > t0

L′ (t) ≤ −γ1E (t) + γ2 (g ◦ ∇u) (t) . (3.45)

En multipliant (3.45) par ζ (t) et utilisant

ζ (t) (g ◦ ∇u) (t) ≤ − (g′ ◦ ∇u) (t) ≤ 2E ′ (t) . (3.46)

On obtient

ζ (t)L′ (t) ≤ −γ1ζ (t)E (t) + γ2ζ (t) (g ◦ ∇u) (t) (3.47)

≤ −γ1ζ (t)E (t)− 2γ2ζ (t)E ′ (t) ,

implique que

ζ (t)L′ (t) + 2γ2ζ (t)E ′ (t) ≤ −γ1ζ (t)E (t) . (3.48)

Soit ς (t) = ζ (t)L (t) + 2γ2ζ (t)E (t) alors ς(t) et E(t) sont dites équivalentes .

En utilisant (3.38), c’est-à-dire qu’il existe deux constantes positives β1 et β2 telles que

β1E(t) ≤ ς (t) ≤ β2E(t). (3.49)

En utilisant (3.48) . (3.49) et ς ′ (t) ≤ 0 on en déduit que pour tout t > t0

ς ′ (t) ≤ −γ1ζ (t)E (t) ≤ −γ1

β2

ζ (t) ς (t) ,

ce qui nous donne

ς (t) ≤ ς (t0) exp

(
−γ1

β2

∫ t

0

ζ (s) ds

)
.

Ainsi nous avons

E (t) ≤ β1

β2

E (t0) exp

(
−γ1

β2

∫ t

0

ζ (s) ds

)
. (3.50)

Donc (3.1) suit en renommant les constantes, et par la continuité et la délimitation de E(t).
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3.2 Stabilité exponentielle pour µ1 = 0 et 0 < |µ2| < a

Dans cette section, nous montrons que sous l’hypothèse µ1 = 0 et 0 < |µ2| < a, que la solution

du problème (1.1) se décroit à l’état stationnaire trivial. Pour atteindre notre objectif, nous allons

utiliser la méthode de l’énergie combinée avec le choix d’une fonctionnelle de Lyapunov, et les

lemmes Qui sont mentionné dans la section précédente.

Théorème 3.2 Supposons que les hypothèses (G1) et (G2) soient vérifiées. pour toute données ini-

taile u0 ∈ D1,2 (Rn) , u1 ∈ L2
ρ (Rn) et f0 (x, t) ∈ L2 (Rn × (−τ , 0)) . Nous avons.

Si µ1 = 0, 0 <| µ2 |< α et ζ (t) > ζ0 , où les constantes α > 0 et ζ0 > 0 sont définis respectivement

en (3.70) et (3.75). Alors il existe une constante γ > 0 telle que l’énergie E(t) définie par (3.1)

satisfait

E (t) ≤ E0 (t) exp

(
−γ
∫ t

0

ζ (s) ds

)
pour t ≥ t0. (3.51)

Dans cette section, nous établirons la propriété de décroissance généralede la solution du pro-

blème (1.1)− (1.3). Nous avons besoin des lemmes dans la section précédente

Preuve. Théorème (3.2) Pour tout t0 > 0 fixé, pour tout t ≥ t0∫ t

0

g (s) ds ≤
∫ t0

0

g (s) ds := g0.

Dans la remarque ε > 0 est assez petit quand ε1 et ε2 sont assez petits, on peut obtenir (3.40)

quand on choisit ε1 > 0 et ε2 > 0 assez petit et µ1 = 0. La preuve est complète

En utilisant les estimations (3.22) , (3.13) , (3.3) nous prouvons écrire

d

dt
L (t) = E ′ (t) + ε1φ

′ (t) + ε2ψ
′ (t)

≤
(
| µ2 |

2
+
ξ

2
+ c5ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

+

(
ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2

)
‖ ∇u (t) ‖2

2

+

(
| µ2 |

2
− ξ

2
exp (−στ) + c5ε1 + ε2δ

)∫
Rn
ρ (x)u2

s (x, t− τ) dx+ (c6ε1 + c7ε2) (g ◦ ∇u) (t)

+

(
1

2
− g (0) c2

∗
4δ

ε2

)
(g′ ◦ ∇u) (t) , (3.52)

alors d
dt
L (t) < 0 et nous avons 0 <| µ2 |≤ a, telles que

(
|µ2|

2
+ ξ

2
+ c5ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
< 0,(

ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2

)
< 0,(

|µ2|
2
− ξ

2
exp (−στ) + c5ε1 + ε2δ

)
< 0,(

1
2
− g(0)c2∗

4δ
ε2

)
> 0.

(3.53)
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pour tout δ > 0 et ε2 > 0 fixées, nous choisissons ε1 > 0 si petit que (3.38) tient, nous donne

(
| µ2 |

2
+
ξ

2
+ c5ε1 + ε2 (2δ − g0)

)
< 0

=⇒ | µ2 |
2

+
ξ

2
> 0 et

(
| µ2 |

2
+
ξ

2

)
< −c5ε1 + ε2 (2δ − g0)

=⇒ c5ε1 + ε2 (2δ − g0) < 0 et ε2 (g0 − 2δ)− c5ε1 > 0

ε1 <
ε2 (g0 − 2δ)

c5

. (3.54)

Évidemment,limσ→0 exp (στ) = 1, Maintenant, nous choisissons assez petit alors |µ2|
2
− ξ

2 exp(στ)
< 0

(
| µ2 |

2
− ξ

2
exp (−στ) + c5ε1 + ε2δ

)
< 0

=⇒ | µ2 |
2
− ξ

2 exp (στ)
< 0

=⇒ c5ε1 + ε2δ < −
| µ2 |

2
+
ξ

2
exp (−σt)

=⇒ (c5ε1 + ε2δ) > 0. (3.55)

En utilisant (3.54) , (3.55) on obtient

0 < c5ε1 + ε2δ < −
| µ2 |

2
+
ξ

2
exp (−στ)

<

(
| µ2 |

2
+
ξ

2

)
< −c5ε1 + ε2 (2δ − g0)

0 < c5ε1 + ε2δ < −c5ε1 + ε2 (2δ − g0) , (3.56)

et

2c5ε1 < ε2 (2δ − g0)− ε2δ (3.57)

=⇒ ε1 <
ε2 (2δ − g0)− ε2δ

2c5

.

En utilisant (3.57) , (3.54) on obtient

ε1 < min

{
ε2 (g0 − 2δ)

c5

,
ε2 (2δ − g0)− ε2δ

2c5

}
. (3.58)

Nous avons :

ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2
< 0 =⇒

2ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)

l
< ε1, (3.59)
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et

c5ε1 + ε2δ =⇒ −ε2δ
c5

< ε1. (3.60)

En utilisant (3.58) , (3.59) , (3.60) on obtient

max

{
2ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)

l
,−ε2δ

c5

}
< ε1 < min

{
ε2 (g0 − 2δ)

c5

,
ε2 (2δ − g0)− ε2δ

2c5

}
. (3.61)

Nous avons :

ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)− lε1

2
< 0

=⇒ δ
(
1 + 2 (1− l)2) < lε1

2
ε2 et ε1 <

ε2 (g0 − 2δ)

c5

=⇒ δ <
l

2

(g0 − 2δ)

c5

(
1 + 2 (1− l)2) ,

qui donne

g0

8c5

<
(g0 − 2δ)

c5

. (3.62)

Donc

δ <
g0l

16c5

(
1 + 2 (1− l)2)Si δ <

g0

8
. (3.63)

En utilisant (3.62) , (3.63) on obtient

δ < min

{
g0

8
,

g0l

16c5

(
1 + 2 (1− l)2)

}
, (3.64)

En utilisant (3.61) . (3.64) on obtient

max

{
2ε2
(
δ + 2δ (1− l)2)

l
,− g0

8c5

ε2

}
< ε1 < min

{
ε2 (g0 − 2δ)

c5

,
ε2 (2δ − g0)− ε2δ

2c5

}
. (3.65)

Alors nous savons que (
1

2
− g (0) c2

∗
4δ

ε2

)
> 0 =⇒ ε2 <

2δ

g (0) c2
∗
. (3.66)

Si on note η1 := ε2 (g0 − 2δ)− c5ε1, et η2 := c5ε1 + ε2δ, il résulte de (3.55) que η1 > η2
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Maintenant, nous choisissons δ assez petit pour qu’il existe une constante positive ξ satisfaite

2η2 exp (στ) < ξ < 2η1. (3.67)

En utilisant (3.52) on obtient
(
|µ2|

2
+ ξ

2
− η1

)
< 0(

|µ2|
2
− ξ

2
exp (−στ) + η2

)
< 0

=⇒
{

ξ <| µ2 | +ξ < 2η1,

| µ2 | −ξ exp (−στ) < −2η2,
(3.68)

ce qui implique

| µ2 |< min {2η1 − ξ, ξ exp (−στ)− 2η2} := a, (3.70)

et {
0 < 2η1 − ξ

0 < −2η2 + ξ exp (−στ)
=⇒

{
ξ < 2η1

2η2 exp (στ) < ξ
(3.71)

=⇒ 2η2 exp (στ) < ξ < 2η1.

Par conséquent, il existe deux constantes positives γ1 et γ2 telles que pour tout t ≥ t0

L′ (t) ≤ −γ1E (t) + γ2 (g ◦ ∇u) (t) . (3.72)

Puisque µ1 = 0, par (3.3), l’énergie E(t) satisfait

E ′ (t) ≤
(
| µ2 |

2
+
ξ

2

)
‖ ut (t) ‖2

L2
ρ
−1

2
g (t) ‖ ∇u (t) ‖2

2

+

(
| µ2 |

2
+
ξ

2
exp (−στ)

)∫
Rn
ρ (x)u2

t (x, t− τ) dx+
1

2
(g′ ◦ ∇u) (t)

−ξ
2
σ

∫ t

t−τ

∫
Rn
ρ (x) exp (−σ (t− s))u2

s (x, s) dsdx. (3.73)

En multipliant (3.72) , by ζ (t) et en utilisant l’hypothèses (G2) et (3.73), on obtient que pour tout

t ≥ t0

ζ (t)L′ (t) ≤ −γ1ζ (t)E (t) + γ2ζ (t) (g ◦ ∇u) (t) ≤ −γ1ζ (t)E (t)− γ2 (g′ ◦ ∇u) (t)

≤ −γ1ζ (t)E (t)− 2γ2E
′ (t) + 2η1γ2 ‖ ut (t) ‖2

L2
ρ

≤ −γ1ζ (t)E (t)− 2γ2E
′ (t) + 4η1γ2E (t) . (3.74)
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Si on suppose

ζ (t) >
4η1γ2

γ1

:= ζ0, (3.75)

alors on déduit de (3.74) qu ’il existe une constante positive γ3 telle que pour tout t ≥ t0

ζ (t)L′ (t) + 2γ2E
′ (t) ≤ −γ3E (t) .

Par conséquent, nous pouvons obtenir (3.51) en utilisant une analyse similaire à celle de (7.13).Puis

la preuve du théorème 3.2 est complete.

3.3 Exemples

Dans [19, 20, 24], nous illustrons plusieurs résultats de décroissance de l’énergie à travers les

exemples suivantes :

Exemple 3.1 Si g décroît de façon exponentielle, c’est-à-dire ζ (t) = a, alors (3.2) nous donne

E (t) ≤ β exp

(
−γ
∫ t

0

ads

)
pour t ≥ t0

=⇒ E (t) ≤ β exp (−γat) pour t ≥ t0.

Exemple 3.2 Si ζ (t) = a
1+t

alors (3.2) devient

E (t) ≤ β exp

(
−γ
∫ t

0

a

1 + s
ds

)
pour t ≥ t0

=⇒ E (t) ≤ β exp (−γa ln (1 + t)) pour t ≥ t0

=⇒ E (t) ≤ β exp
(
ln (1 + t)−γa

)
pour t ≥ t0

=⇒ E (t) ≤ β

(1 + t)γa
pour t ≥ t0.

Exemple 3.3 Lorsque g (t) = a exp (−b (1 + t)α), pour a; b > 0 et 0 < α < 1, alors nous pouvons

choisir ζ (t) = αb (1 + t)α−1 .

L’estimation (3.2) prend la forme

E (t) ≤ β exp

(
−γ
∫ t

0

αb (1 + s)α−1 ds

)
E (t) ≤ β exp (−bγ (1 + t)α) .
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Exemple 3.4 Si g (t) = a exp (−b lnα (1 + t)), pour a; b > 0 et 1 < α. Nous prenons

ζ (t) = bα lnα−1(1+t)
1+t

L’estimation (3.2) prend la forme

E (t) ≤ β exp (−bγ lnα (1 + t)) 0.
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Conclusion

Dans ce travail [8], nous avons considéré une équation d’onde viscoélastique linéaire avec une

fonction de densité et un terme de retard dans Rn . Afin de dominer les difficultés liées à la

non-compacité de certains opérateurs dans des domaines non bornés, nous avons introduit des

espaces pondérés. Sous des hypothèses appropriées sur la fonction de relaxation, nous avons éta-

bli un résultat général de décroissance pour le problème de valeur initiale en utilisant la méthode

d’énergie et les fonctionnelles de Lyapunov. Cette étude contient la décroissance exponentiels

et polynomiales comme cas particulier. Nous avons mis en évidence une extension de résultats

d’existence globale en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et des éstimations à priori.

(1) Pour le résultat général de la décroissance, il n’est valide

que pour 0 < |µ2| < µ1 et µ1 = 0, |µ2| > 0.

(2) On pourrait résoudre le problème lorsque les nombres réels µ1 et µ2 satisfont

à la condition 0 < µ1 < |µ2| .
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