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 بسم الله الرحمان الرحيم

الحمد لله والصلاة والسلام على رسول الله الكرٌم اللهم لا سهل الا ما جعلته سهلا وانت تجعل 
 الحزن ان شئت سهلا .

أغلى ما أملك فً هذه الدنٌا ,إلى من كان الحمد لله الذي أنار لً طرٌقً وكان خٌر عون لً إلى 
سبب لوجود على هذه الأرض , أهدي تخرجً إلى روح والدي الطاهرة  التً أصبحت تحت 

التراب ,إلى روح قلبً طالما أردت أن  أكحل عٌنً برؤٌته فً ٌوم تخرجً وهو فرح 
ٌب الأول ,وصولً بوصولً, تفتحت عٌنً على رؤٌاه والمدللة له وذلك ٌبقى مثلً الأعلى والحب

رحمة الله علٌك . ''بوجمعة'', ًإلى هذه المرحلة ٌعد نجاح ناقص بدون اب  
 كما أهدي تخرجً وفرحتً إلى من جنة الله تحت قدمٌها 

إلى من أفنت عمرها من أجل أن ترانً فً أحسن صحة وعافٌة ولو كان على نفسها فهً 
بٌة''''تستحق أن أهدٌها فرحتً بل حٌاتً مسلمة لها أمً   

حبٌبة قلبً أطال الله فً عمرها.    
 إلى من أدٌن لهما بحٌاتً ,الى من ساندانً وكانا شمعة تحترق لتضًء  لً دربً 

''عامر وأسامة'' أكن لهما مشاعر التقدٌر والعرفان أخوايإلى من   
ٌلٌهما أشخاص كنت معهم طفلة صغٌرة مدللة نلهو مع بعض كان ٌضمنا سقف منزل واحد 

''مفٌدة حبٌبتً نقضً أوقاتنا فٌه تارة نضحك وتارة نبكً هن اخواتً أجزاء من أمً وأبً 
 ,عواطف أمً الثانٌة ,سهام أختً الصبورة''

ٌست توأم روحً بل إلى من لٌست صدٌقتً فحسب بل هً نبض قلبً ونصفً الثانً, والتً ل
.''مرٌم توأمً''هً روحً بذاتها إهداء من القلب إلى القلب ,رغم المسافات صدٌقة عمري   

''عبد الكرٌم, عزوز وأزواج أختاي ''سارة'' كما لا أنسى زوجة أخً  بل هً أختً الرابعة 
  ستفرج بإذن الله''

كما  جوري, جاد ,روان, رٌناد'' , آدم, سوار,ارٌة'' راما, مرتجى, مولا أنسى صغار العائلة 
فلا تكتمل فرحتً إلا بكما وأخص بالذكر أخا لم تلده أمً  رحمة ولٌنا''محمد رحٌم,  '' أذكر

''سمٌر''. وأبً   
اللاتً قضٌت معهن ''نور الهدى, أمٌمة'' كما أهدي ثمرة عملً المتواضع إلى رفقائً الصغر 

 أجمل أٌام حٌاتً.
'' عمتً أطال الله فً عمرها ,خالاتً ,وأعمامً خاصة أهدي تخرجً لكم أهلً وأحبتً

بعٌدة عن العٌن قرٌبة للقلب ''  احلامخاصة  ''بنات خالاتً وأعمامًوأحبائً وأخوالً ''
حفظهم الله وأدامهم عزا وفخرا.''بوعقال''وعزوتً كل من ٌحمل لقب    

نا وها نحن تختلط دموعً فرحتً بتخرجً وحزنً بوداع أحبتً فً غمضة عٌن مرت أٌام
الٌوم نجنً قطافنا ونودع أحبتنا والمكان الذي ضمنا هذه سنة الحٌاة, بالأمس التقٌنا والٌوم 

 ,رندة , صبرٌنة ,سعاد ,زهٌة ,هدى ,إٌمان ''عائشةافترقنا ولكن فرحتنا أنستنا آلامنا صدٌقاتً 
.,امال''  ,منى ,صباح ,سمٌة  

 إلى من جعلهم الله إخوتً ومن أحببتهم بالله طلاب قسم الرٌاضٌات والإعلام الآلً. 

  دعوة لكم من القلب لكل من انتفعت منهم علما .
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Abstract

Let H be a complex Hilbert space and B(H) the space of all bounded linear
operators de�ned in H.
We say that A is a paranormal operator if:A2

x
 � kAxk2 ;

for any unit vector x in H.
Which is equivalent to: A�2A� 2kA�A+ k2 � 0; 8k 2 R:
The paranormal operator class contains the normal, hyponormal and p-

hyponormal operators and is included in the class of normaloïd operators.
The class of paranormal operators is denoted by P(H).

The main objective of this work is to give more information on the basic
properties of paranormal operators and also on some classes of operators related
to this class of operators.

Keywords: hyponormal operator, paranormal, *paranormal, k-paranormal,
k-*paranormal.
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R�esum�e

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) l�espace de tous les opéra-
teurs linéaires bornés dé�nit dans H:
On dit que A est un opérateur paranormal si.A2x � kAxk2 ;

pour tout vecteur unitaire x dans H:
Qui est équivalent à: A�2A� 2kA�A+ k2 � 0;8k 2 R:
La classe des opérateurs paranormaux contient les opérateurs normaux, hy-

ponormaux et p-hyponormaux et elle est incluse dans la classe des opérateurs
normaloïdes.
La classe des opérateurs paranormaux est notée par P (H) :

L�objectif principal de ce travail est de donner plus d�informations sur les
propriétés de base des opérateurs paranormaux et aussi sur quelques classes
d�opérateurs reliées à cette classe d�opérateurs.

Mots clés: opérateur hyponormal, paranormal, *paranormal, k-paranormal,
k-*paranormal
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B(H) على  ناظمي مؤثر  A نقول ان.  H B(H) علىدة و الخطية المحد فضاء كل المؤثرات   هيلبرت معقدا و ءفضا    H  ليكن  

H في   Xلأي متجه.‖𝐴2𝑥‖ ≥ ‖𝐴𝑥‖2 نا كااذ   

رات الطبيعية ثمجموعة المؤ  على مجموعة المؤثرات الناظمة تحتوي   . 𝐴∗2𝐴 − 2𝑘𝐴∗𝐴 + 𝑘2 ≥ 0 ; ∀𝑘 ∈ ℝ   اي

  . P(H) ب  ناظمة نرمز لمجموعة المؤثرات ال   وهي محتواة في مجموعة المؤثرات العادية; 

بعض  وكذا  ناظمة جموعة المؤثرات الالاساسية لم الهدف الرئيسي من هذا العمل هو اعطاء مزيد من المعلومات حول الخصائصان 
 .المجموعة من المؤثراتبهذه  رتبطةالممجموعات المؤثرات 

.ناظمي-* -kيناظم , مؤثر –k مؤثر   , ناظمي -*مؤثر  , ناظمي مؤثر  :   يةلمفتاحالكلمات ا

        

. 
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Notations

Tout au long de ce travail, nous avons utilisé les notations suivantes :

R Nombres réels.

C Nombres complexes.

k:k Norme.

h:; :i produit scalaire.

j:j Module complexe, valeur absolue.

r(A) Rayon spectral de A.

� (A) Spectre de A.

Re(A) Partie réelle de A.

| Corps quelconque.

� (A) Resolvante de A:

� Somme dirécte.

A? Complémentaire orthogonale de A

A� Adjoint de A:

d(:; :) Application de distance.

H Espace de Hilbert.

ker (A) Noyau de A:

Im(A) Image de A.

� Code d’auto-adjoint.

B (H) Algèbre des opérateurs linéaires bornés de l’espace H:

B (H;K) Algébre des opérateurs linéaires bornés de H vers K:

L(H) Algèbre des opérateurs linéaires de l’espace H.

L(H;K) Algébre des opérateurs linéaires de H vers K:

W (A) Image numérique de A:
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Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) l’espace de tous les opérateurs linéaires bornés

définit dans H:

On dit que A est un opérateur paranormal si.A2x � kAxk2 ;
pour tout vecteur unitaire x dans H:

L’une des classes les plus importantes et les mieux étudiées en théorie des opérateurs est la classe

des opérateurs normaux qui a été introduite par Halmos en 1950, la théorie spectrale des opé-

rateurs normaux assure l’existence d’un sous-espace invariant non trivial et révèle également la

structure complète de l’opérateur.

Ainsi, les opérateurs normaux ont conduit à plusieurs généralisations, l’une de ces généralisations

est la classe des opérateurs paranormaux.

La classe des opérateurs paranormaux a d’abord été étudiée par Istratescu, Saito et Yoshino [9],

qui l’ont nommée classe N. De plus, Furuta [7] a introduit le terme opérateur paranormal.

Les opérateurs paranormaux ont été étudié par de nombreus auteurs, en particulier, Ando a donné

une caractérisation des opérateurs paranormaux. Istratescu a prouvé que la classe des opérateurs

normaloïdes est une généralisation des opérateurs paranormaux. Nous avons la relation d’inclu-

sion suivante entre certaines sous-classes et une classe généralisée d’opérateurs paranormaux

bornés.

Normal � Hyponormal � Paranormal � Normaloïd.

Le but de ce mémoire est l’étude de la classe des opérateurs paranormaux, donner quelques

propriétés de cette classe et présenter quelques exemples d’opérateurs paranormaux.

On a aussi donné quelques classes d’opérateurs reliées à la classe des paranormaux.

Un opérateur T 2 B(H) est dit *-paranormal si kT �xk2 � kT 2xk ; pour tout vecteur unitaire x

dans H. Les opérateurs hyponormaux sont paranormaux et *-paranormaux.

Un opérateur T 2 B(H) est normaloïde si kTk = r(T ) (le rayon spectral de T ), les opérateurs

paranormaux et *-paranormaux sont normaloïdes.

La classe des opérateurs *-paranormaux a été définie par S.M. Patel. La classe des opérateurs

k-*-paranormaux a été définie par M.Y. Lee, S.H. Lee et C.S. Ryoo.

Afin d’étendre la classe des opérateurs paranormaux et * -paranormaux, on a cité la classe des

opérateurs k-quasi-paranormaux, quasi*-paranormaux et paranormaux généralisé.
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Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Chapitre 01 : Ce chapitre présente les notions préliminaires : quelques définitions, propriétés et

exemples sur les espaces vectoriels, normés et espace de Hilbert.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre on présente la notion d’opérateur borné sur un espace de Hilbert

H. Nous commençons par la définition d’un opérateur et quelques propriétés générales des classes

des opérateurs (Opérateur adjoint, normal, hypornormal et normalïode) de l’espace de Hilbert.

Chapitre 03 : Dans ce chapitre, nous présentons la classe d’opérateurs paranormaux et on donne

quelques propriétés et exemples, ainsi on a donné quelques classes d’opérateurs reliés à la classe

des opérateurs paranormaux (*-paranormaux, k-paranormaux, quasi-paranormaux et paranormal

généralisé) avec leurs propriétés principales.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on présente les notions préliminaires qui concerne les notions des espaces vec-

toriels, normés et espace de Hilbert.

1.1 Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert

1.1.1 Espace Vectoriel

Définition 1.1 Soit E un ensemble muni d’une loi interne notée + et d’une loi externe définie sur

un couple (�; u) de | � E et notée � � u: On dit que E est un espace vectoriel sur |, ou un |-espace

vectoriel, si ;

1. (E;+)est un groupe commutatif.

2. Pour tous (u; v) de E, pour tous (�; �) de | on a ;

– � � (� � u) = (��) � u:
– 1�u = u:
– (�+ �) � u = � � u+ � � u:
– � � (u+ v) = � � u+ � � v:

Les éléments de E sont alors appelés les vecteurs, ceux de | les scalaires.

Définition 1.2 On appéle espace vectoriel topologique tout espace E muni d’une topologie rendant

continues les applications :

3



Chapitre 1. Notions préliminaires

(x; y) 2 E � E ! x+ y

et (�; x) 2 R� E ! �x:

On notera également qu’une application linéaire entre espaces vectoriels topologiques est conti-

nue si et seulement si elle l’est en 0.

Enfin, on rappéle qu’un espace topologique est séparé, si pour tout couple de points distincts

posséde des voisinages disjoints.

Définition 1.3 Soit H un espace vectoriel sur |, on appéle produit scalaire sur H toute application :

h:; :i : H �H ! |

vérifiant les propriétés suivantes :

1:� h�x+ �z; yi = � hx; yi+ � hz; yi 8x; y; z 2 H; 8�; � 2 | ( bilinéaire à gauche).

� hx+ z; �yi = � hx; yi+ � hz; yi 8x; y; z 2 H; 8� 2 | ( bilinéaire à droite).

2:8x; y 2 H on a : (
hx; yi = hy; xi ; si l’espace est réel (symétrique)

hx; yi = hy; xi; si l’espace est complexe (hermitienne)

3: hx; xi � 0; 8x 2 H et hx; xi = 0() x = 0:

Remarque 1.1 Notons que dans le cas complexe, on a ; pour tout x; y 2 H et � 2 C : hx; �yi =
�hx; yi.

Exemple 1.1 - Pour (x; y) 2 Rn � Rn, le produit scalaire usuel de Rn est défini par :

hx; yi = x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn;

tels que :

x = (x1; x2; :::xn) et y = (y1; y2; :::yn) :

- Le produit scalaire usuel de Cn est défini par :

hx; yi = x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn;

tels que :

x = (x1; x2; :::xn) et y = (y1; y2; :::yn) 2 Cn:

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert 4



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.1.2 Espace Normé

Définition 1.4 Un espace vectoriel linéaire X est dit espace normé si pour chaque élément x 2 X;
il existe un nombre réel noté par kxk (norme de x), vérifiant les propriétés suivantes :

1:kxk � 0, 8x 2 X et kxk = 0() x = 0;

2:k�xk = j�j :kxk; 8x 2 X; 8� 2 |;
3: kx+ yk � kxk+ kyk; 8x; y 2 X (inégalité triangulaire).

Dans cet espace, on introduit la métrique � (x; y) = kx� yk (la distance entre x et y).

Exemple 1.2 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.

2- Le produit scalaire h:; :i définit une norme sur H telle que; kxk =
p
hx; xi; 8x 2 H.

3- Pour x = (x1; x2; :::xn) 2 |n, on pose :

- kxk1 = max fjx1j ; :::; jxnjg
- kxk1 = jx1j+ :::+ jxnj
- kxk2 =

q
jx1j2 + :::+ jxnj2

Les applications x! kxk1; x! kxk1 et x! kxk2 sont des normes.

Espace compact

Définition 1.5 (E; d) désigne un espace métrique. Une partie K de E est dite compacte si, de toute

suite (un) d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de K.

En particulier, toute réunion finie ou toute intersection finie de parties compactes est compacte.

Proposition 1.1 Toute partie compacte de E est fermée et bornée.

Exemple 1.3 Un segment [a; b] est une partie compacte de R. En particulier, les parties compactes de

R ou de C sont les parties fermées et bornées.

Proposition : Si A est une partie compacte de E et si B � A est fermé, alors B est compact.

Espace complet

Définition 1.6 (E; d) désigne un espace métrique. Soit (un) une suite d’éléments de E. On dit que

(un) est une suite de Cauchy si :

8" > 0; 9N 2 N; 8q � p � N; d (up; uq) < ":

On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert 5



Chapitre 1. Notions préliminaires

Exemple 1.4 R et C sont des espaces métriques complets.

Proposition 1.2 1- Si E est un espace métrique complet et A � E, alors A est complet si et seulement

si A est fermé.

2- Si E est un espace métrique compact, alors E est complet.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.7 SoitE un espace vectoriel surC. Une forme sesquilinéaire surE est une application � :

E � E ! C telle que : x ! � (x; y) est linéaire et y ! � (x; y) est anti-linéaire c à d : 8x; y 2 E;
8�; � 2 C; (

� (�x+ �z; y) = �� (x; y) + �� (z; y)

� (x; �y + �z) = �� (x; y) + �� (x; z)

Définition 1.8 Un espace de Hilbert est la donnée d’un espace vectoriel H complexe et d’une forme

sesquilinéaire, i.e. linéaire en la première variable.

h�x+ �0x0; yi = � hx; yi+ �0 hx0; yi ;8x; y 2 E; 8�; �0 2 C. Et anti-linéaire en la

seconde.

hx; �y + �0y0i = � hx; yi + �0 hx; y0i ;8x; y 2 E; 8�; �0 2 C: Cette forme sequilinéaire est de plus

hermitienne : hx; yi = hx; yi et strictement positive : x 6= 0) hx; yi > 0:

Exemple 1.5 L’espace |n, muni du produit scalaire défini par : hx ; yi =
P
xiyi

1�i�n
est un espace de

Hilbert.

Exemple 1.6 L’espace l2(N) =
�
(un)n2N :

P
junj2

1�i�n
converge

�
, muni du produit scalaire hu; vi =P

n2N
unvn est un espace

de Hilbert.

Définition 1.9 Pour H un espace, muni de la norme kxk = hx; xi ; H est un espace de Banach, s’il

est complet pour la métrique associée à la norme. (On dit qu’un espace normé X est complet si toute

suite de Cauchy a une limite dans X).

Exemple 1.7 Pour 1 � p < +1, on définit k(an)kp =
P
p

(janjp)
1
p et lp =

n
x; kxkp < +1

o
. Les lp

sont des espaces de Banach.

1.1. Espaces vectoriels, normés et espaces de Hilbert 6



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 Quelques inégalités

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Proposition 1.3 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d’un produit

scalaire h:; :i. Soit k:k la norme euclidiénne associée à h:; :i ; pour x; y 2 E ; alors : jhx; yij � kxk : kyk :

De plus, les deux membres sont égaux si et seulement si x et y sont linéairement dépendants.

Preuve. a- Posons, pour tout réel t,

P (t) = kx+ tyk2 = kxk2 + 2t hx; yi+ t2 kyk2

Comme y est non nul, kyk2est non nul également.

Par construction, cette expression polynomiale du second degré est positive ou nulle pour tout

réel t:

On en déduit que son discriminant est négatif ou nul : i.e.

hx; yi2 � kyk2 kxk2 � 0;

d’où l’inégalité annoncée.

b- Cas d’égalité :

Si (x; y) est lié alors x = �y pour un certain scalaire � et l’on en déduit immédiatement :

jhx; yij = j�j : kyk2 = kxk : kyk :

Réciproquement, si jhx; yij = kxk : kyk ; alors le discriminant ci-dessus est nul donc P admet une

racine réelle (double) t; et pour ce t on a :

kx+ tyk2 = P (t) = 0;

donc x = �ty, si bien que (x; y) est lié. Ou plus directement (avec le t0 de la variante ci-dessus) :

l’hypothèse équivaut à P (t0) = 0; donc à x = �t0y.

Définition 1.10 Une forme quadratique est un polynôme homogène de degré 2 avec un nombre

quelconque de variables.

1.3 Orthogonalité

Définition 1.11 Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert H sont dits orthogonaux si : hx; yi = 0;
on écrit alors ; x?y. On dit que deux parties F et G de H sont orthogonaux si tout élément de F est

orthogonal à tout élément de G, on écrit alors F?G.

1.2. Quelques inégalités 7



Chapitre 1. Notions préliminaires

L’orthogonal d’une partie F de H, noté F?, est l’ensembel des éléments de H orthogonaux à F .

Théorème 1.1 Soit H un espace de Hilbert. Un sous-espace M de H est dense si et seulment si ;

M? = f0g:

1.3. Orthogonalité 8



Chapitre 2

Espace des opérateurs linéaires bornés

Dans ce chapitre on va rappeller un certain nombre de définitions et résultats sur les opérateurs

linéaires dans les espaces de Hilbert et Banach.

Comme on va étudier des propriétés spectrales de quelques classes d’opérateurs normaux et leur

caractéristiques.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur A est une application définie sur un sous-

espace vectoriel D(A) � H à valeurs dans H, D(A) est appelé le domaine de l’opérateur.

Proposition 2.1 A est un opérateur linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) Additive : A(x+ y) = Ax+ Ay= x; y 2 H:
(ii) Homogéne : A(�x) = �A (x) ; x 2 H et pour tout nombre complexe �:

Définition 2.2 Un opérateur A est borné s’il exiteM � 0 ; tel que kAxk �M kxk ; pour tout x 2 H.

Remarque 2.1 Soient H et K deux espaces de Hilbert et A est un opérateur défini de H dans K :

1. B(H;K) désigne l’espace des opérateurs linéaires bornés de H dans K.

2. Si H = K, on note B(H;K) = B(H).

3. Pour T 2 B(H) ; on note l’image de T par R(T ) = fTx; x 2 Hg et le noyau de T par

ker(T ) = fx 2 H;Tx = 0g :

4. On muni B(H) de la topologie uniforme (de la norme)

kTk = sup fkTxk ; x 2 H; kxk = 1g

9



Chapitre 2. Espace des opérateurs linéaires bornés

Exemple 2.1 Soient X un espace vectoriel sur le corps C et � 2 C ; l’application A : X ! X définie

pour x 2 X par :

A�(x) = �x

est un opérateur linéaire.

En effet, pour x1; x2 2 X et � 2 C ; On a :

A�(�x1 + x2) = �(�x1 + x2)

= �(�x1) + (�x2)

= �A�(x1) + A�(x2)

Remarque 2.2 - L’opérateur identité noté I est défini par : I (x) = x; 8x 2 H:

- L’opérateur nul 0 est défini : 0 (x) = 0; 8x 2 H:

Théorème 2.1 Soient X; Y deux espaces normés et A : X ! Y un opérateur linéaire alors ; les

assertions suivantes sont équivalentes :

1.A est continu.

2. A est continu en 0.

3. A est unifermement continu sur X.

4. A est borné.

Définition 2.3 Soient H; H0 et H1 des espaces de Hilbert et A1 2 B(H;H0); A2 2 B(H0; H1).

L’opérateur composé des deux opérateurs noté A2 � A1 2 B(H;H1).

Définition 2.4 Soit A 2 B(H); on définit les puissances de l’opérateur A comme étant les opérateurs

de H dans H définis de la manière suivante : A0 = I (l’opérateur identité),

A1 = A;A2 = A � A; :::; An = A � An�1 = An�1 � A; (n � 1):

Inverse d’un opérateur

Définition 2.5 Soient H et H 0des espaces de Hilbert et A 2 B(H;H 0) un opérateur. On dit que A est

inversible s’il existe B 2 B(H 0; H) tel que : AB = IH0 ; et BA = IH ; où IH (resp. IH0) est l’opérateur

identité de H (resp. de H 0).

2.1. Dé�nitions et propriétés 10



Chapitre 2. Espace des opérateurs linéaires bornés

L’opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On l’appelle opérateur inverse de A ou plus simplement

inverse de A et on le note B = A�1.

Théorème 2.2 Soit A 2 B (H) ; tel que : kAk < 1; alors la serie
1P
k=0

Ak est convergente et l’opérateur

(I � A) est inversible et son inverse (I � A)�1 est donnée par : (I � A)�1 =
1P
k=0

Ak:

Il convient de savoir utiliser le résultat du théorème précédent sous la forme suivante :

Corollaire 2.1 Soit A 2 B (H) ; tel que : kI � Ak < 1; alors l’opérateur A est inversible et son

inverse (A)�1 est donnée par :

(A)�1 =
1X
k=0

(I � A)k :

Définition 2.6 Un opérateur A de L(H) est borné inférieurement s’il exite " � 0 tel que ;

kAxk � " kxk ; pour tout x 2 H:

Théorème 2.3 1. Soit A un opérateur, alors A est inversible si et seulement si A est borné inférieu-

rement et admet une image dense.

2. Si A est borné inférieurment, alors l’image de A est fermé.

Preuve. 1.I A est inversible , kxk = kA�1Axk � kA�1k kAxk.
On prend kA�1k = 1

c
donc ; c kxk � kAxk ; d’où A est borné inférieurement.

Pour prouver que R(A) est dense dans H i.e. R(A) = H:

Puisque A est inversible, alors A est surjectif i.e :

R(A) = H )R(A) = H = H;

d’où R(A) est dense dans H:

J On a si R(A) est dense ; alors :

R(A) = R(A) = H )A est surjectif (2,1)

2. Si A est borné inférieurement ) A est injectif et R(A) est fermé

Ax = 0) 0 = kAxk � " kxk ) x = 0;

donc ;

ker(A) = f0g i.e:A est injectif (2,2)

2.1. Dé�nitions et propriétés 11



Chapitre 2. Espace des opérateurs linéaires bornés

d’aprés (2; 1) et (2; 2) A est inversible.

A est borné inférieurement ) R(A) est fermé. Soit fyng une suite de R(A) convergente donc elle

est de Cauchy.

du moment que H est un espace de Hilbert (i.e ; complet) ; si xn ! x; alors Axn ! Ax:

kxn � xmk � kyn � ymk = kAxn � Axmk = kA (xn � xm)k � ":

D’ou fxng est une suite de Cauchy dans un espace de Hilbert complet ; donc fxng converge vers

x dans H et comme A est un opérateur continu ; alors Axn ! Ax dans R(A).

Donc R(A) est fermé.

Définition 2.7 Soient T1; T2 2 B (H) ; la somme directe de T1 et T2 notée par T1 � T2 est;

(T1 � T2) (x� y) = T1x� T2y: 8x; y 2 H:

Définition 2.8 Le spectre d’un opérateur A 2 B(H) est le sous-ensemble de C défini par :

�(A) = f� 2 C;A� �I n’est pas inversibleg

Définition 2.9 On appele ensemble résolvante de A l’ensemble ;

� (A) = f� 2 C��I � A est inversibleg

Définition 2.10 Soit A 2 B(H); l’enveloppe convexe du spectre de A; notée co�(A); est le plus petit

convexe contenant �(A).

Définition 2.11 On appele spectre ponctuel de A noté par �p (A) l’ensemble ;

�p (A) = f� 2 C; (A� �I) n’est pas injectif. g

Définition 2.12 Soit A 2 B (H) ; le spectre approché réduisant de A noté �ap(T ) est l’ensemble des

complexes � tels qu’il existe une suite (xn) : kxnk = 1; pour laquelle ;

lim
n!1

(A� �)xn = 0 et lim
n!1

(A� �)� xn = 0:

Définition 2.13 Le rayon spectral d’un opérateur A 2 B(H); noté r(A) est :

r(A) = lim
n!1

kAnk
1
n

2.1. Dé�nitions et propriétés 12
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Définition 2.14 L’image numérique d’un opérateur A 2 B (H) noté W (A) est l’ensemble de tous les

nombres complexes de la forme hAx; xi ; où x est un vecteur unitaire de H c.à.d ;

W (A) = fhAx; xi ; x 2 H; kxk = 1g :

En d’autres termes,W(A) est l’image de la sphère unité fx 2 H; kxk = 1g de H par la forme quadra-

tique bornée : x! hAx; xi :

Définition 2.15 Soit T 2 B(E), un sous-espace vectoriel fermé F de E est dit invariant par T si

TF � F .

2.2 Quelques classes d’opérateurs

Opérateur adjoint

Définition 2.16 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et A 2 B(H1; H2); l’opérateur adjoint de

A est l’opérateur linéaire A� : H2 ! H1 caractérisé par :

hA�y; xiH1 = hy; AxiH2

pour tout x 2 H1 et y 2 H2:

Proposition 2.2 Soient A 2 B(H1; H2) et B 2 B(H2; H1). Alors :

1.kA�k = kAk :
2. (A�)� = A:

3. ker (A) = (ImA�)? et (ImA) = (kerA�)?:

4. (BA)� = A�B�:

Preuve. 1. Remarquons que ;

kAk = sup
v12H1;v22H2

hv2; Av1i
kv1k : kv2k

(2.1)

En effet, il existe une suite fung 2 H1 telle que fkAunkkunk g ! kAk. En prenant v1 = un et v2 = Aun
dans (2.1), on voit que le suprémum coincide avec kAk ; par conséquent, on a :

kAk = sup
v12H1;v22H2

hv2; Av1i
kv1k : kv2k

= sup
v12H1;v22H2

hA�v2; v1i
kv1k : kv2k

= kA�k

2. Pour tout v1 2 H1, v2 2 H2 ; On a :

2.2. Quelques classes d�opérateurs 13



Chapitre 2. Espace des opérateurs linéaires bornés

hv2; Av1iH2 = hA�v2; v1iH1 = hv2; (A�)�v1iH2

par conséquent A = (A�)�:

3. v1 2 ker (A) si et seulement si :

hAv1; v2iH1 = hv1; A�v2iH1 = 0

pour tout v2 2 H2 c’est-à-dire : v1 2 (ImA�)?:
On obtient la deuxième relation en remplaçant A par A�:

4. Pout tout v1 2 H1, v2 2 H2 on a :

hv2; BAv1iH3 = hB�v2; Av1iH2 = hA�B�v2; v1iH1

D’autre part, on a aussi ;

hv2; BAv1iH2 = h(BA)�v2; v1iH1

par conséquent A�B� = (BA)�:

En remplaçant B par A�1 on obtient I� = I = A�(A�1)�: En échangeant les rôles de A et B ; on

obtient I = (A�1)�A�:

Par conséquent, A� admet pour inverse (A�1)�:

Définition 2.17 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur A 2 B(H) est dit auto-adjoint (ou

hermitien) si A� = A; c’est-à-dire :

hAx; yi = hx;Ayi ; 8x; y 2 H:

Exemple 2.2 Pour tout A 2 B(H1; H2) ; l’opérateur A�A 2 B(H1) est auto-adjoint, car (A�A)� =

A�A�� = A�A.

Opérateur isométrie et unitaire

Définition 2.18 Soit A 2 B(H); on dit que A est opérateur isométrique (ou est une isométrie) si ;

A�A = I:

ou bien,
8x 2 H; kAxk = kxk :

2.2. Quelques classes d�opérateurs 14
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Exemple 2.3 L’opérateur de décalage S (ou shift) est un opérateur isométrieque, car pour ;

S (x1; x2; :::) = (0; x1; x2; ::)

S� (x1; x2; :::) = (x2; x3; ::)

On a ;

S�S (x1; x2; :::) = S
� (0; x1; x2; ::) = (x1; x2; :::)

Alors ;

S�S = I:

Définition 2.19 Soit A 2 B(H); A est un opérateur unitaire si ;

A�A = AA� = I:

Définition 2.20 La condition plus faible A�A = I définit une isométrie. L’autre condition, AA� = I;

définit une co-isométrie. Ainsi, un opérateur unitaire est un opérateur linéaire borné qui est à la fois

une isométrie et une co-isométrie, ou, de manière équivalente, une isométrie surjective.

Opérateur normal

Définition 2.21 On dit que A 2 B(H) est un opérateur normal si A commute avec son adjoint i.e.

A�A = AA�:

Proposition 2.3 Soit A 2 B(H), A est normal, si et seulement si :

kAxk = kA�xk ; pour tout x 2 H:

Preuve.

A est normal , A�A� AA� = 0

, h(A�A� AA�)x; xi = 0; pour tout x 2 H

, hA�Ax; xi = hAA�x; xi; pour tout x 2 H

, kAxk2 = kA�xk2 ; pour tout x 2 H:

Exemple 2.4 La multiplication A' par une fonction mesurable bornée ' est un opérateur normal

sur L2([0; 1]):

2.2. Quelques classes d�opérateurs 15
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En effet, on a : (A'f)(t) = f(t)'(t) ou ; ' 2 C([0; 1]); f 2 L2([0; 1]):

hT'f; gi = hf(t)'(t); g(t)i

= hf(t); '(t)g(t)i

donc (T �'g) = '(t)g(t); c’est-à-dire T �' = T':

D’où, T �'T' = T'T
�
':

L’opérateur T est un hermitien (auto-adjoint) ; si la fonction ' est réelle.

2.2.1 Opérateur hyponormal

Définition 2.22 Un opérateur A 2 B(H) est hyponormal si : A�A � AA� ; qui est équivalent à la

condition :

k A�x k�k Ax k : 8x 2 H

Proposition 2.4 Soit A 2 B(H) ; alors A est un opérateur hyponormal si et seulement si ; A�A +

2�AA� + �2A�A � 0; pour tous � 2 R:

Preuve. Soient � 2 R et x 2 H, A est un opérateur hyponormal si et seulement si :

kA�xk � kAxk

() kAxk2 + 2� kA�xk2 + �2 kAxk2 � 0 8� 2 R

() hAx;Axi+ 2�hA�x;A�xi+ �2hAx;Axi � 0 8� 2 R

() hA�Ax; xi+ 2�hAA�x; xi+ �2hA�Ax; xi � 0 8� 2 R

() h(A�A+ 2�AA� + �2A�A)x; xi � 0 8� 2 R

() A�A+ 2�AA� + �2A�A � 0 8� 2 R

Remarque 2.3 Si A 2 B (H) est hyponormal, alors (A� �I) est hyponormal pour chaque � 2 C:

2.2.2 Opérateur normaloïde

Définition 2.23 Un opérateur A 2 B(H) est normaloïde si : r(A) = kAk ; où r(A) est le rayon

spectral de A ; tel que :

r(A) = supfj�j : � 2 �(A)g = lim
n!1

kAnk
1
n

2.2. Quelques classes d�opérateurs 16
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Remarque 2.4 Tout opérateur hyponormal est normaloïde.

Définition 2.24 Un opérateur A 2 B(H) est quasinilpotent si son spectre réduit a f0g est nul .

Définition 2.25 Un opérateur A 2 B(H) est M-hyponormal si : 9M 2 R+; 8z 2 C ;

(A� zI)(A� zI)� �M2 (A� zI)�(A� zI)

2.2. Quelques classes d�opérateurs 17



Chapitre 3

Théorie d’opérateurs paranormaux

Dans ce chapitre, nous étudions la classe des opérateurs paranormaux et leurs propriétés, Ista-

tescu a introduit cette classe en 1966 et l’a nomé par la classe (N); en 1967 Furuta a nomé cette

classe par la classe des opérateurs paranormaux.

La classe des opérateurs paranormaux contient les opérateurs normaux, hyponormaux et elle est

incluse dans la classe des opérateurs normaloïdes, donc les opérateurs paranormaux constituent

une classe plus large que les opérateurs hyponormaux et plus étroite que les opérateurs norma-

loïdes.

On va aussi étudié quelques classes d’opérateurs reliées à la classe des opérateurs paranormaux.

Définition 3.1 Un opérateur A 2 B(H) est dit paranormal si A vérifi la relation suivante :A2x � kAxk2 ; pour chaque vecteur unitaire x dans H.

On dit aussi que A est paranormal si est vérifi la condition suivante :[19]

A�2A� 2kA�A+ k2 � 0;8k 2 R:

On note la classe des opérateurs paranormaux par P (H) :

Exemple 3.1 [3] Soit T : `2(N)! `2(N) défini par ;

T (x1; x2; x3; :::) = (0; x1; 2x2; 3x3; :::)

où D(T ) =
�
(x1; x2; x3; :::) 2 `2(N) :

P1
i=1 jixij

2 <1
	
;alors T est paranormal:

avec D(T �) =
�
x 2 `2(N) :

P1
i=2 k(i� 1)xik

2 <1
	
:
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Exemple 3.2 Pour toute x = (xn) 2 D (T 2) ; on a:

kT (x)k2 =

1X
i=1

jixij2

�
1X
i=1

(i+ 1) i jxij2

�

vuut 1X
i=1

((i+ 1) i jxij)2
vuut 1X

i=1

jxij2 =
X
i=1

((i+ 1) i jxij) (jxij)

=
��T 2x�� jxj

d’où T est paranormal.

Exemple 3.3 Soient feng1n=1 une base orthonormal de H et feng1n=�1 � [1; 2] satisfaisant an <

an+1 ; 8n 2 Z:

Soit A 2 B(H) :

Aen = anen+1(n 2 Z)

S = (A�A� AA�) 12 :

Alors T =

 
A S

0 0

!
sur H �H satisfait :

T 2�T 2 = (T �T )2

d’où T est paranormal.

3.1 Propriétés des opérateurs paranormaux

Proposition 3.1 [11] Si T est un opérateur paranormal et si � et � sont des nombres complexes,

alors :

1. (�T + �I) 2 P (H) :

2. T � 2 P (H).

3. Si T est inversible ; alors T�1est également paranormal .

Preuve. La preuve est un calcul simple qui dépend de : �(�T +�I) = ��(T )+� et �(T �) = �(T )�:

Proposition 3.2 Tout opérateur hyponormal est paranormal.

3.1. Propriétés des opérateurs paranormaux 19
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Preuve. En effet ; pour tout vecteur unitair x 2 H :

kAxk2 = hAx;Axi = hA�Ax; xi � kA�Axk �
A2x

Corollaire 3.1 La classe des opérateurs paranormaux contient les classes des opérateurs auto ad-

joint, isométriques, co-isométriques, unitaires et normaux.

Preuve. Les classes des opérateurs auto adjoints, isométriques, co-isométriques, unitaires et nor-

maux sont des opérateurs hyponormaux, d’aprés la proposition précédente ils sont paranormaux

Proposition 3.3 Soit A 2 B(H). Si A est paranormal alors ; A est normaloïd.

Lemme 3.1 Soit A un opérateur paranormal, alors ; pout tout x 2 H on a :

A3x � A2x kAxk (1)

Preuve. Pour chaque vecteur unitaire x en H, tel que Ax 6= 0:

A3x = kAxk
A2 AxkAxk

 � kAxkA Ax

kAxk

2
=

kA2xk2

kAxk � kA2xk kAxk2

kAxk =
A2x kAxk

Lemme 3.2 Soit A un opérateur paranormal, alors ;

Ak+1x2 � Akx2 A2x (Pk)

Pour un entier positif k � 1; et chaque vecteur unité x dans H.

Preuve. Demontrons par récurrence ; pour le cas k = 1A2x2 = A2xA2x � A2x kAxk2
et (P1) est clair.

Maintenant supposons que (Pk) est valide pour k et supposons que kAxk 6= 0 alors ;

Ak+2x2 = kAxk2 Ak+1 AxkAxk

2
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� kAxk2
Ak AxkAxk

2 A2 AxkAxk


�
Ak+1x2  A2xkAxk

2
�
Ak+1x2 A2x

par de Lemme (1) et (Pk) : Donc (Pk+1) est valid, et la preuve est complète.

Théorème 3.1 Si A est un opérateur paranormal, alors An est paranormal pour chaque entier

n � 1.

Preuve. on suppose que A et Ak sont paranormaux et prouvons que Ak+1est paranormal.

supposons que : kA2xk 6= 0 ; alors ;A2(k+1)x = A2xA2k A2xkAxk


�
A2xAk A2xkA2xk

2
=

Ak+2x2
kA2xk

�
Ak+1x2 kA2xk

kA2xk =
Ak+1x2

par (Pk+1) de Lemma(2.2). Donc Ak+1 est paranormal.

Lemme 3.3 Le théorème suivant est très utile pour construire des exemples.

Théorème 3.2 [11] Si A est un opérateur quelconque sur H, alors il existent un espace de Hilbert K

et un opérateur normal N sur K tels que T = A�N 2 B(H �K) est paranormal.

Preuve. Puisque W (A) est un ensemble compact de nombres complexes, il existent un espace de

Hilbert K et un opérateur normal N sur K tels que �(N) =W (A):

Soit T = A�N ; alors :

�(T ) = �(N) =W (A):

Pour z =2 �(T ) =W (A); il est bien connu que :

kR(A; z)k � 1

d(z;W (A))
=

1

d(z; �(T ))
:

Où

R(A; z) = (A� zI)�1 :
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Puisque N est normal et z 2 �(N);

kR(N; z)k = 1

d(z; �(T ))
:

Par conséquent ;

kR(T; z)k = max fkR(A; z)k ; kR(N; z)kg = 1

d(z; �(T ))
:

Ainsi T est paranoramal.

Comme nous le verrons dans ce théorème, la classe des opérateurs hypanormaux sur H est dis-

tincte, en général, de la classe d’opérateurs paranormaux.

Lemme 3.4 Soient T 2 B(H) un opérateur paranormal et M un sous espace fermé de H; qui est

invariant par T;alors ;

T jM est aussi paranormal.

Théorème 3.3 Soit T 2 B(H) un opérateur paranormal ; si �(T ) = 0 sur le cercle unité, alors T est

un opérateur unitaire.

Théorème 3.4 Il existe un opérateur paranormal inversible T tel que ;[11]

1. T n’est pas hyponormal.

2. T 2 n’est pas paranormal.

3. kTk > r (T )

4. T�1 n’est pas paranormal.

Preuve. Soient A =

"
1 1

0 1

#
et N un opérateur normal tel que ; �(N) =W (A); et soit T = A�N .

D’aprés le théorème (2), T est paranormal.

On a ; tout opérateur hyponormal est hyponormal sur un sous-espace invariant.

Par conséquent, puisque A n’est pas hyponormal, T n’est pas hyponormal aussi.

W (A) est le disque fermé de rayon 1
2

de centre z = 1; et W (A2) est le disque fermé de rayon 1 de

centre z = 1.

Par conséquent ;

0 2 W (A2) � W (T 2) et 0 =2 co(�(T )2) = co�(T 2)

co�(T 2) 6= W (T 2) et donc T 2 n’est pas paranormal.
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Soit x =

"
1p
2
1p
2

#
; alors : kxk = 1; et kAxk =

p
10
2

.

Ensuite ;

kTk � kAxk =
p
10

2
>
3

2
= r(T )

Donc kTk > r(T ):
Si T�1 est paranormal, alors ;

kTk =
R(T�1; 0) = 1

d(0; �(T�1))
= r(T )

Contradiction. Par conséquent T�1 n’est pas paranormal.

Exemple 3.4 Exemple sur un opérateur non-hyponormal et paranormal :

Soient C et D telles que ; C =

 
1 0

0 0

!
, D =

 
2 1

1 1

!
:

Soient T et T 2 les matrices infinis sous les formes suivantes ;

T =

0BBBBBBBBBBBBB@

. . . ...
...

...
...

...

� � � C
1
2 0 0 0 0 � � �

� � � 0 C
1
2 0 0 0 � � �

� � � 0 0 C
1
2 0 0 � � �

� � � 0 0 0 D
1
2 0 � � �

� � � 0 0 0 0 D
1
2 � � �

...
...

...
...

... . . .

1CCCCCCCCCCCCCA

T 2 =

0BBBBBBBBBBBBBBB@

. . . ...
...

...
...

...
...

� � � C 0 0 0 0 0 � � �
� � � 0 C 0 0 0 0 � � �
� � � 0 0 C 0 0 0 � � �
� � � 0 0 0 D

1
2C

1
2 0 0 � � �

� � � 0 0 0 0 D 0 � � �
� � � 0 0 0 0 0 D � � �

...
...

...
...

...
... . . .

1CCCCCCCCCCCCCCCA
telle que 0 représente la place des élements matrice

�
0 0

�
; il est claire que D �C � 0; mais

D2 � C2 � 0 ; alors T est hyponormal mais T 2 ne l’est pas, mais T est un paranormal.
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Théorème 3.5 Soit A un opérateur paranormal ; alors : co�(A) =W (A).

Théorème 3.6 Tout opérateur paranormal quasinilpotent est nul.

3.2 Opérateurs *-paranormaux

La classe des opérateurs *paranormaux est une classe reliée à la classe des opérateurs paranor-

maux, mais il nexiste pas d’inclusion entre les deux classes, la classe des *paranormaux a été

introduite par M. Fujii, elle est une généralisation de la classe des opérateurs hyponormaux.

Définition 3.2 Soit A 2 B (H) ; A est un opérateur *paranormal si A vérifi la condition suivante :

kA�2xk � kAxk2 ; pour chaque vecteur unitaire x dans H.

Théorème 3.7 Un opérateur T 2 B(H) est *-paranormal si et seulement si T �2T 2+2k TT �+k2 � 0
pour tout k 2 R:

Preuve. Pour tous x 2 H:

T �2T 2 + 2kTT � + k2 � 0; pour tous k 2 R:

,


(T �2T 2 + 2kTT � + k2) (x) ; x

�
� 0; pour tout k 2 R:

,


(T �2T 2(x); x

�
+ 2k hTT �(x); xi+ k2 hx; xi � 0; pour tout k 2 R:

,


T 2(x); T 2(x)

�
+ 2k hT �(x); T �(x)i+ k2 hx; xi � 0; pour tout k 2 R

,
T 2(x)2 + 2k kT �(x)k2 + k2 x2 ; pour tout k 2 R:

Nous savons que par les propriétés élémentaires des formes quadratiques réelles, si a > 0, b et

c sont des nombres réels alors at2 + bt + c � 0; pour un reél quelconque t; si et seulement si :

b2 � 4ac � 0:
par conséquent ;

T �2T 2 + 2kTT � + k2 � 0; pour tout k 2 R:

, 4 kT �(x)k4 � 4
T 2(x)2 kxk2 ; pour tout x 2 H

, kT �(x)k2 �
T 2(x)2 kxk ; pour tout x 2 H

, T est *-paranormal.

Proposition 3.4 Soit T un opérateur *-paranormal, si �(T ) = f�g ; alors T = �:
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Preuve. Si � = 0; alors kTk = r (T ) = 0; d’où T = 0:

Si � 6= 0; alors 1
�
T est unitaire de plus �( 1

�
T ) = f1g ; d’où T = �:

Lemme 3.5 Soit T un opérateur *-paranormal, siM est un sous espace fermé invariant pat T ; alors

T jM est *-paranormal.

Preuve. Soit P la projection orthogonal sur M . Du moment que TP = PTP , on a :

k(T jM)�xk2 = kPT �Pxk2 = kPT �xk2 �

kT �xk2 �
T 2x kxk = (T jM)2x kxk

8x 2M . D’ou T jM est *-paranormal.

3.2.1 Quelques résultats

[12] Soit T un opérateur *-paranormal.

1. Si � 2 �p(T ), alors �� 2 �p(T �):
2. Si Tx = �x, et Ty = �y et � 6= �; alors hx; yi = 0:
3. Si � 2 �ap(T ), alors �� 2 �ap(T �):
5. Si T un opérateur *-paranormal, alors ker(T � �) réduit T .

6. Si T un opérateur *-paranormal, alors ker(T � �) est un operateur normal.

Exemple 3.5 Soient feng1n=1 une base orthonormée de H et T l’opérateur de décalage défini par :

Ten =

8>><>>:
p
2e2 : (n = 1)

e3 : (n = 2)

2en+1 : (n � 3)

Il est bien connu qu’un opérateur S est *-paranormal si et seulement si :

S2�S2 � 2kSS� + k2 � 0;

pour tous k > 0 et S est paranormal si et seulement si :

S2�S2 � 2kS�S + k � 0;

pour tous k > 0.

Nous montrons que T est *-paranormal mais pas paranormal.

Puisque ;
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T 2�T � � 2kTT � + k2

= (2 + k2)� (4� 4k + k2)� (16� 2k + k2)�
�

1
�
n=4
(16� 8k + k2)

�
= (2 + k2)� (k � 2)2 �

�
(k � 1)2 + 15

	
�
�

1
�
n=4
(k � 4)2

�
� 0

pour tous k > 0; T est *-paranormal.

Cependant,

T 2�T 2 � 2kT �T + k2

=
�
2� 4k + k2

�
� (4� 2k + k2)�

�
1
�
n=3
(16� 8k + k2)

�
=

�
(k � 2)2 � 2

	
�
�
(k � 1)2 + 3

	
�
�

1
�
n=3
(k � 4)2

�
� 0

pour tous k = 2, T n’est pas paranormal.

3.3 Opérateurs k-paranormaux

La classe des opérateurs k-paranormaux a été introduite par Fujii-Izumino-Nakamoto [8] en 1994.

Définition 3.3 Soit k2 N; un opérateur T est k-paranormal, si T satisfait :

T kx � kTxkk
pour tout x 2 H; k 2 N; avec kxk = 1:

Remarque 3.1 Pour k = 1, l’opérateur 1-paranormal et paranormal.

Proposition 3.5 Si T est paranormal alors T est k-paranormal 8k 2 N.

Proposition 3.6 [10] Tout opérateur k-paranormal est normaloïde.

Preuve. [10]Soit T un opérateur k-paranormal non nul de B(H) ; alors on a :

kTxkk+1 �
T k+1x kxkk ; pour chaque x 2 H; pour un entier k � 1:

pout tout entier j � 1. On a : T jxk+1 � T k+jT j�1k kxkk+1
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Pour chaque x 2 H,

ce qui implique T jk+1 � T k+jT j�1k :
Supposons kT jk = kTkj pour certains j � 1.
Puis, par l’inégalité ci-dessus ; T (k+1)j = (kTkj)k+1 =

T jk+1 �T k+1T j�1k �
T k+j kTk(j�1)k

et donc ; T k+j = kTkk+j
Ainsi, par induction ;

T 1+jk = kTk1+jk ; pour chaque j � 1.
Cela donne une sous suite fT njg de fT ng ; T nj = T 1+jk, tel que :

lim
j
kT njk

1
nj = lim

j
(kTknj)

1
nj = kTk :

la suite
n
kT nk

1
n

o
est convergente et converge vers le rayon spectral de T , et comme elle a une

sous suite qui converge vers kTk, il s’ensuit que r (T ) = kTk ; ce qui signifie que T est normaloïd:

Exemple 3.6 Soit

A =

 
� 0

0 �

!
; B =

 
2 1

1 2

!
pour �; � � 0 et soit ;

f (k) =

�
9k + 1

2

� 1
2k

:

alors ;

B2k =
1

2

 
9k + 1 9k � 1
9k � 1 9k + 1

!
et f(k) augmente strictement pour k > 0:

Par AkB2kAk + 2�A2k + �2 � 0; T =: TA;B est k-paranormal si et seulement si ;

0 � AkB2kAk + 2�A2k + �2

=

 
1
2
�2k
�
9k + 1

�
+ 2��2k + �2 1

2
�k
�
9k � 1

�
�k

1
2
�k
�
9k � 1

�
�k 1

2
�2k
�
9k + 1

�
+ 2��2k + �2

!
(3.1)

= : X�;�;k (3.2)

3.3. Opérateurs k-paranormaux 27



Chapitre 3. Théorie d�opérateurs paranormaux

pour tous réels �: Cela équivaut à ;

1

2
�2k
�
9k + 1

�
+ 2��2k + �2 � 0 pour tous réels �; (3.3)

1

2
�2k
�
9k + 1

�
+ 2��2k + �2 � 0 pour tous réel � (3.4)

et ;

det (X�;�;k) � 0: (3.5)

Donc (3:3), (3:4) et (3:5) sont équivalents à ;

� � f (k) (3.6)

et ;

� � f (k) (3.7)

Alors on pronder0 < k1 < k2 et 0 < � < f (k1) < � < f (k2) :

donc ; T est k2-paranormal, mais T n’est pas k1-paranormal.

Théorème 3.8 [10] Soit T 2 B (H) un opérateur k-paranormal inversible, pour un entier k � 1; si

son inverse est (k � 1)-paranormal ; alors T�1 est k-paranormal.

Remarque 3.2 Soit T 2 B (H) un opérateur k-paranormal inversible, pour un entier k � 1; alorsT kx�1 � T�1xk
pour tout x 2 H; k 2 N; avec kxk = 1:

Théorème 3.9 Soit T 2 B (H) un opérateur k-paranormal, si T double commute avec un opérateur

p-hyponormal S, alors TS est k-paranormal pour k > 0.

Théorème 3.10 Si T et T � sont k-paranormaux tels que ker(T ) = ker(T �), alors T est normal.

Remarque 3.3 Furuta a prouvé que si T est paranormal, alors T n est paranormal pour tout n 2 N;
mais la k-paranormalité de T n’implique pas la k-paranormalité de T n sauf pour le cas ou k = 1.

3.4 Opérateurs quasi-paranormaux

3.4.1 Opérateur quasi-paranormal

Définition 3.4 Un opérateur T est appelé quasi-paranormal si :T 2 (Tx) 12 kTxk 12 � kT (Tx)k ; Pour tout x 2 H:
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3.4.2 Opérateur k-quasi-paranormal

Afin d’étendre la classe des opérateurs paranormaux, Mecheri [14] a introduit une nouvelle classe

d’opérateurs appelé opérateurs k-quasi-paranormaux.

Pour k = 1; l’opérateur 1�quasi-paranormal est un opérateur quasi- paranormal.

Définition 3.5 Soit k un entier positif. Un opérateur T est appelé k-quasi-paranormal ou opérateur

p(k) si ; T k+1x2 � T k+2xT kx
pour tout x 2 H:
Il n’est pas difficile de vérifier que T est k-quasi-paranormal si et seulement si ;

T �k+2T k+2 � 2�T �k+1T k+1 + �2T �kT � 0 pour tout � > 0 (1)

Il est évident que tout opérateur paranormal est un opérateur k- paranormal.[13]

La classe des opérateurs k-quasi-paranormaux est également incluse dans la classe d’opérateurs

(k + 1) quasi-paranormaux.

En utilisant (1), il n’est pas difficile de montrer qu’un opérateur nilpotent d’index k + 2 est un

opérateur p(k + 1) mais pas un p(k) opérateur ; ainsi, la suite de classes d’opérateurs p(k) est

strictement croissante.

L’implication suivante nous donne des relations entre les classes d’opérateurs.

Hyponormal ) p-hyponormal ) paranormal ) quasi-paranormal ) k-quasi-paranormal )
(k + 1)-quasi-paranormal.

3.4.3 Opérateur k-quasi-*-paranormal

En 2012 B. P. Duggal, I. H. Jeon et I. H. Kim ont introduit la classe k-quasi-*-paranormal qui est

une généralisation des classes hyponormaux, *-paranormal et k-* paranormaux, elle est définie

comme suit :

Définition 3.6 Pour un entier positif k, un opérateur T est dit k-quasi-*-paranormal si ;T k+2xT kx � T �k+1x2
Pour tout x 2 H.

Remarque 3.4 Tout opérateur k-quasi-*-paranormal est un opérateur normaloïde. Il est claire que ;

�paranormal) quasi�paranormal) normalo�{de
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et

quasi � paranormal) k � quasi�paranormal) (k + 1)� quasi�paranormal

3.5 Opérateur paranormal généralisé

En 1978, S. N. Rai a introduit une nouvelle classe d’opérateurs dite classe des opérateurs paranor-

maux généralisées qui contient la classe des M-hyponormaux et n’est pas en géneral inclu dans la

classe des normaloïdes.

Définition 3.7 Un opérateur T 2 B (H) est appelé paranormal généralisé si pour chaque vecteur

unitaire x 2 H et M � 0, T satisfait : T 2x � 1

M
kTxk2 :

Théorème 3.11 Un opérateur T 2 B (H) est paranormal généralisé si et seulement si :

T �2T 2 +
2�

M
T �T + �2I � 0; 8� 2 R;M � 0:

Théorème 3.12 [16] Soit T un opérateur paranormal généralisé, alors :T 3x � 1

M2

T 2x kTxk ; pour chaque vecteur unitaire x 2 H:

Preuve. Pour un vecteur unitaire x dans H, nous pouvons supposer Tx 6= 0: on a ;

T 3x = kTxk
T 2 TxkTxk

 � 1

M
kTxk

T Tx

kTxk

2
� 1

M
kTxk

 T 2x

kTxk2

2 � 1

M
kTxk 1

M

kT 2xk2

kTxk2

� 1

M

kT 2xk2

kTxk2
� 1

M2

T 2x kTxk2kTxkT 3x � 1

M2

T 2x kTxk :
d’où le théorème.

Théorème 3.13 Soit T un opérateur paranormal généralisé, alors :T k+1x2 � 1

M2k�1

T kx2 T 2x
pour un entier positif k � 1 et chaque vecteur unitaire x 2 H:
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Preuve. Pour le cas k = 1;T 2x2 =
T 2xT 2x � 1

M
kTxk2 1

M
kTxk2T 2x2 � 1

M2
kTxk4

Mettons GPk ()
T k+1x2 � 1

M2k�1

T kx2 kT 2xk
pour k = 1; GP1 est vrai.

Supposons maintenant que (GPk) est valide pour tout k et kTxk 6= 0; puis ;

T k+2x2 = kTxk2
T k+1 TxkTxk

2
� kTxk2 1

M2k�1

T k TxkTxk

2 T 2 TxkTxk


� kTxk2 1

M2k�1

T k�1xkTxk

2  T 3xkTxk


� 1

M2k�1

T k+1x2 1

M2

kT 2xk kTxk
kTxk

� 1

M2k�1

T k+1x2 1

M2

T 2x
� 1

M2k+1

T k+1x2 T 2x
c’est à dire ; T k+2x2 � 1

M2k+1

T k+1x2 T 2x :
d’où le théorème.

Théorème 3.14 Un opérateur T est paranormal généralisé si et seulement si :

T �2T 2 +
2�

M
T �T + �2I � 0;

pour tous réels �; M � 0:

Preuve.

T �2T 2 +
2�

M
T �T + �2I � 0

implique que ;

((T �2T 2 +
2�

M
T �T + �2I)x; x) � 0

ou ;

(T �2T 2x; x) +
2�

M
(T �Tx; x) + �2(x; x) � 0
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ou ;

(T 2x; T 2x) +
2�

M
(Tx; Tx) + �2(x; x) � 0

ou ; T 2x2 + 2�
M
kTxk+ �2 kxk � 0:

Par l’argument ci-dessus, cela ne se produira que si ;

4

M2
kTxk2 � 4

T 2x2 � 0
ou ;

kTxk2 �M2
T 2x2 � 0

ou ;

kTxk2 �M
T 2x

ou ; T 2x � 1

M
kTxk2 :

d’où le théorème.

Exemple 3.7 Soient feigi=1 une base orthonormal d’un éspace de Hilbert H et T l’opérateur de

décalage pondéré défini : Te1 = e2; T e2 = 2e3; et Tei = ei+1 pour i � 3: D’ou ;

T �e1 = 0; T
�e2 = e1; T

�e3 = 2e2 et T �ei = ei�1 pour i � 4.
T est paranormal généralisé.

Proposition 3.7 Soit T un opérateur paranormal généralisé, si T n est compact ; alors T est compact.
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Conclusion

L’objectif principal de ce travail est l’étude des proporiétés algébriques de la classe des opérateurs

paranormaux et sa relation avec les classes des opérateurs hyponormaux et d’autres classes non

normaux. Un opérateur paranormal est une généralisaion des opérateurs normaux, plus précisé-

ment, on trouve que cette classe contient les opérateurs hypornormaux et elle est incluse dans la

classe des opérateurs normaloïde, c’est a dire :

normal � hypornormal � paranormal � normalo�{de:

Pour les classes des opérateurs reliées à la classe des opérateurs paranormaux (il se peut que ces

classes ne soient pas inclus dans P (H)); on a ;

normal) hypornormal) paranormal) quasi� paranormal)

) k � quasi� paranormal:

Nous allons expliquer que ces relations d’inclusion sont propres et donc les opérateurs paranor-

maux constituent une nouvelle classe plus large que les opérateurs hyponormaux et plus étroite

que les opérateurs normaloïds.
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