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 بسم الله الرحمان الرحيم

 الحمد لله وكفى والصلاة والسلام على الحبيب المصطفى أما بعد

قال صلى الله عليه وسلم "اطلبوا العلم من المهد الى اللحد" وها قد وصلنا الى درجة 

التوفيق. العلمي فنرجو من الله العزيز الحكيممهمة من درجات الرقي   

 ان شكر الناس من شكر الله لذا فأنا أقدم تشكراتي وإهدائي إلى كل من

  .الحنونأمي  إلى من تحت قدميها الجنة      

  .الكريم والديإلى سبب وجودي 

  ."خليفة"إلى من لازلت صغيرة عنده أخي الأكبر 

سامية عبد الرؤوف حليمة سلمان عبد الناصر  "حدة إلى كل إخوتي صغارا وكبارا

 نورة تامر معاذ".

 

ي وكل ما يناديني بعمتي أو خالتي.إلى زوجات إخوتي وأزواج أخوات  

وعمتي الكبيرة  "الهادي الزين محمد الصالح"إلى عائلتي الكبيرة أعمامي 

 "العائشة". 

  ناجي الأزهاري فاطمة أم الهاني"."إلى كل أخوالي وخالاتي 

 "عيادة سيد"إلى أبناء أعمامي وأخوالي رفقتي منذ الصغر وبالأخص الشهيد 

والعمرين "ابن خالي وابن عمي". "عيادة رابح"رحوم والم  

.إلى كل من علمني حرفا فصرت له أمة معلمي وأساتذتي من الابتدائي إلى الجامعة  

"مريم هم أمي "وأخ لود لا أخ لولادة وأعز من نسب الولاد وداد" إلى إخوة لم تلد
أنعم  اكانو نجمة خديجة إيناس بثينة عائشة سعاد زهية ربيعة مروة صبرينة"

.الرفقة ولا زالوا  

إلى رفيقة الدرب من كانت معي عملنا بجد لإتمام هذا البحث صديقتي ورفيقتي 

 "هدى".

.ه الآنفي يوم ما ونسيته لا أنسى أن أحييإلى من كان عونا لي   

 



 

  بسم الله الرحمان الرحيم

فضيض والصلاة والسلام على من سنا نوره وميض والكل الحمد لله خالق الكون العريض ومنزل من السماء ماءا 

 لحوض ماءه رميض 

حلم من أحلام طفولتنا فكما يقول المثل الصيني "مسيرة الألف ميل ب قوسين أو أدنى من تحقيق أما بعد ها قد صرنا قا

ى أن نجتازها بإذن الله تبدأ بخطوة" والحمد لله قد اجتزنا خطوات عديدة وعثرات كانت دافعا لنا ووصلنا على خطوة نتمن

 بالتوفيق.

:أهدي مجهوداتي إلى   

  .سماء حياتي رحمة الله عليهاالتي فارقتنا بجسدها ولكن روحها مازالت ترفرف في أمي  إلى

  .الرجل المثالي اطال الله في عمره ليظل عونا لي أبي لىإ

بتني بعد أمي أطال الله في عمرها.إلى الأم التي ر  

  .إلى كبيرة المقام ذات السيرة العطرة جدتي الغالية

.حفظهم الله "رياضمحمد الهادي عبد الرزاق " سندي وعضدي ورفقائي في أفراحي وأحزاني إخوتيإلى   

."زينب"لطيب والنوايا الصادقة أختي لى صاحبة القلب اإلى توأم روحي ورفيقة دربي إ  

إلى من أرى التفاؤل بعينيها إلى شعلة الذكاء والنور إلى الوجه المفعم بالبراءة بمحبتك أزهرت أيامي وتفتحت براعم الغد 

  ."سندس"أختي 

   ."إيمان"كرة التخرج صديقتي وحبيبتي في كل صفحات مذ لأخت أنجبتها لي الأيام رافقتني

ينابيع الصدق الصافي إلى من  بالوفاء والعطاء إلى اإلى الأخوات اللواتي لم تلدهن أمي إلى من تحلو بالإخاء وتميزو

يف ت برفقتهم في الدروب الحلوة والحزينة سرت إلى من كانوا معي على طريق النجاح والخير إلى من عرفت كدسع

  ".بثينة سعاد رندة زهية صبرينة عائشة إيناس"أجدهم وعلموني ألا أضيعهم صديقاتي 

  .إلى من جعلهم الله إخوتي ومن أحببتهم بالله طلاب قسم الرياضيات والإعلام الآلي 

 إلى كل أقاربي وأحبابي.

من الطور الابتدائي إلى الجامعة. إلى أساتذتي الكرام  

       .من عندهم علما ولكل من انتفعتلكم مني دعوة من القلب 
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Resumé

L’objectif éssensiel de ce travail consiste à résoudre analytiquement une équation intégrale de

Fredholm et de Volterra. Une équation intégrale est une équation dans lequelle la fonction incon-

nue d’une ou plusieurs variables figure sous le signe intégrale..

Mots clés :

Équation intégrale de Volterra, équation intégrale de Fredholm, opérateurs integraux.
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abstract

The essential objective of this work is to solve analytically an integral equation of Fredholm and

Volterra. An equation in which the unknown function d’one or more variables appears under the

integral sign.

Key words :

Integral equation of Volterra, integral equation of Fredholm, integrals operators.
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Notations et Symboles

〈., .〉 :Le produit scalaire.

H :Espace de Hilbert.

L(H) :Espace des opérateurs linéaire bornés sur H.

A :Opérateur linéaire borné.

A∗ :Adjoint de l’opérateur A.

A−1 :L’inverse de l’opérateur A.

‖A‖ :La norme de l’opérateur A.

K :Opérateur intégrale linéaire.

k(x, y) :Le noyau de l’opérateur intégrale.

ϕ :La fonction inconnue dans l’équation intégrale.

f(x) :Fonction donnée.

λ :Constante.

R :L’ensemble des réels.

I :L’opérateur identité.

L [f ] (p) :La transformation de Laplace de la fonction f.

C1 (a, b) :L’espace des fonctions dérivables jusqu’a l’ordre 1 sur [a, b] .

L2 (a, b) :L’ensemble des fonctions à carré intégrable.
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Introduction Générale

En mathématique, une équation intégrale est une équation dans laquelle l’inconnu, généra-

lement est une fonction d’une ou plusieures variables, se produit sous signe intégral. Cette défi-

nition générale tient compte de beaucoup de formes naturellement issues de la modélisation des

différents problèmes de la mécanique et de la physique mathématique ou par remaniement d’une

importante classe de problèmes formulés auparavant par des opérateurs différentiels, notamment

les problèmes aux limites et ceux de Cauchy.

La forme ordinaire d’une équation intégrale linéaire est donnée par

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫
k(x, y)ϕ(y)dy

où h(x), f(x); k(x, y) sont des fonctions données, la fonction ϕ(x) qui figure à l’intérieur et à

l’extérieurr du signe intégral est l’inconnu à déterminer ; λ est un paramètre réel ou complexe

différent de zéro. La fonction k(x, y) est appelée noyau de l’équation intégrale.

L’objet principal de ce mémoire est de présenter les méthodes qui se rencontrent dans la

résolution d’une équation intégrale. Pour cela, en procède comme suite :

Dans le premier chapitre, on donne des Préliminaires et des définitions nécessaires pour bien

comprendre le reste du travaille.

Dans le deuxième chapitre, on explique la relation entre l’équation intégrale de Voltera et les

équation différentielles. De plus on présente deux méthodes différentes qui nous servent à carac-

tériser et résoudre l’équation de Volterra, telles que la résolution à l’aide du résolvante et aussi par

la transformation de Laplace. On propose systèmatiquement des exemples dans le but de faciliter

la compréhension et l’assimilation de la méthode exposée. Enfin, on fait une généralisation de la

méthode de transformation de Laplace aux systèmes d’équations de Volterra.

Dans le troisième chapitre, on présenter la relation entre l’équation de Fredholm et les équations

différentielles, puis on explique la méthode proprement dite et on énonce fort rigoureusement

les théorèmes qui y sont afférent dans la résolution de l’équation de Fredholm (la méthode de

Fredholm, la méthode des noyaux dégénérées et la méthode des noyaux iérés), on fait un certain

nombre d’exemples afin de faciliter la comprehension de la méthode.
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Chapitre 1

Rappels et Préliminaires

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1 1). Soit H un espace vectoriel construit sur R, on appelle produit scalaire sur H une

application

H ×H → R

(u, v) → 〈u, v〉.

telle que

a. 〈u, v〉 ≥ 0, 〈u, u〉 = 0⇐⇒ u = 0 ∀u ∈ H.
b. 〈u1 + u2, v〉 = 〈u1, v〉+ 〈u2, v〉 ∀u1, u2, v ∈ H.
c. 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ∀u, v ∈ H de sorte que 〈λu, v〉 = 〈u, λv〉 = λ〈u, v〉 ∀λ ∈ R.

2. On dit que u et v sont orthogonaux si 〈u, v〉 = 0.

Proposition 1.1 Le produit scalaire 〈., .〉 définie une norme sur H, tel que ‖u‖ =
√
〈u, u〉, ∀u ∈ H.

Proposition 1.2 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ pour tout u, v ∈ H.

Preuve. ∀λ ∈ R, ∀u, v ∈ H

0 ≤ 〈u+ λv, u+ λv〉 = 〈u, u〉+ λ〈v, u〉+ λ〈u, v〉+ λ2〈v, v〉.

l’équation précédente s’écrit pour un λ de cette forme 0≤ λ2〈v, v〉+2λ〈u, v〉+〈u, u〉 donc |〈u, v〉| ≤
〈u, u〉〈v, v〉 i.e |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖

4



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

Définition 1.2 Si H est complet pour cette norme, H s’appelle un espace de Hilbert.

Exemple 1.1 1)L’espace vectoriel Rn munit du produit scalaire 〈u, v〉 =
n∑
1

uivi pour

u = (u1, u2, ..., un), v = (v1, v2, .., vn) est un espace de Hilbert.

2)L’espace L2(Ω) =

{
f : Ω→ R, mesurable : ‖f‖ =

(∫
Ω

f 2

) 1
2

<∞
}

munit du produit scalaire 〈f, g〉 =∫
Ω

fgdx est un epace de Hilbert.

Définition 1.3 Un opérateur A défini par un ensemble D(A) ⊂ H (H espace de Hilbert) fait associe

à chaque u ∈ D(A) un certain élément v ∈ H :

a)A linéaire si, ∀u1, u2 ∈ D(A) ∀λ, µ ∈ R A(λu1 + µu2) = λA(u1) + µA(u2).

b)A est borné s’il existe une constante c > 0 tel que

∀u ∈ D(A) ‖Au‖ ≤ c ‖u‖ sur D(A).

– Par exemple l’opérateur intégrale = : L2([0, l])→ L2([0, l]) défini par

=(f(x)) =

x∫
0

f(ξ)dξ

est borné.

En effet

‖=f‖2
L2

=

l∫
0

|=f |2 dx

=

l∫
0

 x∫
0

f(ξ)dξ

2

dx

on applique l’inégalité de Holder pour le terme
x∫
0

f(ξ)dξ

 x∫
0

1.f(ξ)dξ

2

≤


 x∫

0

dξ

 1
2
 x∫

0

f 2(ξ)dξ

 1
2


2

donc

‖=f‖2
L2
≤

l∫
0

x x∫
0

f 2(ξ)dξ

 dx
≤

l∫
0

x l∫
0

f 2(ξ)dξ

 dx =
l2

2
‖f‖2

L2

1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle 5



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

d’où

‖=f‖L2 ≤
l√
2
‖f‖L2 .

Remarque 1.1 On désigne par L(E,F ) l’espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés.

Définition 1.4 Soient E et F des espaces de Hilbert et A ∈ L(E,F ) un opérateur. On dit que A est

inversible s’il existe B ∈ L(F,E) tel que : AB = IF et BA = IE ; où IE (resp .IF ) est

l’opérateur identité de E (resp. de F ). Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On l’appelle

opérateur inverse de A ou plus simplement inverse de A et on le note B = A−1.

Théorème 1.1 Soit I l’application identité de E définie par I.U = U ∀U ∈ E. I est un opérateur

inversible de norme 1. Soit B ∈ L(E,F ) de norme 1 alors (I + B) est inversible, la série I − B +

B2 − ....+ (−1)nBn + ... est convergente et

(I +B)−1 = I −B +B2 − ....+ (−1)nBn + ....

Preuve. Soit Cn = I −B +B2 − ....+ (−1)nBn

‖Cn − Cm‖ ≤ ‖Bm+1‖+ ‖Bm+2‖+ ...+ ‖Bn‖ ≤
∞∑
m+1

‖Bp‖ qui est la série reste d’une série conver-

gente : Cn est donc une suite de cauchy de L(H,H).

Soit C sa limite :

‖(I +B)C − I‖ = lim
n→∞

‖(I +B)Cn − I‖ = lim
n→∞

‖B‖n+1 = 0.

Donc (I +B)C = I = C(I +B) et C = (I +B)−1.

Soit maintenant A inversible, (A + B) = A(I + A−1B) est inversible dès que (I + A−1B) l’est, ce

qui est le cas si ‖A−1B‖ < 1, ce qui achève la démonstraion.

– On notera que si A est inversible I = AA−1 et donc 1 ≤ ‖A‖ ‖A−1‖ de sorte que
1

‖A−1‖ ≤ ‖A‖

On ecrira facilement (A+B)−1 sous forme de série puisque

A+B = A(I + A−1B)

et

(A+B)−1 = (I + A−1B)−1A−1

= (I − A−1B + (A−1B)2 + ...)A−1

= A−1 − A−1BA−1 + A−1BA−1BA−1 − ....

Définition 1.5 Soient E,F deux espaces de Hilbert et A ∈ L(E,F ); il existe un unique opérateur

A∗ ∈ L(F,E) appelé adjoint de A, vérifiant la relation suivante :

u ∈ E; v ∈ F, 〈Au, v〉F = 〈u,A∗v〉E.

1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle 6



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

Proposition 1.3 Si A−1 existe. (A∗)−1 existe et (A∗)−1 = (A−1)
∗

Définition 1.6 Soit A ∈ L(H,H), A est dit auto-adjoint si A = A∗

Définition 1.7 (Transformation de Laplace)

La transformation de Laplace de f(x) noté L [f ] (p) où F (p) est défini par

L [f ] (p) =

b∫
a

e−ptf(t)dt p > 1.

Définition 1.8 On appelle produit de convolution la fonction :

(f ∗ g)(x) =

∫ b

a

f(y)g(x− y)dy

=

∫ b

a

f(x− y)g(y)dy.

Lemme 1.1 (Propriété de linéarité)

Pour n’importe quelles constantes complexes α et β

L(αf + βg) = αL(f) + βL(g).

Lemme 1.2 (Théorème de convolution )

Soient données deux fonctions f(x) et g(x). Alors :

L(f ∗ g) = L [f ] .L [g] .

1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle 7



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

– Nous allons manitenant donner un dictionnaire d’images des quelques fonctions

La fonction f(x) : La transformation de Laplace L(f)

1 :
1

p

tn(n = 1, 2, ...) :
n!

pn+1
.

eλx :
1

p− λ
sinwx (w > 0) :

w

p2 + w2

coswx :
p

p2 + w2

coshwx :
p

p2 − w2

sinhwx :
w

p2 − w2

1√
x

√
π√
p

eλx sinwx :
w

(p− λ)2 + w2

eλx coswx :
p− λ

(p− λ)2 + w2

t sinwt :
2pw

(p2 + w2)2

t coswt :
p2 − w2

(p2 + w2)2

t sinhwt :
2pw

(p2 − w2)2

t coshwt :
p2 + w2

(p2 + w2)2

1.1. Rappels d’analyse fonctionnelle 8



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

1.2 Opérateurs intégraux, noyaux

Soit l’opérateur f  
∫
k(x, y)f(y)dy, un tel opérateur est un exemple d’opérateur intégrale, la

fonction k(x, y) s’appelle le noyau de cet opérateur. Nous allons étudier de tels opérateurs sur des

espaces L2([a, b]) où [a, b] est un intervalle borné ou non de R On rappelle que f ∈ L2([a, b]) si
b∫
a

f 2(x)dx <∞.

Définition 1.9 On dit que k(x, y) est une fonction de carré intégrable sur [a, b]× [a, b] si

b∫
a

b∫
a

k(x, y)dxdy = M <∞.

Définition 1.10 On dit que k(x, y) est symétrique si k(x, y) = k(y, x).

Définition 1.11 (Opérateur intégrale)

Soit H = L2 ([a, b]) et k une fonction de carré intégrable sur [a, b]× [a, b] .

On appel opérateur intégrale associé à la fonction k l’opérateur linéaire borné de L2 ([a, b]) dans lui

même défini par :

Kf(x) =

b∫
a

k(x, y)f(y)dy.

La norme de cet opérateur, noté encore K, est

‖K‖ = sup
‖f‖=1

‖Kf‖ .

On dit que k(x, y) est le noyau de l’opérateur K.

Théorème 1.2 Si le noyau k(x, y) est symétrique ; l’opérateur K est auto adjoint.

Preuve. Il convient de vérifier que K est bien borné de H dans H et que K est auto-adjoint si son

noyau est symétrique

Vérifions d’abord que K est auto-adjoint si son noyau est symétrique :

〈Kf, g〉 =

∫ b

a

(∫ b

a

k(x, y)f(y)dy

)
g(x)dx

=

∫ b

a

f(y)

[∫ b

a

k(x, y)g(x)dx

]
dy

1.2. Opérateurs intégraux, noyaux 9



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

(d’après un théorème classique d’intégration (Fubini))

= 〈f,Kg〉 .

Pour montrer que Kf ∈ L2([a, b]) on applique l’inégalité de Schwartz :(∣∣∣∣∫ b

a

k(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣)2

≤
∫ b

a

|k(x, y)|2 dy.
∫ b

a

|f(y)|2 dy ∀x ∈ [a, b]

donc ∫ b

a

(∣∣∣∣∫ b

a

k(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣)2

dx ≤
∫ b

a

|f(y)|2 dy.
∫ b

a

∫ b

a

|k(x, y)|2 dydx

≤ ‖f‖2
L2([a,b]) .M.

ce qui montre que K est bien un opérateur borné.

Théorème 1.3 L’opérateur K défini précédemment est un opérateur compact, il est auto-adjoint si

k(x, y) = k(y, x).

Preuve. a.)Soit [a, b] = [0, 1] et k(x, y) continue sur [0, 1]× [0, 1] de sorte que k(x, y) ≤ A ∀(x, y) ∈
[0, 1]× [0, 1].

Soit fn une suite d’éléments de L2([0, 1]) tels que ‖fn‖ = 1 et soit gn = Kfn :

|gn(x)|2 ≤
(∫ 1

0

|k(x, y)| |fn(y)| dy
)2

≤ A2

toujours d’après l’inégalité de Schwartz.

Soit y fixé, x k(x, y) est uniformément continue sur [0, 1] et

∀ε > 0, ∃n(y) : |x1 − x2| ≤ n(y)⇒ |k(x1, y)− k(x2, y)| ≤ ε.

Si y ∈ [0, 1] qui est un ensemble fermé borné, on peut démontrer qu’il existe un n ne dépendant

pas de y qui a la même propriété que n(y) de sorte que

|gn(x1)− gn(x2)|2 ≤
(∫ 1

0

|k(x1, y)− k(x2, y)| |fn(y)| dy
)2

≤ ε si |x1 − x2| ≤ n.

On a ainsi démontré les deux propriétés suivantes :

i. |gn(x)|2 ≤ A2 ∀x ∈ [0, 1] : on dit que {gn}n∈N est uniformément bornée.

ii. ∀ε > 0,∃n : |x1 − x2| ≤ n⇒ |gn(x1)− gn(x2)| ≤ ε : on dit que {gn}n∈N est équicontinue.

On démontre (théorème d’Ascoli) que si une suite a ces deux propriétés on peut en extraire une

suite {gnk}k∈N qui converge uniformément vers une fonction (nécessairement continue) g(x).

1.2. Opérateurs intégraux, noyaux 10
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Ainsi, si k(x, y) est continue sur [0, 1]× [0, 1], K est compact.

b.)Soit toujours [a, b] = [0, 1] et K ∈ L2([0, 1]).

SiK n’est pas une fonction continue on démontre qu’il existe des fonctions continues {kn(x, y)}n∈N
telles que

lim
n→∞

1∫
0

1∫
0

|kn(x, y)− k(x, y)|2 dxdy = 0.

A chaque fonction kn(x, y) associé un opérateur compact Kn or :

‖(K −Kn)f‖2 =

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

(k(x, y)− kn(x, y))f(y)dy

∥∥∥∥∥∥
2

≤

 1∫
0

1∫
0

|k(x, y)− kn(x, y)|2 dydx

 . ‖f‖2 .

de sorte que lim
n→∞

‖K −Kn‖ = 0.

L’opérateur K limite d’opérateurs compacts est compact.

c.)Soit [a, b] = [0,∞] ou [−∞, 0] ou [−∞,+∞]

Prenons par exemple le premier cas et soit kn(x, y) la suite définie par

kn(x, y) =

{
k(x, y) sur [0, n]× [0, n].

0 ailleurs.

Où kn(x, y) associe un opérateur compact Kn et on vérifie de nouveau que lim
n→∞

‖K −Kn‖ = 0 de

sorte que K est compact.

On procède de façon analogue pour les autres cas.

Proposition 1.4 Soit k(x, y) une fonction de carré intégrable sur [a, b]×[a, b] etK l’opérateur associé.

Les opérateurs itérésK2, K3, ..., Kn définis parK2f = K(Kf), K3f = K(K2f), ...., Knf = K(Kn−1f)

sont aussi des opérateurs à noyaux.

Le noyau de Knest

kn(x, y) =

b∫
a

k(x, u)kn−1(u, y)du.

1.2. Opérateurs intégraux, noyaux 11



Chapitre 1. Rappels et Préliminaires

Preuve. C’est un calcul élémentaire reposant sur le théorème de Fubini d’interversion de l’ordre

d’intégration :

K(Kf)(x) =

b∫
a

k(x, u)Kf(u)du =

b∫
a

k(x, u)

 b∫
a

k(u, y)f(y)dy

 du

=

b∫
a

 b∫
a

k(x, u)k(u, y)du

 f(y)dy =

b∫
a

k2(x, y)f(y)dy.

en posant k2(x, y) =
b∫
a

k(x, u)k(u, y)du.

Si k(x, y) = k(y, x) il est clair que k2(x, y) = k2(y, x) et que K2 est donc un opérateur auto-adjoint.

On établit de la même façon que kn(x, y) =
b∫
a

k(x, u)kn−1(u, y)du.

Lemme 1.3 Pour toute fonction u(x) :∫ x

a

∫ y

a

u(t)dtdy =

∫ x

a

(x− t)u(t)dt.

En générale on a

∫ x

a

∫ x1

a

...

∫ xn−1

a

u(xn)dxndxn−1...dx1 =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− x1)n−1u(x)dx1.

Preuve. Soit

g(y) =

∫ y

a

u(t)dt,

∫ x

a

∫ y

a

u(t)dtdy =

∫ x

a

g(y)dy

=

∫ x

a

1.g(y)dy = [yg(y)]xa −
∫ x

a

yg′(y)dy (intégration par partie)

= xg(x)− ag(a)−
∫ x

a

yu(y)dy

= x

∫ x

a

u(t)dt− 0−
∫ x

a

tu(t)dt

=

∫ x

a

(x− t)u(t)dt.
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1.3 Définitions

Définition 1.12 On appelle équation intégrale de Volterra une équation de la forme :

h(x)ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (1.3.1)

1.Si h(x) = 0, on appelle équation de Volterra de première espèce, donc l’équation (1.3.1) s’écrit :

f(x) + λ

∫ x

a

k(x, y)ϕ(y)dy = 0. (1.3.2)

2.Si h(x) = c (c constante 6= 0), on appelle équation de Volterra de seconde espèce, donc l’équation

(1.3.1) s’écrit :

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (1.3.3)

Définition 1.13 Si dans les équation (1.3.2) et (1.3.3) on a f(x) = 0, ces équations sont dites homo-

gènes.

Définition 1.14 L’équation intégrale de Fredholm de 1ère espèce prendre la forme

f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy = 0. (1.3.4)

Définition 1.15 L’équation intégrale de Fredholm de 2ème espèce prendre la forme

cϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (1.3.5)

Définition 1.16 Si dans les équations (1.3.4) et (1.3.5) on a f(x) = 0, ces équations sont dites

homogène.

Exemple 1.2 la fonction ϕ(x) = 1
(1+x2)3/2

est une solution de l’équation intégrale de Volterra :

ϕ(x) =
1

(1 + x2)
−
∫ x

0

y

(1 + x2)
ϕ(y)dy. (1.3.6)
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En effet

1

(1 + x2)3/2
=

1

(1 + x2)
−
∫ x

0

y

(1 + x2)

1

(1 + y2)3/2
dy

=
1

(1 + x2)
− 1

(1 + x2)

∫ x

0

y

(1 + y2)3/2
dy

=
1

(1 + x2)
− 1

(1 + x2)

1

2

∫ x

0

2y(1 + y2)−3/2dy

=
1

(1 + x2)
− 1

(1 + x2)

1

2

[
−2(1 + y2)−1/2

∣∣x
0

]
=

1

(1 + x2)
+

1

(1 + x2)3/2
− 1

(1 + x2)

=
1

(1 + x2)3/2
.
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Chapitre 2

Équation intégrale de volterra

2.1 Relation avec les équations différentielles

On considère le problème de Cauchy de seconde ordre suivant :
d2f
dx2

+ a(x) df
dx

+ b(x)f(x) = g(x)

f(0) = α df
dx

(0) = β

(2.1.1)

Soit

ϕ(x) =
d2f

dx2
. (2.1.2)

L’intégration de deux cotées nous donne :

df

dx
= β +

∫ x

0

ϕ(u)du. (2.1.3)

En intégrant une seconde fois :

f(x) = α + βx+

∫ x

0

[∫ y

0

ϕ(u)du

]
dy. (2.1.4)

En utilisant le Lemme 1.3 avec n = 2, on obtient :

f(x) = α + βx+

∫ x

0

(x− u)ϕ(u)du. (2.1.5)

En repportant dans (2.1.1) on voit que ϕ est solution de :

ϕ(x) + βa(x) +

∫ x

0

a(x)ϕ(u)du+ αb(x) + βxb(x) +

∫ x

0

(x− u)ϕ(u)b(x)du = g(x).

En posant : G(x) = g(x)− βa(x)− αb(x)− βxb(x), et k(x, u) = − [a(x) + b(x).(x− u)] .
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La relation précédente devient :

ϕ(x) = G(x) +

∫ x

0

k(x, u)ϕ(u)du. (2.1.6)

La résolution de (2.1.1) se ramène donc à la résolution de (2.1.6), C’est l’équation intégrale de

Volterra de seconde espèce.

Nous allons étudier des équations de la même nature que (2.1.6)

Exemple 2.1 On peut former les équations intégrales correspondant à les équations différentielles

1/

{
y′′ + xy′ + y = 0

y(0) = 1, y′(0) = 0
2/

{
y′′ + y = 0

y(0) = 0, y′(0) = 1

En effet, pour la première équation {
y′′ + xy′ + y = 0

y(0) = 1, y′(0) = 0

On pose

ϕ(x) = y′′(x).

en intégrant les deux cotées, on obtient

y′(x) =

∫ x

0

ϕ(u)du.

en intégrant une seconde fois,

y(x) = 1 +

∫ x

0

[∫ y

0

ϕ(u)du

]
dy = 1 +

∫ x

0

(x− u)ϕ(u)du.

en reportant dans l’équation différentielle, on obtient

ϕ(x) = −x
[∫ x

0

ϕ(u)du

]
− 1−

∫ x

0

(x− u)ϕ(u)du

= −1−
∫ x

0

(2x− u)ϕ(u)du.

c’est une équation intégrale de Volterra de 2ème espèce.

2/ {
y′′ + y = 0

y(0) = 0, y′(0) = 1

2.1. Relation avec les équations différentielles 16
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On pose

ϕ(x) = y′′(x).

on intégrant les deux cotées on obtient :

y′(x) = 1 +

∫ x

0

ϕ(u)du.

on intégrant une seconde fois :

y(x) = x+

∫ x

0

[∫ y

0

ϕ(u)du

]
dy = x+

∫ x

0

(x− u)ϕ(u)du.

en reportant dans l’équation différentielle, on obtient

ϕ(x) = −x−
∫ x

0

(x− u)ϕ(u)du.

c’est une équation intégrale de Volterra de 2ème espèce.

2.2 Résolution de l’équation de Volterra

Définition 2.1 On appelle noyau de Volterra sur un intervale borné [a, b] une fonction k(x, y) telle

que k(x, y) = 0 si y > x.

Définition 2.2 Soit k un noyau de Volterra carré intégrable sur [a, b] × [a, b]. Soit λ ∈ R et f ∈
L2([a, b]). On appelle équation de Volterra de seconde espèce l’équation :

ϕ(x) = λ

x∫
a

k(x, y)ϕ(y)dy + f(x). (2.2.1)

où l’inconnue ϕ ∈ L2([a, b]) et λ est réel.

Théorème 2.1 [10](Résolution de E-V à l’aide de la résolvante)

L’équation (2.2.1) a pour tout λ une solution unique de la forme

ϕ(x) = lim
n→∞

(f(x) + λKf(x) + ...+ λnKnf(x)) . (2.2.2)

Ou

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

0

H(x, y, λ).f(y)dy où H(x, y, λ) =
∞∑
n=0

λnkn+1(x, y).

(kn(x, y) est le noyau de Kn n-ième itéré de K).
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Preuve. Pour simplifier, nous supposerons [a, b] = [0, 1]. Au noyau k(x, y) on associe un opérateur

K dans L2([0, 1]) et l’équation (2.2.1) s’écrit (I − λK)ϕ = f.

On sait que (d’après théorème 1.1) si |λ| < 1

‖K‖ (I − λK)−1 et est égale précisément à I + λK +

λ2K2 + ... + λnKn + ... ; de sorte que l’égalité (2.2.2) est vraie pour |λ| < 1

‖K‖ et à condition de

considérer une convergence dans L2([0, 1]).

Pour établir cela nous n’avons pas utilisé le fait que k(x, y) est un noyau de Volterra, c’est ce fait

qui permet d’obtenir la convergence ponctuelle uniforme et cette convergence pour |λ| ≥ 1

‖K‖ .

Nous allons directement vérifier que la série (2.2.2) a cette propriété de convergence sur [0, 1].

Soit H(x) =
x∫
0

|k(x, y)|2 dy et G(y) =
1∫
y

|k(x, y)|2 dx, par hypothèse H et G sont intégrable sur

[0, 1]. Nous posereons :

H =

1∫
0

H(x)dx et G =

1∫
0

G(y)dy.

On notera h(x) =
x∫
0

H(u)du c’est une fonction croissante dont la limite quand x→ 1 est H.

Nous allons vérifier que tous les noyaux kn sont aussi des noyaux de volterra, ce que donnera une

majoration de ‖Kn‖ .

k2(x, y) =

1∫
0

k(x, u)k(u, y)du.

Or k(x, u)k(u, y) est non nul seulement si x ≥ u ≥ y donc

k2(x, y) = 0 si y > x

k2(x, y) =

1∫
0

k(x, u)k(u, y)du si y ≤ x

k2(x, y) est donc un noyau de Volterra, donc aussi k3(x, y),...,kn(x, y).

Soit y ≤ x :

|k2(x, y)|2 ≤
x∫
y

|k(x, u)|2 du
x∫
y

|k(u, y)|2 du ≤ H(x)G(y)

(d’après l’inégalité de Schwartz).

De même

|k3(x, y)|2 ≤
x∫
y

|k(x, u)|2 du
x∫
y

|k2(u, y)|2 du ≤ H(x)G(y)

x∫
y

H(u)du.
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Ainsi

|k2(x, y)|2 ≤ H(x)G(y)

|k3(x, y)|2 ≤ H(x)G(y)[h(x)− g(y)]

et par récurrence

|kn(x, y)|2 ≤ H(x)G(y)
[h(x)− g(y)]n−2

(n− 2)!

de sorte que

|Knf(x)|2 =

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

kn(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

≤
x∫

0

H(x)G(y)
[h(x)− g(y)]n−2

(n− 2)!
dy. ‖f‖2

2

≤ H(x)
[h(x)]n−2

(n− 2)!

x∫
0

G(y)dy. ‖f‖2
2 ≤

Mn

(n− 2)!
‖f‖2

2 .

en désignant par M un nombre supérieur ou égal à H,G et h(1).

Ainsi

∀λ |λnKnf(x)|2 ≤
(
λ2M

)n
(n− 2)!

‖f‖2
2 .

qui est le terme général d’une série uniformément et absolument convergente ∀λ.

Unicité de la solution : elle est évident si |λ| < 1

‖K‖
Dans le cas général on utilise la proposition 1.4 du chapitre précédent. Soit R l’opérateur défini

sur L2.([0, 1]) par la relation : Rϕ = f + λKf. ϕ est solution de (2.2.1) si ϕ = f + λKf donc si

ϕ = Rϕ.

Il suffit de montrer que cette dernière équation a une seule solution, et pour cela de vérifier qu’il

existe un entier m et un réel α (0 < α < 1) tels que :

‖Rmϕ1 −Rmϕ2‖ ≤ α ‖ϕ1 − ϕ2‖

or

R2ϕ = f + λKf + λ2K2ϕ

R3ϕ = f + λKf + λ2K2f + λ3K3ϕ
...
...

Rnϕ = f + λKf + λ2K2f + ...+ λn−1Kn−1f + λnKnϕ.
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et d’après la majoration précédente

‖Rnϕ1 −Rnϕ2‖
2 ≤

(
λ2M

)n
(n− 2)!

‖ϕ1 − ϕ2‖
2 .

ce qui achève la démonstration.

Exemple 2.2 Soit l’équation intégrale

ϕ(x) = λ

∫ x

0

k(x, y).ϕ(y)dy + f(x); avec k(x, y) = ex−y. (2.2.3)

Calculons

k2(x, y) =

∫ x

y

k(x, u)k(u, y)du

=

∫ x

y

ex−u.eu−ydu

k2(x, y) = (x− y)ex−y.

k3(x, y) =

∫ x

y

k(x, u)k2(u, y)du

=

∫ x

y

ex−u(u− y)eu−ydu

k3(x, y) =
(x− y)2

2!
ex−y.

et par récurrence :

kn(x, y) =
(x− y)n−1

(n− 1)!
ex−y.

Alors :

H(x, y, λ) =
∞∑
n=0

λnkn+1(x, y)

= ex−y
[
1 + λ(x− y) +

λ2

2
(x− y)2 + ...+

λn

n!
(x− y)n

]
= ex−yeλ(x−y) = e(x−y)(1+λ).
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Donc :

ϕ(x) = λ

∫ x

a

e(x−y)(1+λ).f(y)dy + f(x).

Remarque 2.1 (utilisation de la transformation de Laplace)

Si k est une fonction de (x − y) on peut chercher à utiliser la transformation de Laplace puisque∫ x
0
k(x− y)f(y)dy = k ∗ f de sorte que l’équation de volterra devient : ϕ = λk ∗ ϕ+ f

et donc L [ϕ] = λL [k] .L [ϕ] + L [f ] .

Exemple 2.3 La solution de l’équation intégrale de volterra

ϕ(x) = sinx+ 2

∫ x

0

cos(x− y)ϕ(y)dy.

est

ϕ(x) = xex.

en effet

ϕ(x) = sinx+ 2

∫ x

0

cos(x− y)ϕ(y)dy

L [ϕ(x)] = L [sinx] + 2L [cos(x)] .L [ϕ(x)]

L [ϕ(x)] =
1

1 + p2
+ 2

p

p2 + 1
(L [ϕ(x)])

1

1 + p2
= L [ϕ(x)]

(
1− 2

p

p2 + 1

)

L [ϕ(x)] =
1

(p− 1)2

ϕ(x) = L−1

[
1

(p− 1)2

]
= xex.

2.2.1 Noyaux singuliers

Le raisonnement que nous avons fait qui prouve à la fois l’unicité et l’existence des solutions si

k(x, y) est de carré intégrable s’applique si k(x, y) =
H(x, y)

(x− y)α
où 0 ≤ α ≤ 1 et H(x, y) est une

fonction continue.
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En considérant les noyaux itérés, on démontre facilement le résultat suivant :

Théorème 2.2 Soit (E) : ϕ(x) = λ
x∫
a

k(x, y)ϕ(y)dy + f(x) une équation de Volterra où k(x, y) =

H(x, y)

(x− y)α
.

On suppose H et f continues sur [a, b] et 0 ≤ α < 1.

Il existe alors une solution unique de (E).

La démonstration consiste à vérifier qu’il existe n0 tel que Rn0 soit une contraction.

Exemple 2.4 (Équation intégrale d’Abel)

Résoudre le problème d’Abel

f(x) =

∫ x

0

1√
x− yu(y)dy.

En prenant la transformée de Laplace des rendements d’équation donnée

L [f(x)] = L
[

1√
x

]
.L [u(x)]

Cette équation transformée se réduit à :

L [u(x)] =

√
p

π
.L [f(x)]

L’inversion de ce problème est effectuée comme suit :

u(x) =
1√
π
L−1

[
pL [f(x)]
√
p

]
=

1√
π

d

dx
L−1

[
L [f(x)]
√
p

]
=

1

π

d

dx

∫ x

0

f(y)dy√
x− y .

qui est la solution souhaitée de l’équation d’Abel.

2.3 Équations de Volterra de première espèce

Définition 2.3 Soit k(x, y) un noyau de Volterra sur [a, b] × [a, b]. On appelle équation de Volterra

de première espèce une équation de la forme∫ x

a

k(x, y)ϕ(y)dy = f(x). (2.3.1)
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Où f est donnée.

– En générale ces équations sont plus difficilles à résoudre que celles de seconde espèce sauf si k

et f sont assez régulières. Dans ce cas en se ramène à des équations de seconde espèce.

Théorème 2.3 :On suppose f et k de classe C1 et k(x, x) 6= 0 l’équation (2.3.1) se ramène alors à

une équation de seconde espèce.

Preuve. Soit ϕ une solution de (2.3.1) :
∫ x
a
k(x, y)ϕ(y)dy = f(x)

Chacun des membres de cette égalité peut être dérivé de sorte que

k(x, x)ϕ(x) +

∫ x

a

∂

∂x
k(x, y)ϕ(y)dy =

d

dx
f(x).

ϕ(x) =
df
dx

k(x, x)
−
∫ x

a

1

k(x, x)

∂

∂x
k(x, y)ϕ(y)dy.

qui est une équation de Volterra de seconde espèce

Exemple 2.5 Soit l’équation de Volterra de première espéce∫ x

a

ex−yϕ(y)dy = f(x). (2.3.2)

On peut transformer (2.3.2) à une équation de Volterra de seconde espèce

En effet, on a k(x, y) = ex−y alors k(x, x) = 1.

∂

∂x

∫ x

a

ex−yϕ(y)dy =
d

dx
f(x)

ϕ(x) +

∫ x

a

∂

∂x
ex−yϕ(y)dy =

d

dx
f(x)

ϕ(x) +

∫ x

a

ex−yϕ(y)dy =
d

dx
f(x).

Remarque 2.2 D’une façon analogue aux équations intégrales de deuxième espèce, on peut utiliser

la transformation de Laplace pour résoudre des équations intégrales de Volterra de première espèce.
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2.4 Systèmes des équations de Volterra :

Appliquant maintenant la méthode de résolution des équations de Volterra à noyau de type convo-

lution (noyau depend de (x− y)) aux systèmes des équations de Volterra de type :

ϕi(x) = fi(x) +
n∑
k=1

∫ x

0

kik(x− y)ϕk(y)dy (i = 1, 2, ..., n). (2.4.1)

Si l’on effectue la transformation de Laplace dans les deux termes de l’équation (2.4.1), on obtient

L [ϕi] = L [fi] +
n∑
k=1

Lik [k] .Lk [ϕ] (i = 1, 2, ..., n).

En résolvant ce système des équations, qui est un système linéaire par rapport à L [ϕi(x)] , on

trouve L [ϕi(x)] où (i = 1, 2, ..., n) dont les transformations inverses représentent justement la

solution du système des équations intégrales initiales (2.4.1).

Exemple 2.6 Résoudre le système linéaire d’équation :
ϕ1(x) = x+

∫ x
0
e−(x−y)ϕ1(y)dy +

∫ x
0

(x− y)ϕ2(y)dy.

ϕ2(x) = 1 +
∫ x

0
sinh(x− y)ϕ1(y)dy −

∫ x
0
e(x−y)ϕ2(y)dy.

Solution 2.1 : 
ϕ1(x) = x+

∫ x
0
e−(x−y)ϕ1(y)dy +

∫ x
0

(x− y)ϕ2(y)dy.

ϕ2(x) = 1 +
∫ x

0
sinh(x− y)ϕ1(y)dy −

∫ x
0
e(x−y)ϕ2(y)dy.

En utilisant la transformation de Laplace et en faisant appel au théorème de convolution (lemme

1.2) : 
L [ϕ1(x)] = L [x] + L [e−x] .L [ϕ1(x)] + L [x] .L [ϕ2(x)] .

L [ϕ2(x)] = L [1] + L [sinh(x)] .L [ϕ1(x)]− L [ex] .L [ϕ2(x)] .

Alors : 
L [ϕ1(x)] =

1

p2
+

(
1

1 + p

)
.L [ϕ1(x)] +

1

p2
.L [ϕ2(x)] .

L [ϕ2(x)] =
1

p
+

(
1

p2 − 1

)
.L [ϕ1(x)]−

(
1

p− 1

)
.L [ϕ2(x)] .

2.4. Systèmes des équations de Volterra : 24



Chapitre 2. Équation intégrale de volterra

Donc : 

(
1− 1

1 + p

)
L [ϕ1(x)] =

1

p2
+

1

p2
.L [ϕ2(x)]

(
1 +

1

p− 1

)
L [ϕ2(x)] =

1

p
+

(
1

p2 − 1

)
.L [ϕ1(x)]

=⇒ 

(
p

p+ 1

)
L [ϕ1(x)] =

1

p2
+

1

p2
.L [ϕ2(x)]

(
p

p− 1

)
L [ϕ2(x)] =

1

p
+

(
1

p2 − 1

)
.L [ϕ1(x)] .

(2.4.2)

de l’équation 1 du système(2.4.2) :

L [ϕ1(x)] =
p+ 1

p3
+

(
p+ 1

p3

)
L [ϕ2(x)] . (2.4.3)

En repportant (2.4.3) dans l’équation 2 de système (2.4.2), on obtient :(
p

p− 1

)
L [ϕ2(x)] =

1

p
+

(
1

p2 − 1

)
.

(
p+ 1

p3
+

(
p+ 1

p3

)
.L [ϕ2(x)]

)

=
1

p
+

1

(p− 1).p3
+

(
1

(p− 1).p3

)
.L [ϕ2(x)]

(
p

p− 1
− 1

(p− 1).p3

)
.L [ϕ2(x)] =

1

p
+

1

(p− 1).p3(
p4 − 1

(p− 1).p3

)
.L [ϕ2(x)] =

1

p
+

1

(p− 1).p3

=
p2(p− 1) + 1

(p− 1).p3
.

donc

L [ϕ2(x)] =
p2(p− 1) + 1

p4 − 1
.

en repportant cette formule dans (2.4.3), on obtient :

L [ϕ1(x)] =
p+ 1

p3
+

(
p+ 1

p3

)
.

(
p2(p− 1) + 1

p4 − 1

)

=
p2 + p− 1

p(p2 + 1)(p− 1)
.
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On trouve les transformations inverses de L [ϕ1(x)] et L [ϕ2(x)] :

ϕ1(x) = L−1

(
1

p
+

1

2

(
−3p+ 1

p2 + 1

)
+

1

2

(
1

p− 1

))

ϕ1(x) = 1− 3

2
cos(x) +

1

2
sin(x) +

1

2
ex

ϕ2(x) = L−1

(
1

2

(
p

p2 + 1
+

p

p2 − 1

)
− 1

p2 + 1

)

ϕ2(x) =
1

2
(cos(x) + cosh(x))− sin(x).

donc la solution du système des équations intégrales est :
ϕ1(x) = 1 + 1

2
(sin(x)− 3 cos(x) + ex) .

ϕ2(x) = 1
2

(cos(x) + cosh(x))− sin(x).
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Équation intégrale de Fredholm

3.1 Relation avec les équations différentielles

On considére le problème de Dirichlet suivant :
u”(x) = g(x, u(x)), 0 < x < 1.

u(0) = u0, u(1) = u1.

(3.1.1)

De la même manière, on intègre les deux cotées de zéro à x, on obtient

u
′
(x) = c+

x∫
0

g(t, u(t))dt, 0 ≤ x ≤ 1.

et

u(x) = u0 + cx+

x∫
0

(x− t)g(t, u(t))dt 0 ≤ x ≤ 1. (3.1.2)

Pour déterminer la constante c, on prend x = 1 et on utilise la condition u(1) = u1, ce qui donne

c = u1 − u0 −
1∫

0

(1− t)g(t, u(t))dt

Ainsi, l’équation (3.1.2) devient

u(x) = u0 + (u1 − u0)x+

x∫
0

(x− t)g(t, u(t))dt− x
1∫

0

(1− t)g(t, u(t))dt

= u0 + (u1 − u0)x−
x∫

0

t(1− x)g(t, u(t))dt−
1∫

x

x(1− t)g(t, u(t))dt.
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qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme :

u(x) = u0 + (u1 − u0)x−
1∫

0

k(x, t)g(t, u(t))dt. (3.1.3)

où

k(x, t) =


t(1− x) t ≤ x

x(1− t) t ≥ x

(3.1.4)

Exemple 3.1 Le problème aux limites linéaire suivant
u”(x) = λu(x), 0 < x < 1.

u(0) = u0, u(1) = u1.

est équivalent à une équation intégrale linéaire de Fredholm de la forme :

u(x) = u0 + (u1 − u0)x− λ
1∫

0

k(x, t)g(t, u(t))dt.

où k(x, t) est donné par (3.1.4).

3.2 Résolution de l’équation de Fredholm

Définition 3.1 Soit k(x, y) un noyau de carré intégrable sur [a, b] × [a, b] , λ un nombre réel (non

nul) et f ∈ L2 [a, b], on appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espèce l’équation suivante,

où l’inconnue ϕ ∈ L2 [a, b] :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (3.2.1)

On notera K un opérateur de noyau k(x, y), (3.2.1) s’écrit alors

(I − λK)ϕ = f.

comme précédement si |λ| ≤ 1

‖K‖ il éxiste une solution unique :

ϕ = (I − λK)−1f = lim
n→∞

(f + λKf + ...+ λnKnf) .

On peut démontrer le théorème suivant :
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Théorème 3.1 [10]Soit H(x, y, λ) = lim
n→∞

[
k1(x, y) + λk2(x, y) + ...+ λn−1kn(x, y)

]
Où kn(x, y) est

le noyau de n-ième itéré de kn de K.

Soit |λ| ≤ 1

‖K‖ : la série précédente est uniformement convergente sur [a, b] et la solution unique de

(3.2.1) est :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

H(x, y, λ)f(y)dy.

Exemple 3.2 Soit l’équation intégrale de Fredholm de seconde espèce

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ 1

0

ex−yϕ(y)dy. (3.2.2)

Pour trouver la solution de (3.2.2) en effet :

k(x, y) = ex−y.

k2(x, y) =

∫ 1

0

k(x, u).k(u, y)du

=

∫ 1

0

ex−ueu−ydu =

∫ 1

0

ex−ydu

= ex−y = k(x, y).

k3(x, y) =

∫ 1

0

k(x, u).k2(u, y)du

=

∫ 1

0

ex−ydu = ex−y

= k(x, y).

kn(x, y) =

∫ 1

0

k(x, u).kn−1(u, y)du

= ex−y

= k(x, y).

Donc :

H(x, y, λ) = lim
n→∞

ex−y
[
1 + λ+ λ2 + ...+ λn−1

]
= lim

n→∞

[
ex−y

1− λn

1− λ

]
=

ex−y

1− λ, Si |λ| < 1.
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Alors :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ 1

a

H(x, y, λ)f(y)dy

= f(x) + λ

∫ 1

a

ex−y

1− λf(y)dy.

d’où :

ϕ(x) = f(x) +
λ

1− λe
x

∫ 1

a

e−yf(y)dy.

3.3 Méthode de Fredholm :

La solution de l’équation de Fredholm de seconde espèce :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (3.3.1)

est donnée par la formule :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

R(x, y, λ).f(y)dy. (3.3.2)

ou la fonctionR(x, y, λ) est dite résolvent de Fredholm de l’équation (3.3.1) est défini par l’égalité :

R(x, y, λ) =
D(x, y, λ)

D(λ)
. (3.3.3)

sous la condition D(λ) 6= 0. ici D(x, y, λ) et D(λ) sont des séries de puissance de λ :

D(x, y, λ) = k(x, y) +
∞∑
n=1

(−1)n

n
Bn(x, y)λn. (3.3.4)

D(λ) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

n
Cn(x, y)λn. (3.3.5)

avec les coefficients ainsi définies :

Bn(x, t) =

∫ b

a

...

∫ b

a︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k(x, y) k(x, y1) · · · k(x, yn)

k(y1, y) k(y1, y1) · · · k(y1, yn)

k(y2, y) k(y2, y1) · · · k(y2, yn)
...

... . . . ...

k(yn, y) k(yn, y1) · · · k(yn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dy1...dyn. (3.3.6)
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et

B0(x, y) = k(x, y),

Cn(x, t) =

∫ b

a

...

∫ b

a︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k(y1, y1) k(y1, y2) · · · k(y1, yn)

k(y2, y1) k(y2, y2) · · · k(y2, yn)

k(y3, y1) k(y3, y2) · · · k(y3, yn)
...

... . . . ...

k(yn, y1) k(yn, y2) · · · k(yn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dy1...dyn. (3.3.7)

Les fonction D(λ) et D(x, y, λ) sont respectivement le déterminant de Fredholm et le mineur du

déterminant de Fredholm.

Si le noyau k(x, y) est borné ou si l’intégrale∫ b

a

∫ b

a

k2(x, y)dxdy.

est finie, les séries (3.3.4) et (3.3.5) convergent quelque soit λ et sont donc des fonctions analy-

tiques entières de λ ;

La résolvante

R(x, y, λ) =
D(x, y, λ)

D(λ)
.

est une fonction analytique de λ ; sauf les λ qui sont zéros de D(λ) ces derniers sont pôles de la

résolvante R(x, y, λ).

Exemple 3.3 A l’aide des déterminants de Fredholm trouver la résolvante du noyau :

k(x, y) = x exp(y), a = 0; b = 1.

on a B0(x, y) = x exp(y).

Ensuite :

B1(x, y) =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣xey xey1

y1e
y y1e

y1

∣∣∣∣∣ dy1 = 0.

B2(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
xey xey1 xey2

y1e
y y1e

y1 y1e
y2

y2e
y y2e

y1 y2e
y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ dy1dy2 = 0.

puis les déterminants sous
∫

sont nuls. Il est évident que tous les Bn(x, y) suivants sont nuls eux

aussi. trouvons les coefficients Cn :

C1 =

∫ 1

0

k(y1, y1)dy1 =

∫ 1

0

y1e
y1dy1 = 1.

C2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣y1e
y1 y1e

y2

y2e
y1 y2e

y2

∣∣∣∣∣ dy1dy2 = 0.
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Evidement, tous les Cn suivants sont nuls.

Dans notre cas, nous avons conformément aux formules (3.3.4) et (3.3.5)

D(x, y, λ) = k(x, y) = x exp(y), D(λ) = 1− λ.

Donc

R(x, y, λ) =
D(x, y, λ)

D(λ)
=
x exp(y)

1− λ .

appliquons le résultat obtenu à l’équation intégrale

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

x exp(y).ϕ(y)dy.

d’aprés la formule (3.3.2)

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

x exp(y)

1− λ .f(y)dy, (λ 6= 1).

en particulier, nous obtenons pour f(x) = exp(−x) :

ϕ(x) = exp(−x) +
λ

1− λx.

Le calcul des coefficients Bn(x, y) et Cn(x, y) des séries (3.3.4) et (3.3.5) par les formules (3.3.6) et

(3.3.7) n’est possible que dans des cas rares,

mais ces formules entrainent les relations de récurrence suivantes :

Bn(x, y) = Cnk(x, y)− n
∫ b

a

k(x, u)Bn−1(u, y)du. (3.3.8)

Cn =

∫ b

a

Bn−1(u, u)du. (3.3.9)

Sachant que C0 = 1 et B0(x, y) = k(x, y) ; les formules (3.3.9) et (3.3.8) permettent de trouver de

proche en proche C1, B1(x, y), B2(x, y), C3 ; et ainsi de suite.

3.4 Noyaux dégénérés :

Définition 3.2 On appelle noyau dégénéré une fonction k(x, y) de la forme

k(x, y) =

n∑
i=1

fi(x)gi(y).

Les fonction fi(x), gi(y), i = 1...n sont supposées continues linéairement indépendente.
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– L’équation intégrale de Fredholm

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (3.4.1)

s’écrite

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

(
n∑
i=1

fi(x)gi(y)

)
ϕ(y)dy. (3.4.2)

décrivons l’équation (3.4.2)

ϕ(x) = f(x) + λ

n∑
i=1

fi(x)

∫ b

a

gi(y)ϕ(y)dy. (3.4.3)

posons

Ci =

∫ b

a

gi(y)ϕ(y)dy (i = 1, ..., n).

l’égalité (3.4.3) devient alors

ϕ(x) = f(x) + λ
n∑
i=1

fi(x)Ci. (3.4.4)

d’où

ϕ(x)− f(x) = λ

n∑
i=1

fi(x)Ci.

en repportant (3.4.4) dans (3.4.3), on obtient :

ϕ(x)− f(x) = λ
n∑
i=1

fi(x)

∫ b

a

gi(y)

[
f(y) + λ

n∑
k=1

Ckfk(y)

]
dy.

λ
n∑
i=1

fi(x)Ci = λ
n∑
i=1

fi(x)

∫ b

a

gi(y)

[
f(y) + λ

n∑
k=1

Ckfk(y)

]
dy.

donc
n∑
i=1

[
Ci −

∫ b

a

gi(y)

[
f(y) + λ

n∑
k=1

Ckfk(y)

]
dy

]
λfi(x) = 0.

Comme les fonctions fi(x) sont linéairement indépendent, il en resulte que :

Ci −
∫ b

a

gi(y)

[
f(y) + λ

n∑
k=1

Ckfk(y)

]
dy = 0

Ci − λ
∫ b

a

gi(y)

n∑
k=1

Ckfk(y)dy =

∫ b

a

gi(y)f(y)dy

Ci − λ
n∑
k=1

Ck

∫ b

a

gi(y)fk(y)dy =

∫ b

a

gi(y)f(y)dy.
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introduisons les notations

Aik =

∫ b

a

gi(y)fk(y)dy, Bi =

∫ b

a

gi(y)f(y)dy (i = 1, ..., n).

Nous obtenons

Ci − λ
n∑
k=1

CkAik = Bi (i = 1, ..., n).

(i.e) 
C1 − λ(C1A11 + C2A12 + ...+ CnA1n) = B1.

C2 − λ(C1A21 + C2A22 + ...+ CnA2n) = B2.
...

Cn − λ(C1An1 + C2An2 + ...+ CnAnn) = Bn.

d’où



(1− λA11)C1 − λC2A12 − ...− λCnA1n = B1.

−λC1A21 + (1− λA22)C2 − ...− λCnA2n = B2.
...
...

−λC1An1 − λC2An2 − ...− λCn−1Ann−1 + (1− λAnn)Cn = Bn.

(3.4.5)

Pour trouver les Ci calculons :

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 −λA12 · · · −λA1n

−λA21 1− λA22 · · · −λA2n

...
... . . . ...

−λAn1 −λAn2 · · · 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Si ∆(λ) 6= 0 le système linéaire (3.4.5) est de Cramer, il admet une solution unique (C1, C2, ..., Cn)

obtenue par les formules :

Ci =
∆i

∆(λ)
.

tel que

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λA11 · · · B1 · · · −λA1n

−λA21 · · · B2 · · · −λA2n

... · · · . . . · · · ...

−λAn−1,1 · · · Bn−1 · · · −λAn−1,n

−λAn1 · · · Bn · · · 1− λAnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Exemple 3.4 Soit [a, b] = [0, π], k(x, y) = cos(x + y) = cosx cos y − sinx sin y, soit l’équation

intégrale de Fredholm ϕ(x) = f(x) + λ
∫ b
a

cos(x+ y)ϕ(y)dy.

Posons la solution ϕ sous la forme

ϕ(x) = f(x) + λ
2∑
i=1

cifi(x)

= f(x) + c1f1(x) + c2f2(x).

où

c1 =
∆1

∆(λ)
, c2 =

∆2

∆(λ)
. (3.4.6)

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λa11 −λa12

−λa21 1− λa22

∣∣∣∣∣∣∣∣
avec :

a11 =

π∫
0

cos2 ydy =
π

2
, a12 =

π∫
0

cos y sin ydy = 0, a21 =

π∫
0

sin y cos ydy = 0, a22 =

π∫
0

sin2 ydy = −π
2
.

donc :

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λπ

2
0

0 1 + λ
π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(

1− λπ
2

)(
1 + λ

π

2

)
.

calculons maintenant ∆1et ∆2 :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
β1 −λa12

β2 1− λa22

∣∣∣∣∣∣∣∣
où

β1 =

π∫
0

cos yf(y)dy, β2 = −
π∫

0

sin yf(y)dy.

donc :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π∫
0

cos yf(y)dy 0

β2 1 + λ
π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(

1 + λ
π

2

) π∫
0

cos yf(y)dy.

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λa11 β1

−λa21 β2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −
(

1− λπ
2

) π∫
0

sin yf(y)dy.
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en repportant dans (3.4.6) :

c1 =

(
1 + λ

π

2

) π∫
0

cos yf(y)dy(
1− λπ

2

)(
1 + λ

π

2

)
=

2

(2− λπ)

π∫
0

cos yf(y)dy.

c2 =

(
1− λπ

2

) π∫
0

sin yf(y)dy(
1− λπ

2

)(
1 + λ

π

2

)
c2 =

2

(2 + λπ)

π∫
0

sin yf(y)dy.

ϕ(x) = f(x) +
2λ

(2− λπ)

 π∫
0

cos yf(y)dy

 cosx− 2λ

(2 + λπ)

 π∫
0

sin yf(y)dy

 sinx.

si on prend par exemple f(x) = cos 2x :

ϕ(x) = cos 2x+
4λ

3λπ + 6
sinx.

3.5 Noyaux itérés

Soit l’équation intégrale de Fredholm

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)ϕ(y)dy. (3.5.1)

On pose

ϕ(x) = f(x) +
∞∑
n=1

Ψn(x)λn. (3.5.2)
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avec Ψn(x) définis par les formules

Ψ1(x) =

∫ b

a

k(x, y)f(y)dy.

Ψ2(x) =

∫ b

a

k(x, y)Ψ1(y)dy =

∫ b

a

k2(x, y)f(y)dy.

Ψ3(x) =

∫ b

a

k(x, y)Ψ2(y)dy =

∫ b

a

k3(x, y)f(y)dy.

...

...

Ψn(x) =

∫ b

a

k(x, y)Ψn−1(y)dy =

∫ b

a

kn(x, y)f(y)dy.

Ici

k2(x, y) =

∫ b

a

k(x, u)k1(u; y)du;

k3(x, y) =

∫ b

a

k(x, u)k2(u; y)du,

Et en général

kn(x, y) =

∫ b

a

k(x, u)kn−1(u; y)du, (3.5.3)

n=2,3,...., et k1(x, y) ≡ k(x, y). Les fonctions kn(x, y) définies par les formules (3.5.3) s’appellent

noyaux itérés. Elles vérifient la relation

kn(x, y) =

∫ b

a

km(x, u)kn−m(u; y)du,

où m est un entier naturel quelconque inférieur à n :

La résolvante de l’équation intégrale (3.5.1) est définie en fonction des noyaux itérés de la façon

suivante :

R(x, y, λ) =
∞∑
n=1

kn(x, y)λn−1. (3.5.4)

la solution de l’équation de Fredholm de seconde espèce (3.5.1) s’exprime par

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

R(x, y, λ)f(y)dy. (3.5.5)

Exemple 3.5 Trouver les itérés du noyau k(x, y) = x− y si a = 0, b = 1.
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Utilisant les formules (3.5.3) on obtient de proche en proche :

k1(x, y) = x− y,

k2(x, y) =

∫ 1

0

(x− u)(u− y)du =
x+ y

2
− xy − 1

3
,

k3(x, y) = − 1

12

∫ 1

0

(x− u)

(
u+ y

2
− yu− 1

3

)
du = −x− y

12
,

k4(x, y) =
1

12

∫ 1

0

(x− u) (u− y) du = − 1

12
k2(x, y) = − 1

12

(
x+ y

2
− xy − 1

3

)
,

k5(x, y) = − 1

12

∫ 1

0

(x− u)

(
u+ y

2
− yu− 1

3

)
du = − 1

12
k3(x, y) =

x− y
122

,

k6(x, y) =
1

122

∫ 1

0

(x− u)(u− y)du =
k2(x, y)

122
= − 1

122

(
x+ y

2
− xy − 1

3

)
.

Il en résulte que les noyaux itérés sont de la forme :

1)pour n = 2k − 1 :

k2k−1(x, y) =
(−1)k−1

12k−1
(x− y).

2)pour n = 2k

k2k(x, y) =
(−1)k−1

12k−1
(
x+ y

2
− xy − 1

3
).

Où k = 1, 2, 3.....
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Conclusion

Notre principal objectif est de présenter les méthodes qui se rencontrent dans la résolution

d’une équation intégrale de Volterra et de Fredholm, la méthode suivie, pour résoudre une équa-

tion intégrale de Volterra ou de Fredholm est basée sur des méthodes différentes qui nous servent

à caractériser et résoudre l’équation intégrale, telles que la résolution à l’aide du résolvante et

aussi par la transformation de Laplace, la méthode de Fredholm, la méthode des noyaux dégéné-

rées et la méthode des noyaux iérés.
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