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 ملخص
 

 

 . كةالنقطة الثابتة المشتر نظريات، درسنا مقاليين حول بعض عملهذا الفي 

كماش و الان يةدلاالتب ية،الإستمرارتضمنت الشروط بالنسبة للنظرية الأولى 

ام نا بإستخدقم بالنسبة للنظرية الثانية فقدأما  بالإضافة الى  تمام الفضاء المتري.

 .في فضاء متري تام معمم، تحت شرط تعاقدي (P) خاصية التوافق من نوع

لجملتين من  مشترك حلوجود ووحدانية باستخدام نظريتين، قمنا بإثبات 
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Abstract 

 

 

In this work, we have studied two articles for some 

common fixed point theorems.  

The conditions of the first theorem included continuity, 

commutativity and contractivity as well as completeness of 

the metric space. For the second theorem, we used the 

compatibility notion of type (P), under a generalized 

contractual condition in a complete metric space. 

Using two theorems, we have proved the existence and 

the uniqueness of a common solution for two systems of 

functional equations which apear in dynamic programming. 

 

Keywords:  

Common fixed point, continuity, commutativity, 

compatibility, contraction, complete metric space, functional 

equations, dynamic programming. 



 

 

Résumé 
Dans ce travail, nous avons étudiée deux articles sur 

quelques théorèmes du point fixe commun.  

Les conditions du premier théorème comprenaient la 

continuité, la commutativité et la contractivité ainsi que la 

complétude de l'espace métrique. Quant au deuxième 

théorème, nous avons utilisé la notion de compatibilité de 

type (P), sous une condition contractive généralisé dans un 

espace métrique complet. 

En utilisant deux théorèmes, nous avons démontré 

l'existence et l'unicité d'une solution commune à deux 

systèmes d'équations fonctionnelles qui apparaissent en 

programmation dynamique. 

 

Mots clés: 

Point fixe commun, continuité, commutativité, compatibilité, 

contraction, espace métrique complet, équations 

fonctionnelles,  programmation dynamique. 
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Introduction

Dans la vie, l’exemple le plus simple qui nous permet de voir un point fixe se
trouve dans le thermomètre lorsque cet outil est utilisé pour mesurer la tempéra-
ture, les points d’ébullition et de congélation de l’eau sont des points fixes car ils
sont facilement réalisables. En mathématiques, un point fixe est un point qui reste
statique par une application ou une transformation.

Qu’elle est l’importance de la théorie du point fixe ?

La théorie du point fixe est considérée comme la base de l’analyse non linéaire.
Il est à noter que cette théorie est l’une des outils plus utiles et important dans
l’étude de plusieurs domaines notamment en biologie, chimie, économie, théorie de
jeux, théorie d’optimisation et en physique. . . etc.
Dans ce travail, nous nous intéressons à des théorèmes de point fixe qui peuvent être
approchés sans aucun fond topologique.
L’un de ces théorèmes génère la notion de la contractivité des auto-applications

sur un espace métrique. Cela a été introduit par S. Banach en 1922, donnant un
nouveau champ de recherche dans le théorie du point fixe appelé contraction d’ap-
plication et connu sous le nom de principe de contraction de Banach.
Pour démontrer un point fixe commun dans un espace métrique, nous avons

besoin quelques propriétés sur les applications comme la commutativité, la compa-
tibilité et la contractivité. Ainssi que la complétude de l’espace (ou sous-espace) qui
assurez la convergence de solution.

En 1982, Sessa [27] était parmi les premiers mathématiciens qui donna un théo-
rème de point fixe commun dans lequelle il généralisa la notion de commutativité
par la commutativité faible. Ensuite, Jungck [12] en 1986 introduisant la notion de
la compatibilité de fonction celle plus générale.
D’autre part, la notion de la compatibilité était généralisée aux plusieurs types :

la compatibilité faible, la compatibilité de type (A), la compatibilité de type (B), la
compatibilité de type (C), la compatibilité de type (E) et la compatibilité de type
(P).
Dans notre travail, on va étudier plusieurs articles sur des théorèmes du point fixe

commun. A travers cette synthèse bibliographique on va obtenir quelques remarque
et quelques résultats qu’on va résumer dans notre travail.
Dans le premier chapitre on va rappeller quelques notions élémentaires et des

définitions importantes qui sont nécessaire dont on aura besoin pour notre travail
comme les applications contractantes et quelques types de contractions, ainsi que
quelques propriétés de commutativité et compatibilité.
Dans le deuxième chapitre nous allons prendre deux articles [10] et [22] et nous

allons approuver des théorèmes :

1
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- Un théorème du point fixe commun pour deux paires d’applications continues
dans un espace métrique complet. Anssi que, nous allons approuvé un cas particulier
pour deux applications.
- Un théorème du point fixe commun pour deux paires d’applications compatible

de type (P) dans un espace métrique complet, et pour un paire.
Dans le dernier chapitre on va détailler la preuve de deux applications des théo-

rèmes mentionnés dans le chapitre 2 pour montrer l’existence et l’unicité d’une so-
lution commune pour des systèmes d’équations fonctionnelles qui apparaissent dans
la programmation dynamique.
Finalement notre travail sera conclu par une conclusion.

2



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

On va mentionner dans ce chapitre quelques définitions, théorèmes, propositions
et remarques on introduisant les notions de bases qu’on aura besoin dans notre
travail.

1.1 Notions de base

"Espace métrique" Un espace métrique est un ensemble au sein duquel une
notion de distance entre les éléments de l’ensemble est définie.

Définition 1.1 [31] (Espace métrique) Un espace métrique (X, d) est un ensmble
non vide X muni d’une application d : X ×X → R+ appelée distance ou métrique,
vérifiant les propriétés suivantes :

i) ∀x, y ∈ X : d (x, y) = 0⇔ x = y,
ii) ∀x, y ∈ X : d (x, y) = d(y, x) (La symétrie) ,
iii) ∀x, y, z ∈ X : d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) (l’inégalité triangulaire) .

Exemple 1.1 L’application d : R× R→ R+ définit par :

d(x, y) = |x− y|

est une distance sur R, appellée distance usuelle.

Exemple 1.2 Dans Rn, on peut considérer les distances suivantes :

d∞ (x, y) = max
1≤i≤n

{|xi − yi|} ,

dp (x, y) =

(
n∑
i=1

|xi − yi|
) 1

p

, pour p ≥ 1.

3



1.1. NOTIONS DE BASE

Définition 1.2 [32] "Suite de Cauchy" Soit {xn}nεN une suite d’éléments de X
dans un espace métrique (X, d), est dite une suite de Cauchy si :

∀ε > 0,∃n (ε) ∈ N,∀n,m ≥ n (ε) : d(xn, xm) ≤ ε,

c’est à dire
lim

n,m→∞
d(xn, xm) = 0.

Exemple 1.3 Soit {xn}nεN une suite dans (R, | . |) définie par :

Un =
1

n

Soit n,m ∈ N, n > m

d(xn, xm) =| 1

n
− 1

m
|

= | n−m
nm

|

≤ | n

nm
|

≤ | 1

m
|

≤ lim
m→∞

1

m
= 0.

Donc {xn}n∈N est une suite de Cauchy.

Définition 1.3 "Suite convergente" Soient (X, d) un espace métrique et {xn}n∈N
une suite dans X. On dit que {xn}n∈N est une suite convergente si et seulement si :

∀ε > 0,∃n0 (ε) ∈ N,∀n ≥ n0 (ε)⇒ d (xn, x) < ε,

on note alors
lim
n→∞

xn = x.

Définition 1.4 "Espace métrique complet" On dit que (X, d) est un espace
métrique complet si et seulement si toute suite de Cauchy de X converge dans X.

Proposition 1.1 1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy. La réciproque
n’est vraie que dans un espace complet.

2. Toute suite de Cauchy est borné.
3. À partir de toute suite de Cauchy, on peut extraire une suite convergente.

4



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Exemple 1.4 Soit la suite {xn} dans l’espace métrique (R− {1} , | . |) , tel que xn =
n
n+1

.
On a limn→∞ xn = 1 /∈ R− {1} , donc la suite {xn} diverge.
Soit n,m ∈ N, n > m :

d(xn, xm) = | n

n+ 1
− m

m+ 1
|

= | n−m
(n+ 1) (m+ 1)

|

≤ n

n (m+ 1)

≤ 1

m+ 1

Alors limm→∞
1

m+1
= 0, d’ou lim

n,m→∞
d(xn, xm) = 0, donc la suite {xn} est dite

une suite de Cauchy.

1.2 Applications contractantes

Tout d’abord, on va donner quelques définitions concernant les applications
contractantes.

Définition 1.5 Soit (X, d) un espace métrique complet. Une application T : X →
X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-lipshitizienne) s’il existe un nombre réel positif k tel que
pour tout x, y ∈ X, on a :

d (Tx, Ty) ≤ kd (x, y) .

2. Contractante ou une contraction si k < 1.

3. Si k = 1, l’application T est dite non-expansive si et seulement si 1-lipchitizienne.

4. Contractive si pour tout x, y ∈ X et x 6= y on a :

d (Tx, Ty) < d (x, y) .

Remarque 1.1 La contraction implique contractive, implique non-expansive, im-
plique Lipschitziènne et que toute ces applications sont uniformément continues.

Exemple 1.5 Soit T : R→ R une application définie par :

Tx =
1

2
x+ 1,∀x ∈ R

alors T est une contraction.

5



1.3. QUELQUES TYPES DE CONTRACTION

Théorème 1.1 "Banach" Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X
une contraction. Alors :

T admet un point fixe unique dans X, i.e.

∃!u ∈ X tel que Tu = u.

1.3 Quelques types de contraction

1- Contraction de Rakotch (1962)
Ce théorème est une généralisation de théorème du point fixe de Banach.

Théorème 1.2 [25] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant :

d (Tx, Ty) ≤ α(d(x, y))d (x, y) ,∀x, y ∈ X

où α : R+ → [0, 1) est une fonction décroissante. Alors T admet un point fixe
unique dans X.

2- Contraction de Kannan(1968)
Dans le théorème de Banach, la contraction de l’application entraine la conti-

nuité. Il est normal de poser la question s’il existe des conditions contractives qui
n’impliquent pas la continuité de l’application (T ). Cette question a été répondue
d’une maniére affi rmative par Kannan [14]en 1968.

Théorème 1.3 [13] Soit (X, d) un espace métrique, et T : X → X on dit que T
est une application de Kannan s’il existe h ∈

[
0, 1

2

[
, tel que pour tout x, y ∈ X :

d (Tx, Ty) ≤ h [d(x, Tx) + d(y, Ty)] .

Théorème 1.4 Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une applica-
tion de Kannan. Alors T admet un point fixe unique dans X.

3- Contraction de Boyd-Wong(1969)
Ce théorème est une généralisation de théorème du point fixe de Banach a plu-

sieurs des applications dans l’analyse non-linéaire.

Théorème 1.5 [6] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application. Supposons qu’il existe une fonction φ : R+ → R semi-continue supé-
rieurement telle que φ(t) < t pour tout t > 0 et vérifiant :

d (Tx, Ty) ≤ φ(d(x, y)),

pour tout x, y ∈ X. Alors T admet un point fixe unique x∗. En outre, pour tout
x ∈ X, on a

lim
n→∞

T nx = x∗.

Dans ce cas, T est dite φ-contractive ou contraction non linéaire.

6



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

4- Contraction de Meir-Keeler(1969)
En 1969, A. Meir et E. Keeler ont prouvé un théorème du point fixe pour une

contraction faiblement uniformément stricte généralisant le principe de contraction
de Banach.

Théorème 1.6 [19] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout x, y ∈ X :

ε ≤ d (x, y) < δ implique d (Tx, Ty) < ε.

Alors T a un point fixe unique dans X. De plus, pour tout x ∈ X, on a

lim
n→∞

T nx = x∗.

5- Contraction de Geraghty(1973)

Définition 1.6 Soit (X, d) un espace métrique. L’application T : X → X est dite
contraction de Geraghty si et seulement s’il existe une fonction β : R+ → [0, 1)
satisfaisant β(tn)→ 1 implique tn → 0 et pour tout x, y ∈ X on a :

d (Tx, Ty) ≤ β(d(x, y)).

Théorème 1.7 [9] Toute contraction de Geraghty d’un espace métrique complet
dans lui même admet un point fixe unique.

6- Contraction de Caristi(1976)

Théorème 1.8 [7] Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant la condition suivante :
Il existe une fonction φ : X → R+ semi -continue inférieurement telle que :

d (x, Tx) ≤ φ (x)− φ (Tx) ,

pour tout x ∈ X, alors T admet un point fixe.

7- Contraction de Matkowski

Définition 1.7 Une application T : X → X d’un espace métrique (X, d) est dite
contraction de Matkowski (ou ϕ-contraction) si et seulement s’il existe une fonction
ϕ : R+ → R+ vérifiant :

1. ϕ strictement croissante,
2. limn→∞ ϕ

n(t) = 0,∀t ∈ R+,
3. d (Tx, Ty) ≤ ϕ(d(x, y)), ∀x, y ∈ X.

7



1.4. PROPRIÉTÈS DES APPLICATIONS

Théorème 1.9 [20] Toute ϕ-contraction T d’un espace métrique complet (X, d)
dans lui même admet un point fixe unique x∗. De plus, pour tout x0 ∈ X, on a
limn→∞ T

nx0 = x∗.

8- Contraction de Branciari(2002)

Théorème 1.10 [19] Soit T une application d’un espace métrique (X, d) dans lui
même satisfaisant :

d(Tx,Ty)∫
0

ϕ(t)dt ≤ k

d(x,y)∫
0

ϕ(t)dt,

pour tout x, y ∈ X, où k ∈ [0, 1] et ϕ : R+ → R+ est une fonction intégrable au
sens de Lebesgue vérifiant :

ε∫
0

ϕ(t)dt > 0,∀ε > 0.

Alors T a un point fixe unique x∗. De plus, pour tout x0 ∈ X, on a : limn→∞ T
nx0 =

x∗.

9- Contraction de Reich

Théorème 1.11 [26] Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application satisfaisant la condition suivante :
∃a, b, c > 0 avec a+ b+ c < 1, tel que pour tout x, y ∈ X :

d (Tx, Ty) ≤ ad(x, Tx) + bd(y, Ty) + cd(x, y),

alors T admet un point fixe unique dans X.

1.4 Propriétès des applications

1.4.1 Continuité

Définition 1.8 Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques, T : X → Y une
application et a ∈ X, on dit que T est continue au point a si :

lim
n→a

T (x) = T (a),

c’est à dire

∀ε > 0, ∃δ > 0,∀x ∈ X, dX(x, a) ≤ δ ⇒ dY (T (x), T (y)) < ε.

8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.9 (Semi-continuité inférieure)
On dit que f est semi-continue inférieurement en x0 si :

pour tout t < f (x0) il existe un voisinage U de x0 tel que ∀x ∈ U, f (x) ≥ t,

Si on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffi t :

lim
x→x0

inf f (x) ≥ f (x0)

où lim inf désigne la limite inférieure d’une fonction en un point.

Définition 1.10 (Semi-continuité supérieure)
On dit que f est semi-continue supérieurement en x0 si

pour tout t > f (x0) il existe un voisinage U de x0 tel que ∀x ∈ U, f (x) ≤ t,

Si on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffi t :

lim
x→x0

sup f (x) ≤ f (x0)

où lim sup désigne la limite supérieure d’une fonction en un point.

1.4.2 Compatibilité

Le concept des applications commutative en introduisant le concept des applica-
tions faiblement commutative a été généralisé par Sessa [27]

Définition 1.11 [11] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X, d)
dans lui-même. S et T sont dites commutatives si :

STx = TSx, ∀x ∈ X

Définition 1.12 [27] Soient S, T deux applications d’un espace métrique (X, d) dans
lui-même. S et T sont faiblement commutatives si est seulement si :

d (STx, TSx) ≤ d (Tx, Sx) ,∀x ∈ X

Remarque 1.2 De toute évidence la commutativité implique la commutativité faible,
mais la réciproque n’est pas vraie en général.

Jungck [12] a amélioré le concept des applications faiblement commutatives en
introduisant le concept des applications compatibles.

9



1.4. PROPRIÉTÈS DES APPLICATIONS

Définition 1.13 [22] Soient S, T : X → X deux applications. Les applications S et
T sont compatibles si et seulement si :

lim
n→∞

d (STxn, TSxn) = 0

pour tout suite {xn}n≥1 dans X satisfaisant :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = z,∀z ∈ X

Remarque 1.3 Si S et T sont commutatives, alors elles sont faiblement commuta-
tives, donc compatibles, mais la réciproque est fausse en général.

Exemple 1.6 Soit X = R et d la métrique euclidienne. Définissons :

Sx =
x+ 1

2
, et Tx = 2x− 1

soit la suite {xn}n≥1 définie par xn = 1 + 1
n
.On a :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

1 + 1
n

+ 1

2
= lim

n→∞
1 +

1

2n
= 1

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

2

(
1 +

1

n

)
− 1 = lim

n→∞
1 +

2

n
= 1

alors :
lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = 1

de plus :

lim
n→∞

STxn = lim
n→∞

S

(
1 +

2

n

)
= 1

lim
n→∞

TSxn = lim
n→∞

T

(
1 +

1

2n

)
= 1

donc la paire (S, T ) est compatibles

Définition 1.14 S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux
points de coïncidence, i.e., pour tout u ∈ X satisfaisant Su = Tu, alors STu =
TSu :

La compatibilité était généralisée aux divers types :

Définition 1.15 [22] Soient S, T : X → X deux applications, sont dites compatibles
de type (A) si et seulement si

lim
n→∞

d (TSxn, SSxn) = 0 and lim
n→∞

d (STxn, TTxn) = 0

pour toute suite {xn}n≥1 dans X satisfaisant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z ∀z ∈ X.

10
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Définition 1.16 [21] On dit que S, T sont compatibles de type (B), si et seulement
si

lim
n→∞

d (STxn, TTxn) ≤ 1

2

[
lim
n→∞

d (STxn, Sz) + lim
n→∞

d (Sz, SSxn)
]
et

lim
n→∞

d (TSxn, SSxn) ≤ 1

2

[
lim
n→∞

d (TSxn, T z) + lim
n→∞

d (Tz, TTxn)
]
,

pour toute suite {xn}n≥1 dans X vérifiant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z,∀z ∈ X.

Définition 1.17 [22] S et T sont dites compatibles de type (P ) si et seulement si :

lim
n→∞

d (SSxn, TTxn) = 0,

pour toute suite {xn}n≥1 dans X satisfaisant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z ∀z ∈ X.

Définition 1.18 [24] S et T sont compatibles de type (C) si et seulement si :

lim
n→∞

d (STxn, TTxn) ≤ 1

3

[
lim
n→∞

d (STxn, Sz) + lim
n→∞

d (Sz, TTxn) + lim
n→∞

d (Sz, SSxn)
]
,

lim
n→∞

d (TSxn, SSxn) ≤ 1

3

[
lim
n→∞

d (TSxn, T z) + lim
n→∞

d (Tz, SSxn) + lim
n→∞

d (Tz, TTxn)
]
,

pour toute suite {xn}n≥1 dans X satisfaisant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z,∀z ∈ X.

Définition 1.19 [28] S et T sont compatibles de type (E) si et seulement si :

lim
n→∞

TTxn = lim
n→∞

TSxn = Fz,∀z ∈ X

et
lim
n→∞

SSxn = lim
n→∞

STxn = Tz, ∀z ∈ X

pour toute suite {xn}n≥1 dans X vérifiant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z,∀z ∈ X.

11
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Définition 1.20 [29] S, T : X → X sont dites S-compatibles de type (E) si :

lim
n→∞

SSxn = lim
n→∞

STxn = Tz ∀z ∈ X

Elles sont dit T-compatible de type (E) si :

lim
n→∞

TTxn = lim
n→∞

TSxn = Sz ∀z ∈ X

pour toute suite {xn}n≥1 dans X vérifiant :

lim
n→∞

Txn = lim
n→∞

Sxn = z ∀z ∈ X.

Proposition 1.2 [22] Soient S, T : (X, d)→ (X, d) deux applications continues,
1) Si S et T sont compatibles, alors ils sont compatibles de type (A).
2) S et T sont compatibles si et seulement si ils sont compatibles de type (A).

Proposition 1.3 [22] Soient S, T : (X, d) → (X, d) deux applications compatibles
de type (A), si l’une des applications S et T est continue, alors S et T sont compa-
tibles.

Proposition 1.4 [22] Soient S, T : (X, d) → (X, d) deux applications continues,
alors S et T sont compatibles si et seulement si ils sont compatibles de type (P ).

Preuve. Soit {xn}n∈N une suite dans X telle que :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = z,

pour tout z ∈ X, car S et T sont continues alors,

lim
n→∞

SSxn = lim
n→∞

STxn = Sz

et
lim
n→∞

TSxn = lim
n→∞

TTxn = Tz.

Supposons que S et T sont compatibles. On à

lim
n→∞

d(STxn, TSxn) = 0

et

d(SSxn, TTxn) ≤ d(SSxn, STxn) + d(STxn, TTxn)

≤ d(SSxn, STxn) + d(STxn, TSxn) + d(TSxn, TTxn)

et limn→∞ d(SSxn, TTxn) = 0. Donc, les applications S et T sont compatibles
de type (p).

12
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Inversement, supposons que S et T sont des applications compatibles de type
(p), on à :

lim
n→∞

d(SSxn, TTxn) = 0.

Alors,

d(STxn, TSxn) ≤ d (STxn, SSxn) + d(SSxn, TSxn)

≤ d (STxn, SSxn) + d(SSxn, TTxn) + d(TTxn, STxn).

Par conséquent, il s’ensuit que limn→∞ d(STxn, TSxn) = 0.

Proposition 1.5 [22] Soient S, T : (X, d) → (X, d) deux applications compatibles
de type (A). Si l’une des applications S et T est continue, alors S et T sont compa-
tibles de type (P ).

Preuve. Soit {xn}n∈N une suite dans X telle que :

lim
n→∞

Sxn = lim
n→∞

Txn = z, pour tout z ∈ X.

Supposons que S et T sont des applications compatibles de type (A).
Choisisant que S soit continue. Nous avons,

d(SSxn, TTxn) ≤ d(SSxn, STxn) + d(STxn, TTxn).

Car S et T sont compatibles de type (A), donc,

lim
n→∞

d(SSxn, TSxn) = 0 et lim
n→∞

d(STxn, TTxn) = 0.

Par conséquent
lim
n→∞

d(SSxn, TTxn) = 0.

Quand choisi T continue, en trouve le même résultat.

Proposition 1.6 [22] Soient S, T : (X, d)→ (X, d) deux applications continues et :
(1) S et T sont compatibles si et seulement si sont compatibles de type (P ).
(2) S et T sont compatibles de type (A) si et seulement si sont compatibles de

type (P ).

Proposition 1.7 [22] Soient S, T : (X, d) → (X, d) deux applications. Si S et T
sont compatibles de type (P ) et Sz = Tz pour tout z ∈ X, alors SSz = STz =
TSz = TTz.

Preuve. Soit {xn}n∈N une suite dans X définit par xn = z, n = 1, 2, ..., et Sz = Tz
pour tout z ∈ X. Alors nous avons Sxn → Sz quand n → ∞. Car S et T sont
compatibles de type (P ), on a

d(SSz, TTz) = lim
n→∞

d(SSxn, TTxn) = 0,

par conséquent, SSz = TTz. On a Sz = Tz ce qui implique SSz = STz =
TSz = TTz.

13



1.5. THÉORÈME DU POINT FIXE COMMUN DE BANACH

Proposition 1.8 [22] Si S et T sont compatibles de type (P ) et Sxn, Txn → z
quand n→∞ pour tout z ∈ X. Alors on a les égalités suivantes :

(1) limn→∞ TTxn = Sz si S est continue à z,
(2) limn→∞ SSxn = Tz si T est continue à z,
(3) STz = TSz et Sz = Tz si S et T sont continues à z.

Preuve. [22]

1.5 Théorème du point fixe commun de Banach

Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom du théorème de
l’application contractante), il est la base de la théorie du point fixe. Ce principe
garantit l’existence et l’unicité d’un point fixe pour toute application contractante
d’un espace métrique complet dans lui-même.

Théorème 1.12 Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X → X une
application telle qu’il existe K ∈ [0, 1[ vérifiant :

d (T (x) , T (y)) ≤ Kd (x, y)

pour tout (x, y) ∈ X ×X. Alors il existe un point fixe x∗ de X tel que :

T (x∗) = x∗

Preuve. Soient x0 ∈ X et {xn}n∈N une suite définit par :

xn+1 = T (xn)

d (xn+1, xn) ≤ Kd (xn, xn−1) ,∀n ∈ N
≤ KKd (xn−1, xn−2)

...

≤ Knd (x1, x0)

Montrons que {xn}n∈N est une suite de Cauchy.

14
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Soient p, q ∈ N avec p > q

d (xp, xq) ≤ d (xp, xp−1) + d (xp−1, xp−2) + · · ·+ d (xq+1, xq)

≤ Kp−1d (x1, x0) +Kp−2d (x1, x0) + · · ·+Kqd (x1, x0)

≤ Kqd (x1, x0)

p−q−1∑
i=0

Ki

≤ Kqd (x1, x0)
∞∑
i=0

Ki

= Kqd (x1, x0)

(
1

1−K

)
=

Kq

1−Kd (x1, x0)

Passant par la limite car k < 1 donc

lim
p,q→∞

d (xp, xq) = 0,

Donc la suite {xn}n∈N est une suite de Cauchy dans X, et comme (X, d) complet,
donc la suite {xn}n∈Nconverge vers z dans X.
D’après la continuité de T on a :

∀n ∈ N, xn+1 = T (xn)

⇒ lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

T (xn)

⇒ z = T ( lim
n→∞

xn) = T (z) .

Donc z = Tz, d’où z est un point fixe de T .
Supposons qu’il existe z1,z2 ∈ X tel que z1 6= z2, avec z1 = Tz1 = z2 = Tz2, on a

d(z, z′) = d(T (z1), T (z2)) ≤ Kd(z1, z2).

Ce qui est possible si d(z1, z2) = 0, donc z1 = z2.

Un point fixe commun est un point qui reste stationaire à travers des applications
données (plus d’une) ou des transformations.

Théorème 1.13 Soient (X, d) un espace métrique complet, f et g deux applications
s’il existe k ∈ [0, 1[ vérifiant :

d (fx, gy) ≤ Kd (x, y) ,

pour tout (x, y) ∈ X ×X. Alors il existe un point fixe commun x∗ de X tel que :

f (x∗) = g (x∗) = x∗
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Preuve. Soient x0 ∈ X. Définisons

x2n+1 = fx2n

x2n+2 = gx2n+1

d (x2n+1, x2n+2) = d (fx2n, gx2n+1) ≤ Kd (x2n, x2n+1) ,∀n ∈ N
≤ KKd (x2n−1, x2n)

...

≤ Knd (x0, x1)

si p > q

d (xp, xq) ≤ d (xp, xp−1) + d (xp−1, xp−2) + · · ·+ d (xq+1, xq)

≤ Kp−1d (x0, x1) +Kp−2d (x0, x1) + · · ·+Kqd (x0, x1)

≤ Kqd (x0, x1)

p−q−1∑
i=0

Ki

≤ Kqd (x0, x1)
∞∑
i=0

Ki

= Kqd (x0, x1)

(
1

1−K

)
=

Kq

1−Kd (x0, x1)

Passant à la limite quand q →∞,
alors, d (xp, xq)→ 0
Donc on prouve que la suite (x2n)n∈N est une suite de Cauchy dans X converge

vers z ∈ X.
Supposons que z et z′ sont deux points fixes de f et g, alors,

d(z, z′) = d(fz, gz′) ≤ Kd(z, z′).

Ce qui est possible si d(z, z′) = 0, donc z = z′.
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CHAPITRE 2

THÉORÈMES DU POINT FIXE COMMUN DANS UN
ESPACE MÉTRIQUE COMPLET

Dans ce chapitre nous avons présenté des théorèmes concernant le point fixe
commun. Notre travail sera basé sur deux articles [10] et [22], précisément :

-Un théorème du point fixe commun pour deux paires d’applications continues
dans un espace métrique complet et nous avons pris un cas particulier pour deux
applications.

-Un théorème du point fixe commun pour deux applications compatibles de type
(p) dans un espace métrique complet et aussi pour deux paires compatibles de type
(p).

2.1 Théorème du point fixe commun pour deux
applications

Théorème 2.1 Soient (X, d) un espace métrique complet, f et g deux auto-applications
continues dans X s’il existe w ∈ Φ tel que :

Φ = {w : R+ → R+ est une fonction continue tel que 0 < w(r) < r pour r > 0}

17
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satisfaisant

d(fx, gy) ≤ max

{
d(fx, x), d(gy, y), d(x, y),

1

2
[d(fx, y) + d(gy, x)],

d(fx, x)d(gy, y)

1 + d(x, y)
,
d(fx, y)d(gy, x)

1 + d(x, y)
,
d(fx, y)d(gy, x)

1 + d(fx, gy)

}
(2.1)

−w
(

max

{
d(fx, x), d(gy, y), d(x, y).

1

2
[d(fx, y) + d(gy, x)] ,

d(fx, x)d(gy, y)

1 + d(x, y)
,
d(fx, y)d(gy, x)

1 + d(x, y)
,
d(fx, y)d(gy, x)

1 + d(fx, gy)

})
.

Alors f et g admet un unique point fixe commun.

Preuve. Soit x0 un point arbitraire dans X, on peut définir une suite {yn}n≥1 telle
que

y2n+1 = fy2n et y2n+2 = gy2n+1, ∀n ∈ N∗.

On va démontrer

dn+1 ≤ dn − w(dn),∀n ∈ N∗. (2.2)

Pour cela en utilisant (2.1) pour tout n ∈ N∗, en remplacent x = y2n+1 et y = y2n
on a

d(fy2n+1, gy2n) ≤ max {d(fy2n+1, y2n+1), d(gy2n, y2n), d (y2n+1, y2n) ,

1

2
[d(fy2n+1, y2n) + d(gy2n, y2n+1)] , ,

d(fy2n+1, y2n+1)d(gy2n, y2n)

1 + d(y2n+1, y2n)
,

d(fy2n+1,y2n)d(gy2n, y2n+1)

1 + d(y2n, y2n+1)
,
d(fy2n+1, y2n)d(gy2n, y2n+1)

1 + d(fy2n+1, gy2n)

}
− (w {max d(fy2n+1, y2n+1), d(gy2n, y2n), d(y2n+1, y2n),

1

2
[d(fy2n+1, y2n) + d(gy2n, y2n+1)] ,

d(fy2n+1, y2n+1)d(gy2n, y2n)

1 + d(y2n+1, y2n)
,

d(fy2n+1,y2n)d(gy2n, y2n+1)

1 + d(y2n, y2n+1)
,
d(fy2n+1, y2n)d(gy2n, y2n+1)

1 + d(fy2n+1, gy2n)

})
18
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d(y2n+2, y2n+1) ≤ max {d(y2n+2, y2n+1), d(y2n+1, y2n), d(y2n+1, y2n),

1

2
[d(y2n+2, y2n) + d(y2n+1, y2n+1)] ,

d(y2n+2, y2n+1)d((y2n+1, y2n)

1 + d(y2n+1, y2n)
,

d(y2n+2, y2n)d(y2n+1, y2n+1)

1 + d(y2n+1, y2n)
,
d(y2n+2, y2n)d(y2n+1, y2n+1)

1 + d(y2n+2, y2n+1)

}
−w (max {d(y2n+2, y2n+1), d(y2n+1, y2n), d(y2n+1, y2n),

1

2
[d(y2n+2, y2n) + d(y2n+1, y2n+1)] ,

d(y2n+2, y2n+1)d((y2n+1, y2n)

1 + d(y2n+1, y2n)
,

d(y2n+2, y2n)d(y2n+1, y2n+1)

1 + d(y2n+1, y2n)
,
d(y2n+2, y2n)d(y2n+1, y2n+1)

1 + d(y2n+2, y2n+1)

})
,

d(y2n+2, y2n+1) ≤ max

{
d2n+1, d2n, d2n,

1

2
[d(y2n+2, y2n) + 0] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

, 0, 0

}
−w

({
d2n+1, d2n, d2n,

1

2
[d(y2n+2, y2n) + 0] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

, 0, 0

})
,

d2n+1 ≤ max

{
d2n+1, d2n, d2n,

1

2
[d(y2n+2, y2n+1) + d(y2n+1, y2n)] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

, 0, 0

}
−w

({
d2n+1, d2n, d2n,

1

2
[d(y2n+2, y2n+1) + d(y2n+1, y2n)] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

, 0, 0

})
,

d2n+1 ≤ max

{
d2n+1, d2n,

1

2
[d2n+1 + d2n)] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

}
−w

(
max

{
d2n+1, d2n,

1

2
[d2n+1 + d2n)] ,

d2n+1d2n
1 + d2n

})
,

donc
d2n+1 ≤ max {d2n+1, d2n} − w (max {d2n+1, d2n}) , (2.3)

si d2n+1 > d2n, ∀n ∈ N∗, alors (2.3) implique que

d2n+1 ≤ d2n+1 − w (d2n+1) ,

ce qui est une contradiction car

w (d2n+1) < d2n+1,

on peut démontré que
d2n+1 ≤ d2n,∀n ∈ N∗,
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par (2.3) on a
d2n+1 ≤ d2n − w(d2n),∀n ∈ N∗,

de même, nous avons

d2n ≤ d2n−1 − w(d2n−1),∀n ∈ N∗.

On a
dn+1 ≤ dn − w(dn),∀n ∈ N∗,

alors,

m∑
n=1

dn+1 ≤
m∑
n=1

dn −
m∑
n=1

w(dn),∀n ∈ N∗,

m∑
n=1

w(dn) ≤
m∑
n=1

dn −
m∑
n=1

dn+1,∀n ∈ N∗,

par conséquent,
m∑
n=1

w(dn) ≤ d1 − dm+1,∀n ∈ N∗,

et on a
dm+1 ≤ dm ≤ dm−1 ≤ ... ≤ d0.

Donc dm+1 est bornée par d0 alors
m∑
n=1

w(dn) est une série à terme positive bornée

donc elle est convergente, alors :

lim
n→∞

w(dn) = 0.

{dn}n≥1 est une suite non négative décroissante. Cette suite converge vers un certain
point p, par la continuité de w on a

w(p) = lim
n→∞

w(dn) = 0,

ce qui signifie que p = 0 donc,
lim
n→∞

dn = 0.

Pour montrer que {yn}n≥1est une suite de Cauchy, on suppose que {y2n}n≥1 n’est
pas une suite de Cauchy, il existe un nomber positif ε tel que pour chaque pair entier
2K, il y a même des entiers 2m(K) et 2n(K) tel que

d(y2m(K), y2n(K)) > ε et 2m(K) > 2n(K) > 2K,
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pour chaque nomber pair entier 2K, soit 2m(K) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n(K) satisfaisant l’inégalité suivante :

d(y2m(K)−2, y2n(K)) ≤ ε, d(y2m(K), y2n(K)) > ε

donc pour chaque nomber pair entier 2K

d(y2m(K), y2n(K)) ≤ d(y2n(K), y2m(K)−2) + d(y2m(K)−2, y2m(K)−1) + d(y2m(K)−1, y2m(K)),

lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K)) ≤ lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−2) + lim
k→∞

d(y2m(K)−2, y2m(K)−1) +

lim
k→∞

d(y2m(K)−1, y2m(K)).

Alors,

ε < lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K)) ≤ ε,

donc

lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K)) = ε, (2.4)

d’après les inégalités triangulaires suivantes

∣∣d(y2n(K), y2m(K)−1)− d(y2n(K), y2m(K))
∣∣ ≤ d(y2m(K)−1, y2m(K))

∣∣d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)− d(y2n(K), y2m(K))
∣∣ ≤ d(y2m(K)−1, y2m(K)) + d(y2n(K), y2n(K)+1)

et ∣∣d(y2n(K)+1, y2m(K))− d(y2n(K), y2m(K))
∣∣ ≤ d(y2n(K), y2n(K)+1),

nous démontrons pour (2.4) et pour chaque nombre pair d’entier 2K que

lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−1) = lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) = lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)) = ε,

(2.5)
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on utilise (2.1) on a

d(y2n(K), y2m(K)) ≤ d(y2n(K), y2n(K)+1) + d(y2n(K)+1, y2m(K))

≤ d2n(K) + d(fy2n(K), gy2m(K)−1)

≤ d2n(K) + max
{
d(fy2n(K), y2n(K)), d(gy2m(K)−1, y2m(K)−1),

d(y2m(K)−1, y2n(K)),
1

2

[
d(fy2n(K), y2m(K)−1) + d(gy2m(K)−1, y2n(K)

]
,

d(fy2n(K), y2n(K))d(gy2m(K)−1, y2m(K)−1)

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(fy2n(K), y2m(K)−1)d(gy2m(K)−1, y2n(K))

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(fy2n(K), y2m(K)−1)d(gy2m(K)−1, y2n(K))

1 + d(fy2n(K), gy2m(K)−1)

}
−w

(
max

{
d(fy2n(K), y2n(K)), d(gy2m(K)−1, y2m(K)−1),

d(y2m(K)−1, y2n(K)),
1

2

[
d(fy2n(K), y2m(K)−1) + d(gy2m(K)−1, y2n(K)

]
,

d(fy2n(K), y2n(K))d(gy2m(K)−1, y2m(K)−1)

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(fy2n(K), y2m(K)−1)d(gy2m(K)−1, y2n(K))

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(fy2n(K), y2m(K)−1)d(gy2m(K)−1, y2n(K))

1 + d(fy2n(K), gy2m(K)−1)

})
,
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d(y2n(K), y2m(K)) = max
{
d(y2n(K)+1, y2n(K)), d(y2m(K), y2m(K)−1), d(y2m(K)−1, y2n(K)),

1

2

[
d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) + d(y2m(K), y2n(K)

]
,

d(y2n(K)+1, y2n(K))d(y2m(K), y2m(K)−1)

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)d(y2m(K), y2n(K))

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)d(y2m(K), y2n(K))
1 + d(y2n(K)+1, y2m(K))

}
−w

(
max

{
d(y2n(K)+1, y2n(K)), d(y2m(K), y2m(K)−1), d(y2m(K)−1, y2n(K)),

1

2

[
d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) + d(y2m(K), y2n(K)

]
,

d(y2n(K)+1, y2n(K))d(y2m(K), y2m(K)−1)

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)d(y2m(K), y2n(K))

1 + d(y2m(K)−1, y2n(K))
,

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)d(y2m(K), y2n(K))
1 + d(y2n(K)+1, y2m(K))

})
,

par (2.4) et (2.5) on trouve

ε ≤ max{0, 0, ε, 1

2
[ε+ ε] , 0,

ε2

1 + ε
,
ε2

1 + ε
}

−w(max{0, 0, ε, 1

2
[ε+ ε] , 0,

ε2

1 + ε
,
ε2

1 + ε
}),

ε ≤ ε− w(ε),

ce qui implique que w(ε) < 0, alors, il y a une contradiction donc {yn}n≥1 est une
suite de Cauchy, par conséquent {yn}n≥1 converge vers un point z ∈ X donc

lim
n→∞

fy2n(K) = lim
n→∞

gy2n(K)+1 = z.

Supposons que fz 6= z,
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on pose x = z et y = y2n+1 dans (2.1) on trouve

d(fz, z) = d(fz, gy2n+1)

≤ max

{
d(fz, z), d(gy2n+1, y2n+1), d(z, y2n+1),

1

2
[d(fz, , y2n+1)+

d(gy2n+1, z)] ,
d(fz, z)d(gy2n+1, y2n+1)

1 + d(z, y2n+1)
,

d(fz, y2n+1)d(z, gy2n+1)

1 + d(z, y2n+1)
,
d(fz, y2n+1)d(gy2n+1, z)

1 + d(fz, gy2n+1)

}
−w (max {d(fz, z), d(gy2n+1, y2n+1), d(z, y2n+1),

1

2
[d(fz, , y2n+1) + d(gy2n+1, z)] ,

d(fz, z)d(gy2n+1, y2n+1)

1 + d(z, y2n+1)
,

d(fz, y2n+1)d(z, y2n+1)

1 + d(z, y2n+1)
,
d(fz, y2n+1)d(gy2n+1, z)

1 + d(fz, gy2n+1)

})
,

quand n→∞, on trouve

d(fz, z) ≤ max{d(fz, z), 0, 0,
1

2
[d(fz, z) + 0] , 0, 0, 0}

−w
(

max

{
d(fz, z), 0, 0,

1

2
[d(fz, z) + 0] , 0, 0, 0

})
,

d(fz, z) ≤ d(fz, z)− w(d(fz, z)),

ce qui implique

d(fz, z) ≤ 0,

alors il y a une contradiction ce qui donne

z = fz.

Supposons que z 6= gz
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on pose x = y2n et y = z dans (2.1) on trouve

d(z, gz) = d(fy2n, gz)

≤ max

{
d(fy2n, y2n), d(gz, z), d(z, y2n),

1

2
[d(fy2n, z)+

d(gz, y2n)] ,
d(fy2n, y2n)d(gz, z)

1 + d(y2n, z)
,

d(fy2n, z)d(gz, y2n)

1 + d(y2n, z)
,
d(fy2n, z)d(gz, y2n)

1 + d(fy2n, gz)

}
−w (max {d(fy2n, y2n), d(gz, z), d(z, y2n),

1

2
[d(fy2n, z) + d(gz, y2n)] ,

d(fy2n, y2n)d(gz, z)

1 + d(y2n, z)
,

d(fy2n, z)d(gz, y2n)

1 + d(y2n, z)
,
d(fy2n, z)d(gz, y2n)

1 + d(fy2n, gz)

})
,

quand n→∞, on trouve

d(z, gz) ≤ max{0, d(gz, z), 0,
1

2
[0 + d(gz, z)] , 0, 0, 0}

−w
(

max

{
0, d(gz, z), 0,

1

2
[0 + d(gz, z)] , 0, 0, 0

})
d(z, gz) ≤ d(z, gz)− w(d(z, gz)),

ce qui implique
d(z, gz) ≤ 0,

alors il y a une contradiction ce qui donne

z = gz.

Donc
z = gz = fz,

alors, z est une point fixe commun de f et g.

2.2 Théorème du point fixe commun pour quatre
applications

Théorème 2.2 [10] Soient (X, d) un espace métrique complet, f, g, h et T quatre
applications continues dans X satisfaisant :
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(i) ft = tf, gh = hg,

(ii) f (X) ⊆ h (X) et g (X) ⊆ t (X)

Si existe w ∈ Φ tel que

Φ =
{
w : R+ → R+ est une fonction continue tel que 0 < w (r) < r pour tout r ∈ R∗+

}
satisfaisant

d (fx, gy)

≤ max {d (fx, tx) , d (gy, hy) , d (hy, tx) ,

1

2
[d (fx, hy) + d (gy, tx)] ,

d (fx, tx) d (gy, hy)

1 + d (hy, tx)
,

d (fx, hy) d (gy, tx)

1 + d (hy, tx)
,
d (fx, hy) d (gy, tx)

1 + d (fx, gy)

}
(2.6)

−w (max {d (fx, tx) , d (gy, hy) , d (hy, tx) ,

1

2
[d (fx, hy) + d (gy, tx)] ,

d (fx, tx) d (gy, hy)

1 + d (hy, tx)

d (fx, hy) d (gy, tx)

1 + d (hy, tx)
,
d (fx, hy) d (gy, tx)

1 + d (fx, gy)

})
.

Alors f, g, h et T admet un unique point fixe commun

Preuve. Soit x0 un point arbitraire dans X, d’après la propriété (ii) du théorème,
on peut définir deux suites {yn}n≥1 et {xn}n≥0 telle que :

y2n+1 = fx2n = hx2n+1, ∀n ∈ N,

et

y2n = gx2n−1 = tx2n,∀n ∈ N∗.

On va démontrer

dn+1 ≤ dn −W (dn) ,∀n ≥ 1. (2.7)

Pour cela en utilisant (2.6)pour tout n ∈ N∗,en remplacent x = x2n et y = x2n+1,
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on a

d2n+1 = d (y2n+1, y2n+2) = d (fx2n, gx2n+1)

≤ max {d (fx2n, tx2n) , d (gx2n+1, hx2n+1) , d (hx2n+1, tx2n) ,

1

2
[d (fx2n, hx2n+1) + d (gx2n+1, tx2n)] ,

d (fx2n, tx2n) d (gx2n+1, hx2n+1)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,
d (fx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (fx2n, gx2n+1)

}
−w (max {d (fx2n, tx2n) , d (gx2n+1, hx2n+1) , d (hx2n+1, tx2n) ,

1

2
[d (fx2n, hx2n+1) + d (gx2n+1, tx2n)] ,

d (fx2n, tx2n) d (gx2n+1, hx2n+1)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,
d (fx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (fx2n, gx2n+1)

})
,

d2n+1 ≤ max {d (y2n+1, y2n) , d (y2n+2, y2n+1) , d (y2n+1, y2n) ,

1

2
[d (y2n+1, y2n+1) + d (y2n+2, y2n)] ,

d (y2n+1, y2n) d (y2n+2, y2n+1)

1 + d (y2n+1, y2n)
,

d (y2n+1, y2n+1) d (y2n+2, y2n)

1 + d (y2n+1, y2n)
,
d (y2n+1, y2n+1) d (y2n+2, y2n+1)

1 + d (y2n+1, y2n+2)

}
−w (max {d (y2n+1, y2n) , d (y2n+2, y2n+1) , d (y2n+1, y2n) ,

1

2
[d (y2n+1, y2n+1) + d (y2n+2, y2n)] ,

d (y2n+1, y2n) d (y2n+2, y2n+1)

1 + d (y2n+1, y2n)
,

d (y2n+1, y2n+1) d (y2n+2, y2n)

1 + d (y2n+1, y2n)
,
d (y2n+1, y2n+1) d (y2n+2, y2n+1)

1 + d (y2n+1, y2n+2)

})
,

d2n+1 ≤ max

{
d2n, d2n+1, d2n,

1

2
[0 + d (y2n+2, y2n)] ,

d2nd2n+1
1 + d2n

, 0, 0

}
,

−w
(

max

{
d2n, d2n+1, d2n,

1

2
[0 + d (y2n+2, y2n)] ,

d2nd2n+1
1 + d2n

, 0, 0

})
,

donc
d2n+1 ≤ max {d2n, d2n+1} − w (max {d2n, d2n+1}) , (2.8)

parce que

d2n < d2n + 1
d2n

1 + d2n
≤ 1

d2n+1d2n
1 + d2n

≤ d2n+1.
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Si d2n+1 > d2n,∀n ∈ N∗,alors (2.8) implique que

d2n+1 ≤ d2n+1 − w (d2n+1) ,

ce qui est une contradiction car :

w (d2n+1) < d2n+1,

on peut démontré que
d2n+1 ≤ d2n,∀n ∈ N∗,

Par (2.8) on a :
d2n+1 ≤ d2n − w (d2n) ,∀n ∈ N∗,

de même, nous avons

d2n ≤ d2n−1 − w (d2n−1) ,∀n ∈ N∗.

On a
dn+1 ≤ dn − w (dn) , ∀n ∈ N∗,

alors,

m∑
n=1

dn+1 ≤
m∑
n=1

dn −
m∑
n=1

w (dn) ,∀n ∈ N∗,

m∑
n=1

w (dn) ≤
m∑
n=1

dn −
m∑
n=1

dn+1,∀n ∈ N∗,

par conséquent,
m∑
n=1

w (dn) ≤ d1 − dm+1,∀n ∈ N∗,

et on a
dm+1 ≤ dm ≤ dm−1 ≤ ... ≤ d0.

donc dm+1 est bornée par d0, alors
∑m

n=1w (dn) est une série à terme positive
bornée donc elle est convergente,
alors :

lim
n→∞

w (dn) = 0.

puisque {dn}n≥1 est une suite non négative décroissante, cette suit converge vers
un certain point p.
Par la continuité de w on a

w (p) = lim
n→∞

w (dn) = 0,

ce qui signifie que p = 0,
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donc,

lim
n→∞

dn = 0.

Pour montrer que {yn}n≥1 est une suite de Cauchy, il suffi t de montrer que
{y2n}n≥1 est une suite de Cauchy,
on suppose que {y2n}n≥1 n’est pas une suite de Cauchy,
il existe un nombre positif ε tel que pour chaque nombre pair entier 2k, soit

2m (k) le plus petit entier positif dépassant 2n (k) satisfaisant l’inégalité suivante

d
(
y2m(k), y2n(k)

)
> ε, 2m (k) > 2n (k) > 2k,

pour chaque nombre pair entier 2k, soit 2m (k) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n (k) satisfaisant l’inégalité suivante :

d
(
y2m(k)−2, y2n(k)

)
≤ ε, d

(
y2m(k), y2n(k)

)
≥ ε, (2.9)

alors, pour chaque nombre pair entier 2k, d’après l’inégalité triangulaire on
trouve :

d
(
y2m(k), y2n(k)

)
≤ d

(
y2n(k), y2m(k)−2

)
+ d

(
y2m(k)−2, y2m(k)−1

)
+ d

(
y2m(k)−1, y2m(k)

)
,

lim
k→∞

d
(
y2m(k), y2n(k)

)
≤ lim

k→∞
d
(
y2n(k), y2m(k)−2

)
+ lim

k→∞
d
(
y2m(k)−2, y2m(k)−1

)
+ lim

k→∞
d
(
y2m(k)−1, y2m(k)

)
,

alors,

ε < d
(
y2m(k), y2n(k)

)
≤ d

(
y2m(k)−2, y2n(k)

)
≤ ε,

donc

lim
k→∞

d
(
y2m(k), y2n(k)

)
= ε, (2.10)

d"aprés les inégalités triangulaires suivantes

| d
(
y2n(k), y2m(k)−1

)
− d

(
y2n(k), y2m(k)

)
|≤ d

(
y2m(k)−1, y2m(k)

)
,

| d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
− d

(
y2n(k), y2m(k)

)
|≤ d

(
y2m(k)−1, y2m(k)

)
+ d

(
y2n(k), y2n(k)+1

)
et

| d
(
y2n(k)+1, y2m(k)

)
− d

(
y2n(k), y2m(k)

)
|≤ d

(
y2n(k), y2n(k)+1

)
,

nous démontrons pour (2.10) et pour chaque nombre pair d"entier 2K que

lim
k→∞

d
(
y2n(k), y2m(k)−1

)
= lim

k→∞
d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
= lim

k→∞
d
(
y2n(k)+1, y2m(k)

)
= ε,
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on utilise (2.6) on a

d
(
y2m(k), y2n(k)

)
≤ d

(
y2n(k), y2n(k)+1

)
+ d

(
y2n(k)+1, y2m(k)

)
≤ d2n(k) + d

(
fx2n(k), gx2m(k)−1

)
≤ d2n(k) + max

{
d
(
fx2n(k), tx2n(k)

)
, d
(
gx2m(k)−1, hx2m(k)−1

)
,

d
(
hx2m(k)−1, tx2n(k)

)
,
1

2

[
d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
+

d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)]
,
d
(
fx2n(k), tx2n(k)

)
d
(
gx2m(k)−1, hx2m(k)−1

)
1 + d

(
hx2m(k)−1, tx2n(k)

) ,

d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)
1 + d

(
hx2n(k)−1, tx2n(k)

) ,

d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)
1 + d

(
fx2n(k), gx2m(k)−1

) }
−w

(
max

{
d
(
fx2n(k), tx2n(k)

)
, d
(
gx2m(k)−1, hx2m(k)−1

)
,

d
(
hx2m(k)−1, tx2n(k)

)
,
1

2

[
d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
+

d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)]
,
d
(
fx2n(k), tx2n(k)

)
d
(
gx2m(k)−1, hx2m(k)−1

)
1 + d

(
hx2m(k)−1, tx2n(k)

) ,

d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)
1 + d

(
hx2m(k)−1, tx2n(k)

) ,

d
(
fx2n(k), hx2m(k)−1

)
d
(
gx2m(k)−1, tx2n(k)

)
1 + d

(
fx2n(k), gx2m(k)−1

) })
,
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d
(
y2m(k), y2n(k)

)
= max

{
d
(
y2n(k)+1, y2n(k)

)
, d
(
y2n(k)−1, y2m(k)

)
,

d
(
y2m(k)−1, y2n(k)

)
,
1

2

[
d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
+

d
(
y2m(k), y2n(k)

)]
,
d
(
y2n(k)+1, y2n(k)

)
d
(
y2m(k), y2m(k)−1

)
1 + d

(
y2m(k)−1, y2n(k)

) ,

d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
d
(
y2m(k), y2n(k)

)
1 + d

(
y2m(k)−1, y2n(k)

) ,

d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
d
(
y2m(k), y2n(k)

)
1 + d

(
y2n(k)+1, y2m(k)

) }
−W

(
max

{
d
(
y2n(k)+1, y2n(k)

)
, d
(
y2n(k)−1, y2m(k)

)
,

d
(
y2m(k)−1, y2n(k)

)
,
1

2

[
d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
+

d
(
y2m(k), y2n(k)

)]
,
d
(
y2n(k)+1, y2n(k)

)
d
(
y2m(k), y2m(k)−1

)
1 + d

(
y2m(k)−1, y2n(k)

) ,

d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
d
(
y2m(k), y2n(k)

)
1 + d

(
y2m(k)−1, y2n(k)

) ,

d
(
y2n(k)+1, y2m(k)−1

)
d
(
y2m(k), y2n(k)

)
1 + d

(
y2n(k)+1, y2m(k)

) })
,

quand k →∞, alors

ε ≤ max

{
0, 0, ε, ε, 0,

ε2

1 + ε
,
ε2

1 + ε

}
− w

(
max

{
0, 0, ε, ε, 0,

ε2

1 + ε
,
ε2

1 + ε

})
,

ε ≤ ε− w (ε) ,

ce qui implique w (ε) ≤ 0, alors une contradiction, donc {yn}n≥1 est une suite de
Cauchy par conséquent {yn}n≥1 converge vers un point z ∈ X donc :

lim
n→∞

fx2n = lim
n→∞

hx2n+1 = lim
n→∞

gx2n+1 = lim
n→∞

tx2n = z.

Par la continuité de h, f, t et g, et la propriété (i), nous concluons que pour tout
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n ∈ N

d (tfx2n, hgx2n+1) = d (ftx2n, ghx2n+1)

≤ max {d (ftx2n, ttx2n) , d (ghx2n+1, hhx2n+1) ,

d (hhx2n+1, ttx2n) ,
1

2
[d (ftx2n, hhx2n+1) +

d (ghx2n+1, ttx2n)] ,
d (ftx2n, ttx2n) d (ghx2n+1, hhx2n+1)

1 + d (hhx2n+1, ttx2n)
,

d (ftx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (hhx2n+1, ttx2n)
,

d (ftx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (ftx2n, ghx2n+1)

}
−w (max {d (ftx2n, ttx2n) , d (ghx2n+1, hhx2n+1) ,

d (hhx2n+1, ttx2n) ,
1

2
[d (ftx2n, hhx2n+1) +

d (ghx2n+1, ttx2n)] ,
d (ftx2n, ttx2n) d (ghx2n+1, hhx2n+1)

1 + d (hhx2n+1, ttx2n)
,

d (ftx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (hhx2n+1, ttx2n)
,

d (ftx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (ftx2n, ghx2n+1)

})
,

quand n→∞, alors

d (tz, hz) ≤ max

{
d (tz, tz) , d (hz, hz) , d (hz, tz) ,

1

2
[d (tz, hz) + d (hz, tz)] ,

d (tz, tz) d (hz, hz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (tz, hz)

}
−w

(
max

{
d (tz, tz) , d (hz, hz) , d (hz, tz) ,

1

2
[d (tz, hz) + d (hz, tz)] ,

d (tz, tz) d (hz, hz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (tz, hz)

})
,

d (tz, hz) ≤ max

{
0, 0, d (hz, tz) , d (hz, tz) , 0,

d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (tz, hz)

}
−w

(
max

{
0, 0, d (hz, tz) , d (hz, tz) , 0,

d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (hz, tz)
,
d (tz, hz) d (hz, tz)

1 + d (tz, hz)

})
,

d (tz, hz) ≤ d (tz, hz)−W (d (tz, hz)) ,

ce qui implique
d (tz, hz) ≤ 0,

32



CHAPITRE 2. THÉORÈMES DU POINT FIXE COMMUN DANS UN ESPACE
MÉTRIQUE COMPLET

alors, il y a une contradiction qui donne tz = hz.

On a aussi

d (tfx2n, hgx2n+1) = d (ftx2n, ghx2n+1) ,∀n ∈ N,

quand n→∞, nous avons immédiatement d(fz, gz) = d(hz, tz).
Donc fz = gz.
Il en résulte de (2.6)

d (fx2n, hgx2n+1) = d (fx2n, ghx2n+1)

≤ max {d (fx2n, tx2n) , d (ghx2n+1, hhx2n+1) ,

d (hhx2n+1, tx2n) ,
1

2
[d (fx2n, hhx2n+1) +

d (ghx2n+1, tx2n)] ,
d (fx2n, tx2n) d (ghx2n+1, hhx2n+1)

1 + d (hhx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, tx2n)

1 + d (hhx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, tx2n)

1 + d (fx2n, ghx2n+1)

}
−w (max {d (fx2n, tx2n) , d (ghx2n+1, hhx2n+1) ,

d (hhx2n+1, tx2n) ,
1

2
[d (fx2n, hhx2n+1) +

d (ghx2n+1, tx2n)] ,
d (fx2n, tx2n) d (ghx2n+1, hhx2n+1)

1 + d (hhx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, tx2n)

1 + d (hhx2n+1, tx2n)
,

d (fx2n, hhx2n+1) d (ghx2n+1, tx2n)

1 + d (fx2n, ghx2n+1)

})
,

quand n→∞, nous obtenons cela

d (z, hz) ≤ max

{
d (z, z) , d (hz, hz) , d (hz, z) ,

1

2
[d (z, hz) + d (hz, z)] ,

d (z, z) d (hz, hz)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (z, hz)

}
−w

(
max

{
d (z, z) , d (hz, hz) , d (hz, z) ,

1

2
[d (z, hz) + d (hz, z)] ,

d (z, z) d (hz, hz)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (z, hz)

})
,
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d (z, hz) ≤ max

{
0, 0, d (hz, z) , d (hz, z) , 0,

d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (z, hz)

}
−w

(
max

{
0, 0, d (hz, z) , d (hz, z) , 0,

d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (hz, z)
,
d (z, hz) d (hz, z)

1 + d (z, hz)

})
,

d (z, hz) ≤ d (z, hz)−W (d (z, hz)) ,

ce qui implique
d (z, hz) ≤ 0,

alors, il y a une contradiction qui donne z = hz.

Pour cela (2.6), nous déduisons que

d(ffx2n, gx2n+1) ≤ max {d (ffx2n, tfx2n) , d (gx2n+1, hx2n+1) ,

d (hx2n+1, tfx2n) ,
1

2
[d (ffx2n, hx2n+1) +

d (gx2n+1, tfx2n)] ,
d (ffx2n, tfx2n) d (gx2n+1, hx2n+1)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,

d (ffx2n, hx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (hx2n+1, tfx2n)
,

d (ffx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (ffx2n, gx2n+1)

}
−w (max {d (ffx2n, tfx2n) , d (gx2n+1, hx2n+1) ,

d (hx2n+1, tfx2n) ,
1

2
[d (ffx2n, hx2n+1) +

d (gx2n+1, tfx2n)] ,
d (ffx2n, tfx2n) d (gx2n+1, hx2n+1)

1 + d (hx2n+1, tx2n)
,

d (ffx2n, hx2n+1) d (ghx2n+1, ttx2n)

1 + d (hx2n+1, tfx2n)
,

d (ffx2n, hx2n+1) d (gx2n+1, tx2n)

1 + d (ffx2n, gx2n+1)

})
,

quand n→∞ on trouve

d (fz, z) ≤ max

{
d (fz, fz) , d (z, z) , d (z, fz) ,

1

2
[d (fz, z) + d (z, fz)] ,

d (fz, fz) d (z, z)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (fz, z)

}
−W

(
max

{
d (fz, fz) , d (z, z) , d (z, fz) ,

1

2
[d (fz, z) + d (z, fz)] ,

d (fz, fz) d (z, z)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (fz, z)

})
,
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d (fz, z) ≤ max

{
0, 0, d (z, fz) , d (z, fz) , 0,

d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (fz, z)

}
−w

(
max

{
0, 0, d (z, fz) , d (z, fz) , 0,

d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (z, fz)
,
d (fz, z) d (z, fz)

1 + d (fz, z)

})
,

d (z, fz) ≤ d (z, fz)− w (d (z, fz)) ,

ce qui implique
d (z, fz) ≤ 0,

alors, il y a une contradiction, ce qui donne z = fz.
Donc

z = fz = gz = tz = hz.

Alors, z est une point fixe commun de f, g, h et t.

2.3 Théorème du point fixe commun pour deux
applications compatibles de type (P)

Théorème 2.3 [22] Soient (X, d) un espace métrique complet, A et B deux appli-
cations dans X satisfaisant la condition suivante :

d (Ax,By) ≤ Φ (max {d (x, y) , d (x,Ax) , d (y,By)

1

2
[d (x,By) + d (y, Ax)]

})
(2.11)

pour tout x, y ∈ X, Φ (t) : R+ → R+ une fonction non décroissante et semi continue
supérieurement et Φ (t) < t pour tout t > 0.
Alors A et B admet un point fixe commun dans X.

Preuve. Soit x0 un point arbitraire dans X, on peut définir une suite {xn}n≥1 dans
X telle que

x2n−1 = Ax2n−2 et x2n = Bx2n−2,∀n ∈ N∗.
Pour démontrer

dn ≤ Φ (dn−1)

En utilisant (2.11) pour tout n ∈ N∗, en remplacent x = y = x2n−2 on a :

d2n−1 = d (x2n, x2n−1) = d (Ax2n−2, Bx2n−2)

≤ Φ (max {d (x2n−2, x2n−2) , d (x2n−2, Ax2n−2) , d (x2n−2, Bx2n−2)

1

2
[d (x2n−2, Bx2n−2) + d (x2n−2, Ax2n−2)]

})
≤ Φ (max {d (x2n−2, x2n−2) , d (x2n−2, x2n−1) , d (x2n−2, x2n)

1

2
[d (x2n−2, x2n) + d (x2n−2, x2n−1)]

})
,
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d2n−1 ≤ Φ (max {d (x2n−2, x2n−2) , d (x2n−2, x2n−1) ,

d (x2n−2, x2n−1) + d (x2n−1, x2n) ,
1

2
[d (x2n−1, x2n)]

})
≤ Φ

(
max

{
0, d2n−2, d2n−2 + d2n−1,

1

2
d2n−1

})
≤ Φ (max {d2n−2 + d2n−1}) ,

on a :
d2n−2 ≤ max {d2n−2, d2n−1}

et
d2n−1 ≤ max {d2n−2, d2n−1} ,

donc
d2n−2 + d2n−1 ≤ 2 max {d2n−2, d2n−1} ,

alors,
d2n−1 ≤ Φ (max {d2n−2, d2n−1})

si d2n−1 > d2n−2, pour tout n ∈ N,
alors,

d2n−1 ≤ Φ (d2n−1) < d2n−1

donc une contradiction.
On peut démontrer que d2n ≤ d2n−1, pour tout n ∈ N, donc

d2n ≤ Φ (d2n−1) < d2n−1.

Par conséquent, dn+1 ≤ dn, pour tout n ∈ N, car {dn} est une suite décroissante,
et converge vers 0 quand n→∞ donc

lim
n→∞

dn = 0.

pour montrer que {xn}n≥1 est une suite de Cauchy,
On suppose que {x2n}n≥1 n’est pas une suite de Cauchy. Il existe donc un nombre

positif ε, tel que pour chaque nombre pair entier 2k, il y’a deux entiers 2m (k) et
2n (k) tel que :

d
(
x2m(k), x2n(k)

)
> ε, 2m (k) > 2n (k) > 2 (k) , (2.12)

pour chaque nombre pair entier 2k, soit 2m (k) le plus petit nombre entier positif
dépassant 2n (k)

d
(
x2m(k)−2, x2n(k)

)
≤ ε,d

(
x2m(k), x2n(k)

)
≥ ε,

alors pour chaque nombre pair entier 2k, et d’après l’inégalité triangulaire on trouve :

d
(
x2m(k), x2n(k)

)
≤ d

(
x2n(k), x2m(k)−2

)
+ d

(
x2m(k)−2, x2m(k)−1

)
+ d

(
x2m(k)−1, x2m(k)

)
.
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Pour cela (2.12), limn→∞ dn = 0 et l’inégalité précédente en déduit quand k → ∞
que

ε < d
(
x2m(k), x2n(k)

)
≤ d

(
x2m(k)−2, x2n(k)

)
≤ ε,

donc
lim
k→∞

d
(
x2m(k), x2n(k)

)
= ε. (2.13)

D"aprés les inégalités triangulaire suivantes

| d
(
x2m(k)−2, x2n(k)−2

)
− d

(
x2n(k), x2m(k)

)
|≤ d

(
x2m(k)−2, x2m(k)

)
+ d

(
x2n(k)−2, x2n(k)

)
| d
(
x2m(k)−2, x2n(k)

)
− d

(
x2n(k), x2m(k)

)
|≤ d

(
x2m(k)−2, x2m(k)

)
et

| d
(
x2n(k)−2, x2m(k)−1

)
−d
(
x2n(k), x2m(k)

)
|≤ d

(
x2n(k)−2, x2n(k)

)
+d
(
x2m(k)−1, x2m(k)

)
,

nous démontrons pour (2.13) et pour chaque nombre paire entier 2K que

lim
k→∞

d
(
x2m(k)−2, x2n(k)−2

)
= lim

k→∞
d
(
x2m(k)−2, x2n(k)

)
= lim

k→∞
d
(
x2n(k)−2, x2m(k)−1

)
= ε.

En utilise (2.11), on a

d
(
x2m(k), x2n(k)

)
≤ d

(
x2m(k)−1, x2m(k)

)
+ d

(
x2m(k)−1, x2n(k)

)
≤ d2m(k)−1 + d

(
Ax2m(k)−2, Bx2m(k)−2

)
≤ d2m(k)−1 + Φ

(
max

{
d
(
x2m(k)−2, x2n(k)−2

)
, d
(
x2m(k)−2, Ax2m(k)−2

)
,

d
(
x2n(k)−2, Bx2n(k)−2

)
,
1

2

[
d
(
x2m(k)−2, Bx2n(k)−2

)
+ d

(
x2n(k)−2, Ax2m(k)−2

)]})
= Φ

(
max

{
d
(
x2m(k)−2, x2n(k)−2

)
, d
(
x2m(k)−2, x2m(k)−1

)
,

d
(
x2n(k)−2, x2n(k)

)
,
1

2

[
d
(
x2m(k)−2, x2n(k)

)
+ d

(
x2n(k)−2, x2m(k)−1

)]})
,

quand k →∞, alors,

ε ≤ Φ

(
max

{
ε, 0, 0,

1

2
[ε+ ε]

})
ε ≤ Φ (ε) ,

Ce qui implique la contradiction donc {xn}n≥1 est une suite de Cauchy.
Par conséquent {xn}n≥1 converge vers un point z ∈ X par la completude de X,
donc

lim
n→∞

Ax2n−1 = lim
n→∞

Bx2n = z.

En utilisant (2.11) et remplacent x = Ax2n−2, y = x2n−2. pour tout n ∈ N

d (AAx2n−2, Bx2n−2) ≤ Φ (max {d (Ax2n−2, x2n−2) , d (Ax2n−2, AAx2n−2) ,

d (x2n−2, Bx2n−2) ,
1

2
[d (Ax2n−2, Bx2n−2) + d (x2n−2, AAx2n−2)]

})
,
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quand n→∞, alors,

d (Az, z) ≤ Φ

(
max

{
d (z, z) , d (z, Az) , d (z, z) ,

1

2
[d (z, z) + d (z, Az)]

})
≤ Φ

(
max

{
0, d (z, Az) , 0,

1

2
[0 + d (z, Az)]

})
,

par la semi continuité supérieure de Φ (t), si z 6= Az, nous avons

d (Az, z) ≤ Φ (d (z, Az)) < d (z, Az)

ce qui implique la contradiction et ainsi z = Az,
par (2.11) et x = x2n−2, y = Bx2n−2, pour tout n ∈ N

d (Ax2n−2, BBx2n−2) ≤ Φ (max {d (x2n−2, Bx2n−2) , d (x2n−2, Ax2n−2) ,

d (Bx2n−2, BBx2n−2) ,
1

2
[d (x2n−2, BBx2n−2) +

d (Bx2n−2, Ax2n−2) , ]}) ,

quand n→∞, donc

d (z, Bz) ≤ Φ

(
max

{
d (z, z) , d (z, z) , d (z,Bz) ,

1

2
[d (z,Bz) + d (z, z)]

})
≤ Φ

(
max

{
0, 0, d (z, Bz) ,

1

2
[d (z,Bz) + 0]

})
,

par la semi continuité supérieure de Φ (t), si z 6= Bz, nous avons

d (z,Bz) ≤ Φ (d (z,Bz)) < d (z,Bz) ,

ce qui implique la contradiction et ainsi z = Bz. Alors,

Az = Bz = z,

donc les deux fonctions A et B admet un point fixe commun dans X.

2.4 Théorème du point fixe commun pour quatre
applications compatibles de type (P)

Théorème 2.4 [22] Soient (X, d) est un espace métrique complet et A,B, S et T des
applications de X dans lui-même, supposons que S et T deux applications continues
satisfaisant les conditions suivantes :

(i) A(X) ⊂ T (X) et B(X) ⊂ S(X),
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(ii) les paires {A, S} et {B, T} sont compatibles de type (p),

d(Ax,By) ≤ Φ

(
max

{
d(Sx, Ty), d(Sx,Ax), d(Ty,By),

1

2
[d(Sx,By) + d(Ty,Ax)]

})
(2.14)

pour tout x, y ∈ X, où Φ : R+ → R+ est une fonction non décroissante et semi
continue supérieurement et Φ(t) < t pour tout t > 0,
Alors A,B, S et T admet un point fixe commun unique en X.

Preuve. Soit x0 un point arbitraire de X, par la propriété (i) du théorème, on peut
choisir deux suites {xn}n∈N et {yn}n∈N dans X telle que

y2n−1 = Tx2n−1 = Ax2n−2 et y2n = Sx2n = Bx2n−1,∀n ∈ N. (2.15)

On pose
dn = d (yn, yn+1) ,∀n ∈ N.

En utilisant (2.14) pour tout n ∈ N, en remplacent x = x2n et y = x2n−1on trouve

d2n = d (y2n+1, y2n) = d(Ax2n, Bx2n−1)

≤ (Φ max {d(Sx2n, Tx2n−1), d(Sx2n, Ax2n), d(Tx2n−1, Bx2n−1),

1

2
[d(Sx2n, Bx2n−1) + d(Tx2n−1, Ax2n)]

})
,

d (y2n+1, y2n) ≤ Φ (max {d(y2n, y2n−1), d(y2n, y2n+1), d(y2n−1, y2n), }
1

2
[d(y2n, y2n) + d(y2n−1, y2n+1)]

})
≤ Φ

(
max

{
d2n−1, d2n, d2n−1,

1

2
[0 + d(y2n−1, y2n+1)]

})
,

on a

d(y2n−1, y2n+1) ≤ d(y2n−1, y2n) + d(y2n, y2n+1)

≤ d2n−1 + d2n,

donc

d2n ≤ Φ

(
max

{
d2n−1, d2n, d2n−1,

1

2
[d2n + d2n−1]

})
, (2.16)

si d2n > d2n−1, pour tout n ∈ N, alors (2.16) assure que d2n ≤ Φ (d2n) < d2n ce qui
est une contradiction par la définition de semi continue supérieurement.
On peut démontrer que d2n ≤ d2n−1, pour tout n ∈ N,
donc

d2n ≤ Φ (d2n−1) < d2n−1.
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Par conséquent dn+1 ≤ dn, pour tout n ∈ N, car {dn} est une suite décroissante, qui
converge vers 0 quand n→∞ donc

lim
n→∞

dn = 0.

Pour montrer que {yn}n≥1 est une suite de Cauchy. Supposons que {y2n} n’est
pas suite de Cauchy. Il existe un nombre positif ε pour chaque nombre pair entier
2K, il y a deux nombres pairs entiers 2m(K) et 2n(K) tel que :

d(y2m(K), y2n(K)) > ε, 2m(K) > 2n(K),

pour chaque nombre pair entier 2K, soit 2m (K) l’entier dépassant 2n(K) satisfaisant
l’inégalité suivante :

d(y2m(K)−2, y2n(K)) ≤ ε, d(y2m(K), y2n(K)) > ε,

alors, pour chaque nombre paire entier 2K, et d’après l’inégalité triangulaire on
trouve :

d(y2m(K), y2n(K)) ≤ d(y2n(K), y2m(K)−2) + d(y2m(K)−2, y2m(K)−1) + d(y2m(K)−1, y2m(K))

lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K)) ≤ lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−2) + lim
k→∞

d(y2m(K)−2, y2m(K)−1) + lim
k→∞

d(y2m(K)−1, y2m(K))

ε < d(y2m(K), y2n(K)) ≤ d(y2n(K), y2m(K)−2) ≤ ε,

donc
lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K) = ε,

par les inégalités triangulaires, nous déduisons pour chaque nombre pair entier 2K∣∣d(y2n(K), y2m(K)−1)− d(2n(K), y2m(K))
∣∣ ≤ d(y2m(K)−2, y2m(K)−1)∣∣d(y2n(K)+1, y2m(K)−1)− d(y2n(K), y2m(K))
∣∣ ≤ d(y2m(K)−1, y2m(K)) + d(y2n(K), y2n(K)+1)

et ∣∣d(y2n(K)+1, y2m(K))− d(y2m(K), y2n(K))
∣∣ ≤ d(y2n(K), y2m(K)+1),

que

d(y2n(K), y2m(K)−1) ≤ d(2n(K), y2m(K)) + d(y2m(K)−2, y2m(K)−1)

lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−1) ≤ lim
k→∞

d(2n(K), y2m(K)) + lim
k→∞

d(y2m(K)−2, y2m(K)−1)

lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−1) = ε,

et

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) ≤ d(y2n(K), y2m(K)) + d(y2m(K)−1, y2m(K)) + d(y2n(K), y2n(K)+1)

lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) ≤ lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)) + lim
k→∞

d(y2m(K)−1, y2m(K)) + lim
k→∞

d(y2n(K), y2n(K)+1)

lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) = ε,
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et

d(y2n(K)+1, y2m(K)) ≤ d(y2m(K), y2n(K)) + d(y2n(K), y2m(K)+1)

lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)) ≤ lim
k→∞

d(y2m(K), y2n(K)) + lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)+1)

lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)) = ε,

donc

lim
k→∞

d(y2n(K), y2m(K)−1) = lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)−1) = lim
k→∞

d(y2n(K)+1, y2m(K)) = ε.

Pour cela (2.14), nous obtenons la suite :

d(y2n(K), y2m(K)) ≤ d(y2n(K), y2n(K)+1) + d(y2n(K)+1, y2m(K))

≤ d(Ax2n(K), Bx2m(K)−1)

≤
(
Φ
{

max d(Sx2n(K), Tx2m(K)−1), d(Sx2n(K), Ax2n(K)), d(Tx2m(K)−1, Bx2m(K)−1),

1

2

[
d(Sx2n(K), Bx2m(K)−1) + d(Tx2m(K)−1, Ax2n(K))

]})
≤

(
Φ
{

max d(y2n(K), y2m(K)−1), d(y2n(K), y2n(K)−1), d(y2m(K)−1, y2m(K)),

1

2

[
d(y2n(K), y2m(K)−1), d(y2m(K)−1, y2n(K))

]})
,

ε ≤ Φ(ε, 0, 0,
1

2
[ε+ ε])

ε ≤ Φ(ε) < ε,

d’après la définition de semi continue supérieurement de Φ(t), on trouve la contra-
diction, alors {yn}n≥1 est une suite de Cauchy, par conséquent {yn}n≥1 converge vers
un point z ∈ X donc

lim
n→∞

Tx2n(K)−1 = lim
n→∞

Ax2n(K) = lim
n→∞

Sx2n(K) = lim
n→∞

Bx2n(K)−1 = z.

Car {A, S} et {B, T} sont compatibles de type (p), il en résulte de la continuité de
S et T d’après (2.14) et la proposition (1.9), on trouve :

Ty2n → Tz,By2n = BBx2n−1 → Tz, (2.17)

Sy2n−1 → Sz,Ay2n−1 = AAx2n−2 → Sz,

donc
lim
n→∞

Sx2n = z,

et par la continuité
lim
n→∞

Tx2n = Tz,
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et on a Sx2n = y2n, donc
lim
n→∞

Ty2n = Tz,

et
lim
n→∞

y2n+1 = z,

donc
lim
n→∞

Sy2n+1 = Sz,

{A, S} compatibles de type (p), alors,

lim
n→∞

AAx2n−2 = Ay2n−1 = Sz,

{B, T} compatibles de type (p), alors,

lim
n→∞

BBx2n−1 = By2n = Tz,

quand n→∞ par (2.14) et (2.15) on trouve

d(Ay2n−1, By2n) ≤ Φ(max{d(Sy2n−1, T y2n), d(Sy2n−1, Ay2n−1), d(Ty2n, By2n),
1

2
[d(Sy2n−1, By2n) + d(Ty2n, Ay2n−1)]}),

par la semi continue supérieurement de Φ(t), (2.15) et (2.17)

d(Sz, Tz) ≤ Φ (max)

{
d(Sz, Tz), d(Sz, Sz), d(Tz, Tz),

1

2
[d(Sz, Tz) + d(Sz, Tz))]

}
≤ Φ (max {d(Sz, Tz), 0, 0, d(Sz, Tz)}) ,

d(Sz, Tz) ≤ Φ (d(Sz, Tz)) < d(Sz, Tz),

ce qui est une contradiction donc Sz = Tz.de même (2.14) et (2.15) et (2.17) et la
semi continue supérieurement de Φ, on obtient Sz = Bz et Tz = Az nous avons
donc

Az = Bz = Sz = Tz. (2.18)

Montrons que Bz = z, supposons que Bz 6= z d’après (2.14) et (2.15), nous avons :

d(Ax2n, Bz) ≤ Φ

(
max

{
d(Sx2n, T z), d(Sx2n, Ax2n), d(Tz,Bz),

1

2
[d(Sx2n, Bz) + d(Tz,Ax2n)]

})
,

quand n→∞

d(z,Bz) ≤ Φ

(
max

{
d(z, Tz), d(z, z), d(Tz,Bz),

1

2
[d(z,Bz) + d(Tz, z)]

})
,

{B, T} compatibles de type (p) donc
alors, une contradiction, par conséquent Bz = z et par (2.18), on résult

Az = Bz = Tz = Sz = z,

alors, z est une point fixe commun de A,B, S et T.
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CHAPITRE 3

APPLICATION SUR LA PROGRAMATION
DYNAMIQUE

Ce chapitre concerne certaines applications. On va appliquer les théorèmes (2.2)
et (2.4) pour garantir l’existence et l’unicité de la solution commune des systèmes
des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine de la programmation
dynamique.
Nous savons bien que les problèmes d’existence et d’unicité des solutions de

diverses équations fonctionnelles découlant de la programmation dynamique ont
un intérêt théoriques et pratiques. On savait que Bellman [2] a étudié en premier
temps l’existence de solution pour certaines type d’équations fonctionnelles dès la
programmation dynamique et il a amélioré avec Lee [3] que la forme de base des
équations fonctionnelles en programmation dynamique est comme la suite :

f(x) = opty∈DH (x, y, f(T (x, y))) ,∀x ∈ S,

avec opt qui représente sup ou inf, x, y désignent respectivement les vecteurs d’état
et de décision, T la transformation du processus et f(x) le retour optimal avec l’état
initial x.
Nous supposons que X et Y sont deux espaces de Banach, S ⊆ X l’espace d’état,

D ⊆ Y l’espace de décision et ix est l’application d’identité dans X.
Par la suite, Baskaran et Subrahmanyam [1], Bhakta et Choudhury [5], Bhakta

et Mitra [4], Chang et Ma [8], Liu [27] -[15], Liu, Agarwal et Kang [18], Liu et
Ume [17], Pathak et Fisher [23], Zhang [30] et d’autres ont étudié l’existence et
l’unicité de la solution et de la solution commune pour certains types d’équations
fonctionnelles et des systèmes d’équations fonctionnelles, sous plusieurs hypothèses,
la programmation dynamique est le résultat de l’équation fonctionnelle (3.1) qu’on
considère comme un cas particulier.
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3.1. APPLICATION 1

Soit B (S) l’ensemble de toutes les fonctions bornées à valeur réelle sur X et

d (f, g) = sup {| f (x)− g (x) |, x ∈ S} . (3.1)

3.1 Application 1

On va utiliser le Théorème 2.2 pour établir l’existence et l’unicité de la solution
commune des systèmes des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine
de la programmation dynamique.
Nous supposons que X et Y sont deux espaces de Banach, S ⊆ X l’espace d’état,

D ⊆ Y l’espace de décision et ix est l’application d’identité dans X.
Soit B (S) l’ensemble de toutes les fonctions bornées à valeur réelle sur X et

d (f, g) = sup {| f (x)− g (x) |, x ∈ S}

(B (S) , d) est un espace métrique complet.
Par le Théorème 2.2, nous étudions l’existence et l’unicité d’une solution com-

mune du système d’équation fonctionnelle suivant découlant de la programmation
dynamique :

fi (x) = sup {u (x, y) +Hi (x, y, fi (T (x, y)))} ,∀x ∈ S, i = {1, 2, 3, 4} (3.2)

avec

u : S ×D → R, T : S ×D → S et Hi : S ×D × R→ R,∀i ∈ {1, 2, 3, 4}

Théorème 3.1 [10] Supposons que les conditions suivantes soient satisfaites :
(i) u et Hi sont bornés pour i ∈ {1, 2, 3, 4} ,
(ii) Il exist w ∈ Φ et les applications A1, A2, A3 et A4 sont définit par :

Aigi (x) = sup {u (x, y) +Hi (x, y, gi (T (x, y)))} ,∀x ∈ S, gi ∈ B (S) , i ∈ {1, 2, 3, 4} ,

satisfaisant
| H1 (x, y, g (t))−H2 (x, y, h (t)) |

≤ max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

}
−w (max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

})
,
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pour tout (x, y) ∈ S ×D, g, h ∈ B (S) , t ∈ S,
(iii) A1 (B (S)) ⊆ A3 (B (S)) , A2 (B (S)) ⊆ A4 (B (S)) ,

(iv) Il existe certain Ai ∈ {A1, A2, A3, A4} tel que pour toute suite {hn}n≥1 ⊆
B (S) et h ∈ B (S)

lim
n→∞

sup
x∈S
| hn (x)− h (x) |= 0⇒ lim

n→∞
sup
x∈S
| Aihn (x)− Aih (x) |= 0

(v) A1A4 = A4A1, A2A3 = A3A2
Alors le systéme d’équation fonctionelle (3.2) à une unique solution commune en

B (S) .

Preuve. Par les propriétés (i) , (ii) , (iii) et (iv) du théorème il en résulte que A1, A2, A3
et A4 sont des applications continues de B (S) .

Pour tout g, h ∈ B (S) , x ∈ S, ε > 0 ∃ y, z ∈ D tel que :

A1g (x) < u (x, y) +H1 (x, y, g (T (x, y))) + ε, (3.3)

A2h (x) < u (x, z) +H2 (x, z, h (T (x, z))) + ε, (3.4)

notez que :

A1g (x) ≥ u (x, z) +H1 (x, z, g (T (x, z))) , (3.5)

A2h (x) ≥ u (x, y) +H2 (x, y, h (T (x, y))) , (3.6)

pour cela (3.3), (3.6) et la propriété (ii) du théorème on trouve

A1g (x)− A2h (x) < H1 (x, y, g (T (x, y)))−H2 (x, y, h (T (x, y))) + ε

< max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

}
(3.7)

−w (max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

})
+ ε,
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par (3.4), (3.5) et (ii) nous obtenons :

A1g (x)− A2h (x) ≥ H1 (x, z, g (T (x, z)))−H2 (x, z, h (T (x, z)))− ε
≥ −max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

}
(3.8)

+w (max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

})
− ε,

Par (3.7) et (3.8) on trouve :

d (A1g, A2h) = sup
x∈S
| A1g (x)− A2h (x) |

≤ | H1 (x, y, g (T (x, y)))−H2 (x, y, h (T (x, y))) | +ε
≤ max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

}
(3.9)

−w (max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

})
+ ε,
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quand ε→ 0 dans (3.9) on trouve

d (A1g (x) , A2h (x)) = sup
x∈S
{| A1g (x)− A2h (x) |}

≤ | H1 (x, y, g (T (x, y)))−H2 (x, y, h (T (x, y))) |
≤ max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

}
(3.10)

−w (max {d (A1g, A4g) , d (A2h,A3h) , d (A3h,A4g) ,

1

2
[d (A1g, A3h) + d (A2h,A4g)] ,

d (A1g, A4g) d (A2h,A3h)

1 + d (A3h,A4g)
,

d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A3h,A4g)
,
d (A1g, A3h) d (A2h,A4g)

1 + d (A1g, A2h)

})
,

il en résulte de (v) et (3.10) que la Théorème 2.2 implique que les applications
A1, A2, A3 et A4 admet un unique point fixe commun z ∈ B (S) c’est à dire que
z (x) est une unique solution commune du système d’équation fonctionnelle.

3.2 Application 2

On va utiliser le Théorème (2.4) pour établir l’existence et l’unicité de la solution
commune des systèmes des équations fonctionnelles qui apparaissent dans le domaine
de la programmation dynamique.
Dans cette section, nous supposons que X, Y sont des espaces de Banach, S ⊂ X

est l’espace d’état et D ⊂ Y est l’espace de décision. Notons B(S) l’ensemble des
fonctions bornés à valeurs réelles sur S.
Nous étudierons l’existence et l’unicité de la solution commune de l’équation

fonctionnelle suivante dans la programmation dynamique :

fi(x) = sup
y∈D

Hi(x, y, fi(T (x, y))), x ∈ S, (3.11)

gi(x) = sup
y∈D

Fi(x, y, gi(T (x, y))), x ∈ S, (3.12)

avec
T : S ×D → S et Hi, Fi : S ×R→ R, i = 1, 2.

Théorème 3.2 [22] Supposons que les conditions suivantes sont satisfaisantes :
(i) Hi et Fi sont bornés pour i = 1, 2,
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(ii)

|H1(x, y, h(t))−H2(x, y, k(t))|
≤ Φ (max {|T2h (t)− T2k(t)| , |T1h (t)− A1h(t)| , |T2k(t)− A2k(t)| ,

1

2
[|T1h (t)− A2k(t)|+ |T2k(t)− A1h(t)|]

})
,

pour tout
(x, y) ∈ S ×D, h, k ∈ B(S) et t ∈ S

où Φ : R+ → R+ est une fonction semi continue supérieurement, Φ(t) < t pour tout
t > 0 et les applications Ai et Ti sont définis comme suit :

Aih(x) = sup
y∈D

Hi(x, y, h(T (x, y))) x ∈ S, h ∈ B(S), i = 1, 2,

Tik(x) = sup
y∈D

Fi(x, y, k(T (x, y))) x ∈ S, h ∈ B(S), i = 1, 2,

(iii) pour tout {kn} ⊂ B(S) et k ∈ B(S),

lim
n→∞

sup
x∈S
|kn(x)− k(x)| = 0 =⇒ lim

n→∞
sup
x∈S
|Tikn(x)− Tik(x)| = 0,i = 1, 2,

(iv) pour tout h ∈ B(S), il existe k1, k2 ∈ B(S) tel que

A1h(x) = T1k1(x), A2h(x) = T1k2(x), x ∈ S,

(v) pour tout {kn} ⊂ B(S) s’il existe h ∈ B(S) tel que

lim
n→∞

sup
x∈S
|Aikn(x)− h(x)| = lim

n→∞
sup
x∈S
|Tikn(x)− h(x)| = 0, i = 1, 2,

alors,
lim
n→∞

sup
x∈S
|TiTikn(x)− AiAikn(x)| = 0, i = 1, 2.

alors, le système d’équations fonctionnelles (3.12) et (3.12) à une solution commune
unique dans B(S).
Preuve. Pour tout h, k ∈ B(S), soit

d(h, k) = sup {|h(x)− k(x)| : x ∈ S} .

Alors (B(S), d) est un espace métrique complet. Par (i)−(v), Ai et Ti sont des appli-
cations de B(S) et Ti sont continues, i = 1, 2, A1(B(S)) ⊂ T2(B(S)), A2(B(S)) ⊂
T1(B(S)) et les paires des applications Ai, Ti sont compatibles de type (p), i = 1, 2.
Soit hi(i = 1, 2) deux points de B(S), x ∈ S et ε est un nombre positif. Supposons
qu’il existe yi(i = 1, 2) dans D tel que

Aihi(x) < Hi(x, yi, hi(xi)) + ε, (3.13)
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CHAPITRE 3. APPLICATION SUR LA PROGRAMATION DYNAMIQUE

où xi = T (x, yi) ,i = 1, 2, on a aussi

A1h1(x) ≥ H1(x, y2, h1(x2)), (3.14)

A2h2(x) ≥ H2(x, y1, h2(x1)). (3.15)

De (3.13), (3.15) et la propriétè (ii) du théorème on trouve

A1h1(x)− A2h2(x) < H1(x, y1, h1(x1))−H2(x, y1, h2(x1)) + ε

≤ |H1(x, y1, h1(x1))−H2(x, y1, h2(x1))|+ ε

≤ Φ (max {|T2h1(x1)− T2h2(x1)| , |T1h1(x1)− A1h1(x1)| ,

|T2h2(x1)− A2h2(x1)| ,
1

2
[|T1h1(x1)− A2h2(x1)|+

|T2h2(x1)− A1h1(x1)|])}+ ε (3.16)

≤ Φ (max {d (T2h1, T2h2) , d (T1h1, A1h1) ,

d (T2h2, A2h2) ,
1

2
[d (T1h1, A2h2) , d (T2h2, A1h1)]

})
+ ε,

par (3.13),(3.14) et la propriétè (ii) du théorème

A1h1(x)− A2h2(x) ≥ H1(x, y2, h1(x2))−H2(x, y2, h2(x2))− ε
≥ |H1(x, y2, h1(x2))−H2(x, y2, h2(x2))| − ε
≥ −Φ (max {|T2h1(x2)− T2h2(x2)| , |T1h1(x2)− A1h1(x2)| ,

|T2h2(x2)− A2h2(x2)| ,
1

2
[|T1h1(x2)− A2h2(x2)|+ (3.17)

|T2h2(x2)− A1h1(x2)|]})− ε
≥ −Φ (max {d (T2h1, T2h2) , d (T1h1, A1h1) , d (T2h2, A2h2) ,

1

2
[d (T1h1, A2h2) , d (T2h2, A1h1)]

})
− ε.

Pour cela (3.16) et (3.17)

|A1h1(x)− A2h2(x)| ≤ Φ (max {d (T2h1, T2h2) , d (T1h1, A1h1) , d (T2h2, A2h2) ,(3.18)
1

2
[d (T1h1, A2h2) , d (T2h2, A1h1)]

})
+ ε.

Car (3.18) est vrai pour tout x ∈ S et ε est n’importe quel nombre positif, nous
avons en prenant pour tout x ∈ S,

d (A1h1, A2h2) ≤ Φ (max {d (T1h1, T2h2) , d (T1h1, A1h1) , d (T2h2, A2h2) ,

1

2
[d (T1h1, A2h2) , d (T2h2, A1h1)]

})
.

Par conséquent et par le théorème (2.4) A1, A2, T1 et T2 admet un point fixe commun
unique h∗ ∈ B(S), i.e, h∗(x) est une solution unique d’équations fonctionnelles
(3.11) et (3.12).
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3.2. APPLICATION 2

Conclusion

A travers ce modeste travail, nous avons tenté de mettre en lumière sur des
théorèmes du point fixe commun, qui ont des applications dans divers domaines
notamment les équations aux dérivées partielles, les équations intégrales, les inéqua-
tions variationnelles et la programmation dynamique. L’essentielle de notre travail
est prouvé de deux théorèmes du point fixe commun dans un espace métrique com-
plet avec déférent types des contractions. Dans la partie des applications nous éta-
blissons l’existence et l’unicité de la solution commune des systèmes des équations
fonctionnelles apparaissent dans le domaine de la programmation dynamique. Alors,
tant que notre recherche est achevée, nous espérons que nous avons pu ajouter de
nouvelles informations dans ce large domaine, nous voudrions bien confirmer que
ce travail est juste une pierre au grand édifice de la mathématique. Ce travail reste
ouvert à d’autres recherches plus profondes.
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