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Résumé

On présente dans ce mémoire de master de mathématiques, des résultats d’existence, multiplicité
de solutions faibles, et des un résultat de non-existence de solutions classiques non trivial d’'une
classe des systémes elliptiques quasi-linéaires qui contient les opérateurs p et g-laplacien, dans
des domaines bornés R", avec des conditions aux limites de type Dirichlet nulles sur le bord.
Les résultats d’existence et de la multiplicité des solutions sont obtenues en utilisant la méthode
des fibering, et le résultat de non- existence de solutions non triviales est obtenu moyennant une

identitée intégrale de type PohoZzaev.



Abstract

We present in this memory of master in mathematics, existence and multiplicity results of weak
solutions, and non-existence result of classical non-trivial solutions of a class of quasilinear
elliptic systems which contains the operators p and g-laplacian, in bounded domains R", with
boundary conditions of type Dirichlet null on the edge.

The results of existence and multiplicity of solutions are obtained using the fibering method, and
the result of the non-existence of non-trivial solutions is obtained by means of integral identitie
of the Pohozaev type.



Introduction

LCopérateur p-Laplacien est un modele d’opérateurs elliptiques quasi-linéaires qui permet de mo-
déliser des phénomenes physiques tels que ’écoulement des fluides non-Newtoniens, les systemes
de réaction-diffusion, 1’élasticité non-linéaire, extraction de pétrole, 'astronomie, la propagation
a travers des milieux poreux, et la glaciologie. A titre d’exemple dans les années 70 M.C. Pélissier
modélise I'écoulement des glaciers de montagne par des équations aux dérivées partielles faisant
intervenir le p-Laplacien.

La technique principale que nous utiliserons pour étudier I'existence et la multiplicité des solu-
tions est la méthode de fibering, introduite et développée par S. 1. PohoZzaev dans [16,17,18],
qui fournit un outil puissant pour prouver les théorémes d’existence, en particulier pour les pro-

blemes qui obéissent a une certaine homogénéité de la forme :
A(u) = h.

Ou A est un opérateur (non-linéaire en général) de X dans Y, tel que X et Y deux espaces de
Banach.

Les méthodes variationnelles pour étudier de telles équations ont été suffisamment développées et
sont largement utilisées dans divers problemes de physique mathématique. Drdbek et Pohozaev

[5] ont appliqué la méthode a une équation p-laplacien de la forme :

—Ayu = () [ulP? u + b(x) [u|* *u dans Q,

u = 0 sur 0f).

Dans un domaine borné de RY, tel que p,\,q € R,1 < p < g < p*, ol p* = NN—_"; pour p < N et
p*=oopourp > N.
Dans [19] Jean Vélin et Francois De Thélin ont étendu I'étude de l'existence et non-existence de

solutions non trivial positive du probleme elliptique quasi-linéaire de la forme :
—A, = f(x,u,v) dans Q,
—A,; = g(z,u,v) dans €,
u=v =0 sur dN.

Dans [4] Philippe Clément et Jacqueline Fleckinger ont prouvé un théoréeme d’existence des

solutions radiales positives du systéeme suivant d’équations différentielles quasi-linéaires
—A, = u*® dans Q,
—A, = u"v° dans ,

u = v = 0 sur of).




Ou Q) = By est une boule dans RY, N > 1.

Pour prouver le résultat de non-existence de solutions classiques, nous avons utilisé I'identité des
du type Pohozaev.

Lobjet de notre mémoire est ’étude de 'existence et de non-existence des solutions d'une classe

des systemes elliptiques quasi-linéaire de la forme :

[ —Ayu = a(z) [uf 2 u+ (o + De(x) [ul* ulv** dans Q,

—Agv = pb(z) 0] v+ (6 + De(x) [u]** [v]” " v dans Q,

u =v = 0 sur 0f).

\

Tel que o, 8, A\, 1, p > 1, > 1 sont des nombres réels, A, et A, sont en conséquence les opérateurs
p et ¢ laplacien, et a(x), b(z), c(x) sont des fonctions données.

Notre travail est organisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre est un préliminaire, nous commencons par rappeler quelques notions et résul-
tats sur les espaces de Sobolev et quelques éléments de base de la théorie des points critiques qui
seront utilisés tout au long de ce travail. De plus, d’étudier les différentes propriétés de 'opérateur
p-Laplacien défini sur un espace de Sobolev.

Le deuxieme chapitre contient I'existence et la multiplicité des solutions, on a utilisé la méthode
de fibering. Dans la section 1, nous introduisons une certaine notation, définissons les espaces de
fonctions qui seront utilisés tout au long du chapitre et énongons nos hypotheses de base. Pour la
commodité du lecteur, nous collectons également certains des propriétés des valeurs propres p-
laplaciennes et fonctions propres correspondantes. Section 2 contient une 1égere modification de
la méthode de fibering, adaptée aux problémes vectoriels. Les principaux résultats de ce chapitre,
c’est-a-dire les théorémes d’existence et de multiplicité pour le probleme sont présentés dans la
section 3.

Le troisieme chapitre comporte l'identité intégrale obtenue par S. I. Pohozaev qui permet d’ob-
tenir la non-existence de solutions non triviale de certaines équations non-linéaires dans des
domaines bornés ou non de R”, avec des conditions de Dirichlet nulles sur le bord. Ce chapitre

contient aussi un résultat de non-existence pour le systéme identifié précédemment.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Espace des fonctions continues

On donne ici quelques notations et conventions utilisées dans la suite.
Notons par z = (z1,s,...,7,) le point générique d’'un ouvert Q de RY. Soit v une fonction
définie de 2 a valeurs dans R, on désigne par D'u(z) = ‘ig—a(f) la dérivée partielle de la fonction u

par rapport a z;. Définissons aussi le gradient et le Laplacien de u, respectivement comme suit

2

ou  Ou ou\" s | Ou
Vu = (3x178x2"”’8xn) et |Vu| —izl oz
B - 0?u(x) B Pu  0%*u d*u
Au(z) = R _(8x%+a$%+.”+8_x%)<x)'

=1
On notera par C(£2) 'espace des fonctions continues de 2 a valeurs dans R, (C'(Q2))™ est 'ensemble
des fonctions continues de 2 a valeurs dans R™, C} (Q) I'ensemble des fonctions continues et

bornées sur €2, on le munit de la norme .| ;

[uf| o = sup |u(z)].
el

Pour k > 1 entier, C*(Q) est I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée
d’ordre k est continue sur ).

Ck(Q) est ’'ensemble des fonctions de C*(12), dont le support est compact et contenu dans €.
Nous définissons aussi C* (), comme I'ensemble des restrictions a 2 des éléments de C*(RY)
ou bien comme étant I'ensemble des fonctions de C*(12), telle que pour tous 0 < j < k, et tout
T € 09, la limite Q}LI?ODj u(z) existe et dépend uniquement de .

C5°(2) oubien D (2), est 'espace des fonctions indéfiniment différentiables, a supports compacts

qu’on appelle espace des fonctions tests.

1.2 Espaces [

Soient p € Ravec 1 < p < oo et Q C RY un ensemble mesurable au sens de Lebesgue. On désigne

par :

LP(Q) = f:Q—>R:festmesurableet/|f\p<oo :
0

et on définit la norme de f dans LP({2) par :

1.1. Espace des fonctions continues [}
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i1, ={ [ 1) -
Q

L (Q2) ={f:Q — R: f est mesurable et il existe C' > 0 telle que |f(x)| < C p.p sur Q},

Sip=o0

muni de la norme

| fllo =nf{M >0:|f(z)| < M p.p sur Q}.

L*>(£2) est un espace de Banach.

Pour p = 2, I'espace L?(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.g) = / F(@)g(w)da

On désigne par L} (92) ’'ensemble des fonctions localement intégrables sur €2 et on écrit :

loc

Ll

loc

(Q) = {u:u e L'(K) pour tout compacte K de Q} .

Remarque 1.1 1. LP(Q) C L},.(Q) pour tout 1 < p < oc.
2. Lespace (LP(Q)
1 <p<oo.

: ||||p> est de Banach pour 1 < p < oo, séparable pour 1 < p < oo et réflexif pour

1.3 Espaces de Sobolev

Dans cette section, on fait un bref rappel sur les espaces de Sobolev. Pour une présentation plus
complete de ces espaces, on pourra consulter par exemple I'ouvrage de H. Brezis [3] ou R. A.

Adams [1]. Soit p un réel avec 1 < p < oo et  un ouvert de RY.

Définition 1.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 Uespace

ou

WP (Q) = {u € LP(Q)

GLP(Q),W:LQ,...,N},

T
ou % désigne la dérivée partielle de u au sens des distributions. En d’autres termes, une fonction
u € LP(Q) est dans WP (Q) s’il existe N fonctions vy, . ..,vy € LP(Q) tels que :

/uggdx——/vmdxﬁ(peD(Q),Vie {1,2,...,N}.

Q Q

On note v; = 9“ Vi =1,2,..., N.

1.3. Espaces de Sobolev
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Lespace WP(Q) est muni de la norme

HUHWLP(Q) |UHLp :
Lr(Q)

Pour p = 2, W'2(Q) = H'(Q) est muni du produit scala1re

ou Ov
<U,U)H1(Q) u U pe + Z (aa;z axz)LQ(Q).

Et de la norme associée

1

2 2
L2(9)> .

Proposition 1.1 Lespace W'P(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo, il est réflexif pour

ou
x

Ox;

N

2
[ull 71 (g = (nunm +y
=1

1 < p < oo et séparable pour 1 < p < <.
Lespace (H L), |l Hl(m) est un espace de Hilbert séparable.

Définition 1.2 Soit 1 < p < oo, W, *(Q) désigne U'adhérence de D(Q) dans W'*(£2).

Lespace W, *(Q) muni de la norme induite par W'(Q) est un espace de Banach séparable, il est de

plus réflexif pour tout réel p vérifiant 1 < p < oc.

Théoreme 1.1 On suppose que S est de classe C'*. Soit

u € WH(Q) avec 1 < p < oo.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u=0surI = 990.
(i) u e W,"P(Q).
Théoreme 1.2 (Inégalité de Poincaré voir [3])

Soit p un réel avec 1 < p < oo, et Q un ouvert borné de RY alors

3C > 0,Yu € Wy(Q) Jlull o) < C | Vul|

PN
De plus, Uapplication u — [|Vul| 1)~ est une norme sur Wy (Q) qui est équivalente a celle
induite par W'r(Q).

1.3. Espaces de Sobolev
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Théoreme 1.3 Lespace (Wol’p(Q), H.ng,pmo est uniformément convexe.

Définition 1.3 Soit p et ¢ deux réels vérifiant, 1 < q < oo et - + ¢ = 1. On désigne par W~"4(Q)
Uespace dual de W, 7(Q).

Proposition 1.2 (voir [11]) Soit 2 un ouvert borné de RY, p et q deux réels,1 < p < +oo et
1 1 _

1yl

Alors Uopérateur défini sur LP(S)) par

u—s |ulPu

Y

est a valeurs dans L9(S), de plus il est continu.

1.3.1 Théoréme d’injections de Sobolev

Enongons les théoremes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de Sobolev définis

sur un ouvert ) de RY.

Définition 1.4 On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un espace de

Banach Y eton note X — Y si:
(a) X est un sous-espace de Y.

(b) 3C > 0 tel que pour tout u € X : |jully < Clully .

Définition 1.5 On dit qu'un espace de Banach X s’injecte de facon compacte dans un espace de

Banach Y et on note X << Y si:
(i) X s’injecte de facon continue dans Y.

(ii) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théoreme 1.4 (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < N alors

WP(RN) ¢ LF"(RY) o1l p*est donné par =
b

=

et il existe une constante C' = C(p, N) telle que
lull oy < ClIVul, , Yu € WH(RY)

Soit 1 < p < N, alors
WHP(RY) — LYRY)Vq € [p,p*].

1.3. Espaces de Sobolev
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Et pour le cas limite p = N, on a

WY (RY) — LI(RY), Vg € [N, +oo|.

Corollaire 1.1 Soit Q un ouvert de RY de classe C*, avec T' = 052 borné, soit 1 < p < oo,ona:

e
Si1<p< Nalors W' (Q) — LP(Q) ott - = - —
Sip = N alors W'?(Q) — L(Q),Vq € [p, +o0|.
Sip > N alors W'?(Q) — L>*(Q).
De plus, si p > N alors on a pour tout u € Wh?((2)

u(x) — u(®)] < C Jullygroy 2 — 31* pp 2.y € 2,
avec a = 1 — = et C dépend seulement de , p et N. En particulier W'*(Q) C C(Q).

Théoréeme 1.5 (Rellich-Kondrachov) Soit ) un ouvert borné de classe C*. On a :
. 1, * oy L — 1 _ 1

Sip < N alors WHP(Q) —— LQ) Vg € [L,p*[ott = = — 5.

Sip = N alors W"P(Q) << L1(Q) Vq € [1, +o0].

Sip > N alors W'?(Q) —— C(Q).
En particulier WP(Q) << LP(Q2), pour tout p.

1.4 Quelques éléments de la théorie des points critiques

1.4.1 Différentiabilité et points critiques

Définition 1.6 (Dérivée directionnelle). Soient w une partie d’un espace de Banach X et

J : w — R une fonction a valeurs réelles. Si u € w et v € X sont tels que pour t > 0 assez petit on

a u+ tv € w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la direction v si

lim J(u+tv) — J(u)

t—0t t

Y

existe. On notera cette limite par J,(u).

Définition 1.7 (Différentiabilité au sens de Gdteaux). On dit que la fonction J d’'un ouvert w d’'un

espace de Banach X, a valeurs réelles, est différentiable au sens de Gdteaux (ou G-différentiable) en

1.4. Quelques éléments de la théorie des points critiques
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u € w, s'il existe p € X' tel que dans chaque direction v € X ou J(u + tv) existe pour t > 0 assez
petit, la dérivée directionnelle J|(u) existe et on a :
J tv) — J
P Cl L) R )

t—0+ t

= (p,v).
Lapplication ¢ est appelée la différentielle de J au sens de Gdteaux au point u (ou la G-différentielle
de J au point u), on note J'(u) = .

Définition 1.8 Soient X un espace de Banach, w C X un ouvert et J € C*(w,R). On dit que u € w
est un point critique de J si J'(u) = 0, avec J'(u) est la G-différentielle de J au point u. Si u n’est pas
un point critique alors on dit que u est un point régulier de J. Si ¢ € R, on dit que c est une valeur
critique de J, s’il existe u € w tel que J(u) = c et J'(u) = 0. Si ¢ n’est pas une valeur critique alors

on dit que c est une valeur réguliere de J.

Définition 1.9 Soient X un espace de Banach, F € C'(X,R) et un ensemble de contraintes :
S={veX:F(v)=0}.

On suppose que pour tout v € S, on a F'(u) # 0. Si J € CY(X,R) on dit que ¢ € R est valeur
critique de J sur S s’il existe u € S, et A € R tels que

J(u) = cet J'(u) = A\F'(u).

Le point u est un point critique de J sur S et le réel \ est appelé multiplicateur de Lagrange pour
la valeur critique c (ou le point critique ).

Lorsque X est un espace fonctionnel et Uéquation J'(u) = AF'(u) correspond a une équation aux
d “erivées partielles, on dit que J'(u) = \F'(u) est 'équation d’Euler-Lagrange (ou ’équation d’Eu-

ler) satisfaite par le point critique u sur la contrainte S.

Proposition 1.3 Sous les hypothéses et notations de la définition (1.9), on suppose que uy € S est

tel que J(uy) = viEgJ(v). Alors il existe X € R tel que :
J (ug) = NF" (ug).
Lemme 1.1 Soient Fy, ..., F,, € C}Y(X,R) et :
S={ueX:Fju)=01<j<m}.

Soit .J une fonction de classe C* dans un voisinage de S a valeurs dans R. On suppose que ug € S
est tel que J(ug) = mirslj (v) et que les formes linéaires Fi(uy), F3(uo), ..., F),(ug) sont linéairement
v—

indépendantes. Alors il existe des réels Ay, ..., \,, tels que :

J'(uo) = Z A (uo).

1.4. Quelques éléments de la théorie des points critiques
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1.4.2 Semi-continuité inférieure

Définition 1.10 Soit X un espace de Banach et w est une partie de X. Une fonction J : w — R
est dite faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement (s.c.i) si pour toute suite (u,),, de
w convergeant faiblement vers u € won a :

J(u) < lim inf J(uy,).

n—o0
Proposition 1.4 (voir [10]) Soit X un espace de Banach réflexif, K C X un convexe fermé et
J : K — R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non borné, on suppose
que pour toute suite (u,), de K telle que |lu,| — oo, on a J(u,) — oc. Alors J est bornée
inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

Ju e K, J(u) = in}f{J(U) = min J(v).
veE

veEK

Théoreme 1.6 Soit X un espace de Banach, ¢ : X — R U {+oo} une fonction semi continue
inférieurement et bornée inférieurement. On suppose de plus que  est Gdateaux différentielle en tout
point u € X, alors

Ve > 0,3u. € X tel que u, < i%fgo—i—e,

et
[De(ue)|| < e

Formule d’intégration par parties

Définition 1.11 Soit u et v deux fonctions de H'(f2). Pour tout 1 <i < N, ona:

Ou vdr = — / gv udx + /vuvids.

0:16,- €T;
Q oN

Ot v;(z) = cos(v, x;) est le cosinus directeur de U'angle de la normale extérieure a OS2 au point x avec

Uaxe z;.
Formule de Green

Définition 1.12 Soit Q C RY un domaine borné réguliére et v le vecteur normale unité vers Uexté-

rieure sur I' = 992. Alors pour u,v € H*(Q) ona :

Domaine étoilé

1.4. Quelques éléments de la théorie des points critiques



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.13 (voir [10]) un domaine () est dit étoilé s’il existe un point x, € S tel que les seg-
ments Tox sont contenues dans ) pour tout x € ). Si ) est étoilé par rapport a Uorigine, alors on a
z-v > 0sur of2.

1.4.3 Théoréme de regularité

Théoréme 1.7 Soit Q un ouvert de classe C? et supposons que les coefficients de A appartiennent a
C%(Q). Soit f € L*(Q) et g € H*(Q). Soit u € H'(Q) une fonction telle que

Lu = f ausensde D' (Q) :u— g € Hy(Q).
Alors uw € H*(Q)) avec Uestimation

ull gy < © (1o + I9liren ) -

ott C ne dépend pas de f et g. De plus, U'équation est vérifiée presque sous la forme

—aijaiju — @-aij(‘?ju 4+ cu = f

1.5 Quelques criteres de convergence

Théoreme 1.8 (de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,)n une suite de fonctions de L*(§2) convergeant presque partout vers une fonction mesurable
f. On suppose qu’il existe g € L'(Q) telle que pour tout n > 1 on ait ||f.|| < g p.p sur Q, alors
ferLy(Q)et
i [ ] =0, [ fahdo = tim_ [ fu(a)de.
Q Q

Proposition 1.5 Soient (fy), une suite de L*() et f € LP(Q), tels que || f,, — [ ;5q) — 0, alors il

existe une fonction g € LP(S2) et une sous-suite extraite (f,,); telles que :

@) fu,(x) — f(x) p.p sur €.

(ii) |fn(z)| < g(x) pour tout i et p.p sur €.

1.6 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, X est un espace de Banach réflexif et séparable et A un opérateur de X
dans X'

1.5. Quelques critéres de convergence
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Définition 1.14 On dit que
(i) A est monotone si Vu,v € X, (A(u) — A(v),u —v) > 0.
(ii) A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v), u — v) = 0 implique u = v.

(iii) A est hémicontinu si pour tous u,v € X, Uapplication t — (A(u + tv),v) est continue de R dans
R.

Définition 1.15 On dit que

(a) A est demi-continu (continu de X fort dans X'faible)
si u, — u quand oo implique Au,, — Au quand n — oo.
(b) A est fortement continu si
u, — u quand n — oo implique Au,, — Au quand n — oc.
(c) A est borné si l'image par A de tout borné de X est un borné de X'.

Définition 1.16 On dit que A est coercif si
(A(u), u)

= +400.
lull—oo  ||ul|

1.7 Lopérateur p-Laplacien

Copérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique du second

ordre défini par :

N
ou du  0u
L P29\ oy P = . S
Apu = div (|Vul["™" Vu) = |Vu {|Vu| Au+ (p —2) ,le 0z, Oz, 01,01, } ;

avec 1 < p < +oo. Cet opérateur sous forme divergence est dégénéré lorsque p # 2 et pour

p = 2, le p-Laplacien coincide avec le Laplacien usuel A.

1.7.1 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien

Considérons maintenant 'opérateur p-Laplacien défini sur I'espace de Sobolev 1W,”(Q2) dans son

dual W=14(Q) ol Q2 est un ouvert borné de RY, p et ¢ deux réels, 1 < p < co et Zl) + % =1

Quel que soit u de W,”(Q), pour tout i,1 < 7 < N, on déduit de la proposition (1.2) que

-2
ou P
ox;

Ou appartient a L9(12), d’ott on peut définir 'application suivante sur (Wol’p (Q))2

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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P=2 9u v

dz.

ox;

(u,v) — alu, v) = /é

Théoréme 1.9 Pour tout u de W, (Q), Uapplication
Wy (Q) — R, v — a(u,v),
est une forme linéaire continue, d’oil il existe un unique élément, noté A(u) de (WO1 P (Q))/ , tel que :
a(u,v) = (A(u),v), Yo € Wy*(Q).

Lapplication A : Wy () — (WoP(Q)),u — A(u), est notée :

- XN: 0 72 du
i1 8IZ aZL’Z )

Preuve. Pour tout u de W,”(Q), I'application de () dans R qui & v associe a(u,v) est bien

ou
3@

linéaire, de plus elle vérifie
N

a(u, )] <Y

i=1
D’ou elle est continue et il existe un unique f de W—14(Q), tel que a(u,v) = (f,v). De 'unicité de
f on déduit I'existence d’une application A de W, ”(Q) dans W~14(Q), telle que A(u) = f.
Pour tout ¢ de D(2) on a:

ov
8951-

ou
Gxi

< C ”UHWOLP(Q)
Lp

Lp

N
ou |”? ou Op
a(u,p) = /Z dx
) = ox; Ox; 0x;
- i d (|ou]"? du
N i1 a.TZ 83&1 8901 e
Dou, A = —A,, avec
N -2
o [|ou|""" du

—A, est 'opérateur p-Laplacien. m

Définition 1.17 Soit r — ®(r) une fonction continue monotone strictement croissante de R —
R, ®(0) = 0,®(r) — oo si r — oo. Une application J de X — X' avec X un espace de Banach,

est dite "application de dualité" relative a ® si les conditions suivantes ont lieu

(J(u),u) = [T, [Ju] Vu € X,
ISl = @ (lull) vu € X.

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Remarque 1.2 Naturellement cette notion dépend de la norme choisie sur X.

Par exemple

1
Si X = 2@, ull = (1o d ) = lull ey 800) = 7= alors J(w) = " 21
! L
Si X = W,7(Q), [ellyrr () = (f |Vul? dm) ’ ,®(r) = rP~1 alors
Q

Jw) == aii ( 7 g;) = A, ().

Avec ||=2, ()], = @ ([[ull) = [fully,\,
0

ou
Gxi

@)

Proposition 1.6 Lopérateur —A, est borné de W, (Q) dans W~19(%).
Preuve. De I'expression de la norme dans un espace dual, on déduit :

Yu € WoP(Q), [=2p(@lly 1oy = sup [(=4,(u),v)].

veEWP P (Q):]|v]|<1

Pour tout v de W,”(Q) on a :

N[ ou |7 || o NIk
e <[ el < (S o] ) s
i=1 ' ’ i=1 i

Donc
p
=20 sy < Nl -
Soit B un borné de W, *(Q), alors

P
q

M > 0,Vu € B, [Jul| < M = [[=Ap(u) |14y < M.
Ainsi I'image par —A, d’'un borné B de W, *(Q2) est un borné de W~19(Q). m
Proposition 1.7 Lopérateur —A, est monotone de Wy (Q) dans W~14(1Q).

Preuve. Lapplication qui a ¢ de R associe |¢|” dans R étant convexe, on déduit que sa dérivée est

une fonction croissante, donc

Y(t,r) € R? (|t|p72t — |7"|p*2 r) (t—r)=0.

D’ou
(=Ap(u) = (=Ap(v)), u —v)
al ou "2 du ov |72 v ou  Ov
= Z — — dxr > 0.
Q =

Par conséquent —A, est monotone. m

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Proposition 1.8 Lopérateur —A, est coercive de W, ”(Q) dans W~19(Q).

Preuve. Comme () est un ouvert borné de RY, on déduit de I'inégalité de Poincaré que

Nl ou P
_ _ p
() = [ 32| T do = el
Q =1
Db%ﬁggﬁmm:MFMWW:Mﬁ®MW4:+WCMP>L-

Corollaire 1.2 Soit 2 un ouvert borné de RY | p un réel vérifiant 1 < p < oo, alors Uopérateur —A,
est surjectif de W, () dans W—19(2), ol % + % =1

Lemme 1.2 (voir[8]) Soit z,y € RY. Alors

- - — +ly)P 2 sip =2
Hx|p 2, _ y|? 2y‘ < cp T =yl (|x|71 |y|) b=
ple—yf " sil<p<2

avec ¢, indépendante de x et y.
Lemme 1.3 Soit x,y € RV et (.,.) est le produit scalaire usuel dans RY. Alors
cplz —yl" sip>2

-2 )
(a2 = Jyl” y,x—y>>{ jo—yl?

pWSi1<p<2 ‘

Théoréme 1.10 Soit 2 un ouvert borné de RY.
a) —A,: WyP(Q) — W-59(Q) est uniformément continu sur tout ensemble borné de Wy (Q).
b) (—A,) "t Wh(Q) — W, P(Q) est continu.
¢) Lopérateur composé (—A,) ! :
WH(Q) — WP (Q) = L1(9),

Np.

est compactsi 1 < g < N

Preuve. a) Considérons un ensemble borné B de W,”(Q), i.e.
M > 0,Yu € B : ||u||W01,p(Q) < M.

Alors pour tout u,v € B, on obtient :

[=Apu — (_Apv)”vvfl,q(g) = sup  [(=Apu — (=Apv), 9|

- sup / (IVul"2 Vu — |Vo|P~* Vo) Vpda|.

el 1,p, =1
Wy P) Q

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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D’apres le Lemme (1.2), on obtient :

[=Apu = (=8p0) 140
¢,  sup f(]VuH— IVo|)P~% |Vu — V| |V dz, sip > 2
[l 1y =L

¢, sup [|Vu— Vol ' |Vep|dr, sil<p<?2
1011y =1 2
0

N

Par I'inégalité de Holder, on conclut que :

2C,MP72 |[Vu — V| gy, Sip =2

I=Apu = (=Ap0) |10y < )
g prAw e CpM [|Vu = V|| 10y - Sip <2

D’ou —A, est uniformément continu sur B.
b) D’apres le Corollaire (1.2), on a —A,, est surjectif, il reste a montrer l'unicité d’'un élément u
dans W, () tel que —A,(u) = £. Soit uy,uy € Wy (Q) tels que :

_Apul = f1, _ApU'? = fa.

Alors
(=Ap(u1) = (=Ap(uz)), (ur —uz)) = (fi — f2,u1 — uz) .

D’aprés le Lemme (1.3),on a:

(—Ap(u1) — (—Ap(u2)), (ug —ug)) = /<|Vu1|p_2 Vg — |Vuol’? Vg, V (ug — us)) da

Cy [ IV (ur — ug)” de, sip > 2
Q

WV

V(ui—u
CMWM sil<p<2,

Sip > 2, alors
[ 19 = ) e < Dy 13 = ol ey 190 = 3)
Q
D’ou
1
IV (ur =)l < D5 I f1 — f2||W La(Q) »
tel que D, = =-. En particulier, si f; = f; alors uy = u,.

Si1<p<2alors

|V (w1 —up)[?
/ (|Vuy | + |Vu2|)2*pdx < Dy |1 = follw-1a0) llua = wallyir ) -

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Par I'inégalité de Holder, on obtient :

3=

((j; |V (ur — ug)|” d:v)

= < Dpllfi = fellw-r4g) -

p p P
(A A

Dans ce cas, on a démontré a la fois 'existence et la continuité de I'inverse de 'opérateur —A,,.
c¢) D’aprés b), on a (—A,)~! est continu de W, ”(Q) dans W~14(Q). Comme W, () s'injecte de

facon compacte dans L?(2) si1 < ¢ < NN—ED, alors 'opérateur composé
(—=A,) 1 WH(Q) — W, P(Q) — LY(N) est compact.
Dot le résultat. m

Théoréme 1.11 Soit Q2 un ouvert borné de R, avec N > 3. Pour p €|1,+oo|, nous définissons la
fonctionnelle ¥ : W,?(Q) — R par :

U(u) = 1/|Vu\p dx.
p
Q

Alors VU est différentiable sur W, (Q) et

(W' (u),v) = / IVul’ Vu.Vods = (—Ayu, v) .
Q

Preuve. Considérons la fonction ¢ : RY — R définie par ¢(z) = % |z|”, qui est une fonction de
classe C'et Vip(z) = |x|"~* z. Pour tout z,y € RN, on a :

t —

t—0 t
Par conséquent

o V@) + V(@) = [Vu()l

t—0 t

= |Vu(z)|"* Vu(z)Vo(z) p.p sur Q.

Par le théoréme de Lagrange il existe 6 € R telle que |0| < |t et

|Vu+ tVol’ — |[Vul|’
t
< |Vu+0VoP 2 (Vu + 0Vo) - Vo| < C [V’ [Vo] + [Vol?) € LY(9).

Grace au théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

Y IVu + tVol? — |[Vul?
20
Q

; cl:B:/|Vu|p2 VuVudz.
Q

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Enfin ¥ est Gateaux différentiable et

(Ui (u),v) = / \Vul|"~? Vu - Vodz.
Q

Nous allons maintenant montrer que ¥}, : W,?(Q) — (WO1 P (Q))/ est continue. A cet effet
nous considérons une suite (uy)zey dans W, () telle que u, — u dans W, ”(Q). D’aprés la
proposition (1.6), il existe une sous-suite qu’on note aussi (uy) telle que :
— Vug(z) — Vu(z) p.p sur Q quand k — oo.
— Il existe w € L'(9) telle que |Vug(z)|” < w(z) p.p sur £, et pour tout k € N.
Nous avons,
(Ui (u) — Ug(ug),v) = / (|Vu|p_2 Vu — [V Vuy,) Vudz,

Q
et

/ (IVulP 2 Vu — |Vug[P Vuy,) Voda

Q
p=1 1
P P
_p_
< (/ ||Vu|p_2 Vu — |Vuk]p_2 Vuk|”‘1 dx /|Vv|p dx
Q Q
p—1
_p
< (/ ||Vu|p_2 Vu — |V, [P? Vuk|p‘1 dx ||v||W017p(Q)_
Q

Commeona:

W6 (w) — W ()| = sup {[(¥e(u) — Ve (ur),v)| v € Wy™(Q), [lvll =1},

donc -
PG () — U (ug)|| < / ‘|Vu|p_2 Vu — |Vu;€|p_2 Vuk‘% dx
Q
Or
V()7 Vug(z) — |Vu(z)P~? Vu(z) p.p sur Q,
et

HVu]p_Q Vu — | V[P~ Vuk|# < O (|Vurl? + [Vul’) < O (w + |Vul?) € LY(Q).

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Par le théoréme de la convergence dominée, nous obtenons :
) _9 _p_
[[Vul ™ Vu — |[Vug | Vg |7 de — 0,
Q

et donc
[ (ur) — Ve (u)|| — 0.

D’ou ¥y, est continue.

1.7. L'opérateur p-Laplacien
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Chapitre 2. Existence et multiplicité de solutions pour des systémes quasi-linéaires par la méthode de
fibering

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence de quelques solution pour le systeme quasi-linéaire de

la forme :

—Apu = a(z) [ul’ P u+ (a4 De(@) Jul* o)
(2.1)
—Agv = pb(w) [0 v+ (8 + De(a) |ul T o o,
Tel que o, 3, A, 1,p > 1, ¢ > 1 sont des nombres réels, A, et A, sont en conséquence les opérateurs
p et ¢ laplacien, et a(x), b(z), c(z) sont des fonctions données.
Le systéme (2.1) sera considéré dans un domaine 2 C RY avec la condition aux limites Dirichlet
homogéene
u = v = 0 sur 0f). (2.2)

2.1 Premieére valeur propre de 'opérateur p-Laplacien

Soit € RY un domaine borné et 1 < p,q < oo. Nous définissons les espaces de Sobolev Y, =
W, P(Q) et Y, = W,%(Q) muni de la norme

1 1
], = / VP de | o]l = / Volds | | 2.3)
Q Q

respectivement. Nous désignons Y =Y}, x Y, et pour (u,v) € Y,

1w, )| = [lully + vl (2.4)

Considérons maintenant 'équation de valeur propre pour 'opérateur p-laplacien :

—Ayu = Ma(z) |u’* u dans Q,
(2.5)
u = 0 sur 01,

ol a € L*>®(Q). Le probleme (2.5) est associée a notre probléme principale (2.1), (2.2). Car nous

avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.1 (voir Anane [2]|, Drdbek et PohoZaev [5] et Lundqvist [13]). Il existe un nombre

A1 > 0 tel que :

2.1. Premieére valeur propre de |'opérateur p-Laplacien
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[ IVul’ dx
A =inf 2——— 2.6
L= [ a(z) |ul” da’ (2.6)
Q
olt linfinimum est repris u € Y), tel que [ a(z) |ul’ dz > 0.
Q

2. Il existe une fonction positive ¢ € Y, N L>(Q2) qui est la solution de (2.5) avec A\ = \;.

3. \; est simple, dans le sens que deux fonctions propres quelconques, correspondant a A\, défini

par un multiplicateur constant.

4. \; est isolé, ce qui signifie qu’il n’y pas des valeurs propres inférieurs a \; et pas valeurs propres

dans lintervalle (A1, A1 + &) pour certain 6 > 0 suffisamment petits.

Notez que nous considérons (2.5) dans un sens faible, c’est-a-dire :

[IVulP 2 VuVzdr = A [a(z) [ul’? uzdz,
! Q

u = 0 sur 09,

pour tout z € Y),.
Maintenant, nous énoncons les hypothéses suivants.

Soit «, 5, A, i1, p > 1,q > 1 des nombres réels. Nous supposons que :

l<p<pl<qg<q, 2.7)
N — N —
p(a+ 1) + —q(6+ 1) < N, (2.8)
P q
tel que
«_ Np . Ng
p =

= N o p7 q N _ q7
sont les exposants critiques bien connus (voir [14, 19]).

Nous supposons que le systéme (2.1) est super-homogene dans le sans ot :

a+1 +1
8
p q

> 1. (2.9)

On peut voir que cette derniere condition équivalent a

d=(@+1DB+1)—(a—p+1)(B-q+1)>0. (2.10)
De plus, (2.8) est équivalent a
a+p3+2
O‘Tfl n % 7 (2.11)

2.1. Premieére valeur propre de |'opérateur p-Laplacien
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En effet,
a+pB+2
N
at+l | B+1
e
1 1
& (a+ +ﬁ+ —1)N<a+6+2
p q
1 1
& ot N+ﬁ+ N-N<a+pf+1+1
p q
1 1
o 27 N—(a+1)+ﬁiN—(5+1)<N
p q
N — N —
& p(a+1)+Tq(ﬁ+1)<N.

p

On peut observer que notre systéme est sous-critique [14], ce qui évite la non-compacité pro-
blémes. voir [14], pour plus de détails concernant ce point.
Notez que (2.8) impliques

a+l<p"f+1<qg"

Les fonctions a(z), b(x) et ¢(x) sont supposée étre bornée dans 2 :

a,b,c € L™ (Q), (2.12)

et
a(z) = a1(x) — az(x); a1, az > 0,a1(x) # 0,V € Q, (2.13)
b(z) = bi(z) — ba(x); 01,02 = 0,b1(x) # 0,Vx € Q. (2.14)

Par I'inégalité de Sobolev, on peut facilement voir que (2.7),(2.8) et (2.12) impliquées dans

[ at@)ul da,

Q

[,

Q

l'intégrale

et

sont fini pour (u,v) € Y. Maintenant on peut définir les fonctions suivants sur Y,, et Y}, :

fi(u) = [ a(z) |ul” dx, (2.15)
/
et
fo(v) = [ b(z) o] d. (2.16)
/

2.1. Premiere valeur propre de |'opérateur p-Laplacien
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Puisque « et b sont borné, il est standard de vérifier que fiet f> sont faiblement inférieur continu.

De méme, les conditions (2.7), (2.8) et (2.12) impliquent que la fonctionnel

Fyl,v) = /c(:c) o o]+ da, 2.17)
Q

est continuellement faiblement inférieur en Y.
On supposons que
ct(z) #0,Vx € Q, (2.18)

et
/c(x) o] p )P dae < 0. (2.19)

Q
Les fonction ¢ € Y, et ¢ € Y, ci-dessus sont les premieres fonctions propres le A, et A, en

conséquence.
Définition 2.1 (solution faible). On dit que (u,v) € Y est solution faible de (2.1) si

/ \VulP~? VuV zdz = /\/a(x) luP"? uzdz + (a + 1)/c(x) | o) 2d,
Q Q Q

/ V| VoVwdz = ,u/b(x) 0| vwdz 4 (B 4 1) /c(x) lu|*™ o) vwd,
Q Q Q
pour toute (z,w) €Y.

2.2 Méthode de fibering pour des systemes d’EDPs quasi-linéaires
Le systéme (2.1) a une structure variationnelle. En effet, dénoter
F(z,u,v) = %a(x) lul” + %b(w) 0]? + () |ul*T o] (2.20)

et considérer

1
F (z,u,v,Vu,Vv) = = |Vul’ + = |Vo|? = F(z,u,v). (2.21)
q

1
; |
Soit J : Y — R défini par
J(u,v) = /f(x,u,v, Vu,Vv)dx,
Q

2.2. Méthode de fibering pour des systéemes d'EDPs quasi-linéaires



Chapitre 2. Existence et multiplicité de solutions pour des systémes quasi-linéaires par la méthode de
fibering

ol, sous une forme plus détaillée,
1 p A p 1 q u q
J(u,v) = — [ |VulPde—— [ a(z)|u|’de+— | |Vo|'de —= [ b(z) |v|"dx (2.22)
p p q q
Q Q Q Q

- /c(x) u|*T o] da.

Q

Tel que les dérivé aux sens de Gateaux de la fonction .J sont

1 A 1
J(u+ez,v) = —/!V(u+€z)|pd:c——/a(:v)\u+5z|pd:c+—/\VUPCZ:C—H/ZJ(:E) 0|7 dx
p p q q
Q Q Q Q

_ /c(x) ez o] da
Q

g—i = /|V(u—|—52)|p_2V(u+8z) Vzdxr — )\/a(x) lu+ez|P 7 (u+ e2)zdx
Q Q
—/ (a+ D)e(@) |Ju+ez|* " (u+ez)z o] da
Q

g—i = / \Vul""? VuV zdz — )\/a(x) luP"? uzdr — /(a + 1)e(z) |ul* uz o] do
=0 Q Q Q
= /(— div (|Vu|p*2 Vau) — Aa(z) [ul" 7 u— (a+1) e(z) [u]* ' u |v|’8+1) zdx
Q
= <—Apu — Xa(x) [ul"?u— (o + De(@) [u]* " u o)’ ,z> :
1 P A P 1 a P q
J(u, v+ pw) = . |Vul’ dx — » a(x) |u|” dx + p V(v + pw)|? dx — . b(z) |v+ pw|? dx
Q Q Q Q

—/c(a:) ul* o + pw|* T da
Q

g—J = / IV (v + pw)|"*V (v + pw) Vwdz — u/b(x) v+ pw|"? (v + pw)wdz
P 2 A
- / (B+1) () |[ul*™ v+ pw]” ™ (v + pw) wdz
Q
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9J = / |Vo|'? VoVuwdz — ,u/b(x) || vwdx — /(5 + 1)e(z) Jul*™ ) vwdz
0P 1o Q Q 0
= /(— div(|Vo|* 2 Vo) — ub(z) [v|* v — (8 + De(z) [ul*™ o]’ v)wdz
Q

= <—Aqv — pb(z) 0|0 = (B4 Ve(z) Ju)* T o] v,w> :

Clairement, les points critiques de J sont les solutions faibles du probleme (2.1), (2.2).
La pierre angulaire de la méthode de fibering est la suivant. Nous exprimerons (u,v) € Y sous la
forme :

u=rz,v=pw, (2.23)

ou les fonctions z € Y,,, w € Y,, et r, p sont des nombres réels. Puisque on recherche des solutions

non-triviales on suppose que r # 0 et p # 0. En remplacant (2.23) par (2.22) on obtient :
)\ p q q
J(rz, pw) = ';' / V2| do— ';' /a(:v) ]z\pdxjt% / |Vw|qu—% /b(:v) w|? dz
Q Q Q Q

et P / o(@) |27 |l de (2.24)
Q

Si (u,v) € Y est un point critique de J alors

% (rz,pw) =0et g—i(m, pw) = 0. (2.25)
Supposant que
= / |Vz|P do — /\/a(x) |z|P dx # 0, (2.26)
Q Q
/ |Vw|?dz — / ) |w|*dx # 0, (2.27)
0
C = / c(z) |2|*M Jw|”T da £ 0, (2.28)
Q
on peut écrire (2.24) de la maniére suivante :
rl” ’P’q at+l | 1B+1
J(rz, pw) = 7/1 +— PR Ir|“" |p|” C. (2.29)
Les conditions (2.25) sont équivalentes a
oJ -
S =0 [P rA—(a+ )" r o O =0,
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aJ _ o _
3, =0 el “pB — (B4 1)|r[*" o] pC =0,
c’est-a-dire,
P A= (D" o 0 =0, 2.30)
Pl B = (B+1)|r[" || C =0, '

Résolution de systeme (2.30) on obtient :

C
p—a—1 B+1

—(a+1 =
P = (a4 1) ol S

Par conséquence, A et C' doivent avoir le méme signe, de facon analogue,

C
qg—p—1 a+1

= 1 —.
o] B+ ™ 5

Et B et C doivent avoir le méme signe. Ainsi A, B et C doivent avoir le méme signe ! Il est a noter

que les conditions (2.26) — (2.28) ont été essentiellement utilisées. D’ott la solution de (2.30) est

1)B-a+1) | B (B+1) a
| = <( lat1) B , (2.31)

donnée par

1)(e—p+1) | 4 (ot1) i
ol = (22D | ’( —1 | > (2.32)
(@ + D)l |C | B

ou d > 0 est donné en (2.9).

En effet, on a :

Ir| = ((a +1) ol %) T (2.33)
et )
C\
o=@+ orr5) (234)

On remplacons (2.34) en (2.33) on obtient :

(B+1)

1
‘ | (‘T|(a;i3lﬁ(€Y1) Cq—ﬁ—l (/8 + 1)%0(@ _'_ 1)> (p—a—1)
Tl =

(B+1)
BG@-8-10 A

(8+1)
—B—1

(p—a—1)(g=B—1)—(a+1)(8+1) (C’q

|7 (p—a—D)(g—B-1D)

(B+1)51C(a + 1)) e
(B+1)
B@-5-1) A

(p—a—1)(g=B-1) )

1
" <Cq(f§i)1 (8 + 1)—;f§i)1c(a n 1)> o (Gma P (et DD
T =

(B+1)
BG@-8-10 A
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alors

1
| = (o + 1)ﬁfq+1 |B|(’B+1) d |
(8 +1)@+0 O] A

D’autre part, on remplagons (2.33) en (2.34) on obtient :

1
B+1)(at+1) (a+1) 1
‘ ‘ <|p| (; a— -IF) O(T'_:_l)( +1>(p povn I)C(ﬂ—’—l))(q B-1)
P at1)
BA( —a=

1
(at1) (atl) (¢=B-1)
(p=a=1)(g=F-1)=(B+1)(a+1) Co=—a=1(a+1)e-a-0C (S + 1) !
| (p—a=1)(g=p=1) = ey

BAG®—a-1)

(p—a—1)(¢g—B-1) )
(p—a—1)(¢—B-1)—(B+1)(a+1)

o= (€ °‘1)1>(04+1)‘P“>C(ﬁ+) el
BAm
alors

( -

a+ 1)+ o |B|@PtY
Le fait que A, B, C doit avoir simultanément le méme signe nous amene a considérer deux cas.

Dons les section suivantes, nous supposons que :

A>0,B>0,C>0. (2.35)

ou
A<0,B<0,C<0. (2.36)
Ainsi, dans les deux cas (2.35) et (2.36), les fonctions r = r(z,w) et p = p(z, w) sont bien définies.

Maintenant, nous insérons les expressions pour r = r(z,w) et p = p(z,w), déterminées par (2.31)

et (2.32), en (2.29). De cette facon, nous obtenons un fonctionnel

I(Z,U)) = J(r(z,w)z,p(z,w)w), (237)
ona:
J(r2, pw)
B (o + 1)pB-atD/d (54 1)<1(Oc—p+1)/d 1
=\ PG P T glat DI (o 1) TGy Dy

‘A|q(a+1)/d |B‘p(6+1)/d

.sign /c(w) |22 w] T da

|C|p4/d
Q
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donc
(a+1)q/d (B+1)p/d
[ V2P de — X [a(z)|z]" dx [ IVw|'dz — p [ b(x) |w|? dz
_ 10 Q Q Q
I(z,w) =K oa7d , (2.38)
) 7l
Q
tel que :
K o (o + 1)Batp/d (34 1)(a—P+1)q/d - 1
=\ B+ DT o T (o )G 1)
.sign /c(m) 2] Jw] T da
Q
Par conséquent, a condition que z et w satisfassent (2.35) ou (2.36), nous avons
oJ
o =0, (2.39)
" lr=r(zw),p=p(z.0)
et 57
> = 0. (2.40)
P lr=r(zw),0=p(z,w)

En suite, nous introduisons la notation suivante : pour tout f : Y — R nous dénotons par

f’(Z, w)(hh h2)7

la dérivée de Gateaux de f a (z,w) € Y en direction de (hq, hy) €Y.

Soit
Ei(z) = / V2| dx — )\/a(x) 2| dx, (2.41)
Q Q
Es(w) = / |Vw|* dz — ,u/b(:p) |w|? dz. (2.42)
Q Q
Et 5
EM (z,w)(hy, hy) = = Ey(z + ehi,w + ohy),
92 |.—0,0=0
@) 0
E@' (Z)w)(hlahQ) = a_ Ei(z+€hlvw+0h2)a
do £=0,0=0
o) 0
I (Z,U})(hl,hg) = — I(Z+€h1,w+0h2),
02 |.—0,5=0
IP(z,w)(hy, hy) = =— I(z +ehy,w + chy).
80 e=0,0=0
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Lemme 2.2 (1) la fonction I est homogeéne de degré 0, c’est-d-dire pour tout z € Y,, w € Y, tel que

[ e(x)]2*" |w|’* da # 0 et pour chaque t # 0 on a :
5

I(tz,tw) = I(z,w).

(2) I est paire et
I'(z,w)(z,w) = 0.

Remarque 2.1 Si (z,w) € Y est un point critique de I, par les propriétés bien connues de l'intégrale
de Dirichlet p-Laplacien (voir [12]), il s’en suit que (|z|,|w|) € Y est également un point critique de
I.

les deux lemmes suivants sont des conséquences directes des résultats prouvés dans [16 — 18] .

Lemme 2.3 soit (z,w) un point critique de I, qui satisfait (2.35) ou (2.36). En suite la fonction
(u,v) définie par :
u(@) = rz(z),v(z) = pw(z),

our # 0et p # 0 sont déterminés par (2.31) et (2.32), est un point critique de .J.

Preuve. Depuis (z,w) est un point critique de /, on a :
I'(z,w)(hy, hy) = (I (z,w)(h1, ha), IP (2, w) (1, hy)) = 0.

Par conséquent, étant donné que :

oJ
87"

_aJ
- =0,

o pmpea) 0P lrmr(ean) p=p(en)

(voir (2.39) et (2.40)), on appliquant la regle de chaine nous allons savoir

0 = IW(z,w)(hy,hy)

= r(z,w)J(l)(rz,pw)(hl,hg) + ?
.

or L 0J (9p
(9z ap 9z

r=r(z,w),p=p(z,w) r=r(z,w),p=p(z,w)

= 7(z,w)JV(rz, pw)(hy, hy).
Ainsi JM (u,v) = 0. Analoguement, J® (u,v) = 0 et donc J'(u,v) = 0. m
Lemme 2.4 Soit E et E, définie par (2.41) et (2.42). Considéré :

Ei(z,w) = ¢1 et Ey(z,w) = ¢q,
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ou ¢; € R*(i = 1,2). Supposons que :
20 g0
det Etz) E%” # 0si E1(z,w) = ¢1 et Ey(z,w) = co. (2.43)
1 2

En suite chaque point critique de I avec les conditions E1(z,w) = ¢, et Ey(z,w) = cq est un point

critique de 1.

Preuve. Soit (z,w) un point critique conditionnel de /. D’apres le Lemme (1.1) il existe my, my €
R tel que
I'(z,w) = miE{(z,w) + maEy(2z,w). (2.44)

Par le Lemme (2.2) on a I'(z,w)(z,w) = 0, par (2.44) on obtient :
mlEil) -+ ngél) = O,

m1E§2) + ngéz) =0.

M g
BV B

det | ] 2 0.
<E§Q> Ef)) 7

Donc my; = my = 0. Ainsi I'(z, w) = 0, c’est-a-dire, (z,w) est un point critique de /.

Maintenant par (2.43) nous avons :

Les deux derniers lemmes sont fondamentaux dans ce qui suit.

Notre premier objectif est de prouver l'existence d’'un point critique de I avec des conditions
appropriées F1(z,w) = ¢; et Fy(z,w) = cs.

Ce sera a son tour un point critique réel de / et donc un point critique de J est une solution faible
de (2.1). m

2.3 Résultats d’existence et multiplicité de solutions

Nous avons déja souligné que les résultats d’existence et la multiplicité sont en relation avec les
premieres valeurs propres A; et u, des p et g-laplaciens respectivement.

Nous distinguons les six cas suivants :
(D 0< A<M, 0< o< iy,
(2) 0 <A< A, p = puy,
() 0 <A< AL, 1> puy,
@ A=A, p =,
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(5) A=A, p>py,
(6) A > Ay, > .
Les trois autres cas possible peuvent étre traités de maniere analogue. Nous ne présenterons

pas les détails des cas (2), (3) et (5) soulignant simplement que les méthodes des sous-sections

suivantes s’appliquent a ces cas.

2.3.1 Existence de deux solutions distinctes pour A\ € [0, \;),u € [0, ;)
On considere

Comme les contraintes dans le Lemme (2.4). En effet, nous calculons

Par conséquent
E(l) E(l)
det ! 2 = pgAB > 0,
( Efz) E§2)

et les conditions de Lemme (2.4) sont remplies. De plus, puisque nous supposons (2.45), les
inégalités (2.35) réalisé, c'est-a-dire, 1 = F; = A >0,1=FE, =B > 0et

C = /c(:z:) 2] Jw]P T da > 0.

0
De plus, le fonctionnel I devient

—pq/d
I(z,w) = K / e(z) |2|* jw|” da . (2.46)

Q

Le principal résultat de cette sous-section est le suivant.

Théoreme 2.1 Supposons que les conditions (2.7)—(2.18) sont satisfaites, tel que, A € [0,\;),u €
0, 111) . Alors le probléme (2.1), (2.2) admet au moins deux solutions faibles positives (u;,v;) € Y,
i=1,2.

La preuve de ce théoréme sera une conséquence des deux propositions suivantes.
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Proposition 2.1 Supposons que les conditions (2.7)—(2.18) sont satisfaites, tel que, A\ € [0, A1), €

0, 111) . Alors le probléme (2.1), (2.2) admet au moins une solution faible positive (uy,v;) € Y.

Preuve. Les formules (2.41) et (2.42) suggerent de considérer un probléme auxiliaire : trouver

un maximiseur (z*, w*) de

0 < M), =sup /c(a:) ]z|aJrl \w|ﬁ+1 de >0:Ei(z)=1et Ey(w)=1 ). (2.47)

Q

On dit que le probléme (2.47) admet a une solution.

En effet, les ensembles
Xy={z€Y,: E(z) =1},

et
X, ={weY,: Byw)=1},

ne sont pas vides. D’apreés Lemme (2.1), on a pour tout z € X, :

A
2l = A [ aw) oo+ 1< 3 el + 1

Q
d’ou, \
1
21, < T—
AL — A
et de facon analogue
Hy
Jwlly € ——.
Ty
Puisque 0 < A< \et0< pu< pq,ona:
A1 M
= ||2|I” 1< L.
Izl = el + ol < 52 +

Par conséquent, on peut supposer qu’une suite maximisante (z,,w,) pour (2.47) est borné en Y.

On peut donc supposer que (z,,w,) converge faiblement en Y vers certains (z*, w*) . Par (2.17)

/C@) | g [P dr — /c(x) 1229 o [P da = My, > 0.
Q Q
En particulier 2*(z) # 0, w*(x) # 0,Vz € €.
Le semi-continuité faiblement inférieure des normes correspondantes, (2.7),(2.8) et Fi(z,) =
1, Ey(w,,) = 1 implique que :
Ei(z") < 1, Ey(w*) < 1.
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En effet
p : : p
127][;, < T inf [}z, ][,

lw*llg < Timinf {juw,[[g,

/a ) |2*)P de = hm / ) |20 |” dx,
0
/b ) |w*|9dx = lim / ) |w,|? d.

Si Fi(z*) < 1, alors il existe un nombre ¢; > 1 tel que E;(t;2*) = 1 et donc t1z* € X,.
Si Ey(w*) < 1, alors il existe un nombre ¢, > 1 tel que Es(t,w*) = 1 et donc tow* € X,
Par conséquent,

/ e(x) [t "M [tgw* |7 da o+t / e(z) |2 w7 da
Q Q
— ttllJrltnglM)\’H

> M, =sup /c(m) 22 Jw| T de >0 )
Q

une contradiction. Ainsi F;(z*) = 1 ou Ey(w*) = 1. Si Ei(z*) = 1, Ey(w*) < 1 ou Ey(z*) <
1, E5(w*) = 1 nous pouvons obtenir une autre contradiction.
D’ou (z*,w*) € X x X, est une solution de (2.47). Par le Lemme (2.4), il s’ensuit que (z*, w*)
est un point critique de [. Par la Remarque (2.1) nous pouvons supposer z* > 0 et w* > 0.
Et d’autre part, le Lemme (2.3), (u; = r12*,v; = p;w*) est un point critique de J. Donc (u,v) € Y
est une solution faible non négative de (2.1),(2.2). =

Proposition 2.2 Supposons que (2.7)—(2.18) sont satisfaites, tel que, A\ € [0, \1), u € [0, p1,). Alors
le probléme (2.1), (2.2) admet une autre solution faible positive (uy,vs) € Y.

Preuve. On considére :
Y _ a+1 B+1 . o
0 < My, =sup /c(x) H |lw|" " dx > 0: Ei(2) + Ex(w) =1 . (2.48)

Q

Ensuite, 'ensemble de solution est :
Xap={(z,w) €Y : Ey(2) + Ex(w) = 1},

n’est pas vide. Par E(z) + E»(w) = 1 et le Lemme (2.1), pour tout (z,w) € X, ,,ona:

p q p H q
Iz[l; + llwllg <1+ A_l =1+ - llelly
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c’est-a-dire,
A — A

A

Comme chacun des sommes ci-dessus est strictement pousitif (rappelons que A\ < Ay, < 1),

= H
12115 + 1u— Jw][7 < L.
1

cette derniére inégalité implique
A1

AL — A

I2115 <

et
1251

wllf < L=,
| ”"\ul—u

Alors ||(z,w)]| est borné.
Par conséquent, on peut supposer qu’une suite maximisante (z,,w,) pour (2.48) est borné en Y.
on peut donc supposer que (z,,w,) converge faiblement en Y vers certains (z*,w*). En (2.17), il

en résulte que :

/c(x) 2| [P e — /C(@ 27 P e = N, > 0.
Q

Q

En particulier 2*(z) # 0 et w*(z) # 0,Vz € Q.
Le semi-continuité faiblement inférieure des normes correspondantes, (2.7),(2.8) et Fi(z,) +
Es(w,) = 1 impliquent que :

Ey(27) + Ea(w”) < 1,

C’est-a-dire,

Hz*Hg—A/am\zﬂpdm + Hw*HZ—u/b(x) lw*|?dz | < 1.
Q Q

Depuis A < A1, u < p,. Les deux termes ci-dessus sont positifs. Dot
0 < E1(2") + Ea(w") < 1.

Nous affirmons que fait :
El(Z*) -+ EQ('LU*) = 1.

En effet, si £ (2*) + Ex2(w*) < 1 alors il existe ¢ > 1 tel que :

HEL () + Ba(w?)) = 1.
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Alors (tV/pz* t 1) € X, , et

/ c(x) }tl/”z*

Q

a+1
‘tl/qw*

B+1d$ _ tapl+il/c(w)yz*‘a+l‘w*|5+ldx
Q

> M,,=sup /c(w) 12| w| T de > 00 By(2) + Ey(w) =1 ¢,
Q

une contradiction. Nous avons donc prouvé cette affirmation. D’ou (2*, w*) € X, , est une solution
de (2.48) . Par un analogue du Lemme (2.4) pour une contrainte de type F(z,w) = const, (z*, w*)
est un point critique de /. En effet, puisque dans notre cas E(z,w) = FEi(z) + Ey(w) = 1 la
condition F'(z,w)(z,w) # 0 si E(z,w) = 1 est facilement vérifiable. Le reste de la preuve est le
méme que celui de la proposition (2.1). =

Preuve du théoreme 2.1. Il reste a montrer que les solutions trouvées dans les propositions
(2.1) et (2.2) sont distinctes. La preuve est par contradiction. Supposons que (uy,v;) = (ug, v2).

Par les preuves des propositions (2.1) et (2.2) il en résulte que :

E1 (ul) _ E2 (Ul)

— 17
i P
et P 5
1(U2) i 2(U2) —1,

p q
) P2
our;, p;,t = 1,2 sont déterminés par (2.31) et (2.32), avec z;, w;, i = 1, 2. Ces relations impliquent

que si les solutions ne sont pas distinctes alors il existe un nombre m > 1 tel que :

1
+— =1

1
m  m
D’apres (2.31) et (2.32) on a:

r = (aC )Y p = (c,C7P)V4,

1/d 1 1/d
B (1)t B B got
2= <ch ' sB+1—q o2 = (@l p(l — s)otl-p ’

ou nous avons introduit le parametre s = E;(z;). Nous notons que les valeurs exactes de c¢; et
co ne sont pas importantes pour la preuve. Depuis s € (0,1), il est facile de montrer que les

conditions m > 1 et m’ > 1 sont équivalentes a :

Sﬁ‘i’l*q < (1 _ S>6+17
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et

SOHrl > (1 o S)OH*l*p‘
D’apres les deux derniéres inégalités, nous avons :

sd>1,

ou d > 0 est donné par (2.10). C’est impossible pour s € (0,1). Nous avons ainsi atteint une

contradiction. Ceci conclut la preuve. m

2.3.2 Existence d’une solution pour A = )\ et y = jiy

Nous considérons le probleme (2.48) avec A = \; et u = 4. Dans ce cas 'ensemble correspondant
X\, Iest pas borné dans Y. Par conséquent, nous devons imposer une condition supplémentaire

a nous données. Désormais nous supposons que la condition (2.19) est remplie.

Théoreme 2.2 Supposons que (2.7) — (2.19) sont satisfaites, tel que, \ = A\, = u,. Alors le

probléme (2.1),(2.2) admet au moins une solution faible positive (u,v) € Y.

Preuve. Les arguments de la preuve de ce théoreme seraient les mémes que ceux de la proposi-
tion (2.2) si 'on peut prouver que ce probleme (2.48) avec A = \;, u = p, admet une solution.

Soit (z,,w,) étre une suite de maximisation telle que :

.Elcm)%—fh(wn)==11/}ix)PMV”4|wnW+1dx==7ﬁn-ﬁwmhhul>’0
Q

Supposons que ||(z,,w,)|| — oo et notons

Zn W,

Sp = ——— by = ————— || (S, 1) || = 1.
(2, w27 (2, wi) ]|
Alors
Gl | { Il =24 [ at@) sl do | + (el = i [ o) el d | | =1
Q Q
Donc

Jsully = 21 [ ata)lsul? o + 6l = [ b0 o] =

— 0,n — 0.

(20, wn)|
Q Q
Par conséquent
1
|(Sny )|l — A /a(w) |$p|" dz — /b(x) [tn|?de = ——— — 0, (2.49)
' ' [ (zn, wn)|

Q Q
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et ainsi
lim Al/a(x) |3n|pd:13—|—u1/b(x) [to|?dx| =1,
Q Q
depuis ||(sn,t,)|| = 1. On peut supposer que (s,,t,) converge faiblement en Y vers certains

(s*,t*) . Ainsi

A1 /a(x) |s* P dz + 4 /b(x) |t*|"dx =1,
Q Q
ce qui implique que (s*(z),t*(z)) # (0,0)Vz € Q. En outre,

(5%, )| < liminf ||(s,,2,)] = 1.

n—oo

Maintenant de (2.49) on déduit que :

||3*||§—)\1/a(x)|s*|pdx + Ht*||3—u1/b(x) t*|?dz | = o0.
Q Q

Les propriétés variationnelles de la premiere valeur propre des p et g-laplaciens impliquent que
les deux termes dans la relation ci-dessus est strictement positifs. Par conséquent, les deux sont
nuls, ce qui signifie, par le Lemme (2.1), que

s* = c1p,t" = 1.

Puisque

a+l  B+1
/ (@) [zl P d = [|(z w5 / () |30 [t
Q Q

= My — My, >0,

nous concluons que :
/C(ZL‘) |S*|a+1 |t*|,3+1 do > 0,
Q

et donc

/ () o™ [l da > 0,
Q

ce qui contredit (2.19). On peut donc prendre (z,,w,) est borné et

lim (z,, w,) = (2", w"),

n—oo

faiblement en Y. Alors

/ () |20 Jwn [P da — / c(x) |2*)* [w* )P do = My, > 0.
Q Q
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Cela signifie que 2*(z) # 0 et w*(z) # 0, Vz € 2. En outre,

Il claire que
0 < Ey(2%) + Exy(w*) < 1.

En effet, supposons que

Ei(2") + Ba(w*) = 0,

c’est-a-dire,
||Z*||§—A1/a($)|2*|pdx + IIw*||Z—M1/b(:L‘) jw*|*dx | =0.
Q Q

Par conséquent, par Lemme (2.1), nous savons que :
2= klgp7w* = k2¢7

pour certains ky, ko # 0, et cela

[ @z e = ]l o) o do = W, > 0,

Q Q
ce qui est une contradiction puisque (2.19) est vrai. Ensuite, supposons que

On peut alors trouver ¢ > 1 tel que :

t(E1(2") + Ex(w*)) = 1.

Plus
a+1 B+1
/c(a:) tr 2 tiw*|  dr = taPHleT/c(m) 242w dae
Q Q
atl 1
= t P + q >‘17M1
> M)\lul

= sup /c(m) 12| w| T de > 0 By(2) + By(w) =1 ¢,

Q

une autre contradiction. De cette facon, nous avons prouvé que :

El(Z*) + EQ(U}*) = 1,

et donc (z*, w*) est un maximiseur de probleme (2.48) avec A = A1, u = p,. Le reste de la preuve

est la méme que celle de la proposition (2.1). Ceci complete la preuve. m
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2.3.3 Existence de trois solutions distinctes pour A > \; et u > 1,

Théoreme 2.3 Supposons que (2.7) — (2.19) sont satisfaites, tel que, X > \; et o > pu,. Alors il
existe 6 > 0 et o > 0, tels que pour tout A € (A, \1 +9),u € (uy, py + o), le probléme (2.1),(2.2)

admet au moins trois solutions faibles positives dans Y.

La preuve du théoréme sera une conséquence de plusieurs lemmes. Pour commencer, nous défi-

nissons
M), = sup /c(x) 12| w|" T de > 0: By(2) = 1et By(w) =15, (2.50)
Q
et
~ o a+1 B+1 .
My, = sup /c(x) |2|" |w|" T dr > 0: Ey(2) < let Ey(w) <1 p. (2.51)
Q

Lemme 2.5 Les problémes (2.50) et (2.51) sont équivalents.

Preuve. Depuis ¢t (z) # 0 Vx € Q (voir (2.18)), tout maximiseur de (2.50) est un maximiseur
de (2.51). Supposons un instant que (z*,w*) € Y est un maximiseur de (2.51) et £;(z*) < 1 ou
E>(w*) < 1. Par exemple, soit F;(z*) < 1. Par conséquent, il existe £ > 1 tel que F;(kz*) = 1.
Alors

/ o(z) |k Jw* P da = kot / co(x) |2 WP da = kOTIML, > M, (2.52)
Q Q
ce qui est une contradiction. Ainsi FE) (z*) = Es(w*) = 1. Par conséquent tout maximiseur de
(2.51) est un maximiseur de (2.50). =

Lemme 2.6 Soit (2.7) — (2.19) sont satisfaites. Alors il existe 61 > 0 et ¢; > 0, tel que pour tout
A€ (A, A1 +61) et w € (g, 9 +€1), le probléme (2.1),(2.2) admet une solution non triviale
(z1,wq) €Y.

Preuve. Du Lemme (2.5) nous déduirons l'existence de ; > 0 et ¢; > 0 correspondant au
probléeme (2.51). Supposons que 'hypothése n’est pas vraie, c’est-a-dire, qu’il existe des suites
ds — 0,05 > 0,ete, — 0,65 > 0, tel que le probleme (2.51) avec A\ = A\, = \; + d, et u = pu, =
iy + €5 n’a pas de solution. Fixons un entier s et considérons (2.51) avec \; et u,. Dénotant par
(25, w?) la suite de maximisation correspondant, nous avons :

lim [ c(z) |zfl|0‘Jr1 |wfl|BJr1 dr = M/\s,us > 0,

n—oo

Q
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et

Si (22, w?) est borné, on peut supposer qu’il converge faiblement en Y vers certains (z§, wg),

quand n — oo. Alors

/ () |22 ot [P d — / (@) 254 [wgP de = T, > 0,

Q
/\Vzo|pd:c — /a )|z dx <

[ 1Vl s =, fo6a) gl iz <1

Q Q
Donc (z§, w§) est une solution de (2.51), une contradiction. On peut donc prendre (27, w?) n’est
pas bornes. Soit

(hs ts) _

n’'n

Depuis ||(h2,t2)|| = 1 nous pouvons supposer que

n’ n

lim (h;,t)) = (hg, tg)

n—oo n)rn
faiblement en Y. Alors
/ () 22 | P4 dr = || (25, )|+ / () (B 6P da — Ny, > 0,
Q Q

donc
/ o(@) B2 P da > 0, (2.53)
Q

De I'inégalité F;(z}) < 1, cC’est-a-dire,

Gz, wi) 1P ||hZ!|§—As/a(fv) [Pl da | <1,

Q
il en résulte que :
1
I = A [ alo) i do <
g (25, w3) ||
Q

Quand n — oo, on obtient :

1151l 2o [ ate) 17 o < . (2.54)

Q
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D’autre part,
S S 1
. fala) e o> 3 = 1
Q n’ n
et
S S 1
o 6 621 o > 1032 = T
Q n’ n
et quand n — oo, on obtient :
)\s/a(x) \hg|” dx + us/b(a:) ito|? dx > 1. (2.55)

Q Q

Il est clair que ||(h§, t5)]| < 1. Cela nous permet de supposer que (h$,t5) converge faiblement en Y

vers certains (hg, tg) . Quand s — oo dans (2.55), on obtient que :

A1 /a(x) |hol? dx—i—ul/b(a:) lto|*dx > 1.
Q Q

Par conséquent, (ho(z),to(x)) # (0,0) Vo € Q. Ensuite, a partir de I'inégalité (2.54) on obtient :

0 < [[holl} — )\s/a(x) |ho|” dz < 0.
Q

Ce dernier et le Lemme (2.1) impliquent que hy = lp,l # 0. En commencant par Fs (w?) < 1
nous pouvons obtenir ¢, = ki, k # 0, d'une maniere similaire. Ensuite, par (2.53), nous obtenons
que :

/c(x) hol*F [to]P T da > 0,

Q
et ainsi

U R [ eta) ol 1ol o >
Q
Cela contredit notre hypothése (2.19).

Donc il existe 6; > 0 et ¢; > 0 tels que pour tout A € (A, \; +01) et uu € (uq, py + €1) le probleme
(2.51) admet une solution (z;,w;) € Y. Par le Lemme (2.5), (z;,w;) € Y est une solution de
(2.50). m

Lemme 2.7 Lensemble

W= =< (z,w)eY: /c(w) 2| w| T de = —1 3,
Q

n’est pas vide et my , < 0, A > Ay, f1 > f1q, Ol
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my,, = inf ¢ Ey(2) + Eay(w) : /c(m) 2| Jw| T de = —1 ). (2.56)
Q
Preuve. Soit z = ¢ et w = 9. Puis par (2.19) nous avons :

[ @ A e = [ ) el 10 dx <0

Q Q

Donc il existe k € R tel que :
c(a) kg™ o) de = —1

Puisque, A > A\ et u > pq,0na:
Ex(le) =K (=) [ala) ol dz <0,
Q

et

Ep(l) = [I* (u b(x) |[¢[" dz < 0.
e

Ces inégalités impliquent que m, , < 0. m

Lemme 2.8 Supposons que (2.7) — (2.19) sont satisfaites. Alors il existe 65 > 0 et g5 > 0, tel que
pour tout A € (A, A\ +02) et pu € (puy, 114 +€2), le probléme (2.1),(2.2) admet une solution non
triviale (2o, ws) € Y satisfaisant E; (z3) + E (wq) < 0.

Preuve. La preuve est par contradiction et elle est analogue a celle du Lemme (2.6).

Supposons que Uhypothése n’est pas vraie. Alors il existe des suites 6, — 0,6, > 0, et e, — 0,e, > 0,
tel que probléme (2.56) avec A = Ay = \| + ds et p = p, = py + €5 est n’a pas de solution. Fixons un
entier s et considérons (2.56) avec A, et fi.

Notons (z,w?) la suite de maximisation correspondant :

/ () |22 P de = 1,

Q

/|sz|p dx — )\S/a(x) |22 |P dx + / |Vw: ! dx — ,us/b(x) \wy | dx — my, < 0.
Q Q Q Q
Si (22, w?) est borné, on peut obtenir comme avant cela, il existe une solution (z5, wg) de (2.56) :

/ () |25 [wg) de = —1,

Q
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et
/|Vz§]p dr — )\S/a(a:) |25 dx + / |Vwg|? dx — us/b(x) lwg|? dz = my, . <0,
Q Q Q

Q
ce qui est une contradiction. On peut donc prendre (z:,w?) n’est pas bornes. Avec la méme notation

que dans le Lemme (2.6), il s’ensuit que :

1
ef) [ |+ fty | e = = 0
/ o)

Q

Puisque la fonction f3 (voir (2.17)) est faiblement inférieure continue on obtient :

/ o(z) |hg| TP da = 0. (2.57)
Q

De maniére analogue aux preuves précédentes, (2.57) nous permet de conclure que

/ () [l [P da = .

Q
Cela contradiction (2.19).
Le fait que F1(z9) + E2(we) < 0 découle du lemme (2.7). Ceci compléte la preuve. m

Lemme 2.9 Supposons que (2.7) — (2.19) sont satisfaites. Alors il existe 3 > 0 et €5 > 0, tel que
pour tout A € (A, A\ +03) et u € (pq, 414 + €3), le probléme (2.1),(2.2) admet une autre solution

non triviale (z3,ws) € Y.

Preuve. ensemble
N, = sup /c(:v) 12| w|" T de > 0: By(2) + Ba(w) =1, (2.58)
Q

et

A~

Ny,

)

sup /c(w) 12wl de > 0: By(2) + Ea(w) < 1. (2.59)
Q

Suivant I'argument du Lemme (2.5), il est facile de prouver que les problémes (2.58) et (2.59)
sont équivalents (voir la fins de la preuve de la proposition (2.2)). Donc, on déduira l'existence
de 3 > 0 et £3 > 0 correspondant au probléme (2.59). Supposons que 'hypothése n’est pas vraie,
c’est-a-dire qu’il existe des suites 5 — 0,9, > 0, et £, — 0,e, > 0, tel que le probléme (2.59) avec
A= As =\ +0setu=pu, =u +es n’apas de solution. Fixons un entier s et considérons (2.59)
avec )\, et u,. Dénotant par (z3,w?) la suite de maximisation correspondante, nous avons :

lim [ c(z) |25t Jwi|" doe = Ny, . > 0,

n—oo

Q
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Ey(z) + Ex(w;) < L.

Si (27, w?) est borné, on peut supposer qu’il converge faiblement en Y vers certains (z§,w;),

quand n — oo. Alors

/ () |zl ™ |y dar — / () || w3l do = Ny, >0,
Q Q
Ey(z5) + Ex(uwp) < 1.
Donc (z§,w§) est une solution de (2.59) une contradiction. On peut donc prendre (23, w?) n’est

pas bornes. Soit

s Zfz s _ U}Z s 48| _
hy, = Wﬂf” R [, 0]l = 1.
n? n n? n

On peut donc supposer que :
lim (h;,t5) = (hg,tg)

n’’n
n—oo

faiblement en Y. Alors

o B ~
[t a2l i e = ) |5 fela) g e o — N, >0,
Q Q
donc
/ o(@) B3 [P da > 0, (2.60)

Q
De l'inégalité Ey(z3) + Eq(w?) < 1, c’est-a-dire,

Izl | Izl = [atoybiae |+ (el -, [ o)l || <1
Q Q
il en résulte que :
1
I = A [ ao) sl do el - [0 e < o (26D)
Xl
Q Q
Quand n — oo, on obtient :
Iy~ A [ at@) b ds | + (gl =, W@ lgran | <0 @62
Q Q
D’autre part, nous pouvons obtenir de (2.61) cela
)\s/a(a:) \hg|” dx + us/b(x) [to|? dz > 1. (2.63)

Q Q
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Il est clair que ||(h§, t])|| < 1. Cela nous permet de supposer que (h$,t5) converge faiblement en Y

vers certains (ho, to) . Quand s — oo dans (2.63), il en résulte que :

Al/a(a:) IholP dz + ul/b(x) itol?d > 1.
Q Q
Par conséquent (ho(z),to(z)) # (0,0) Vo € Q. Maintenant a partir de (2.62), quand s — oo, nous

déduisons :

Iolly = Au [ ao) ol d | + { Wealls = m [b(0) " dz | <.
Q Q
Par la définition de \; et ;, les deux termes ci-dessus est strictement pousitif. Donc,

o2 — A, / a(z) |hol? dz = 0,
Q

et

lally = s [ bGo) o] =
Q
Les deux dernieres égalités et le Lemme (2.1) impliquent que hy = lp,l # 0 et to = ki, k # 0.

Puis par (2.60), quand s — oo, nous obtenons cela

/c(x) ol |to|” T da > 0,
Q

et ainsi
1 o) ol ol o > 0,
Q
une contradiction avec (2.19). Ceci complete la preuve. m
Prouve du Théoréme 2.3. Soit §q,¢1, (21, w1) € Y, da, 69, (22,w2) € Y et d3,¢e3, (23, w3) € Y étre
comme dans les Lemmes (2.6), (2.8) et (2.9) respectivement. Notons § = min (01, d2,d3) et € =
min (1, €9, €3). Maintenant, nous substituons (z;, w;),i = 1,2,3, dans (2.31) et (2.32). De cette

facon nous obtenons trois paires de nombres positifs : (r;, p;),7 = 1,2, 3. Lensemble :
Uy = T2, V; = pzwzaz = 17 27 3.

Par le Lemme (2.3), (uy, v1), (u2,v2) et (ug,vs) sont des solutions faibles de (2.1) et (2.2). Par le

Lemme (2.6) il s’ensuit que :
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et

Donc

(up,v1) € S = {(u,v) :
D’autre part, d’apres le Lemme (2.8) nous avons :

E1 (UQ) i EQ(UQ)

ral” ol

= Fi(2) + Ea(ws) < 0.

Par conséquence, au moins 'un de F; (us) et E, (vy) est négatif. Donc (us, v2) n'appartient pas a
S. Nous concluons que (ug,v1) et (ug, vy) sont distincts. De méme (usq, v2) et (us, v3) sont distincts.
Un argument analogue a celui de la preuve du Théoréme (2.1) montre que (uy, v1) et (ug, v3) sont
aussi distincts. Le reste de la preuve est le méme que celui du Théoréme (2.1). Ceci complete la

preuve du Théoréme (2.3). m
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Chapitre 3. Résultat de non-existence de solutions classiques

Dans ce chapitre, nous établirons un résultat de non-existence de solutions classiques pour un
systeme potentiel associé a (p, ¢) opérateurs g-laplaciens. Cependant, il est clair que « les solutions
envisagées sont classiques» ne semble pas étre une hypothése naturelle pour ce type de probleme.

En effet, la classe naturelle a considérer devrait étre la classe des solutions faibles.

3.1 Ildentité de Pohozaev

Le résultat suivant a été établi en 1965 par S.I. Pohozaev dans le cas ou 'ouvert €2 est borné. Ce

résultat a des conséquences importantes.

Proposition 3.1 (Identité de PohoZaev ) (voir [10]). Soient ) un ouvert de classe C', g une fonction
continue de R dans lui-méme dont on désignera par G la primitive s‘annulant en zéro et u € H}(Q)N
H2

loc

(Q) une fonction satisfaisant I'équation
—Au = g(u).

Si de plus G(u) € L'(Q) et v(o) désigne la normale extérieure a OS2, alors pour tout z* € RY fixé, u

satisfait Uidentité

N2— 2 / Vu(z)[* do + % / IVu(o)|* (o0 — 2*)v(o)do = N/G(u(:c))d;c, (3.1)

En particulier si 2 = RN, pour 1 < j < Nona

Q/ u(@)de = / Oru() da,

(N—2)/|8ju(:r)|2d$ — Q/G(u(x))dx.

Q

Preuve. Soit une fonction ¢, de classe C* sur [0, +o0| telle que ,(t) = 1 pour 0 < ¢t < 1, et

©o(t) = 0 pour t > 2. En posant, pour j > 1 entier,

©;(r) = ¢ ('j—') :

on vérifie facilement que |Vg0j(x)| < C, ou C est une constante indépendante de j et que :

] ]
2| [Ve;| < = oo | )| < Cllvplls -
J J
On peut alors, pour un indice 7 fixé, multiplier les deux membres de 'équation —Au = g(u) par

(zi — Zf)aiu(ﬂﬁ)% (z).
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En intégrant par parties le terme de droite, on obtient :

/Q(U(x))(-’m—Zi")@U(ﬂf)st(ﬂf)dﬂf = /(w = 2)p;(2)0iG(u(x))dx

Q - [ @Gt~ [ (@ - o))

et par un passage a la limite et apres utilisation du théoréme de convergence dominée et le fait

que J;p;(z) tend vers zéro lorsque j — oo, on obtient :

lim [ g(u(z))(z — =9)0u(z) / Gu 3.2)

J—00

Q

D’autre part, apres intégration par parties le terme de gauche de '’équation, on obtient :

- / Au(z) - (2 — 2)0u(e))p; (@) dz =

- [0 = 2)0u(a))e,(0)Vulo) - vio)do
+ / Vu(z) -V [(z; — 2))0u(x) e, ()] d.

Or le dernier terme s’écrit :

/Vu(x) -V (2 = 27)0u(x) ()] da

= 5 [ @D, @a [Vu d:v+/|au oy o)
+ /(xl — 27)Oiu(x)Vu(x) - Vo, (z)dx. (3.3)

Notons par Ej;, Ey; et Es; respectivement les trois termes de droite dans (3.3), on a, lorsque
J—
Egj — 0, et Egj — / \@u(x)Eda: (34)

D’autre part, en intégrant par parties, £;; s'écrit :

— L [ ol - e s

+%/|VU(0)|2(01-—Zf)soj(g)vi(g)dd»
o0N
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et donc lorsque j — oo, ona:

;— ——/|Vu ) dx + = /|Vu (0; — 25 )vi(o)do.
Finalement en reportant cette derniere limite ainsi que (3.4) dans la relation (3.3), on a grace a
(3.2) :

——/|Vu )|? dx+/|8u )P dx (3.5)

/W ) (0 = 20)es(o)do

N

— /(ai — 27)0u(o)Vu(o)v(o)do

o0
- / G(u(z))dx

ce qui, en faisant la somme sur ¢ et sachant que lorsque « = 0 sur le bord alors le gradient Vu(o)

est parallelle a v(o), conduit a :

2_2/\% ) de 4 /yw (0 — 2 )o(0)do

:N/G

Q

Si Q =RY, alors 902 = @ de sorte que la relation (3.5) et le fait que

—2/|Vu(x)|2d$:N/G(u($))d$

impliquent ||8iu|]iz(RN) = ||81u\|iz(RN) pour 1 < i < N, cela termine la preuve de la proposition. m

Remarque 3.1 Dans le cas particulier ott Q = RY, en multipliant l'équation —Au = g(u) par u on

déduit :
/ V() dz = / ul(a)g(u(z))dz,

ce qui donne avec Uidentité de PohoZaev :

/ (]\72]—\72u(1')g<u(37)) - G(u(:z;))) dr = 0. (3.6)

RN

3.1. Identité de Pohozaev
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Cela implique en particulier que la fonction

S 59(s) = Gs)

doit prendre des valeurs positives et négatives, si elle n’est pas identiquement nulle. Par exemple si
g(s) = Xs|""savec p = 1 et \ # 0 on en déduit que, si N > 3, le seul exposant p pour lequel
léquation

—Au=\u""u

22 alors que si N = 2 Uéquation n’a aucune

peut avoir une solution non nulle dans H*(RY) est p =
solution non nulle. Il est aussi intéressant de noter que cet argument appliqué a p = 1 permet de voir

que le Laplacien n’a pas de fonction propre sur H'(RY).

5"

Remarque 3.2 Soient () un ouvert borné régulier, et g(s) = s. Lidentité de Pohozaev implique

que si u € H}(Q) N H?(Q) vérifie

—Au=|ufu

/[ Au(z dx—/|Vu \dx—/|u )P de,
Q

(NQ_Z >/|u W dae + = /|vu( ) (o — 2")v(o)do = 0. (3.7)

comme on a aussi

alors :

p+1

Supposons que Uouvert ) est étoilé par rapport a un point z* de RY, par exemple (pour simplifier)

z* = 0, plus précisément supposons que pour tout o € 9, on a o - v(o) > 0. On déduit de (3.7) que

St
N -2 N 50
2 p+1 ’
alors u = 0. Si
N-2 N
2 p41

alors Vu = 0 sur 05, et si de plus u > 0, d’apreés la formule de Green en obtient :

0=— / V(o) - v(o)do = / —Au(z)de = / u(z)Pdz,

o Q Q

ce qui implique que u = 0, c’est le résultat de S. I. pohoZaev (en fait on peut montrer que méme si
on ne suppose pas que u > 0, alors v = 0). Nous attirons Uattention sur le fait que le résultat de
non-existence de solution non nulle est spécifique au cas otl g(s) = |s|" " s,p = 242 est Uexposant

critique de Sobolev et () est étoilé.

3.1. Identité de Pohozaev
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3.2 Résultat de non-existence pour le systeme(p, ¢)-Laplacien

Soit Q C RY un domaine borné régulier. Considérons le systéme de potentiel quasi-linéaire sui-

vant :

[ —div (IVulP~? V) = 92 (2, u,v) dans €,

— div (|Vo|*” 2Vv) = 98(z, u,v) dans €, (3.8)

\ u = v = 0 sur 0f).

Ou F € CHQ x R x R). Soit (u,v) € (C?(2) N C°())? étre une solution classique de (3.8).

Alors i’dentité de PohozZaev [15] pour (3.8) peut étre écrit sous la forme :

(U) /|Vu|pdx+ (u) /|Vv|qu—N/F(x,u,v) da:—/(x, VF)dz(3.9)
P 0 K Q 0 Q
= — (1 — 1) /]Vu|p (o,v)do — (1 — 1) /|Vv|q (o,v)do

P/ 50 1 s

Preuve. Multipliant la premiére équation par (z, Vu) est intégrant par partie sur {2, on obtient :

—/div (]Vu]p_Q Vu) (z, Vu) dv = /Z—F (x,u,v) (z, Vu) dz.
u

Q

Oou

—/div (|Vu|p*2 Vu) (z, Vu) dz

Q
N
. 0 p—2 ou ou
= Z/axj (]Vu| 8xj) xlaggidx
=19

N au 8u
- Z uf”™ 2 890] < 3%) - Z/N " Oivjdg
B1=l50

INES 19

[
_ i/| |p28u8u

=1

1,]= 1dQ

2
— /|Vu|pdx—|— Z/:EZ|VU|JD 25_;8Z§$jdw_/|vu|p (0,v) do
o0N

INES 1Q

ou 0%*u I
8xj O0x;0x;

z; [VulP >

3.2. Résultat de non-existence pour le systéme(p, q)-Laplacien
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il est facile de voir que :

ou  O%*u
p p—2
(]Vu| = [Vl Z < Ox; Ox; 05

Donc

—/div (|Vu|p_2 Vu) (z, Vu) dx
— /]Vu]pdx—i— Z/xl (|Vul”) da:—/|Vu|p o,v)do
— /|Vu|pda:——2/|Vu|pdx+ /|Vu|p o,v da—/|Vu|p o,v)

= /|Vu|pdx——/|Vu|pdx+ /|Vu|p o,v da—/|Vu|p o,v)
N 1
= <1——> /|Vu|pdx— (1——)/|Vu\p(a,v)da.
p p
Q o0

Alors, de méme maniere, multipliant la deuxiéme équation par (x, Vv) est intégrant par partie
sur (2, on obtient :

—/div(\Vv|q_2 Vo) (z, Vo) de = <1 - %) /ywqu— <1 - é) /|Vv]q(a,v) do

Q

Pour le second terme, on a :

/ (a_}zj (x,u,v) (x, Vu) + 2—5 (x,u,v) (z, Vv)) dx

ou OF ov OF
/xi (axZ%(x u, U)+8xz 5 (x,u v)) dx,
Q

9 oF L OudF @0,0) v OF
T o on YT o e

(z,u,v).

3.2. Résultat de non-existence pour le systéme(p, q)-Laplacien
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Alors

N
:—Z/F(x,uvda:—l—Z/ (o,u,v)ov;do — Z/ (z,u,v)dz

7,:19 1= IBQ i= 1Q
= —N/F(m,u,v)dx—/(m,VF(x,u,v))dx—i—/F(a,u,v)(a,v)da
0 Q o9
= —N/F(x,u,v)d:v—/(w,VF(x,u,v))dx.
Q

Finalement, on obtient :

(?) /|Vu|pdx—|— <¥>/|Vv|qu—N/F(x,u,v)dx—/(I,VF(x,u,v))da:
Q QO Q Q
= — (1 _%)8£|VU|P (0,0)do — (1 — é)agwmq(o,v) do

Théoréme 3.1 Supposons que ) est strictement étoilé par rapport a Uorigine. Soit a,b,c € C1(Q)
et (u,v) € (C?(2) N C°Q))? est une solution de (2.1) et (2.2). Supposons que les hypothéses de

la chapitre 02 satisfaites. De plus, supposons que pour tout v, € R, les inégalités suivantes sont

satisfaites :

et pour x € Q) nous avons :

pN 7
(-5~ 5u) o) — E49bta), ) 0.
—Nc(z) — (Ve(z),z) = (v(a+ 1)+ 0 (B+1))e(x) = 0.

Alors u = v = 0 dans €.

3.2. Résultat de non-existence pour le systéme(p, q)-Laplacien m
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Preuve. Pour notre probleme (2.1) ,ona:

a+1 |ﬁ+l ‘

A
F (eyu0) = Sa o) |ul” + §b<x> 0|7 + ¢ (@) [ul** v

Pidentité devient :

(N—p) /|Vu|pdx—|- (N;Q>/]V0‘qdaj—)\7N/a(x)‘uvjdx (3.10)

p
_%Q/b ) |U|qu_Q/[Nc($)+(V0(x),x)] [+ o] da
A P H .
-2 [ Va@) o) de =2 [ (9b(a).2) ol da

_ (1 _ %)aé\vuv’ (0, 0) daf (1 _ é)ag\w%,u) do.

D’autre part, multipliant la premiére équation de (2.1) par ~yu et la deuxiéme par dv est intégrant

par partie sur {),on obtient :

7/|Vu|pdx = wA/a(a:) ]u\pda:+'y(a+1)/c(x) | o) d (3.11)
Q Q
b () |o] do + 5 (B + 1) /c(:c) o ol
0

5/|Vv]qdac = ou

Q

EO\D

Combinant les identité (3.10) et (3.11), on aura :

(?—i—’y) Q/|Vu\pdx+ <?+5)Q/Wv!qu
+Q/ K_% - 7A> a(z) - % (Va(z) ,x)} ful? dx
+/ [(_%_(m) b@)-%(w(m),x)] o] da (3.12)

Q
+ / [=Ne(z) = (Ve (@),2) — (v (@ + 1) + 8 (B + 1))e(@)] [u] " o] da
Q

((1 - %) IVl + <1 _ é) |vva> (o, 0) do.

3.2. Résultat de non-existence pour le systéme(p, q)-Laplacien
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Alors, d’apres les conditions

N_
—Piy2>0,
p
u+520’
q
AN A
—— =M ]a(x)——(Va(z),x) >0,
( - v) (5) = 2 (Va(a) 2
N
(—%—w)b(a:)—g(vz)(as),x)zo,

—Nc(z) — (Ve(z),z) = (y(a+ 1)+ (B +1))c(x) > 0.

On trouve que le deux termes de 'identité intégrale (3.12) sont de signes différents, ce qui donne

une contraduction, donc tous les termes sont nulles. m

3.2. Résultat de non-existence pour le systéme(p, q)-Laplacien



Conclusions

Dans ce mémoire, on a présenté des résultats d’existence et de non-existence des solutions non
triviales pour une classe des systémes elliptiques gouvernés par les opérateur p, g- Laplaciens.
Les résultats d’existence ont été établie en utilisant la méthode de fibering, qui permet d’étudier
I'existence des solutions dans trois cas différents, sous des différentes contraintes, les trois cas
étudiés pour ce probléme concerne la relation entre les parametres \ et p cité dans les équations
du systeme et les premieres valeurs propres des opérateurs —A, et —A,.

Le résultat de non-existence est obtenu en utilisant une identitée de type Pohozaev qui est un outil
puissant, permet de montrer q'un probleme n’admet que la solution triviale, sous des hypothéses
bien déterminés.

Les méthodes utilisés dans ce travail peuvent étre utilisés dans différents équations est systemes

semi-linaires avec des différents conditions sur le bord.
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