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Résumé

Dans ce travail, on étudie le nombre maximum de cycles limites du
systéme différentiel polynomial continu

X=-y+eP (X, y,2),
y=x+&R,(XY,2),
2, =P, (XY,2),
et apres nous avons egalement étudié le nombre maximum de cycles
limites du systéme différentiel polynomial discontinu forme par deux
systemes differentiels polynomiaux sépareés par I'hyperplany =0 .
X==y+eb(XY,2),
y=Xx+&B(X,y,2), siy>0
2, =¢éP,(xY,2),
X=-y+&Q,(X,y,2),
y=Xx+&Q,(X,y,2), siy<O0
2, =&Q,(X,Y,2),
ol =1,...d, & estun paramétre suffisamment petit, ze R? et
PR P Q.. Qp,Q, sont des polyndmes de degré n.

Dans la seconde partie de ce travail, on étudie le nombre maximum de
cycles limites qui peuvent bifurquer du centre non linéaire

x=-y((x* +y*)/2)",

Y =x((x*+y*)/12)",
lorsqu'il est perturbé par une classe de systemes différentiels polynomiaux
discontinus par morceaux de degré n avec k pieces.

Mots clés : Cycle limite, hyperplan, centre non linéaire, systemes
différentiels polynomiaux.



Abstract

In this work, we study the maximum number of limit cycles of the
continuous polynomial differential system

X=-y+&P,(X,Y,2),
y=X+&B(XY,2),
2, =¢6P,(X,Y,12),

and after we also study the maximum number of limit cycles of the
discontinuous piecewise polynomial differential system formed by two
polynomial differential systems separated by the hyperplaney =0 |,

X=-y+&P, (X Y,2),
y=x+eR (x,y,2), ify>0
26 = ‘(’Pcé (X1 y’ Z)!
X=-y+&Q,(X,Y,2),
y=x+&Q,(x,y,z), ify<0
Zg = 5ch (X1 Y, Z)’

where ¢ =1,...,d, ¢ isasmall parameter, z e RY and

PR Py, Q,.Q4,Q, are polynomials of degree n.

In the second part of this work, we study the maximum number of limit
cycles of which can bifurcate from the nonlinear center

x==y((x* +y*)/2)",

y=x((x*+y*)/2)",
when it is perturbed inside a class of discontinuous piecewise polynomial
differential systems of degree n with k pieces.

Keywords : Limit cycle, hyperplane, nonlinear center, polynomial
differential systems.



uadlall
3 _atusall dlialiill oY alaall Alead dpgiiall <l sall aaed akae W) aadl L ai cJand) 128 b
Agy)
X=-y+eP(XY,2),
y=x+eR (X Y,2),
2, =£Pcf(x1 Y, 2),
OS5 drdaiia dgliali Y ales dlaad dgiiall il gall aaad _adae V) aaldl Liayl (a5 Waey
Y =0 adlilae Al G (g siuall Aol g il gmie (plialds (piilea (1
X==y+eP(XY,2),
y=X+&B, (X Y,2), y>0
2, =k, (X,Y,2),
X=-y+Q,(X,,2),
y=x+eQ,(x,y,2), y<O0
2, =8Q, (X, Y,2),
PR Py Qi Qs Q5 zeRY G a daf Dy g f=1....d &
N Aaall e dgas Gl yiS
Cre i Al A gasd) ol gall adae W) aael) G pai ¢ Jaadl 138 (e (SE ¢ el 8
" ) SN L3l e Sl
{x=—y«x2+y2)/2)m,
y=x((x*+y*)/12)",
Akl K aaen daall (e dadalie 2 gaa Gl S Alea (e S @l plaial Jleatiuly Elld

Aalalds 5 gan IS Jas ¢ ad jie S e (51l (5 st e 50 1 Apalidal) cilalsl)



e e e e e e e e e e e
i 1
X
(0

KTy

e Al daall Q¢ ala Y1 g o galall 43 s Jsa asad Y A calaalll s JISEY) aen (e o 35 A Al any
s 85kall g caillalis ardae 5 aga 5 Ol (Bl Luda | 50K aea cdalad) g annd o all KAl caslital 5 4t
el adde alll Ls dane aBY) s e 3l
ol siall Janll 138 gaaf
LAl gl Ll e sl Lilia g alad u ledles OIS e alall 8 SO )

U sl alal) sk el 0 Al 53 aas (e
LAV s sl e sial (g san eSS i (LeSilianad L L i e yae alll ey o sa
s odlie celiy dagas @Alile (rall e all oli ) |l | e 5 oAV ) sl a3 AY1 )
Ol (Rl e 5 5al)

.. JualdY) L) | 4 jeall g aledl (30 ya W) sagae cpal) ) Al ) Guadl | glaa cpdl 1)

Ol gale 3l A

TN TN N N N N N N N N N TN AN N N AN N N N NN
B e e e N N N N S s

DesAeNEtEAEEATEATATAENEEAEEAEATNEENEA




e e e e e e e e e e Ve e N

¢\.§A}

Cras A28 Al Al o0 el (3 yiad Al deadl) )
o Al sl Lk AL el N gl o) sie g sl

—

i (3OS @A L daadl 5 BRI ey 5 daY) il )

LT U P D e e I e R R |
"eoadlae” gadll Al JSleadg e

C B 5 dal) Js
ClaY) g eBaaY K

5 pdal) Bak W paga Gl )L Al sl ) slea 3 )
oA Hlaal) o3y )L Sl Lol | 44 el

ol giall Jall soal oY 58 JS )

Naa 2a) gllae

e e e e e e e e e S S s

e e e e e e e e e e e e e e

:
;
;
;
?
?
¢
:
:
;
;
;
;
;
®




—

©

TN TN N TN N N N N TN N N N N N N N N N N N N N

il g S

day o Al L _dlaas
@l e 5 S5 Cals a&8 5 ok A &5 GG Y5
(7) A1 adl 5l 5 ) g
ol siall Jandl 138 alai) ) Ui g o oelain o ad 4 dess

als g agle d) La e J sl J s Slae
{4 &l ol &l by

@il 5 2aalolyy
Saadl 138 e o pdiall Y 5 Jaeall léjall 5 o jaldl HSENG axsis
O Laadl 2535 clalyl Liaie A4S e "qilpd a3 ) Sl SuY)
Ly Ol 300 calia Qe laws 2o lusal) 3U5Y)
s B 3y
by Al agilds o cilpaly )l and 8 Qs Ll apes
s gl cu B e Liaed (e JS 5 L0 ) msen S0

Lagan agd Liliial e e

A AT NSNS

e e e e e e e e e e e e

A
&
b

Y
)\

!
3

Y
)\

!
)\

Y
)\

J
3

Y
3

!
S

Y
)\

!
N
b
b

Y
S
b
b

Y
S
by
N

Y
S
b
b

Y
S
by
N

Y
)\
by
b

Y



TABLE DES MATIERES

Introductionl 3
[1 Notions préliminaires| 4
(1.1 Systeme diftérentiel polynomial duplanf. . . . . . ... ... ... .. 4
(1.2 Systeme dynamiquel. . . . . . . . ... 4
1.3 Champ de vecteurs| . . . . . . . . . . . . oo 4
1.4 Systéme quadratique dans R?| . . . . . ... ... ... ... ... 5
(1.5 Systeme diftérentiel autonome| . . . . . . . ..o )
(1.6 Flot du systeme différentiel autonome|. . . . . . . . .. ... L. 5
(1.7 Point d’équilibre] . . . . . . .. ... .. 5)
(1.8 Linéarisation du systeme diftérentiel|. . . . . . .. . ... ... . )
(1.9 Point critique hyperboliquel. . . . . . . . .. ... ... 6
(1.10 Solution périodiquel . . . . . . . . ..o 6
(1.11 Plan et portrait de phase{. . . . . . . . . ... ... ... ....... 6
(1.12 Intégrale premiere]. . . . . . . . . .. ..o 7
(1.13 Cycle limite] . . . . . . . . . oo 7
(1.14 Cycle limite hyperbolique{ . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 7
(1.15 Fonction Lipschitzienne et localement Lipschitzienne . . . . . . . .. 7
[L.16 Stabilité d’une solution (cas d’un point d’équilibre)| . . . . . .. ... 8
(1.17 Conditions de stabilité d'un systeme diftérentiel linéaire] . . . . . . . . 8
(.18 Théoreme de Bezout| . . . . . . ... ... ... oL 8
[1.19 Portrait de phase des systemes difiérentiels linéaires en dimension 2f . 9
2 Méthode de moyennisation| 13
2.1 Méthode de la moyennisation du premier ordre pour les systémes |
[ diftérentiels continues . . . . . . . . . ... L. 13
[2.2  Meéthode de la moyennisation du premier ordre pour les systémes |
[ différentiels discontinug . . . . . . ... o Lo 13



TABLE DES MATIERES

[2.3  Méthode de la moyennisation du premier ordre pour les champs de |

[3 Naissance de cycles limites par une classe des systémes diftérentiels |

| _continue et discontinus de dimension d + 2| 17

[3.1 Introduction et résultats principauxl . . . . . . .. ... ... ... .. 17
[3.2  Preuve des résultats principaux| . . . .. ... ... ... .. ... .. 20
3.2.1 Preuve du théoreme 3.1.11 . . . . . ... .. ... ... .... 20

3.2.2 Preuve du théoréme 3.1.20 . . . . . . .. .. .. ... ..... 23

[3.2.3  Preuve de corollaire 3. 1.1, . . . . . .. .. o000 25

3.2.4 Preuve de corollaire 3.1.2/. . . . . . . . . .. ... .. ..... 25

[4 Cycles limites des champs de vecteurs polynomiaux discontinus par |
[_morceaux| 27
[4.1 Introduction et résultats principauxl . . . . . . ... .. ... ... .. 27
4.2 Preuve du théoreme 4.1.11. . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 30
[4.3 Exemples . ... ... ... 33
Conclusionl 35

(Bibliographie| 36

i



TABLE DES FIGURES

Fig 1.1- Nceud improprestable..............oooooiiiiiins. 09
Fig 1.2- Nceud impropre instable....................ooooil, 09
Fig1.3-SelleouCol.........ooi 10
Fig 1.4- Nceud proprestable..............oooooiiiii i, 10
Fig 1.5- Neeud propreinstable.................ooo 10
Fig 1.6-Noeud exceptionnel stable............................ol 11
Fig 1.7-Noeud exceptionnel instable.........................e. 11
Fig 1.8- Foyerstable............cooiii 11
Fig 1.8- Foyerinstable.............ccoiiiii i 11
FIg 1.10-Centre. ..o 12

Fig 4.1-Les secteurs S, et lesrayons L,, pouri= 1..,k.....29



Introduction

Un grand nombre de problémes provenant de la mécanique et de 1’électrotech-
nique, de la théorie de la commande automatique, de 1’économie, des systémes d’im-
pact, entre autres, ne peuvent pas étre décrits avec des systémes dynamiques lisses.
Ce fait a motivé de nombreux chercheurs a étudier les aspects qualitatifs de ’espace
de phase des systémes dynamiques non lisses.

L’un des principaux problémes de la théorie qualitative des systémes différentiels
planaires réels continus et discontinus est la détermination de leurs cycles limites.
La non-existence, 1’existence, 1'unicité et d’autres propriétés des cycles limites ont
été largement étudiées par les mathématiciens et les physiciens, et plus récemment
également par les chimistes, les biologistes, les économistes, etc. (voir par exemple
les livres [9], [16], [75]). Ce probléme limité aux équations différentielles polyno-
miaux planes continues est le probléme bien connu du 16°™¢ probléme de Hilbert
[31]. Puisque le probléme de Hilbert s’est avéré tres difficile, Smale [68] I’a particula-
risé aux équations différentielles polynomiaux de Lienard dans sa liste de problémes
pour le siécle actuel.

Les équations différentielles polynomiaux de Lienard classiques

¥+ f(x)t + g(x) =0, (1)

ou f(x) et g(x) = z revient a [37]. Cette équation différentielle de second ordre (/1)
peut étre écrite comme un systéme différentiel planaire

i=y— F(x),
{ y:_g<$)7 (2)

ot F(z) = / f(s)ds.

De nombreux résultats sur le nombre des cycles limites ont été obtenus pour les
équations différentielles polynomiaux généralisées étant f(x) et g(x) sont des

1
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polynoémes de degrés n — 1, m respectivement. Les équations différentielles polyno-
miaux de Lienard classiques continues ont été étudiées en 1977 par Lins, de Melo
et Pugh [39] qui ont déclaré la conjecture :

Si f(x) de degré n—1> 0 et g(z) = z, alors (1) a au plus [(n—1)/2] cycles limites.
Ici [2] désigne la fonction de partie entiere de z € R. Ils ont également prouvé la
conjecture pour n = 2,3. Pour n = 4, cette conjecture a été prouvée en 2012 (voir
[40]). Pour n > 7 Dumortier, Panazzolo et Roussarie ont prouvé que cette conjecture
n’est pas vraie dans [21], ils montrent que ces équations différentielles peuvent avoir
[(n —1)/2] + 1 cycles limites. De Maesschalck et Dumortier ont récemment prouvé
dans [59] que ’équation classique de Lienard de degré n > 6 peut avoir [(n—1)/2]+2
cycles limites. La conjecture pour n = 5 est toujours ouvert.

Les résultats sur le nombre de cycles limites pour les équations différentielles poly-
nomiaux Liénard généralisées continues peuvent étre trouvés dans [43] ou les auteurs
montrent qu’il existe des équations différentielles (1)) ayant au moins [(n+m —2)/2]
cycles limites. Voir aussi [4], [10], [17], [26], [55], [56], [57], [58], [76].

Ce travail comporte quatre chapitres :

Le premier chapitre, nous donnerons quelques notions préliminaires des systeémes
dynamiques et le comportement des systémes différentiels. Nous avons commencé par
définir le systéme différentiel polynomial du plan, le systéme dynamique, le champ
de vecteurs, le systéme quadratique dans R?, le systéme différentiel autonome, le
flot, le point d’équilibre, la linéarisation du systéme différentiel, le point critique hy-
perbolique, la solution périodique, le plan et portrait de phase, I'intégrale premiére,
la notion de cycle limite et cycle limite hyperbolique, la fonction Lipschitzienne et
localement Lipschitzienne, la stabilité d’une solution, et nous donnons les conditions
de stabilité d’un systéeme différentiel linéaire, enfin, nous donnons une explication
de la théoréme de Bezout et le portrait de phase des systémes différentiels linéaires
en dimension 2.

Dans le second chapitre, dans ce chapitre, nous présentons les méthodes des
moyennisations pour les systémes différentiels continus et discontinus que nous uti-
lisons dans les troisiéme et quatriéme chapitres.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie le nombre maximum de cycles limites du
systéeme différentiel polynomial continu

T =—y+eP,(zr,y,2),
y = $+5Pb(l’»y7z),
2K - EPCZ(JT,y,Z),

et aprés nous avons également étudié le nombre maximum de cycles limites du
systéme différentiel polynomial discontinu formé par deux systémes différentiels po-
lynomiaux séparés par ’hyperplan y = 0.

T = _y+€Pa(x7y7z)a
y=x+ePy(x,y,2), siy >0
2 =¢eP,,(v,y, 2),

2
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T =—y+eQ.(z,y,2),

y=x+eQy(x,y,2), siy <0

2 =eQ,(,y, 2),
ol = 1,...,d, € est un paramétre suffisamment petit, z € R et P,, Py, P.,, Qu, Q3, Q~,
sont des polynomes de degré n.
Dans le quatriéme chapitre,on étudie le nombre maximum de cycles limites qui
peuvent bifurquer du centre non linéaire

{ &= —y((@® +y%)/2)",
g =ax((a® +y%)/2)",

lorsqu’il est perturbé par une classe de systémes différentiels polynomiaux disconti-
nus par morceaux de degré n avec k piéces.



CHAPITRE 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions préliminaires des systémes
dynamiques et le comportement des systémes diérentiels.

1.1 Systéme différentiel polynoémial du plan

Définition 1.1.1 on appelle systeme differentiel polynémial du plan un systeme de

la forme
&= P(z,y),
. 1.1
{ Y= Q(x,y). (L)
Ou P et Q) sont des polynomes a coefficients réels. Si les fonctions P et () sont des po-
lynomes, on appelle alors degré du systéme (1.1)), le nombre n = max(deg(P), deg(Q)).

1.2 Systéme dynamique

Définition 1.2.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application U : R x R" —
R™ tel que

1.3 Champ de vecteurs

Définition 1.3.1 Soit U un ouvert de R™. Une application
Xz f(z), veR"

4



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

de classe C* définie sur U & valeurs dans R™ est appelée un champ de vecteurs de
classe CF sur U. A un tel champ de vecteur, on associe le systéeme différentiel

= f(z) e i=X(x).

1.4 Systéme quadratique dans R’

Définition 1.4.1 Un systéme quadratique dans R? est de la forme

(&= ap00+ a1,00% + a2007% + ap10Y + a1.1.0TY + a2.0Y>+
0012 + 10172 + ag11Y2 + ag 022>

U =booo + b100% + b2002% + bo1,0y + b11.07Y + bo20y>+
bo,0.1% + b10122 + bo1,1y2 + by 22?

2= Co0,0 + 1,00 + 20,027 + Co,1,0Y + C1,1,02Y + Co2,0y°+
00172 + 10172 4 Co11YZ + Cop272°

(1.2)

1.5 Systéme différentiel autonome

Définition 1.5.1 On appelle systéme différentiel autonome un systéme différentiel
pour lequel f ne depend pas du temps

= f(z), xeR" (1.3)

1.6 Flot du systéme différentiel autonome
Définition 1.6.1 On appelle flot du systéme différentiel (1.3), I’ensemble des ap-

plications ¢, : R" — R™ définies par ¢, (xo) = ¢ (t,z0) ot ¢ (t,z0) est la solution
de (1.3)) telle que ¢ (0, x0) = xo.

1.7 Point d’équilibre

Définition 1.7.1 On appelle point d’équilibre du systéme différentiel (1.3) tout point
xo € R tel que : f (z9) = 0.

1.8 Linéarisation du systéme différentiel

Définition 1.8.1 Considérons le systéme différentiel (|1.3))

Le systéeme différentiel

T = Az,

5



1.9. POINT CRITIQUE HYPERBOLIQUE

ol

A= ($2 ) = Drten 1 i <

et

f($0> =0,
est appelé le linéarisé de (1.3) en x.

1.9 Point critique hyperbolique

Définition 1.9.1 Un point d’équilibre xo de systéme différentiel (1.3)) est dit hyper-
bolique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A = D f(xq) sont
a partie réelle non nulle. Dans le cas contraire, il est dit non-hyperbolique.

1.10 Solution périodique

Définition 1.10.1 Supposons que x (t) = 1) (t) est une solution de systéme diffé-
rentiel (1.3|) et supposons qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant

V(t+T)=1v(t) pour T > 0.

Alors ) (t) s’appelle une solution périodique de systéme (1.3). Le plus petit réel T > 0
qui vérifie la formule précédent est appelé période.

Définition 1.10.2 On appelle cycle limite une orbite périodique qui est isolée dans
[’ensemble des orbites périodiques, c’est a dire qu’on ne peut pas trouver une autre
orbite fermée dans son voisinage.

1.11 Plan et portrait de phase

Définition 1.11.1 Soit le systéeme différentiel planaire

&= P(zy),
{ J=0Q(z.y). (14

Un portrait de phase est I’ensembles des trajectoires dans ’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (z (t),y (t)) du systéme représentent dans le plan (zoy)
des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systéme sont des solutions
constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points cri-
tiques représentent le portrait de phase et le plan (xoy) est le plan de phase.
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1.12 Intégrale premiére

Définition 1.12.1 Une fonction H(x,y) est dite intégrale premiére d’un systéme
différentiel sur un domaine D du plan st H(x(t),y(t)) est constante pour toute
solution (z(t),y(t)) du systéme différentiel. Lorsqu’une intégrale premiére existe, elle
n’est pas unique. Le fait que H(x(t),y(t)) soit intégrale premiere implique qu’elle

vérifie la relation suivante
dH(xz(t),y(t)) OHdrx OHdy OH OH B
& ordt Fya_%f(x’y)—i_@_yg(x’y)_o‘

1.13 Cycle limite

Définition 1.13.1 Pour un systéme plan, on appelle cycle limite est une orbite
fermée isolé. C’est a dire, au voisinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre
orbite fermé. La stabilité du cycle limite est liée au comportement des trajectoires
de son voisinage.

Poincaré introduit cette notion dans son second mémoire de 1882, a partir de ses
travaux sur le probléme des trois corps notamment.

1.14 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.14.1 soit le systéeme (1.4) a une orbite périodique (x(t),y(t)) de pé-

riode T'. Soit
T

- [ (g—P _ "g—j) (e(t), (1))t

Si 0 > 0 (resp. < 0) alors Uorbite périodique (x(t),y(t)) est un cycle limite in
stable (resp.stable). Il peut étre un cycle limite stable, instable ou semi-stable ou
peut appartenir o une bande 6 = 0.

Une orbite périodique (x(t),y(t)) ayant 0 # 0 est un cycle limite hyperbolique.

1.15 Fonction Lipschitzienne et localement Lip-
schitzienne

Définition 1.15.1 Soit U C R™ un sous-ensemble ouvert. Une fonction f : U — R"
est dite k— Lipschitzienne st

\f ()= f W) <E|lx—y| pour tous x,y € Uk > 0.

une fonction est dite Lipschitzienne si elle est k— Lipschitzienne pour un k.

7



1.16. STABILITE D’UNE SOLUTION (CAS D’UN POINT D’EQUILIBRE)

Définition 1.15.2 Une fonction est dite localement Lipschitzienne si pour chaque
point a € U il existe un voisinage V' de a, tel que f|y soit Lipschitzienne.

1.16 Stabilité d’une solution (cas d’un point d’équi-

libre)

Définition 1.16.1 Une solution x(t) d’un systéme différentiel
= f(x,t), (1.5)
est dite stable si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute solution y(t)
[z —y) (to)[| <6 ==Vt = 1o, [[(z —y)(t)[| <&

Si, de plus, ||y — z|| — 0 quand t — +oo, la solution est dite asymptotiquement
stable.

1.17 Conditions de stabilité d’un systéme diffé-
rentiel linéaire

. , N . , . . L, . !’ N
Considérons le systéeme différentiel linéaire + = Ax, ou x € R"” et A est une
matrice carrée n X n a coeflicients réelles constants.

Définition 1.17.1 Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leur partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions de ©° = Ax tendent vers 0 quand t
tend vers 400 et l'origine est un équilibre stable.

St l'une au moins des valeurs propres est de partie réelle strictement positive, ’ori-
gine est un point d’équilibre instable.

St la matrice A est diagonalisable et si toutes ses valeurs propres sont de partie réelle
négative ou nulle, alors l'origine est un point d’équilibre stable.

1.18 Théoréme de Bezout

Théoréme 1.18.1 [67] Soient P;, j = 1,...,n des polynomes en ces variables (x1, x2, ..

de dégré d;, j = 1,...,n. Considérons le systéme polynomial suivant

P1 (I‘l,alg, ...,I’d) = 0,
P2 ($1,$2, ...,Id) = 0,

P, (x1,29,...,24) = 0.

Ou (21, T2, ..., Tq) € R?. Si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est
borné par
dy X dy X ... X d.
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1.19 Portrait de phase des systémes différentiels
linéaires en dimension 2

Considérons le systeme différentiel linéaire

T =ax+ by 4 [ab
{y:car—i-dy’ouA_(c d)
On supposera det A # 0; L’origine est un seul point critique de ce systéme.

1. Si A\; et Ay sont toutes 2 négatives et différentes, on parle de noceud impropre (
asymptotiquement stable ).
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Fig 1.1. Noeud impropre stable

2. Si A\q et A9 sont toutes 2 positives et différentes, on parle aussi de nceud impropre
(instable).
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Fig 1.2. Noeud impropre instable
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3. Si une des valeurs propres est positive et ’autre négative, il existe au moins une
direction instable et on parle de point selle ou de col.
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4. Dans le cas de valeurs propres identiques, il y a deux cas sont possibles
4.1. A est diagonalisable, on parle de noceud propre (stable ou instable)
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Fig 1.4. Noeud propre stable
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Fig 1.5. Noeud propre instable



4.2. A est non diagonalisable, on parle de noeud exceptionnel (stable ou instable).
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Fig 1.8. Foyer stable
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6. Dans le cas ou a = 0, les trajectoires sont périodiques, il s’agit de centres.
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Fig 1.10. Centre
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CHAPITRE 2

Méthode de moyennisation

2.1 Meéthode de la moyennisation du premier ordre
pour les systémes différentiels continues

Théoréme 2.1.1 [7)]] On considére le systéme différentiel suivant
i=cF(t,z)+*R(t, z,¢), z(0) =0, (2.1)

o F:RxD —R"et R:R XU X (—¢,6) — R" sont des fonctions continues,
T—périodiques par rapport a la premiére variable, et D est un sous-ensemble ouvert
de R™. On définit la fonction moyenne f: D — R" comme suit

f(z)= /F(s,x) ds, (2.2)

et on suppose que

(i) les fonctions F, R, D, F, D*F et D,R sont définies, continues et et bornées par
une constante M (indépendant de ) dans [0,00) x D et pour € € (0, &),

(i1) pour p € D avec f(p) =0, nous avons |J;(p)| # 0.

Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique x(t,e) du
systéme tel que x(0,) — p lorsque ¢ — 0.

2.2 Meéthode de la moyennisation du premier ordre
pour les systémes différentiels discontinus

Soit h : R x D — R une fonction de classe Clavec 0 € R comme valeur réguliére,
et X = h71(0). Soit X,V : R x D — R™ deux champs des vecteurs continus et
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2.2. METHODE DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES SYSTEMES DIFFERENTIELS DISCONTINUS

supposons que h, X et Y sont T'—périodiques en la variable .

On considére le systéme différentiel discontinu par morceaux suivant
: X(t,x) si h(t,z) >0,
t=2(te) = { Y(t,z) si h(t,x) <O0.

Nous réécrivons le systéme différentiel discontinu comme suit. On considére la fonc-

tion de signe définie sur R\ {0} par

(2.3)

sign(u) =

1 siu>0,
-1 si uw<0.

Alors le systéme peut s’écrire comme suit

&= Z(t,x) = Fi(t, x) + sign(h(t, x)) Fy(t, z), (2.4)
ol

Fi(t,z) = %(X(t,x) +Y(t,x)) et Fp(t,x) = %(X(t, x) = Y(t,x)).
Le théoréeme suivant est une version du théoréeme 2.1.1 pour étudier les solutions
périodiques des systéemes différentiels discontinus.
Théoréme 2.2.1 On considére le systéme différentiel discontinu suivant
i =cF(t,z)+*R(t, z,¢), (2.5)

avec

F(t,z) = Fi(t,x)+ sign(h(t,z))F(t, x),

R(t,z,e) = Ry(t,z,e)+ sign(h(t,x))Ra(t, z,€),

ot F1,F5 :R XD — R" R,Ry : Rx D x(—¢,e) > R" et h:RxD — R sont
des fonctions T—périodiques en la premiére variable t. On suppose que h est une

fonction de classe C* ayant 0 comme valeur réguliére et nous désignons ¥ = h=*(0).
On définit f : D — R™ comme suit

f (@) = / F(s,2)ds, (2.6)

et on suppose que

(1) les fonctions Fy, Fy, Ry, Ry et h sont localement Lipschitzienne par rapport o x,
(m)a(t,x) # 0 pour tous (t,z) € 3,

(i4i) pour p € C avec f(p) = 0, il existe un voisinage U C C de p tel que f(z) # 0
pour tous z € U\{p} et dg(f,U,0) # 0(dp est le degré de Brouwer de f en p).
Alors, pour |e| > 0 suffisament petit, il existe une solution T'—périodique z(t,x) du
systéme (2.5)) tel que z(t,e) — p lorsque ¢ — 0. Pour une preuve du théoréme
2.2.1, voir le théoréme A et la proposition 2 dans [45]. Ici, nous soulignons que si f

dans ([2.6)) est de classe Ctalors Uhypothese dp(f,U,0) # 0 est valable si |J;(p)| # 0,
voir pour plus de détails [5])].
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CHAPITRE 2. METHODE DE MOYENNISATION

2.3 Meéthode de la moyennisation du premier ordre
pour les champs de vecteurs discontinus

On considére le champ de vecteur discontinu par morceaux suivant

dp _
a0 X

oupeR OeR/(2r7) et

(0,p) =cF (0,p) +*R(0,p,¢), (2.7)

k k
F(9,p) = ZXSi(‘g)E 0,p), R(0,p,e)= ZXSZ.((’)R((M, e),

o Fj : Sy x D — R% R; : S; x D x (—¢gg,69) — R? pour i = 1,..., k sont des
fonctions continues, 2r—périodiques par rapport a la premiére variable, et D est
un sous-ensemble ouvert de R. Ici, les S; sont les intervalles ouverts (6;,0;,1) pour
=1, ket 0<60; < .. <0 <2m <01 =01+ 2m. On définit

D,F (6,p) = > Xs,(0,p)D,F; (6, p). (2.8)

i=1

La fonction moyenne f : D — R est définie par

ﬂm—/F@mw. (2.9)

Nous rappelons que si (6, p,) est la solution du champ de vecteur x(6, p) tel que

p(0, pg) = po, alors

p(2m, py) — po = ef(p) + O(?). (2.10)
Donc pour € > 0 suffisamment petit, les racines simples de la fonction moyenne f(p)
fournissent des cycles limites du champ de vecteur (6, p).
Dans le résultat suivant, nous présentons une version de méthode de la moyennisa-
tion pour les champs de vecteurs discontinus, qui est prouvée dans [44]. Nous notons
que dans [44] la méthode de moyennisation utilise que le degré de Brouwer d’une
fonction f au voisinage d’un zéro de la fonction f(p) est non nul, alors que nous sub-

d
stituons ici cette condition en disant que le zéro p est simple ( c’est-a-dire d_f (p) # O) ,
0

car cette derniere condition implique que le degré de Brouwer mentionné n’est pas
nul. Pour plus détails voir [13], [54].

Théoréme 2.3.1 Supposons que les conditions suivantes s’appliquent au champ de
vecteur discontinu x (0, p).
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2.3. METHODE DE LA MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE POUR
LES CHAMPS DE VECTEURS DISCONTINUS

(i) pour i = 1,....k les fonctions F;(0, p) et R;(0,p) sont localement Lipschitzienne
par rapport & p, et T—périodiques en la variable 6.

(i1) Soit p € D un racine simple de la fonction moyenne f(p).

Alors pour € > 0 suffisamment petit, il existe une solution 2w —périodique (6,¢) du
champ de vecteur x(0, p) tel que (0,e) — p lorsque ¢ — 0.
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CHAPITRE 3

LNaissance de cycles limites par une classe des systémes
différentiels continue et discontinus de dimension d + 2

3.1 Introduction et résultats principaux

Les cycles limites ont été utilisés pour modéliser le comportement de nombreux
processus réels et différents dispositifs modernes. En général, il est trés difficile de
prouver ’existence de cycles limites. Une fagon de produire des cycles limites est
de perturber les systémes différentiels qui ont un centre linéaire. Dans ce cas, les
cycles limites dans un systéme perturbé bifurquent des orbites périodiques du centre
non perturbé. La recherche du nombre maximum de cycles limites que les systémes
différentiels polynomiaux d'un degré donné peuvent avoir fait partie du 16°™¢ pro-
bléme de Hilbert et de nombreuses contributions ont été faites dans ce sens, voir
par exemple [31], [34], [38] et les références qui y sont citées. Récemment, la théorie
des cycles limites a également été étudiée dans des systémes différentiels disconti-
nus. L’analyse de ces systémes peut étre retracée a partir d’Andronov et al. [2] et
continue de recevoir 'attention des chercheurs. Les systémes différentiels discontinus
sont un sujet qui a été développé trés rapidement en raison de ses fortes applica-
tions & d’autres branches de la science. Actuellement, ces systémes sont 'un des 2
liens entre les mathématiques, la physique et 'ingénierie. Ces systémes modélisent
plusieurs phénomeénes dans les systemes de controle, I'impact dans les systemes mé-
caniques, les oscillations non linéaires et ’économie voir par exemple [5], [§], [12],
[19], [35], [61]. Récemment, il s’est avéré qu’ils étaient également pertinents en tant
que modeles idéalisés pour la biologie [36] et modeles d’activité cellulaire [20], [72],
[73]. Pour plus de détails, voir Teixeira [71] et toutes ses références. Comme nous
I’avons dit, il n’est pas simple de déterminer 'existence de cycles limites dans un
systeme différentiel. Le cas le plus simple pour déterminer les cycles limites est celui
des systémes linéaires continus par morceaux dans R2, lorsqu’ils n’ont que deux sys-
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3.1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX

témes différentiels linéaires séparés par une ligne droite. Méme dans ce cas simple,
seulement aprés une analyse délicate, il a été possible de montrer I'existence d’au
plus d’'un cycle limite pour de tels systémes, voir [24] ou une preuve plus simple
dans [46]. Des systémes différentiels linéaires discontinus avec seulement deux ré-
gions de linéarité séparées par une ligne droite ont été étudiés récemment dans [30],
[32], entre autres articles. Dans [30], certains résultats sur I'existence de deux cycles
limites sont apparus, de sorte que les auteurs ont supposé que le nombre maximal de
cycles limites pour cette classe de systémes différentiels linéaires par morceaux est
exactement deux. Cependant, dans [32] on a des preuves numériques de I’existence de
trois cycles limites ont été obtenues. Jusqu’a présent, nous connaissons I’exemple de
[32] qui représente le premier systéme différentiel linéaire discontinu avec deux zones,
avec 3 cycles limites entourant un équilibre unique. Il a été récemment prouvé dans
[48], un tel systéme contient déja trois cycles limites. Il existe plusieurs articles qui
étudient les cycles limites des systémes différentiels linéaires continus par morceaux
dans R?, voir par exemple [I8], [47], [49], [50], [51]. Notre objectif est d’étudier les
solutions périodiques des systémes différentiels polynomiaux discontinus dans R%+2.
Plus précisément, I’objectif de ce travail est d’étudier I'existence des cycles limites de
systémes différentiels polynomiaux continus et discontinus dans R%*2, ot le systéme
différentiel discontinu a deux zones de continuité séparées par un hyperplan y = 0
dans R%+2.

On considére le systéme différentiel linéaire dans R%+2

T = —-Y,
y =, (3.1)
'éf = 07

pour / = 1,...,d et x,y € R,z € R? ou le point désigne une dérivée par rapport
t, qui est réversible par rapport ¢(z,y, z) = (x, —y, z). Tout d’abord, nous sommes
intéressés a étudier 'existence des cycles limites du systéme différentiel polynomial
continu
t=—y+eP,(r,y,2),
y=x+ePy(z,y, 2), (3.2)
Z.’E == EPCZ(-I',Z/, Z)?
et aprés nous avons également étudié 'existence de cycles limites du systéeme dif-
férentiel polynomial discontinu formé par deux systémes différentiels polynomiaux
séparés par ’hyperplan y = 0
Tt =—y+eP,(z,y,2),
y=1x+ePy(zr,y,2), siy > 0 (3.3)
4 =¢eP,.,(x,y,2),
T =—y+eQ.(r,vy,2),
y=x+ceQp(x,y,2), siy < 0
2‘:6 = EQCZ(Z’, Y, Z)a
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CHAPITRE 3. NAISSANCE DE CYCLES LIMITES PAR UNE CLASSE DES
SYSTEMES DIFFERENTIELS CONTINUE ET DISCONTINUS DE
DIMENSION D + 2

ou € est un parametre suffisamment petit, £ = 1,...,d et P,, B, P,,, Qu, @3, @+,
sont des polyndémes de degré n, plus précisément

P.(z,y,z) = > aijkxzyjzk, Py(z,y,2) = >, bijka:’yjzk,
i+j+k=0 i+j+k=0
PC@ (Z’, Y, Z) = Z Cfijkxlyjzka Qa(x7 Y, Z) = Z O‘ijkxzy]'zkv
i+j+k=0 i+j+k=0
n . - n . -
Qﬁ(xvyu Z) = Z Bz‘jkxlyjzka QA’Z ($7y7 Z) = Z Wéijkxzyjzﬁ
i+j+k=0 i+j+k=0

Dans ces expressions, k£ est un multi-indice et 7 4+ j + k désigne i + 5 + k1 + ... + kq,
2* désigne le produit z]fl...zsd avec z = (21, ..., 2q) € R, et a;jr, désigne le coefficient
Qijky ..k, de xiyizfl...zjd. Il est clair que les systémes et coincident pour
e = 0 et ils ont des centres linéaires a chaque plan z = constant. Dans ce travail,
nous établissons pour £ est un parametre suffisamment petit le nombre maximum
de cycles limites de ces systémes qui bifurquent a partir des orbites périodiques de
ces centres linéaires en utilisant la méthode de moyennisation du premier ordre. Le
résultat suivant présente les résultats du cas continu.

Théoréeme 3.1.1 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre
pour |e| # 0 suffisamment petit, le nombre mazimal des cycles limites du systéme
différentiel polynomial (3.2)) est au plus n%(n — 1)/2, et ce nombre est atteint.

Dans le théoréme suivant, nous présentons les résultats pour le systéme différen-
tiel polynomial discontinu par morceaux (3.3)).

Théoréeme 3.1.2 En appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre
pour |e| # 0 suffisamment petit, le nombre maximal des cycles limites du systéme
différentiel polynomial discontinu par morceauz (3.3)) est au plus n¢™, et ce nombre
est atteint.

Corollaire 3.1.1 Selon les hypothéses du théoréme 3.1.1 si agor = boor = 0 pour
tout k, les cycles limites peuvent étre choisis aussi prés de lorigine de R™? que nous
le voulons.

Corollaire 3.1.2 Selon les hypothéses du théoréme 3.1.2 si agor = boor = Qoo =
Boor = Opour tout k, le nombre de cycles limites du systéme différentiel polynomial
discontinu par morceauz (3) est au plus n(n—1), et ce nombre est atteint. De plus,
les cycles limites peuvent étre choisis aussi prés de Uorigine de RY™2 que nous le
voulons.

Les corollaires 3.1.1 et 3.1.2 fournissent des informations sur la bifurcation de
Hopf des systémes (3.2) et (3.3]). Plus précisément, les corollaires 3.1.1 et 3.1.2
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3.2. PREUVE DES RESULTATS PRINCIPAUX

montrent qu’au moins n¢(n — 1)/2 et n%(n — 1) cycles limites des systémes et
peuvent bifurquer depuis l'origine de R9*2, respectivement. Les résultats du
corollaire 3.1.1 dans le cas particulier n = 2 coincident avec le résultat obtenu dans
le Théoreme 1 de [53].

Pour prouver ces résultats, nous utilisons la méthode de moyennisation, voire
par exemple [66], [74] pour une introduction générale a ce sujet. Cette méthode est
utilisée depuis des années pour traiter des systémes différentiels continus. Le principe
de la moyenne a été étendu dans de nombreuses directions et récemment dans [45],
les auteurs étendent la méthode de moyennisation pour détecter les cycles limites
de certains systéemes différentiels discontinus, via le degré de Brouwer et la théorie
de la régularisation.

A notre connaissance, cette méthode est 'une des meilleures pour déterminer
les cycles limites dans les systémes différentiels discontinus et a déja été utilisée par
certains auteurs. Dans [41], la méthode est utilisée pour déterminer le nombre maxi-
mal de cycles limites qui bifurquent & partir des solutions périodiques de certaines
familles de centres polynomiaux cubiques isochrones perturbés par des systémes dif-
férentiels polynomiaux cubiques discontinus avec deux zones séparées par une ligne
droite. Dans [42] les cycles limites pour les systémes différentiels quadratiques dis-
continus avec deux zones ont été étudiés en utilisant la théorie de moyennisation.
Toujours dans [62], la théorie de moyennisation a été appliquée pour fournir des
conditions suffisantes pour ’existence de cycles limites de centres perturbés discon-
tinus lorsque I'ensemble de discontinuité est une union des courbes réguliéres.

3.2 Preuve des résultats principaux

3.2.1 Preuve du théoréme 3.1.1

En faisant le changement en coordonnées cylindriques
r=rcosb,y=rsinf et z =z, (3.4)
le systeme ([3.1)) devient
(. g & i , 11 . .
O=1+4+- > r9z% (a;cos’Osin’™ 0 + by, cos™ Osin’ §)
T it j+k=0
n
r=e Y, rzF(a;; cos Osin’ O + by, cos' 0 sin? ™ 9), (3.5)
i+j+k=0
Zr=¢e Y. cuprtizFcos’ Osin? 0,
L i+j+k=0

essentiellement pour ¢ # 0 suffisamment petit, nous étudions l'existence de cycles
limites bifurquant des orbites périodiques de ce systéme lorsque € = 0, et qui est
contenu dans ’anneau cylindrique

A={(0,r,2) 19 <r<r,0 €S 2 eR}. (3.6)
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SYSTEMES DIFFERENTIELS CONTINUE ET DISCONTINUS DE
DIMENSION D + 2

Donc pour e suffisamment petit, # > 0 pour chaque (0,7, z) € A.
Maintenant en prenant § comme variable indépendante, le systéme (3.5) devient

r=cF (0,7, 2) + O(e?), (37)
2, =cFp1(0,7,2) + O(e?), '
pour £ =1,....d, ou le prime désigne la dérivée par rapport a la variable 0, et
Fi(0,r,2) = > r™2F(ag, cos™ ! Osing 0 + by, cos’ O sind T 9),
i+j+k=0
Fra(0,r,2) = Y 1 2Fcy ) cos' 0sin’ 0, (3.8)
i+j+k=0

pour / =1,2,....d.

Le systéeme (3.5) est 2mr—périodique par rapport & la variable indépendante 6, et
satisfait les hypothéses du théoréme 2.1.1 pour ey suffisamment petit et D fixe.
Maintenant, nous calculons la fonction moyenne f = (fi, fo, ..., fay1) avec T' = 27.

Prenant maintenant
27

Pip.g) = /cosp 0 sin? 6d0,
0

notons que g, ) 7 0 si seulement si p et ¢ sont simultanément pairs.
On obtient donc

2
A n n

_ _ i+j K i+7 k
filr,z) = /Fl(eﬂ"»Z)d@— > PR a0 T 2 bijkl )
0 i+j+k=0 i+j+k=0
1 tmpair,j pair 1 pair, j impair
2
n
_ _ i+j k
feaa(r,z) = /FZH(Q,T,z)d@— E T 2 e ) (3.9)
0 i+j+k=0
i, J pair

pour £ =1,2,...,d.
Nous avons divisé la preuve en deux parties. si n est impair, alors

fi(r,z) = Air + Asr® + .+ Ar™,

ou
n—p n n
_ k
A, = >z E QijkHit1,5) T E bijktii g1y | (3.10)
k=0 i+j+k=0 i+j+k=0
i impair,j pair ¢ pair, j impair
pour p=1,2,...,n. On écrit donc f; = rf; avec

f1<7", Z) = Al —|—A3T2 4+ ...+ Anrnfl,
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puisque r > 0 il suffit de résoudre (fl, fo, ... ,fdﬂ) = (0,...,0) pour déterminer le
nombre de solutions de f = 0. Comme f; est un polynéome de degré n — 1 en les
variables r et z € R? et f,,; sont des polynomes de degré n en les variables r et
z € R pour ¢ = 1,2,....d, par le théoreme de Bézout [25], (f1, fa, ..., fa41) a au
plus n%(n — 1) solutions. Cependant f; est pair par rapport r alors nous considérons
uniquement les solutions avec r > 0, dans ce cas, le nombre maximum de solutions
de f = 0 est n?(n—1)/2 Maintenant, nous montrons que ce nombre est atteint. Pour
cela, nous présentons un cas particulier pour lequel cela se produit. Soit a;jo, bijo 7 0
et on prend zéro tous les autres a;j;i, b;ji, alors f1(r, 2) est un polynome réel de degré
n — 1 ne dépend pas de z € R?, c’est-a-dire

.fl = Al —|— A3T2 —|— e + AnT’n_l,

ou
n n
Ay= D ot YL Dot
i+j=0 i+7=0
¢ impair,j pair ¢ pair, j impair
par contre, on prend cgjr = 0 si 7,7, k1, ke—1,kes1,...,kq # 0 pour chaque ¢ =

1,2,...,d pour que

n
fraa(r,z) = 2" (2mcion,)
k=0

Dans ce cas particulier, nous pouvons prendre a;jo, bijo €t cepor, pour que tous les

coefficients de f; et fy1 sont linéairement indépendants pour tout £ = 1,2,...,d.
On peut donc choisir ces coefficients tel que f; admet (n — 1)/2 racines réelles
simples positives et f,,1 a n racines réelles simples pour tout £ = 1,2,...,d. Alors

(fl, fa, ... ,fd+1) ani(in—1)/2 solutions avec r > 0.
si n est pair, on écrit donc f = rf avec

filr,z) = Ay + Agr® + ..+ Ap_yr™ 2,

avec A, est donné par la formule . On note que f; est un polynéme de degré
n — 1 en les variables r et z et f, 1 est donné par sont des polynomes de degré
n en les variables r et z pour tout ¢ = 1,2,...,d, donc (fi, fa, ..., far1) & au plus
n*(n — 1)/2 solutions de type (r, z) avec r > 0.

Pour prouver que ce nombre est atteint, on considére ajo,, bo1x, # 0 et on prend
zéro tous les autres a;j, b;jr. Alors

n—1

filr,2) = Av =) 21" (@10 20 + borks t02)) »
k1=0
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est un polynome de degré n en la variable z;. Maintenant, pour ¢ = 2,3,... d on
prend ci;50, ceoor, 7 0 et on prend zéro tous les autres ¢, pour que

n

folr,z) = > v oy,

i+j=0
1, pair
n
_ k
fera(r,z) = E 25" Coook, 2,
k=0
pour ¢ = 2,3...,d. Nous pouvons prendre aio,, boik,, Ciijo €t cioor, POUr que tous
les coefficients de f; et foyq pour ¢ = 1,2,....d, sont linéairement indépendants.

On peut donc choisir ces coefficients tel que f; a n — 1 racines réelles simples, f; a
n/2 racines réelles positives simples et fy,1 a n racines réelles simples pour chaque
¢ =2.3,...,d. Dans ce cas (fl,fg,...,de) = (0,...,0) a n*(n — 1)/2 solutions
avec r > 0. De plus, par I'indépendance des coefficients, ces solutions peuvent étre
prises de maniére a ce que le jacobien de f dans toutes ces solutions soit non nul.

3.2.2 Preuve du théoréme 3.1.2

De fagon analogue & ce que nous avons fait dans la preuve du théoréme précé-
dente (théoreme 3.1.1), nous étudierons 'existence de cycles limites bifurquant des
solutions périodiques du systéme lorsque £ = 0 qui sont contenus dans ’anneau
cylindrique A défini par .

Dans A on a pour ¢ suffisamment petit 8 > 0 pour tout 0,1, 2) € A. En prenant 0
comme variable indépendante, le systéme devient

r=eF (0,7 2) + O(?), :

{ = (0,7 2) + O(2), S Oz >0,

’ (3.11)
r=eGi(0,r,2) + O(e?), .
LTS Lo, snea <o
ou
Gl (9> T, Z) = Z ’["i+jzk(a/ijk COSiJrl 0 Sinj 2] + 6ij COSi 0 Sinj+1 9)’
Z'+_Z7/+k=0' | | | (312)
G€(97 r, Z) = Z Tl+jzk’ygijk cos® 0 Sin] 0’
i+j+k=0

pour { = 1,2, ...,d, F et F; donné par (3.5), et h(6,r, z) = sind. Alors pour (0,7, z) €
h=1(0) on a
oh

%(Q,T, Z)|9€{0’7r} — COS 9‘96{0,,,} =41 7é 0.
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Prenant maintenant

2w 2
lipq) = / cos” Osin? 0df et I, = / cos? 0sin? 4d#.
0 ™

Alors (=1)%Jp.q) = Ipg) €t I(pg) = Jip,q) = 0 si seulement si p est impair.
Nous avons donc

2 2

filr,z) = Fi(0,r,z)d0+ [ G1(0,7,2)d0,
Jioromn |

s
n

_ i+j Jk j

= > PR agk+ (=1 air) i)
i+j+k=0
i impair

+ Z Ti""jzk(bijk — (_1)jr6ijk)j(i7j+1)’ (3.13)
i+j+k=0
i pair

™

27
fg+1(7‘, Z) = /Fg+1(9,r, z)d& + /G’Hl(ﬁ,r, z)d&,

0

n
= Z 2 (ean + (=D"Yeiji) L)
i+j+k=0
i pair
pour £ =1,2,...,d.
Alors fy,1 sont des polyndémes de degré n pour chaque ¢ = 0,1, ..., d. Par le théoréme
de Bézout, f a au plus n?*! solutions (avec r > 0).
Pour prouver que ce nombre est atteint, nous choisissons un exemple particulier.
on considére a;jo — (—1) 0, bijo — (—1)7 Bijo # 0 et on prend zéro tous les autres
aiji — (—=1)7 agjn, bijr — (—=1)7B,;5,- Alors fi est un polynome de degré n en la variable
r et ne dépend pas de z.
De fagon analogue pour chaque ¢ = 1,2,...,d. On prend cpox, + Veoor, 7 0 €t on
prend zéro tous les autres cojx + g1, POUr que

n
forr(r,2) = > Zfé (CéOOke + Woom) .
k¢=0

Dans ces conditions, tous les coefficients de f; et f,iq pour £ = 1,2, ..., d. peut étre
considérée comme étant linéairement indépendante du choix approprié de a;jo, o, bijo,
Bijo» Ceook, €6 Vgoor, - De telles valeurs peuvent étre prises pour que f1 est un polynome
de degré n en variable r, et donc il peut avoir n racines réelles positives simples. De
plus pour chaque ¢ = 1,2,....d, f;y1 sont des polynome en variable z, a n racines
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réelles simples. Donc pour ce cas particulier, le nombre de racines de f est n®*!. par
I'indépendance des coefficients, de telles solutions peuvent étre prises pour que le
jacobien de f évalué a elles ne soit pas nul.

3.2.3 Preuve de corollaire 3.1.1

En faisant le changement en coordonnées cylindriques (3.4]) et on prend ago, =
boor = 0 pour tout k, le systeme (3.2]) devient

( . n . - . . . .
0=1+¢e > ritizk(a; cos’ Osin?™ 0 + by, cos™ ! Osin ),

i+j+h=0

n
r=c Y, ritizE(a; cos™ Osin? 0 + by, cos® 0 sin/ 1 0),
i+j k=0

n . . . .
Zo=¢e Y. cujprtizF cos’ Osin’ 0,
\ i+j k=0

pour / =1,2,....d.

Comme r n’apparait pas dans le dénominateur de 9, si € est suffisamment petit 6
> 0 pour chaque (0,r, z) dans une boule B d’un rayon donné arbitraire autour de
'origine de R%*2. Dans la boule B la variable r peut étre approchée a zéro que nous
voulons, cela ne peut se produire avec Panneau cylindrique A. Ici les calculs sont
effectués de maniére analogue comme dans la preuve du théoréme 3.1.1, et on obtient
le méme nombre maximal de zéros de la fonction de moyenne pour le systéme ((3.7)
avec Agor — bgok = 0.

3.2.4 Preuve de corollaire 3.1.2

Le méme argument ci-dessus peut étre utilisé pour prouver le corollaire 3.1.2 et
nous suivons les étapes présentée dans la preuve du théoréme 3.1.2. Plus précisément,
en faisant le changement en coordonnées cylindriques au systéme (3) et on
prend agor = ook = boor = B = 0 pour tout k afin d’obtenir une expression pour
0 dans les deux systémes y > 0 et y < 0 avec un dénominateur qui ne dépend pas
de r. Donc pour ¢ suffisamment petit, on a § > 0 pour tout (r,0, z) dans la boule
B de la preuve du corollaire 3.1.1. Puisque ’exposant ¢ + j de la variable r dans le
polynoéme f;, donné par , est au moins un car ¢ est impair, on a

fi(r,z) = Ay + Agr® + .+ Apr™, (3.14)

avec

Ap = Z Z (aijn + (—1) al]k)[(l+1j + Z Z bijk — _1)jﬁijk>[(i,j+1)v

k=0 i j—p =0itj=p
i tmpair i pair

(3.15)
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pour p=1,2,...,n. B
Par conséquent, on obtient f; = rf; ou

fi(r,z) = Ay + Aor + .+ AL

Comme 7 > 0, les solutions de (fi, fa, ..., far1) = (0, ...,0) sont équivaut a résoudre
(f1, for oo fas1) = (0,...,0). ot f est un polynome de degré n — 1 et les fonctions
fer1 données par sont des polyndémes de degré n pour chaque ¢ = 1,2, ...,d.
Par le théoréme de Bézout f a au plus n(n — 1) solutions (avec r > 0).

Pour prouver que ce nombre est atteint, nous choisissons un exemple particulier.
Cette étape de cette preuve est effectuée comme dans la preuve du théoréme 3.1.1
pour obtenir le nombre maximum de zéros de la fonction de moyenne pour le systéme
avec agor = Qoor = boor = Poor = 0. Encore une fois dans la boule B, la
variable r peut étre approchée a zéro comme nous le voulons.
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CHAPITRE 4

LCycles limites des champs de vecteurs polynomiaux

discontinus par morceaux

L’objectif de ce chapitre est d’étudier le nombre maximum de cycles limites qui
peuvent bifurquer du centre non linéaire

{ &= —y((a® +y*)/2)",
j=ax((a® +y%)/2)",

lorsqu’il est perturbé par une classe de systémes différentiels polynomiaux disconti-
nus par morceaux de degré n avec k piéces.

4.1 Introduction et résultats principaux

L’un des principaux problémes dans la théorie qualitative des systémes différen-
tiels planaires réels est la détermination de leurs cycles limites. La notion de cycle
limite d’un systéme différentiel plane a été définie par Poincaré [63], comme étant
une orbite périodique isolée dans I’ensemble de toutes les orbites périodiques du sys-
téme différentiel. Van der Pol [64], Liénard [37] et Andronov [I] & la fin des années
1920 ont prouvé qu'une orbite périodique d’une oscillation auto-soutenue survenant
dans un circuit de tubes a vide était un cycle limite au sens défini par Poincaré.
Apres ces résultats sur 'existence, la non-existence et d’autres propriétés des cycles
limites, ceux-ci ont été étudiés avec intérét par les mathématiciens et les physiciens,
et plus récemment aussi par de nombreux scientifiques de différents domaines (voir
par exemple les livres [16], [75]).

Dans la derniére partie du XIXe siécle, Poincaré [63] a défini la notion de centre
d’un véritable systéme différentiel planaire, c’est-a-dire d’un point d’équilibre isolé
ayant un voisinage tel que toutes les orbites de ce voisinage sont périodiques a
I’exception unique du point d’équilibre. Plus tard, une facon de produire des cycles
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limites est de perturber les orbites périodiques d'un centre [65].
Iiev [33] en 1999 a considéré le champ de vecteurs polynomiaux

X(xay) = (_y +8P(l’,y,8),{[ + 8@(%,3/,8),

de degré n > 1 ( c’est-a-dire le degré maximal des polynomes P et @) est n ), qui
dépendent analytiquement du petit parametre €, et il a étudié combien de cycles
limites peuvent bifurquer des orbites périodiques du centre linéaire & = —y,y = ©
lorsque € > 0 est suffisamment petit. Buica, Giné et Llibre [14] ont étudié le méme
probléme d’Iliev mais pour le champ de vecteurs polynomiaux

2 1 ,2\™M 2, 2\ m
o = (<o (55 5) +er@aee (THE) 4w

de degré maximal 2m + 1 et n étant le degré maximal des polynomes P et (), o €
est un parameétre suffisamment petit, et m > 1 est un nombre entier. Sachant que
les cycles limites bifurquant des solutions périodiques du centre non linéaire

{ = —y((z* +y*)/2)",

j=a((@*+y)/2)".

Andronov, Vitt et Khaikin [2] ont commencé I'étude des systémes différentiels conti-
nus et discontinus par morceaux. Ces systémes jouent un roéle important a I'intérieur
des systémes dynamiques non-linéaires. Ils sont apparus de maniere naturelle dans
les modeéles d’ingénierie non linéaires, et plus tard dans l’'ingénierie électronique, les
systémes de controle non linéaires, la biologie, ... voir par exemple les livres de Di
Bernardo, Budd, Champneys et Kowalczyk [7], Simpson [70], et I'enquéte de Ma-
karenkov et Lamb [60], et les centaines de références citées dans ces trois derniers
ouvrages.

Il existe de nombreuses études sur les cycles limites des systémes différentiels conti-
nus et discontinus par morceaux dans R? avec deux piéces séparés par une ligne
droite. En général, ces systémes différentiels sont linéaires, voir par exemple [3],
110, [15], [24], [22], [23], [27], [30], [32], [28], [29], [46], [48], [52], [69]. Mais il y a
trés peu de travaux sur les systémes différentiels continus et discontinus par mor-
ceaux avec un nombre arbitraire k, de piéces. L’objectif de ce travail est d’étudier
le nombre de cycles limites qui peuvent bifurquer du centre

&= —y((@® + ) /2™
{yszﬁ+wvmw (4.1)

lorsqu’il est perturbé par une classe de systémes différentiels polynomiaux disconti-
nus par morceaux de degré n avec k piéces. Plus précisément, nous considérons le
champ de vecteurs polynomiaux planaires

X = x(z,y) = (—y (xQ;?ﬁ)m,x ($2;y2)m> :
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avec m = 0 (centre linéaire) ou m un entier positif (centre non linéaire), et nous per-
turbons x par un champ de vecteurs polynomiaux discontinu par morceaux comme

suit
k

Xe = Xs(x7 y) = X(xv y) + 5ZXS¢ (CL’, y) (PZ (ZE, y) ) Qz (l’, y)) (42)
i=1
ou P; et ); sont des polynomes de degré au plus n, la fonction caractéristique y
d’un ensemble K C R? est définie par

1 si(x,y) € K,
XK<x7y):{ 0 si (:c,yy)¢K’

et les ensembles 51, ..., Sy satisfaisant Uikzlgi =R?et S;N S; = 0 pour ¢ # j sont
définis comme suit. Pour un entier positif donné k, considérons k angles 0 < 6; <
... = k < 2m. Alors, ’ensemble de discontinuité > pour le champ de vecteurs diffé-
rentiel polynomiaux discontinus x, est ¥ = UF_ | L;, ot L; est le rayon commengant
a lorigine et passant par le point (cos@;,sinf;) pour i = 1,....k, S; est 'intérieur
du secteur avec des frontiéres les rayons L; jet L; allant de L; 1 & L; dans le sens
des aiguilles, et S; est 'intérieur du secteur avec des frontiéres les rayons L; et L,
allant de L; & L, dans le sens contraire des aiguilles

Fig 4.1. Les secteurs S; et les rayons L;,
pouri=1,.. k.

Théoréme 4.1.1 Supposons que la fonction moyenne de premier ordre associée au
systéme différentiel polynomial discontinu par morceaux x. est différent de zéro.
Alors, pour € > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites de x.
est n. De plus, cette borne supérieure est atteinte.
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4.2 Preuve du théoréme 4.1.1

Nous écrivons les polynomes P; et (); qui apparaissent dans la définition du
champ de vecteurs y. comme suit

= Zzai‘:j—s J=% and Q (z,y) ZZbS] <L

s=0 j=s s=0 j=s

avec i = 1,..., k. Faire le changement de variables (x,y) — (6, p), ou (0, p) sont les
coordonnées polaires définies par x = pcosf et y = psinf, avec p > 0. Alors le
systéme différentiel associée au champ de vecteurs x. en coordonnées polaires

k
Z (cos (xg,.P;) (pcost, psind) + (xs,.Q:) (pcosd, psinb)),
o k
— EZ (cosb (xg,-Qs) (pcosb, psind) — sinb (xg,.P;) (pcosb, psinb)).
m p —1 (3 7

(4.3)
En prenant § comme nouvelle variable indépendante, le systéme différentiel précé-
dent devient

b

9:

Z—Z =cF(0,p) + O(e?), (4.4)

ou

F(0,p) = ZZZ (cos (xg, - ) (pcost, psind) +sinf (xg, - Q;) (pcosb, psinb)) ,

i=1
(4.5)
Par conséquent, la fonction moyenne associée a I’équation différentielle (4.4) est

2T

falp) = / F(6, p)db. (4.6)

0

z+1
= sz / (cosOF; (pcosb, psinf) + sin 0Q); (pcosb, psin b)) db,

i=1 0,
7,+1
_ % i s c . J—s
= zmg / COSGE 5 ag j_gp' cos® Osin’ ™" 6
; 5=0 j=s

+ sin QZZbS i P cos® 0 sin?* 0)do),

s=0 j=s

Extrait du résumé de la méthode de la moyennisation du premier ordre pour les
champs de vecteurs discontinus de la forme (4.4) donnée dans le chapitre 2, on sait
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que pour £ > 0 suffisamment petit, chaque zéro simple de la fonction moyenne f,, (p)
fournit un cycle limite de I’équation différentielle (4.4)). Pour étudier les zéros simples
de la fonction f,, (p) nous appliquerons le théoréeme de Descartes. Nous rappelons
le théoréme de Descartes sur le nombre des racines d’un polynéme réel (pour une
preuve voir par exemple [6]).

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Descartes). On considére le polynome réel p(p) =
al-l,oi1 + aiz,oi2 + ot a pt avee 0 < iy < dp < ... < i, et a;, # 0 constantes réelles
pour j € {0, 1,2, .1} lorsque a;;a;,,, < 0, nous disons que a;; et a;, ., ont une
variation de signe. Si le nombre de variations de signes est m, alors p(p) a au plus
m racines réelles positives. De plus, il est toujours possible de choisir les coefficients
de p(p) de telle sorte que p(p) a exactement r racines réelles positives.

Lemme 4.2.1 La fonction moyenne f,(p) est une combinaison linéaire de l’en-
semble de fonctions linéairement indépendantes F, = {p~2™, p=2m+1 . p=2min},
Plus précisément

— Xn:QmArp2m+1,
r=0

ol

A, = <ai ~cos ' fHsin” O+ b

S,r—s

cos® O sin" 17 0) do,

pourr=20,1,....n

Preuve. Il est clair que F,, est un ensemble linéairement indépendant de n + 1
fonctions. Nous allons maintenant prouver par récurrence pour n la fonction f,(p)
est une combinaison linéaire de 1’ensemble de fonctions linéairement indépendant
Fn. En effet, si n = 1 par calcul direct, nous avons

filp) =2"mp ™ [Ag + A4,

ou
k 01+1
Ay = Z / a070 cos 6 + bfm cos® 0 sin 9) de,
=1 0;
k 01
A = Z / (30549 ao L sinf 4 a} 0 COS 9) + sin 6 (bé,1 sin 6 + bio cos 9)) dae,
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Le lemme est donc valable pour n = 1.
Par ’hypothése d’induction, nous supposons que f,_1(p) est une combinaison li-
néaire des fonctions dans F,,_1, c’est-a-dire

n—1
o m —2m~+r
fn—l(p> = E 2™ Ap )
r=0
ou
n 91+1 T
A, = : T hsin’ O+ b @sin™ 0 df
, = U g COS sin’ or_s 08’ 0sin ,
r=0 0 s=0

pour r =0,1,....,.n — 1.
Pour n, par intégration directe de la fonction moyenne, on obtient

7,+1 n n
% i s c . J—s
o 5 / 00805 5 ag j_gp' cos® Osin’ "6

s=0 j=0

fn (p)

+ sin HZZI)S i_sp’ cos® Bsin?~* 0)df,

s=0 5=0
Oit1 1 1
_ 7 s+1 s J—s
= 5 / ( E a, ;_,p' cos™ ! fsin’ 0
p =1 s:O =¥
n n—1ln—1
s+1 n—s j—s+1
—1—5 agj_gp"cos” " 0sin " 0 + E E b i P cos® fsin 0
s=0 s=0 j=s

—i—Zbi’j,Sp” cos® §sin" ™17 ) d),
s=0

92+1 n

k
= fa1(p)+ 2mnz / Zasns st sin" 0
6.

02
+st _,cos® Bsin" 1% 0)do,
= fn—l (p) + 2mp_2m+nAna
ol

cos® 0 sin™ 1% ) d),

s,n—s s,n—s

A, = Z (a’ os* T fsin™* 0 4 V!

Ceci compléete la preuve de I'induction et par conséquent du lemme. Pour chaque

r=20,1,...,n, le lemme 4.2.1 s’assure que les coeflicients asr , et bl s du champ
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CHAPITRE 4. CYCLES LIMITES DES CHAMPS DE VECTEURS
POLYNOMIAUX DISCONTINUS PAR MORCEAUX

de vecteurs x, qui apparaissent dans A, sont choisis arbitrairement. Il s’ensuit donc
que la fonction de moyenne f,, (p) est une combinaison arbitraire de fonctions dans
I'ensemble F,. En utilisant le théoréme de Descartes, il s’ensuit que f, (p) peut
avoir au plus n racines simples, et donc pour € > 0 suffisamment petit le champ
de vecteurs discontinus y. peut avoir au plus n cycles limites si f, (p) n’est pas
identique & zéro. Ceci compléte la preuve du théoréeme 4.1.1. m

4.3 Exemples

Afin d’illustrer le résultat du théoréme 4.1.1, nous fixons m = 1 et supposons que
R? se divise en deux secteurs S; et Sy définis par les valeurs 6, = m/2 et 0 = 37/2.
Pour n = 1 on considére le champ de vecteurs polynomiaux discontinus par morceaux

S 9.5 ()
<25_x ) si (v,y) € S1,

X (v,y) = (
(e(1—-vy),—ey) si (z,y) € Sa,

en appliquant la méthode de moyennisation du premier ordre pour le champ de
vecteurs discontinus on trouve la fonction moyenne

filp) = (20 —4)/p7,

ayant une racine simple positive unique p = 2. Par conséquent, pour € > 0 suffisam-
ment petit, le champ de vecteurs discontinus x, a un cycle limite (x(t,¢),y(t,)) tel
qu’il tend vers le cercle de rayon 2 lorsque ¢ — 0.

Pour n = 2 on considére le champ de vecteurs polynomiaux discontinus par mor-
ceaux

Xe(r,y) = (—%(x2+y2) = (2 +y))

(e(1—2? —wy+y) —ey?) si (2,y) € S,
10 3

( 2ey, —€y ( + _x)) si (x,y) € Sy,
37 2

Puis sa fonction moyenne

fa(p) = (20" — 10p +12)/(3p%),

ayant deux racines positives, 2 et 3. Par conséquent, pour € > 0 suffisamment petit,
le champ de vecteurs discontinus x, admet deux cycles limites (z;(t, €), :(t, €)) pour
1 = 1,2 de telle sorte qu’ils tendent vers les cercles de rayon 2 et 3 lorsque ¢ — 0.
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4.3. EXEMPLES

pour n = 3 on considere le champ de vecteurs polynomiaux discontinus par morceaux

Xe(z,y) = < g(:v2+y) §($2+y2)>

(e (2 + dxy + 33) , —dex) si (z,y) € Sy,

26 9z 422 .
(683/7 ( y 4y - 3ﬂ_y)> S1 (l’,y) S S2?

Puis sa fonction moyenne

f3(p) = (—=p* + 90" — 26p + 24)/(3p),

ayant trois racines simples positives, 2,3 et 4. Par conséquent, pour ¢ > 0 suf-
fisamment petit, le champ de vecteurs discontinus Y, admet trois cycles limites
(x;(t,e),yi(t,e)) pour i = 1,2,3 de telle sorte qu’ils tendent vers les cercles de rayon
2,3 et 4 lorsque ¢ — 0.
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Conclusion

On s’intéresse, dans ce mémoire, au nombre maximum de cycles limites qui bi-
furquent des orbites périodiques du centre linéaire et non linéaire. Plus précisément,
nous avons étudié le nombre maximum des cycles limites qui bifurquent des orbites
périodiques du centre linéaire perturbé par une classe des systémes différentiels po-
lynomiaux continus et discontinus dans R9*2. Nous avons aussi étudié le nombre
maximum des cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre non
linéaire perturbé par une classe des champs de vecteurs polynomiaux discontinus
dans R2.

L’application de la méthode de moyennisation aux systémes différentiels polyno-
miaux continus et discontinus a donné des résultats importants.

Dans notre travail futur, si Dieu le veut, on pensera d’étudier les cycles limites par
la méthode de moyennisation en utilisant de nouvelles idées.
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Appendice

Dans cet appendice on utilise le logiciel de Maple pour simplifier les expressions
mathématiques, calculer les intégrales, tracer les courbes etc...

41



	Introduction
	Notions préliminaires
	Système différentiel polynômial du plan
	Système dynamique
	Champ de vecteurs
	Système quadratique dans R3
	Système différentiel autonome
	Flot du système différentiel autonome
	Point d'équilibre
	Linéarisation du système différentiel
	Point critique hyperbolique
	Solution périodique
	Plan et portrait de phase
	Intégrale première
	Cycle limite
	Cycle limite hyperbolique
	Fonction Lipschitzienne et localement Lipschitzienne
	Stabilité d'une solution (cas d'un point d'équilibre)
	Conditions de stabilité d'un système différentiel linéaire
	Théorème de Bezout
	Portrait de phase des systèmes différentiels linéaires en dimension 2

	Méthode de moyennisation
	Méthode de la moyennisation du premier ordre pour les systèmes différentiels continues
	Méthode de la moyennisation du premier ordre pour les systèmes différentiels discontinus
	Méthode de la moyennisation du premier ordre pour les champs de vecteurs discontinus

	Naissance de cycles limites par une classe des systèmes différentiels continue et discontinus de dimension d+2
	Introduction et résultats principaux
	Preuve des résultats principaux
	Preuve du théorème 3.1.1
	Preuve du théorème 3.1.2
	Preuve de corollaire 3.1.1
	Preuve de corollaire 3.1.2


	Cycles limites des champs de vecteurs polynomiaux discontinus par morceaux
	Introduction et résultats principaux
	Preuve du théorème 4.1.1
	Exemples

	Conclusion
	Bibliographie

