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Résumé 

  ملخص

 باستخدام لنيومان. لمتجانسةا الحدية للشروط خاضعة ،كسرية رتبة ذات الزمكانية الجزئية التفاضلية مزامنة فئة من الأنظمة دراسة مشكلة تمت المذكرة، هذه في

 المزامنة سلوكيات ندرس رقمي، كتطبيق كسرية. انتشار-تفاعل أنظمة من الصنف لمزامنة خطية غير و خطية تحكم مراقبات اقتراح تم الكسرية، ليابونوف مقاربة

 الكسرية. ابشتاين-لنيول لأنظمة الكاملة

    ةكلمات مفتاحي

 ابشتاين.-انتشار، أنظمة  لنيول-أنظمة  تفاعل الكسرية، ليابونوف المزامنة، مقاربة حساب التفاضل والتكامل الكسري، 

Résumé 

 
Dans ce mémoire, le problème de synchronisation d’une classe des systèmes différentiels partiels d’ordre 
fractionnaire spatio-temporel est étudié. Soumis à des conditions aux limites homogènes de Neumann et en 
utilisant l’approche de Lyapunov fractionnaire, des schémas de contrôle non linéaires et linéaires ont été 
proposés pour synchroniser les systèmes de réaction-diffusion fractionnaires. Comme application numérique, 
nous étudions les comportements de synchronisation complète des systèmes fractionnaires de Lengyel-Epstein. 
 

Mots clés 
 
Calcul fractionnaire, Synchronisation, L’approche fractionnaire de Lyapunov, Systèmes de réaction-diffusion, 
Systèmes de Lengyel – Epstein. 
 

Abstract 

In this thesis, the problem of synchronization of a class of spatiotemporal fractional-order partial differential 

systems is studied. Subject to homogeneous Neumann boundary conditions and using fractional Lyapunov 

approach, nonlinear and linear control schemes have been proposed to synchronize fractional reaction–diffusion 

systems. As a numerical application, we investigate complete synchronization behaviors of fractional Lengyel–

Epstein systems. 

Key words  

Fractional calculus, Synchronization, Fractional Lyapunov approach, Reaction–diffusion systems,  

Lengyel–Epstein systems. 
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Introduction générale

Le phénomène de synchronisation a suscité l’intérêt de nombreux chercheurs de différents

domaines en raison de ses applications potentielles dans les sciences non linéaires[1]. La syn-

chronisation est le processus de contrôler la sortie d’un système esclave dynamique afin de for-

cer ses variables à correspondre à celles d’un système maître correspondant dans le temps [2].

Différents types de schémas de contrôle ont été introduits dans le passé pour synchroniser des

systèmes dynamiques tels qu’une synchronisation complète (anti-synchronisation) [3], synchro-

nisation décalée [4], fonction de synchronisation projective [5], synchronisation généralisée [6],

et synchronisation Q-S [7]. Récemment, le sujet de la synchronisation entre les systèmes dyna-

miques décrit par des équations différentielles d’ordre fractionnaire a commencé à attirer une

attention croissante [8][9][10][11].

La plupart des efforts de recherche ont été consacrés à l’étude des problèmes de synchro-

nisation dans les systèmes dynamiques non linéaires de faible dimension. La synchronisation

des systèmes de haut dimension dans lesquels les variables d’état dépendent non seulement du

temps mais aussi de la position spatiale reste un défi. Ces systèmes à haut dimension sont gé-

néralement modélisés dans le domaine spatio-temporel par des systèmes différentiels partiels.

Récemment, la recherche de synchronisation s’est déplacée vers des systèmes dynamiques non

linéaires de haut dimension [12][13][14][15]. Au cours des dernières années, certaines études

ont étudié la synchronisation de systèmes spatialement étendus démontrant un chaos spatio-

temporel comme les travaux présentés dans [16][17][18]. Les systèmes de réaction-diffusion ont

joué un rôle important dans la modélisation de divers modèles spatio-temporels qui apparaissent

dans les systèmes chimiques et biologiques [19][20]. Les systèmes de réaction-diffusion peuvent

décrire une large classe de modèles spatio-temporels rythmiques observés dans les systèmes chi-

miques et biologiques, comme des impulsions circulantes sur un anneau, taches oscillantes, ondes

cibles et spirales rotatives. La dynamique de synchronisation des systèmes de réaction-diffusion

a été étudiée dans [21][22] en utilisant la théorie de la réduction de phase. Il a été démon-
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tré que les systèmes de réaction-diffusion peuvent présenter une synchronisation de la même

manière que les oscillateurs de faible dimension. L’effet de l’auto-synchronisation temporelle sur

les oscillations uniformes dans un système réaction-diffusion a été présenté dans [23]. De plus,

synchronisation généralisée [24], une approche basée sur la théorie des semi-groupes [25][26],

approche des espaces fonctionnels [27], l’approche de synchronisation backstepping [28], l’ap-

proche de synchronisation théorique des graphes [29], transmission de signaux biologiques par

commande synchrone [30], synchronisation impulsive de verrouillage [31], la synchronisation de

type impulsif [32] et la stratégie de synchronisation adaptative hybride [33] pour les systèmes

couplés réaction-diffusion ont été introduites. À notre connaissance, l’étude des comportements

de synchronisation pour les systèmes de réaction-diffusion d’ordre fractionnaire reste à ce jour un

domaine nouveau et pour la plupart inexploré. Cela nous a motivés à examiner le phénomène et

à développer des lois de contrôle de synchronisation appropriées.

Ce mémoire présente le problème de synchronisation d’une classe des systèmes différentiels

partiels d’ordre fractionnaire spatio-temporel. Ce travail est organisé de la manière suivante

Dans le premier chapitre : nous rappelons quelques notions et définitions utiles tout au long

de ce mémoire, la stabilité de point d’équilibre et nous avons montré les systèmes de réaction-

diffusion avec des exemples.

Le deuxième chapitre : est consacré à les approches des dérivées et intégrales fractionnaires

(approche de Riemann-Liouville, Caputo) et leurs propriétés, la stabilité des systèmes différentiels

d’ordre fractionnaire.

Dans le troisième chapitre : ce chapitre est dédié à la présentation des systèmes maître et es-

clave, des différents types connus de synchronisation, et la méthode le plus usé. et nous exposons

la synchronisation complète des systèmes de réaction-diffusion fractionnaires avec la suggestion

des fonctions de contrôle linéaires et non linéaires et une application numérique sur les systèmes

fractionnaires de Lengyel – Epstein.

viii



Chapitre 1

Préliminaires

—————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre, nous y reviendrons quelques définitions fondamentales, des propriétés néces-

saires on a besoin aux chapitres à venir, et les équations aux dérivées partielles sont présentés.

—————————————————————————————————————————
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Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Notions générales

Définition 1.1 On pose 
 un ouvert bornée dans Rn et f : 
 �! Rn; et f 2 C1 (
) tel que

x = [x1; � � � ; xn].
La matrice Jacobienne de f écrit comme suit

Jf(x) =

2664
@f1(x)
@x1

� � � @f1(x)
@xn

... . . . ...
@fn(x)
@x1

� � � @fn(x)
@xn

3775 : (1.1)

On définit la divergence par

div(f(x)) = tr(Jf(x)) =
nX
i=1

@fi(x)

@xi
; (1.2)

Définition 1.2 ' : Rn ! R tel que ' 2 C1 (Rn), le gradient de ' est r'(x) =
h
@'(x)
@x1

; � � � ; @'(x)
@xn

i
.

Définition 1.3 Maintenant on définit le Laplacien de ' par

�'(x) = div(r'(x)) = @2'(x)

@x21
+ � � �+ @

2'(x)

@x2n
: (1.3)

1.1.1 Formules de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des équations aux dérivées

partielles. Elle coïncide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties[34].

Définition 1.4 (vecteur normale) On appelle normale au domaine 
 un champ de vecteurs �(x)

défini sur le bord � (resp. @
) de 
 tel qu’en tout point x 2 � où le bord est régulier, �(x) soit

orthogonal au bord et unitaire (k�(x)k = 1). on appelle normale extérieur une normale qui poine

vers l’extérieur du domaine en tout point.

Définition 1.5 (dérivée normale) On appelle dérivée normale d’une fonction réguliere u sur le

bord d’un domaine 
 la fonction définie sur les points réguliere de � par @u
@�
(x) = ru(x):�(x)

( produit scalaire du vecteur ru(x) avec le vecteur �(x) ).

Définition 1.6 (Première formule de Green) Soit u et v deux fonctions régulieres, tel que

u 2 C2(
) et v 2 C1(
) on aZ



�u(x)v(x) dx =

Z
�

@u(x)

@�
v(x)d��

Z



ru(x)rv(x)dx: (1.4)

1.1. Notions générales 2



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.7 (Deuxième formule de Green) Soit u 2 C2(
) et v 2 C2(
)Z



(av(x)�u(x)� bu(x)�v(x)) dx =

Z
�

�
av(x)

@u(x)

@�
� bu(x)@v(x)

@�

�
d�

+

Z



(b� a)ru(x)rv(x)dx; (1.5)

où a et b des nombres réels.

Remarque 1.1 (Formule d’Ostrogradsky) Soit u 2 C2(
)Z



div u(x)dx =

Z
�

u(x)� (x) d�: (1.6)

1.1.2 Fonction Gamma

Définition 1.8 La fonction Gamma est définie sur le demi-plan fs 2 C tel que Re(s) > 0g par

�(s) =

+1Z
0

ts�1e�t dt: (1.7)

Dans le cas où s un entier, on trouve donc le lien avec la factorielle donné par

�(s) = (s� 1)!: (1.8)

Propriétés

(i) �(1) =

+1Z
0

e�t dt = 1:

(ii) �(s+ 1) =

+1Z
0

tse�t dt; par un intégration par parties on obtient �(s+ 1) = s�(s):

(iii) La fonction gamma est infiniment dérivable sur R�+ et de plus sa formule de derivée ( sa

dérivée n-iéme ) donnée par

�(n)(s) =

+1Z
0

(ln t)nts�1e�t dt: (1.9)

1.1. Notions générales 3



Chapitre 1. Préliminaires

1.1.3 Fonction Bêta

La fonction Bêta est une type d’intégrale définie pour tous nombres complexes x et y de parties

réelles strictement positives par

� (x; y) =

1Z
0

tx�1 (1� t)y�1 dt: (1.10)

Par le changement de variable u = 1� t

� (x; y) =

1Z
0

(1� u)
x�1
uy�1du; (1.11)

d’où

� (x; y) = � (y; x) ;

la fonction Bêta est symétrique.

Propriétés

(i) Par le changement de variable t = sin 2 (�) ; où dt = sin (2�) d� = 2 sin (�) cos (�) d� on obtient

� (x; y) = 2

�
2Z
0

cos2x�2 (�) sin2y�2 (�) sin (�) cos (�) d�;

= 2

�
2Z
0

sin2x�1 (�) cos2y�1 (�) d�: (1.12)

(ii) Si x et y sont des entiers strictement positifs, cette équation se réécrit, en termes de facto-

rielles

� (x; y) =
(x� 1)!: (y � 1)!
(x+ y � 1)! : (1.13)

(iii) La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par l’équation suivante

� (x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
: (1.14)

1.1. Notions générales 4



Chapitre 1. Préliminaires

1.1.4 Espace de phase

Définition 1.9 Un espace des phases représente l’ensemble des valeurs qui peuvent prendre les va-

riables d’un système. Sa dimension est égale au nombre de variables dudit système.

Par exemple, si l’on étudie la trajectoire d’un point dans un espace en trois dimensions en considérant

la position et la vitesse du point à chaque instant, l’espace d’états sera de dimension six. En effet, les six

variables seront : x; y; z; vx; vy; vz. L’espace résultant sera donc (de manière très générale) isomorphe

à R6, bien qu’il soit possible -et parfois pertinent- de considérer un espace plus restreint.

Exemple 1.1 Un exemple sur l’esepace des phases représenté par la Figure 1.1

FIG. 1.1 – Courbes intégrales pour l’équation du pendule simple dans l’espace des phases
�
�; _�
�
;

où � est en abscisse et _� en ordonnée

1.1.5 Point d’équilibre

On inroduit le système différentiel suivant

_x(t) = f(t; x(t)); (1.15)

I un intervalle de R, la fonction x définie sur l’intervalle I à valeurs dans 
 � Rn et f une fonction

continue de I � 
 dans R, le vecteur x(t) est appellé solution de (1.15).

Définition 1.10 [35, 36]Un point d’équilibre du système (1.15) est un point xeq de l’espace des

phases vérifiant

f(xeq) = 0; (1.16)

1.1. Notions générales 5



Chapitre 1. Préliminaires

pour tout t > t0:

Remarque 1.2 Un système stable autour le point d’équilibre veut dire n’est pas affecté par des faibles

perturbations, il reste au voisinage de ce point.

Nous désignons xe = 0 et x0 l’état initiale du système (1.15).

Définition 1.11 [35, 36] Le point d’équilibre xeq = 0 du système (1.15) est stable si et seulement si

8" > 0;9� (") > 0 tel que kx0k < � (") =) kx (t; x0)k < "; (1.17)

où k:k est la norme euclidienne.

Définition 1.12 [35, 36] Le point d’équilibre xeq = 0 du système (1.15) est attractif si

9� > 0 tel que lim
t!+1

x (t; x0) = 0: (1.18)

Définition 1.13 [35, 36] Le point d’équilibre xeq = 0 du système (1.15) est asymptotiquement stable

s’il est stable et attractif.

Définition 1.14 [35, 36] Le point d’équilibre xeq = 0 du système (1.15) est un point d’équilibre

localement exponentiellement stable s’il existe deux constantes strictement positives � et � telles que

kx (t; x0)k < � exp (��t) ; 8t > 0; 8x0 2 Br;

Br c’est la boule ouverte de centre zéro, de rayon r > 0:

Lorsque Br = Rn; on parle de stabilité exponentielle globale.

Définition 1.15 [37] Soit V (t; x) : R+ � Rn ! R+ une fonction continue. Si

(i) 8t 2 R+;8x 2 Rn; x 6= 0 V (t; x) > 0:

(ii) 8t 2 R+; V (t; x) = 0 =) x = 0:

(iii) La fonction V (t; x) est de classe C1 et s’il existe un voisinage de l’origine V0 tel que 8x 2 V0;
(resp. 8x 2 Rn)

_V (t; x) = rV:f(t; x) =
�
@V (t; x)

@t
+
@V (t; x)

@x

�
f(t; x) 6 0: (1.19)

Alors V (t; x) est une fonction de Lyapunov locale (resp. globale) au sens large pour le système

(1.15).

Remarque 1.3 Si _V (t; x) < 0; alors V est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour le

système (1.15).

1.1. Notions générales 6



Chapitre 1. Préliminaires

Théorème 1.1 [37] Si le système (1.15) admet une fonction de Lyapunov au sens large (respec-

tivement au sens strict) alors l’origine est un point d’équilibre localement stable (respectivement.

asymptotiquement stable). Si la fonction de Lyapunov est globale, on parle alors de stabilité globale

(respectivement stabilité asymptotique globale).

Exemple 1.2 le pendule simple, Figure 1.2

FIG. 1.2 – Schéma montrant un pendule simple.

On note ~g l’accélération due à la pesanteur, l la longueur du pendule et m la masse de pendule.
_� = d�

dt
sa vitesse angulaire, v = l _� est la vitesse de la masse.

L’équation de pendule écrit comme suit

�� + ! sin � = 0; (1.20)

où ! = g
l
:

Sous forme d’un système d’ordre 1,

en choisissant les variables d’état x1 = � et x2 = _�; on obtient(
_x1 = x2;

_x2 = �g
l
sin x1:

(1.21)

Ce système admet l’origine comme point d’équilibre.

L’énergie du système ( la somme de l’énergie cinétique du pendule et de son énergie potentielle de

pesanteur ) vaut

E (x1; x2) =
1

2
x22 +

g

l
(1� cosx1) :

Il est facile de vérifier que la fonction de l’énergie E est de Lyapunov.
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En effet

_E (x1; x2) = x2 _x2 +
g

l
_x1 sin x1;

= �x2
�g
l
sin x1

�
+ x2

�g
l
sin x1

�
= 0:

On en déduit d’après le Théorème 1.1 l’origine est globalement stable.

1.2 Équations aux dérivées partielles

1.2.1 Systèmes de réaction-diffusion

Définition 1.16 [38]Un équation de type réaction-diffusion comprend un terme de réaction et un

terme de diffusion, i.e, la forme typique est comme suite

ut = D�u+ f(u); (1.22)

u = u(x; t) est une variable d’état et décrit densité/concentration d’une substance, une population

...etc en position x 2 
 au temps t. Donc le premier terme sur le côté droit décrire la diffusion,

notamment D comme coefficients de diffusion.

Le second terme, f(u) une fonction continue f : R �! R et décrit les processus vraiment changer de

la présente u; i,e. elle arrive toujours quelque chose (naissance, décès, réaction chimique ...etc), ne

diffusent pas seulement dans l’espace.

Il est également possible, que le terme de réaction dépend non seulement de u, mais aussi de la

première dérivée de u, i,e. ru, ou explicitement de x:

Définition 1.17 Un système de réaction-diffusion est écrit comme suit(
ut = a�u+ f(u; v);

vt = b�v + g(u; v):
(1.23)

Tel que a; b 2 R, et on munit le système (1.23) par des conditions spatio-temporel (condition initiale,

condection de Neumann, condition de Cauchy, ...etc), pour faciliter l’étude de la possibilité d’existence

et l’unicité de solution.

1.2. Équations aux dérivées partielles 8
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1.2.2 Exemples

Modèles de combustion

[39]La combustion exothermique dans un gaz peut être modélisée par un système du type suivant(
Yt � �Y = �H(Y; T );
Tt � ��Y = qH(Y; T );

(1.24)

où Y est la concentration d’un seul réactif, T est la température et H(0; T ) = 0; H(Y; 0) > 0: Une

fonction typique H est donnée par H(Y; T ) = Y m exp (T ) : Des équations similaires apparaissent

pour différentes applications.

Systèmes de Lotka-Volterra

[39]Une classe générale de systèmes Lotka-Volterra peut être écrite comme suit

8i = d1::m; (ui)t � di�ui = eiui + ui X
16j6m

pijuj; (1.25)

avec ei; pij 2 R et diverses conditions aux limites.

Réactions chimiques quadratiques

[39]De nombreuses réactions chimiques, modélisées par la loi d’action de masse. Prenons d’abord

un exemple typique. Nous considérons la réaction réversible

U1 + U2
k+

k�
U3 + U4: (1.26)

Ensuite, l’évolution des concentrations ui de Ui est régie par le système réaction-diffusion suivant8>>>><>>>>:
(u1)t � d1�u1 = �k+u1u2 + k�u3u4
(u2)t � d2�u2 = �k+u1u2 + k�u3u4
(u3)t � d3�u3 = k+u1u2 � k�u3u4
(u4)t � d4�u4 = k+u1u2 � k�u3u4;

(1.27)

avec k+; k� > 0: avec des conditions aux limites.

1.2. Équations aux dérivées partielles 9



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

——————————————————————————————————————————

Dans ce chapitre, nous présenterons l’intégrale de Riemann-Liouville, La dérivée fractionnaire

au sens de Caputo, et on approfondira la stabilité des systèmes fractionnaires linéaires et non-

linéaires, et on énoncer le théorème de stabilite de Lyapunov.

——————————————————————————————————————————

10



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

2.1 Intégrales et dérivées fractionnaires

2.1.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1 [40] Supposons que la fonction f est continue et intégrable sur chaque intervalle fini

[a; t] :

La notion de n�fois intégration à valeur non entière de n est définie par

I�f(t) =
1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1f (�) d� : (2.1)

où � > 0

Propriétés

Voilà certaines propriétés célèbres

(i) I0f(t) = f(t)

(ii) La transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire Riemann-Liouville est décrite comme

suit

LfI�f(t)g = s��F (s) ; (� > 0) ; (2.2)

où Lff(t)g = F (s) :

Proposition 2.1 Si f une fonction est continue et intégrable,

alors

I�
�
I�f (t)

�
= I�+�f (t) : (2.3)

Où �; � > 0:

Preuve.

I�
�
I�f (t)

�
=

1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1I�f (�) d� ;

=
1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1
24 1

� (�)

�Z
a

(� � u)��1f (u) du

35 d� : (2.4)

2.1. Intégrales et dérivées fractionnaires 11
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Alors

I�a;t

h
I�a;tf (t)

i
=

1

� (�) � (�)

tZ
a

�Z
a

(t� �)��1 (� � u)��1f (u) dud� ; (2.5)

on a

a < u < �;

a < � < t;

alors

a < u < � < t:

Il résulte d’après le théoreme de Fubini

I�
�
I�f (t)

�
=

1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u)

tZ
u

(t� �)��1 (� � u)��1d�du: (2.6)

On fait le changement de variable suivant

s =
� � u
t� u , � = (t� u) s+ u; d’où d� = (t� u) ds:

On obtient

I�
�
I�f (t)

�
=

1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u)

1Z
0

(t� (t� u) s� u)��1 ((t� u) s)��1 (t� u) dsdu;

=
1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u)

1Z
0

((t� u)� (t� u) s)��1 (t� u)� s��1dsdu

=
1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u)

1Z
0

(t� u)��1 (1� s)��1 (t� u)� s��1dsdu

=
1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u)

1Z
0

(t� u)�+��1 (1� s)��1 s��1dsdu

=
1

� (�) � (�)

tZ
a

f (u) (t� u)�+��1
1Z
0

(1� s)��1 s��1dsdu:

Comme
1Z
0

(1� s)��1 s��1ds = � (�; �) : (2.7)
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Alors

I�
�
I�f (t)

�
=

� (�; �)

� (�) � (�)

tZ
a

f (u) (t� u)�+��1 du

=

�(�)�(�)
�(�+�)

� (�) � (�)

tZ
a

f (u) (t� u)�+��1 du

=
1

� (�+ �)

tZ
a

f (u) (t� u)�+��1 du

= I�+�f (t) :

2.1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

[40]La définition de l’intégrale fractionnaire du type Riemann-Liouville jouent un rôle important

dans le développement de la théorie de dérivées fractionnaires et intégrales et son application en

mathématiques pures ( solution d’équations différentielles pour des ordre entier, définitions de

nouvelles classes des fonctions, sommation des séries, ...).

Mais, aux exigences de technologie moderne, exigerait certaines révision bien établis pour une

approche purement mathématique. Ont apparu plusieurs œuvres, surtout dans la théorie de visco-

élasticité et dans la mécanique des solides héréditaire, où les dérivées fractionnaires sont utilisés

pour une meilleure description de les propriétés des matériaux. La modélisation mathématique

basée sur amélioré les modèles rhéologiques naturellement mène à des équations différentielles

d’ordre fractionnaires et à la nécessité de la formulation des conditions initiales à telles équations.

Problèmes appliqués exigent de définir des dérivées fractionnaires permettant l’utilisation des

conditions initiales interprétables physiquement, qui contiennent f(a); f 0(a); :::

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville conduit à des conditions initiales contenant

les valeurs limites des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouvill au terminus inférieur t = a,

par exemple

lim
t!a

I��1f(t) = b1;

lim
t!a

I��2f(t) = b2;

...

lim
t!a

I��nf(t) = bn;

2.1. Intégrales et dérivées fractionnaires 13
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où, bi sont données constante, i = 1; 2; :::; n:

malgré le fait que les problèmes de valeur initiale avec telles conditions initiales peut être ré-

solu mathématiquement avec succès, leurs solutions sont pratiquement inutile, parce que on ne

connaît aucun interprétation physique pour ces types des conditions initiales.

Nous constatons ici des différends entre le bien établi et la théorie mathématique poli et besoins

pratiques.

Une certaine solution à ce conflit a été proposé par M. Caputo premièrement dans son document

[41] et deux ans plus tard dans son livre [42]

Définition 2.2 [40] On définit la dérivée fractionnaire d’ordre � au sens de Caputo de la fonction f

par

CD�
t f(t) =

1

�(n� �)

tZ
a

f (n) (�)

(t� �)�+1�n
d� ; (2.8)

où n un entier et 0 < n� 1 < � < n:
D’une autre façon

CD�
t f(t) = In��t

0B@ d

dt

d

dt
:::
d

dt| {z }
n

f(t)

1CA : (2.9)

Corollaire 2.1 Pour � ! n la derivée de Caputo devient la dérivée n-iéme classique de la fonction

f(t):

Preuve.

lim
�!n

CD�
t f(t) = lim

�!n

0@ 1

�(n� �)

tZ
a

f (n) (�)

(t� �)�+1�n
d�

1A : (2.10)

En intégrant par partie on obtient

lim
�!n

CD�
t f(t) = lim

�!n

1

�(n� �)

24 �1
n� �f

(n) (�) (t� �)n��
����t
a

+
1

n� �

tZ
a

(t� �)n�� f (n+1) (�) d�

35 ;
= lim

�!n

1

�(n� �)

24 1

n� �f
(n) (a) (t� a)n�� + 1

n� �

tZ
a

(t� �)n�� f (n+1) (�) d�

35 ;
= lim

�!n

1

�(n� �) (n� �)

24f (n) (a) (t� a)n�� + tZ
a

(t� �)n�� f (n+1) (�) d�

35 ;
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= lim
�!n

1

�(n� �+ 1)

24f (n) (a) (t� a)n�� + tZ
a

(t� �)n�� f (n+1) (�) d�

35 ;
= f (n) (a) +

tZ
a

f (n+1) (�) d� ;

= f (n) (a) + f (n) (t)� f (n) (a) = f (n) (t) ;

Propriétés

(i) CD�
t

�
CDm

t f (t)
�
= CDm

t

�
CD�

t f (t)
�
= CD�+m

t f (t) :

(ii) De même à la différentiation d’ordre entier, la différentiation fractionnaire est une opération

linéaire
CD�

t [�f(t) + �g (t)] = �
CD�

t f (t) + �
CD�

t g (t) : (2.11)

(iii) CD�
t [I

�f (t)] = f (t) et I�
�
CD�

t f (t)
�
= f (t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(t�a)k
k!

:

(iv) La transformée de Laplace de la dérivée de Caputo c’est

L
�
CD�

t f(t)
	
= s�F (s)�

n�1X
k=0

s��k�1f (k) (0) ; (2.12)

tel que F (s) = Lff(t)g : et (n� 1 < � < n) :

2.2 Stabilité des systèmes fractionnaires

2.2.1 Stabilité des systèmes linéaires

Nous considérons le système linéaire des équations différentielles fractionnaires suivant

CD~�
t x (t) = Ax (t) ; (2.13)

où x (t) = [x1 (t) ; x2 (t) ; :::; xn (t)]
T 2 Rn, la matrice A 2 Rn � Rn, ~� = [�1; �2; :::; �n]T , et

CD~�
t x (t) =

�
CD�1

t x1 (t) ;
CD�2

t x2 (t) ; :::;
CD�n

t xn (t)
�T
;

où 0 < �i 6 1 pour i =d1::n:
Théorème 2.1 [43] Nous aborderons le cas où �1 = �2 = ::: = �n, le système (2.13) est asymptoti-

quement stable si est seulement si jarg (spec (A))j > ��
2
:

Les Figures 2.1 et 2.2 montrent les régions de stabilité.
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FIG. 2.1 – Région de stabilité d’un système d’équations différentielles fractionnaires linéaire

d’ordre � 2 (0; 1)

FIG. 2.2 – Région de stabilité d’un système d’équations différentielles fractionnaires linéaire

d’ordre � 2 (1; 2)

Exemple 2.1 Traitons le système suivant(
CD0:7

t x1 (t) = �4x1 (t)� 3x2 (t) ;
CD0:7

t x2 (t) = �x2 (t) ;
(2.14)

alors notre matrice a étudier écrit comme suit

A =

"
�4 3

0 �1

#
:

2.2. Stabilité des systèmes fractionnaires 16
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Les valeurs propres de A

�1 = �4 = 4 (cos (�) + i sin (�)) ; et �2 = �1 = cos (�) + i sin (�) ;

donc

jarg (�1)j = jarg (4 (cos (�) + i sin (�)))j = jarg (�2)j = � >
0:7�

2
:

Alors on conclure d’après Théorème 2.1 le système (2.14) est asymptotiquement stable.

Théorème 2.2 [43] Supposer que �1 6= �2 6= ::: 6= �n et 0 < �i < 1: M est le plus petit multiple

commun des dénominateurs de ui de �i où �i = vi
ui
; ui ; vi 2 Z+; i = 1; 2; :::; n; et mettre � = 1

M
:

Alors la solution triviale de système (2.13) est asymptotiquement stable si et seulement si tout les

racines du polynôme

det
�
diag

�
�M�1 ; �M�2 ; :::; �M�n

�
� A

�
;

satisfait jarg (spec (A))j > ��
2
:

Exemple 2.2 Traitons le système suivant8<: CD
1
2
t x1 (t) = �4x1 (t)� 3x2 (t) ;

CD
1
4
t x2 (t) = �x2 (t) :

(2.15)

La matrice A

A =

"
�4 3

0 �1

#
:

Dans ce cas le plus petit multiple commun entre 2 et 4 c’est M = 8 alors

det

"
�4 + 4 3

0 �2 + 1

#
= 0;

les racines du polynôme caractéristique sont266666666664

�1 = i = cos
�
�
2

�
+ i sin

�
�
2

�
;

�2 = �i = cos
�
3�
2

�
+ i sin

�
3�
2

�
;

�3 = 1 + i =
p
2
�
cos
�
�
4

�
+ i sin

�
�
4

��
;

�4 = �1� i =
p
2
�
cos
�
5�
4

�
+ i sin

�
5�
4

��
;

�5 = �1 + i =
p
2
�
cos
�
3�
4

�
+ i sin

�
3�
4

��
;

�6 = 1� i =
p
2
�
cos
�
7�
4

�
+ i sin

�
7�
4

��
:
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Alors

jarg (�1)j =
�

2
>
�

16
;

jarg (�2)j =
�

2
>
�

16
;

jarg (�3)j =
�

4
>
�

16
;

jarg (�4)j =
5�

3
>
�

16
;

jarg (�5)j =
3�

4
>
�

16
;

jarg (�6)j =
7�

4
>
�

16
:

Le Théorème 2.2 est satisfait donc le système (2.15) est asymptotiquement stable.

2.2.2 Stabilité des systèmes non linéaires

Définissons un système des équations différentielles fractionnaires non linéaire comme suit

CD~�
t x (t) = f (x (t)) ; (2.16)

avec x (t) = [x1 (t) ; x2 (t) ; :::; xn (t)]
T 2 Rn; ~� = [�1; �2; :::; �n]T ,

CD~�
t x (t) =

�
CD�1

t x1 (t) ;
CD�2

t x2 (t) ; :::;
CD�n

t xn (t)
�T et f : Rn �! Rn; telle que f 2 C2:

Remarque 2.1 Le vecteur constant xeq est un point d’équilibre du système différentiel fractionnaire

(2.16) si et seulement si f (xeq) = CD�
t x (t)

��
x(t)=xeq :

Sans perte de généralité, que le point d’équilibre soit xeq = 0:

Théorème 2.3 [44]Dans le cas où �1 = �2 = ::: = �n; alors alors le point d’équilibre xeq du système

(2.16) est asymptotiquement stable si et seulement si

jarg (spec (Jf (0)))j > ��

2
:

Exemple 2.3 Soit le système non linéaire des équations différentielles fractionnaires suivant8<: CD
1
7
t x1 (t) = f1 (x (t)) ;

CD
1
7
t x2 (t) = f2 (x (t)) ;

(2.17)

où f (x (t)) =

"
f1 (x1 (t) ; x2 (t))

f2 (x1 (t) ; x2 (t))

#
=

"
�4x2 (t)� x1 (t) (x12 (t) + x22 (t)� 1)
x1 (t)� x2 (t) (x12 (t)� x22 (t)� 1)

#
:
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La matrice jacobienne de f est

Jf (x (t)) =

"
�3x12 (t)� x22 (t) + 1 �4� 2x1 (t)x2 (t)
1� 2x1 (t)x2 (t) �x12 (t) + 3x22 (t) + 1

#
;

le point d’équilibre xeq = (0:0) alors

Jf (0) =

"
1 �4
1 1

#
:

D’où les valeurs propres de la matrice Jf (0) sont �1 = 1 + 2i =
p
5 (cos(arctan 2) + i sin (arctan 2))

et �2 = 1� 2i =
p
5 (cos(arctan 2)� i sin (arctan 2)). Maintenant, allons vérifier la stabilité

jarg (�1)j = jarg (�2)j = arctan 2 >
�

14
:

Donc le point d’équilibre xeq = (0:0) est asymptotiquement stable.

Théorème 2.4 [45]Si �i sont différents nombres rationnels, alors le point d’équilibre xeq du système

(2.16) est asymptotiquement stable toutes les racines � de l’équation

det
�
diag

�
�M�1 ; �M�2 ; :::; �M�n

�
� Jf (0)

�
= 0;

satisfont jarg (�)j > ��
2
:

Où � = 1
M
; tel que M est le plus petit multiple commun des dénominateurs de �i où �i = vi

ui
;

ui ; vi 2 Z+; i = 1; 2; :::; n:

Exemple 2.4 Soit le système non linéaire des équations différentielles fractionnaires suivant8<: CD
1
3
t x1 (t) = f1 (x (t)) ;

CD
1
2
t x2 (t) = f2 (x (t)) ;

(2.18)

où f (x (t)) =

"
f1 (x1 (t) ; x2 (t))

f2 (x1 (t) ; x2 (t))

#
=

"
x1 (t)� x2 (t) (x12 (t)� x22 (t))
4x2 (t)� x1 (t) (x12 (t) + x22 (t))

#
:

La matrice jacobienne de f est

Jf (x (t)) =

"
1� 2x1 (t)x2 (t) 3x2

2 (t)� x12 (t)
�3x12 (t)� x22 (t) 4� 2x1 (t)x2 (t)

#
:

Alors

Jf (0) =

"
1 0

0 4

#
;
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dans ce cas le plus petit multiple commun entre 3 et 2 c’est M = 6 alors

det

"
�2 + 1 0

0 �3 + 4

#
= 0()

�
�2 + 1

� �
�3 + 4

�
= 0:

Les racines de l’équation sont266666664

�1 = i = cos
�
�
2

�
+ i sin

�
�
2

�
;

�2 = �i = cos
�
3�
2

�
+ i sin

�
3�
2

�
;

�3 = �4 = 4 (cos (�) + i sin (�)) ;
�4 = 2

2
3

�
1
2
+ 1

2

p
3i
�
= 2

2
3

�
cos
�
�
3

�
+ i sin

�
�
3

��
;

�5 = 2
2
3

�
1
2
� 1

2

p
3i
�
= 2

2
3

�
cos
�
5�
3

�
+ i sin

�
5�
3

��
:

Vérifions la condition du Théorème 2.4

jarg (�1)j =
�

2
>
��

2
=
�

12
;

jarg (�2)j =
3�

2
>
�

12
;

jarg (�3)j = � >
�

12
;

jarg (�4)j =
�

3
>
�

12
;

jarg (�4)j =
5�

3
>
�

12
:

On conclure d’après Théorème 2.4 que xeq est asymptotiquement stable.

2.2.3 Méthode directe de Lyapunov pour les systèmes fractionnaires

Soit le système des équations différentielles fractionnaires suivant

CD�
t x (t) = f (x (t)) ; (2.19)

où x (t) = [x (t)1 ; x (t)2 ; :::; x (t)n] ; et f : Rn �! Rn; 0 < � < 1:

Théorème 2.5 [46] S’il existe une fonction de Lyapunov définie positive V (x (t)) telle que
CD�

t V (x (t)) 6 ��(V (x (t))) ; où � 2 K; alors la solution triviale de système (2.19) est asymptoti-

quement stable.

De plus, une fonction 	(z) dit-on appartenir à la classe K si et seulement si 	 2 C [[0; r);R+] ; r est

un nombre réel positif, 	(0) = 0 et 	(z) est strictement croissante monotone.

Théorème 2.6 [46] S’il existe une fonction de Lyapunov définie positive V (x (t)) telle que
CD�

t V (x (t)) < 0; alors la solution triviale de système (2.19) est asymptotiquement stable.
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Lemme 2.1 [47] Pour tout instant t � t0
1

2
CD�

t x
2 (t) � x (t) CD�

t x (t) 8� 2 (0; 1) (2.20)

Preuve. [47] Pour démontrer que l’expression (2.20) est vrai, équivaut de prouver que

x (t) CD�
t x (t)�

1

2
CD�

t x
2 (t) � 0: (2.21)

Utilisons (2.8)

CD�
t x (t) =

1

�(1� �)

tZ
t0

_x (�) d�

(t� �)� : (2.22)

x (t) CD�
t x (t) =

1

�(1� �)

tZ
t0

x (t) _x (�) d�

(t� �)� : (2.23)

Et de la même manière
1

2
CD�

t x
2 (t) =

1

�(1� �)

tZ
t0

x (�) _x (�) d�

(t� �)� : (2.24)

Ainsi, l’expression (2.21) devient

x (t) CD�
t x (t)�

1

2
CD�

t x
2 (t) =

1

�(1� �)

tZ
t0

x (t) _x (�) d�

(t� �)�

� 1

�(1� �)

tZ
t0

x (�) _x (�) d�

(t� �)� (2.25)

=
1

�(1� �)

24 tZ
t0

x (t) _x (�) d�

(t� �)� �
tZ
t0

x (�) _x (�) d�

(t� �)�

35
=

1

�(1� �)

tZ
t0

[x (t)� x (�)] _x (�) d�
(t� �)� � 0:

Définissons la variable y (�) = x (t) � x (�) ; ce qui implique que _y (�) = dy(�)
d�

= �dx(�)
d�
: De cette

façon, l’expression (2.21) peut être écrite comme suit

1

�(1� �)

tZ
t0

y (�) _y (�) d�

(t� �)� � 0: (2.26)

Intégrons par partie l’expression (2.26)

du = y (�) _y (�) u =
1

2
y2

v =
1

�(1� �) (t� �)
�� dv =

�

�(1� �) (t� �)
���1
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De cette façon, l’expression (2.26) peut être écrite comme suit

�
y2 (�)

2�(1� �) (t� �)�
������=t
�=t0

� �

2�(1� �)

tZ
t0

y2 (�) d�

(t� �)�+1
� 0: (2.27)

Multipliant Les deux extrémités de l’inégalité (2.27) par (�1)

�
�

y2 (�)

2�(1� �) (t� �)�
������=t
�=t0

+
�

2�(1� �)

tZ
t0

y2 (�) d�

(t� �)�+1
� 0:

�
�

y2 (�)

2�(1� �) (t� �)�
�����
�=t

+

�
y2 (t0)

2�(1� �) (t� t0)�
�
+

�

2�(1� �)

tZ
t0

y2 (�) d�

(t� �)�+1
� 0: (2.28)

Vérifions le premier terme de l’expression (2.28), qui a une telle indétermination en � = t; alors

laissez-nous analyser la limite correspondante

lim
�!t

y2 (�)

2�(1� �) (t� �)� =
1

2�(1� �) lim�!t
[x (t)� x (�)]2
(t� �)� =

1

2�(1� �) lim�!t
[x2 (t)� 2x (t)x (�) + x2 (�)]

(t� �)� :

Étant donné que la fonction est dérivable, La règle de L’Hôpital peut être appliqué

( car il résulte 0
0

). Alors

1

2�(1� �) lim�!t
[x2 (t)� 2x (t)x (�) + x2 (�)]

(t� �)� =
1

2�(1� �) lim�!t
[�2x (t) _x (�) + 2x (�) _x (�)]

�� (t� �)��1

=
1

2�(1� �) lim�!t
[2x (t) _x (�)� 2x (�) _x (�)] (t� �)1��

��
= 0:

Comme y2 (t0) � 0 , (t� t0)� � 0 et �(1 � �) � 0 et y2(�)

(t��)�+1 > 0: Alors, l’expression (2.28) est

réduite à
y2 (t0)

2�(1� �) (t� t0)�
+

�

2�(1� �)

tZ
t0

y2 (�) d�

(t� �)�+1
� 0 (2.29)

L’expression (2.20) est clairement vrai, et ce conclut la preuve.

Exemple 2.5 Soit le système non linéaire des équations différentielles fractionnaires suivant(
CD�

t x1 (t) = �x1 (t) + x32 (t) ;
CD�

t x2 (t) = �x1 (t)� x2 (t) ;
(2.30)

où 0 < � < 1, x (t) = [x1 (t) ; x2 (t)] :

2.2. Stabilité des systèmes fractionnaires 22



Chapitre 2. Calcul fractionnaire

Nous avons établi une fonction de Lyapunov

V (x (t)) =
1

2
x21 (t) +

1

4
x42 (t) :

La dérivée au sens fractionnaire de la fonction de Lyapunov donné par

CD�
t V (x (t)) =

1

2
CD�

t x
2
1 (t) +

1

4
CD�

t x
4
2 (t) :

Nous appliquons le Lemme 2.1

CD�
t V (x (t)) 6 x1 (t)

CD�
t x1 (t) +

1

2

C

D�
t

1

2
x42 (t)

= x1 (t)
CD�

t x1 (t) +
1

2

C

D�
t

�
1p
2
x22 (t)

�2
Appliquons le Lemme 2.1 pour la deuxième fois

CD�
t V (x (t)) 6 x1 (t)

CD�
t x1 (t) +

1p
2
x22 (t)

CD�
t

1p
2
x22 (t)

= x1 (t)
CD�

t x1 (t) + x
2
2 (t)

1

2

C

D�
t x

2
2 (t)

= x1 (t) (�x1 (t) + x2 (t)) + x32 (t)
CD�

t x2 (t)

= x1 (t)
�
�x1 (t) + x32 (t)

�
+ x32 (t) (�x1 (t)� x2 (t))

= �x21 (t)� x42 (t) < 0

Donc, d’après le Théorème 2.6, le point d’équilibre xeq = (0:0) est asymptotiquement stable.

2.2. Stabilité des systèmes fractionnaires 23



Chapitre 3

Synchronisation des systèmes de

réaction-diffusion fractionnaires

——————————————————————————————————————————

Ce chapitre contient quelques types de synchronisation et la méthode du contrôleur actif, et on

étudiera le problème de la synchronisation d’une classe de systèmes différentiels partiels d’ordre

fractionnaire spatio-temporel, en utilisant l’approche fractionnaire de Lyapunov, des schémas de

contrôle non linéaires et linéaires.

——————————————————————————————————————————
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Chapitre 3. Synchronisation des systèmes de réaction-di¤usion fractionnaires

3.1 Théorie de synchronisation

3.1.1 Systèmes maître et esclave

Considérons le système maître suivant

CD�
tX (t) = F (X (t)) ; (3.1)

tel que X (t) = [xi (t)]
T
1�i�n est le vecteur d’état du système (3.1), et F : Rn ! Rn; 0 < � � 1:

Maintenant, présentons le système esclave comme suit

CD�
t Y (t) = G (Y (t)) + U; (3.2)

où Y (t) = [y1 (t) ; y2 (t) ; � � � ; ym (t)]T est le vecteur d’état du système (3.2), et G : Rm ! Rm;
0 < � 6 1; et pour U est le vecteur contrôle appartient à Rn:

3.1.2 Types de synchronisation

1- Synchronisation complète

Définition 3.1 [49] Le problème de synchronisation complète est de déterminer le contrôleur U tel

que

lim
t!1

kY (t)�X(t)k = 0: (3.3)

Remarque 3.1 Si F = G, la relation devient une synchronisation complète identique.

Remarque 3.2 Si F 6= G; c’est une synchronisation complète non identique.

2- Anti-Synchronisation

Définition 3.2 [50] On dit que deux systèmes sont en anti-synchronisation, si le système maître et

le système esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue, mais avec signes opposés, et la

somme de ces vecteurs d’état de deux systèmes tend vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini. Alors,

le problème d’anti-synchronisation est de trouver U tel que

lim
t!1

kY (t) +X(t)k = 0: (3.4)
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3- Synchronisation projective

Définition 3.3 [51] On dit qu’on a une synchronisation projective ( notée par PS en anglais :

Projective Synchronization ) entre les systèmes (3.1) et (3.2), s’il existe une matrice diagonale

H = diag [h1; :::; hn], tels que

lim
t!1

kY (t)�H �X(t)k = 0: (3.5)

Remarque 3.3 Le cas où tous les hi sont égaux à 1 répresente un cas de synchronisation complète.

Remarque 3.4 Le cas où tous les hi sont égaux à �1 répresente un cas d’anti-synchronisation.

4- Synchronisation généralisée

Définition 3.4 [52]En comparaison avec la synchronisation identique, la synchronisation généra-

lisée notée par GS (en anglais : Generalized Synchronization) peut donner une dynamique plus

riche, car elle peut aussi envisager certains cas désynchronisés, dus aux disparités des paramètres,

aux déformations des canaux de transmission et autres. En conséquence, les possibilités d’appliquer

la GS peuvent être plus larges que la synchronisation identique.

Pour définir la GS, on a le système maître (3.1) et le système esclave donné dans (3.2).

S’il existe un contrôleur U et une fonction � : Rn ! Rm; vérifient

lim
t!1

kY (t)� � (X (t))k = 0: (3.6)

Alors, les systèmes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens généralisé par rapport à la fonction �.

Remarque 3.5 La synchronisation généralisée est considérée comme une généralisation de la syn-

chronisation complète, l’anti-synchronisation et la synchronisation projective.

Remarque 3.6 Si la fontion � est definie par � (X (t)) = �X (t) tel que � = (�ij)n�n, on dit qu’on

a une synchronisation full-state hybrid projective [53].

5- Synchronisation inverse généralisée

Définition 3.5 [54] S’il existe un contrôleur U et une fonction ' : Rn ! Rn; vérifient

lim
t!1

kX (t)� ' (Y (t))k = 0; (3.7)

alors, les systèmes (3.1) et (3.2) se synchronisent aus sens inverse généralisé par rapport à la fonction

'.

Remarque 3.7 Si la fontion ' est definie par ' (Y (t)) = �Y (t) tel que � = (�ij)n�n, on dit qu’on a

une synchronisation inverse full-state hybrid projective [55].
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6- Synchronisation Q-S

Définition 3.6 [56] Nous disons qu’un système maître (3.1) n-dimensionelle et un système esclave

(3.2) m-dimensionnlle, sont en synchronisation Q� S dans la dimension d, s’il existe un contrôleur

U et deux fonctions Q : Rn ! Rd, S : Rm ! Rd telle que

lim
t!1

kQ (X (t))� S (Y (t))k = 0: (3.8)

Remarque 3.8 La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de tous les types de

synchronisations précédentes.

3.1.3 Méthode du contrôleur actif

La méthode du contrôleur actif est une technique efficace qui a montré sa puissance non

seulement pour la synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisation

des systèmes non identiques avec des dimensions différentes [57, 58]. De plus, cette méthode

offre une simplicité remarquable pour l’implémentation de l’algorithme.

Soit deux systèmes à synchroniser, maître et esclave, définis par

CDp
tX(t) = F (X(t)); (3.9)

et
CDp

tY (t) = G(Y (t)) + U; (3.10)

où X(t); Y (t) 2 Rn sont les état des systèmes maître et esclave, respectivement, F , G : Rn ! Rn,
0 < p � 1, et U = [ui]1�i�n est un contrôleur à déterminer.

Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les trajectoires des deux

systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini.

Cette erreur est obtenue comme suit

e(t) = Y (t)�X(t); (3.11)

alors

CDp
t e(t) = CDp

tY (t)�C Dp
tX(t)

= G(Y (t))� F (X(t)) + U:

Si on peut écrire la quantité G(Y (t))� F (X(t)) de la façon suivante

G(Y (t))� F (X(t)) = Ae(t) +N(X(t); Y (t)); (3.12)
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l’erreur peut être exprimée comme suit

CDp
t e(t) = Ae(t) +N(X(t); Y (t)) + U; (3.13)

où A 2 Rn�n est une matrice constante et N une fonction non linéaire. Le contrôleur U est

proposé comme suit

U = C�N(X(t); Y (t)); (3.14)

donc C est le contrôleur actif, défini par

C = �Le(t); (3.15)

où L est une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, la formule finale de l’erreur

CDp
t e(t) = (A� L) e(t): (3.16)

Donc le problème de la synchronisation entre le système maître (3.9) et le système esclave (3.10)

est transformé en problème de zéro-stabilitée du système (3.14).

Maintenant le Théorème qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systèmes

dynamiques linéaires continues.

Théorème 3.1 [59]Le système maître (3.9) et le système esclave (3.10) sont globalement synchro-

nisés sous la loi de contrôle (3.14) si et seulement si la matrice de contrôle L est choisie telles que les

valeurs propres de (A� L) se trouvant à l’intérieur du disque de l’unité.

3.2 Résultats de synchronisation

Considérez les systèmes maître et esclave comme suit8>>>><>>>>:
CD�

t u1 =

2X
j=1

d1j
@2uj
@x2

+

2X
j=1

a1juj + f1 (u1; u2) ;

CD�
t u2 =

2X
j=1

d2j
@2uj
@x2

+
2X
j=1

a2juj + f2 (u1; u2) ;

(3.17)

et 8>>>><>>>>:
CD�

t v1 =

2X
j=1

d1j
@2vj
@x2

+

2X
j=1

a1jvj + f1 (v1; v2) + U1;

CD�
t v2 =

2X
j=1

d2j
@2vj
@x2

+
2X
j=1

a2jvj + f2 (v1; v2) + U2;

(3.18)
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où [u1 (x; t) ; u2 (x; t)]
T et [v1 (x; t) ; v2 (x; t)]

T sont les états correspondants, x 2 
 est un domaine

borné dans Rn avec frontière réguliere @
; (dij) 2 R2; A = (aij) 2 R2; fi; i = 1; 2; sont des

fonctions continues non linéaires, U1 et U2 sont des contrôleurs à concevoir. Le but du processus

de synchronisation est de forcer l’erreur entre le système maître (3.17) et le système esclave

(3.18) à zéro. Défini comme (
e1 = v1 � u1;
e2 = v2 � u2;

(3.19)

Nous obtenons la synchronisation complète.Nous supposons que les constantes diffusives (dij)

satisfont

d11; d22 > 0 et d12 + d21 = 0; (3.20)

et le système d’erreur satisfait les conditions aux limites homogènes de Neumann

@e1
@�

=
@e2
@�

= 0 pour tout x 2 @
: (3.21)

Les dérivées partielles temporelles du système d’erreur (3.19) peuvent être dérivées comme suit8>>>><>>>>:
CD�

t e1 =
2X
j=1

d1j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

a1jej + f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2) + U1;

CD�
t e2 =

2X
j=1

d2j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

a2jej + f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2) + U2:
(3.22)

Pour réaliser la synchronisation entre les systèmes maître et esclave (3.17) et (3.18), nous discu-

tons de la stabilité asymptotique la solution zéro du système d’erreur donné dans (3.22). C’est-

à-dire, dans les sous-sections suivantes, on trouve les contrôleurs U1 et U2 sous des formes non

linéaires et linéaires, telle que la solution du système d’erreur (3.22) se rend à 0 lorsque t!1:

3.2.1 Loi de contrôle non linéaire

Dans cette sous-section, nous décrivons le problème du contrôle des systèmes maître et esclave

couplés étant donné dans (3.17) et (3.18) utilisant des contrôleurs non linéaires.

Théorème 3.2 [60]Le système maître (3.17) et le système esclave (3.18) sont complètement syn-

chronisés selon la loi du contrôle non linéaire suivante8>>>><>>>>:
U1 = �

2X
j=1

c1j (vj � uj) + f1 (u1; u2)� f1 (v1; v2) ;

U2 = �
2X
j=1

c2j (vj � uj) + f2 (u1; u2)� f2 (v1; v2) ;
(3.23)

où la matrice de contrôle C = (cij)2�2 est sélectionné telle que C �A est une matrice définie positive.
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Preuve. [60]Remplacer la loi de contrôle donnée dans (3.23) en (3.22) donne8>>>><>>>>:
CD�

t e1 =
2X
j=1

d1j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

(a1j � c1j) ej;

CD�
t e2 =

2X
j=1

d2j
@2ej
@x2

+

2X
j=1

(a2j � c2j) ej:
(3.24)

Nous pouvons, maintenant, construire notre fonction Lyapunov comme

V =
1

2

Z



�
e1
2 + e2

2
�
=
1

2

Z



2X
j=1

ej
2; (3.25)

puis

CD�
t V =

1

2

Z



2X
j=1

CD�
t ej

2; (3.26)

et en utilisant le lemme 2.1

CD�
t V 6

Z



�
e1

CD�
t e1 + e2

CD�
t e2
�

=

Z



"
e1

 
2X
j=1

d1j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

(a1j � c1j) ej

!
+ e2

 
2X
j=1

d2j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

(a2j � c2j) ej

!#

=

Z



�
e1

�
d11
@2e1
@x2

+ d12
@2e2
@x2

�
+ e1 [(a11 � c11) e1 + (a12 � c12) e2]

+e2

�
d21
@2e1
@x2

+ d22
@2e2
@x2

�
+ e2 [(a21 � c21) e1 + (a22 � c22) e2]

�
=

Z



2X
j=1

djjej
@2ej
@x2

+

Z



�
d12e1

@2e2
@x2

+ d21e2
@2e1
@x2

�
+

Z



eT (A� C) e:

En utilisant les formules de Green ( 1 et 2 ), on peut avoir

CD�
t V 6

2X
j=1

Z
@


djj
@ej
@�
ejd� �

2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z
@


�
d12
@e2
@�
e1 + d21

@e1
@�
e2

�
d�

�
Z



(d21 + d12)re1re2 +
Z



eT (A� C) e;

où e = [e1; e2]
T ; et en utilisant l’hypothèse donnée en (3.20), les conditions aux limites homogènes

de Neumann (3.21), et le fait que C � A est une matrice définie positive, on obtient

CD�
t V 6 �

2X
j=1

Z



djj (rej)2 �
Z



eT (C � A) e < 0: (3.27)
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Du Théorème 2.6, nous pouvons conclure que la solution triviale du système d’erreur (3.22) est

globalement asymptotiquement stable, et donc, le système maître (3.17) et le système esclave

(3.18) sont globalement complètement synchronisés.

3.2.2 Loi de contrôle linéaire

Dans ce qui suit, une loi de contrôle linéaire est conçue pour la synchronisation des systèmes

(3.17) et (3.18). Dans ce cas, nous supposons que(
jf1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)j 6 �1 jv1 � u1j+ �1 jv2 � u2j ;
jf2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)j 6 �2 jv1 � u1j+ �2 jv2 � u2j ;

(3.28)

où, �1; �2; �1 et �2 sont des constantes positives.

Théorème 3.3 [60]Il existe une matrice de contrôle appropriée L = (lij)2�2 pour réaliser une

synchronisation complète entre le système maître (3.17) et le système esclave (3.18) sous la loi de

contrôle linéaire suivante

U1 = � (�1 + 1 + l11) e1 � l12e2; (3.29)

U2 = �l21e1 �
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4
� l22

!
e2:

Preuve. [60]Remplacer (3.29) en (3.22), la dynamique du système d’erreur devient

CD�
t e1 =

2X
j=1

d1j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

(a1j � l1j) ej + f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)� (�1 + 1) e1; (3.30)

CD�
t e2 =

2X
j=1

d2j
@2ej
@x2

+
2X
j=1

(a2j � l2j) ej + f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)�
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2:

En prenant la fonction de Lyapunov V = 1
2

Z



eT e et en utilisant le lemme 2.1, nous obtenons

CD�
t V 6

Z



eT CD�
t e =

Z



�
e1

CD�
t e1 + e2

CD�
t e2
�

=

Z



"
e1

 
2X
j=1

d1j
@2ej
@x2

+

2X
j=1

(a1j � l1j) ej + f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)� (�1 + 1) e1

!

+e2

 
2X
j=1

d2j
@2ej
@x2

+

2X
j=1

(a2j � l2j) ej + f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)�
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2

!#

=

Z



e1

�
d11
@2e1
@x2

+ d12
@2e2
@x2

�
+

Z



e2

�
d21
@2e1
@x2

+ d22
@2e2
@x2

�
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+

Z



e1 [(a11 � l11) e1 + (a12 � l12) e2] +
Z



e2 [(a21 � l21) e1 + (a22 � l22) e2]

+

Z



e1 [f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)] +
Z



e2 [f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)]

�
Z



(�1 + 1) e1
2 �

Z



 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2

=

2X
j=1

Z



djj
@2ej
@x2

ej +

Z



�
d12e1

@2e2
@x2

+ d21e2
@2e1
@x2

�
+

Z



eT (A� L) e

+

Z



(e1 [f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)] + e2 [f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)])�
Z



(�1 + 1) e1
2

�
Z



 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2:

En utilisant la formule de Green ( 1 et 2 ) et l’hypothèse (3.20) et condition (3.21)

CD�
t V 6

2X
j=1

Z
@


djj
@ej
@�
ejd� �

2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z
@


�
d12
@e2
@�
e1 + d21

@e1
@�
e2

�
d�

�
Z



(d21 + d12)re1re2 +
Z
eT (A� L) e




+

Z



(e1 [f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)] + e2 [f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)])

�
Z



"
(�1 + 1) e1

2 �
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2

#
;

= �
2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z



eT (A� L) e

+

Z



(e1 [f1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)] + e2 [f2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)])

�
Z



"
(�1 + 1) e1

2 +

 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2

#
:
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En utilisant l’hypothèse (3.28), on obtient

CD�
t V 6 �

2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z



eT (A� L) e

+

Z



[je1j jf1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)j+ je2j jf2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)j

� (�1 + 1) e12 �
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2

#

6 �
2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z



eT (A� L) e

+

Z



"
�1e1

2 + �1 je1j je2j+ �2 je2j je1j+ �2e22 � (�1 + 1) e12 �
 
�2 +

(�2 + �1)
2

4

!
e2
2

#
;

= �
2X
j=1

Z



djj (rej)2 +
Z



eT (A� L) e�
Z



"
e1
2 � (�1 + �2) je1j je2j+

�
(�2 + �1)

2

�2
e2
2

#

= �
2X
j=1

Z



djj (rej)2 �
Z



eT (L� A) e�
Z



�
je1j �

�
(�2 + �1)

2

�
je2j
�2
:

:

La matrice de contrôle L est choisie telle que A�L est une matrice définie négative. Maintenant,

nous pouvons conclure que le système maître (3.17) et le système esclave (3.18) sont globalement

complètement synchronisés.

3.3 Applications numériques

Dans cette section, nous donnons un exemple numérique montrant l’efficacité et l’exactitude de

nos résultats. Considérez la paire suivante de système maître-esclave8<:
CD�

t u1 (t; x) =
@2u1
@x2

+ 5 � u1 � 4u1u2
1+u21

;

CD�
t u2 (t; x) = �

�
d@

2u2
@x2

+ u1 � u1u2
1+u21

�
;

(3.31)

et 8<:
CD�

t v1 (t; x) =
@2v1
@x2

+ 5 � v1 � 4v1v2
1+v21

+ U1;

CD�
t v2 (t; x) = �

�
d@

2v2
@x2

+ v1 � v1v2
1+v21

�
+ U2;

(3.32)

où t > 0; x 2 [0; 13:3] ; et [U1; U2]
T est la loi de contrôle à déterminer. Système (3.31) (c’est-à-dire,

le système non contrôlé (3.32)) est appelé le système de Lengyel-Epstein d’ordre fractionnaire.
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Quand � = 0:97; [�; ; d] = [9:7607; 2:7034; 1:75] ; et les conditions initiales associées au système

(3.31) sont donnés par [u1 (0; x) ; u2 (0; x)] =
�
� + 0:2 cos (5�x) ; 1 + �2 + 0:6 cos (5�x)

�
; les solu-

tions sont présentées dans les Figures 3.1 et 3.2.

FIG. 3.1 – Comportement dynamique de la solution u1

FIG. 3.2 – Comportement dynamique de la solution u2

Comparaison avec les systèmes maître-esclave donnés dans (3.31) et (3.32), puis les constantes

(dij)2�2 et A = (aij)2�2 donné par

(dij)2�2 =

"
1 0

0 �d

#
; (3.33)
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et

A = (aij)2�2 =

"
�1 0

� 0

#
: (3.34)

Il est clair que l’hypothèse (3.28) est satisfaite.

3.3.1 Cas non linéaires

Selon le théorème 3.2, il existe une matrice de contrôle C dont la synchronisation complète peut

être réalisée entre les systèmes (3.31) et (3.32). La matrice C peut être sélectionnée comme

C =

"
0 0

� 3

#
; (3.35)

et donc, simplement, A�C =
"
�1 0

0 �3

#
, les valeurs propres de la matrice A�C sont �1 = �1

et �2 = �3; ce qui donne que A � C est une matrice définie négative. Maintenant, basé sur les

équations (3.23) et (3.24) et matrices (3.34) et (3.35), les contrôleurs peuvent être construits

comme suit

U1 =
4v1v2
1 + v21

� 4u1u2
1 + u21

; (3.36)

U2 = � (v1 � u1) + 3 (v2 � u2) +
�v1v2
1 + v21

� �u1u2
1 + u21

;

et le système d’erreur est donné par

CD�
t e1 =

@2e1
@x2

� e1; (3.37)

CD�
t e2 = �d

@2e2
@x2

� 3e2:

Par conséquent, les systèmes (3.31) et (3.32) sont globalement complètement synchronisés et

l’évolution temporelle des états de système d’erreur e1 et e2 est représentée sur les Figures 3.3 et

3.4.
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FIG. 3.3 – L’évolution temporelle de l’erreur de synchronisation de contrôle non linéaire e1

FIG. 3.4 – L’évolution temporelle de l’erreur de synchronisation de contrôle non linéaire e2

3.3.2 Cas linéaires

Premièrement, l’hypothèse donnée dans l’équation (3.28) pour les systèmes maître-esclave (3.31)

et (3.32) est satisfaite, et on peut facilement vérifier que

jf1 (v1; v2)� f1 (u1; u2)j 6 jv1 � u1j+ 4 jv2 � u2j ;
jf2 (v1; v2)� f2 (u1; u2)j 6 jv1 � u1j+ � jv2 � u2j :

(3.38)
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Maintenant, selon le théorème 3.3, si nous choisissons la matrice de contrôle L comme

L =

"
1 0

� 4

#
: (3.39)

Alors, les contrôleurs U1 et U2 peuvent être conçus comme

U1 = �3 (v1 � u1) ; (3.40)

U2 = �� (v1 � u1)�
�
� +

9

4

�
(v2 � u2) ;

A � L =
 
�2 0

0 �4

!
, les valeurs propres de la matrice A � L sont �1 = �2 et �2 = �4; ce qui

donne que A � L est une matrice définie négative Par conséquent, les systèmes (3.31) et (3.32)

sont globalement complètement synchronisé. Dans ce cas, le système d’erreur est décrit comme

suit

CD�
t e1 =

@2e1
@x2

� 4e1 +
4u1u2
1 + u21

� 4v1v2
1 + v21

; (3.41)

CD�
t e2 = �d

@2e2
@x2

�
�
� +

41

4

�
e2 +

�u1u2
1 + u21

� �v1v2
1 + v21

:

L’évolution temporelle des états d’erreur e1 et e2 est représentée sur les Figures 3.5 et 3.6.

FIG. 3.5 – L’évolution temporelle de l’erreur de synchronisation de contrôle linéaire e1
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FIG. 3.6 – L’évolution temporelle de l’erreur de synchronisation de contrôle linéaire e2
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Conclusion générale

L’étude de mémoire, basé sur l’approche fractionnaire de Lyapunov et utilisant le concept

maître-esclave, le contrôle de synchronisation pour une classe des systèmes différentiels par-

tiels spatio-temporels fractionnaires. Première, un protocole de couplage spatio-temporel pour la

synchronisation est suggéré, puis des nouvelles méthodes de contrôle comprenant des contrôles

non linéaires et linéaires sont proposées pour réaliser une synchronisation complète entre des

systèmes de réaction-diffusion d’ordre fractionnaire couplés. Dans les deux cas, les schémas de

contrôle proposés stabilisent les états d’erreur de synchronisation où la solution zéro du système

d’erreur devient globalement asymptotiquement stable.

Des conditions suffisantes convenables pour obtenir la synchronisation de systèmes Lengyel-

Epstein fractionnaires couplés via des contrôles non linéaires et linéaires appropriés appliqués au

système esclave et sont dérivées. Par conséquent, à partir des simulations numériques effectuées,

en utilisant la fonction Matlab "Algorithme de transformation de l’analyse q-homotopie", nous

pouvons observer que l’ajout des contrôleurs non linéaires et linéaires conçus au système frac-

tionnaire contrôlé de Lengyel – Epstein met à jour la dynamique des systèmes couplés de sorte

que les états du système se synchronisent. En comparant les simulations numériques illustrées

aux Fig. 3.3,3.4,3.5 et 3.6, nous pouvons facilement observer que le schéma de contrôle linéaire

réalise la synchronisation plus rapide que le cas non linéaire. Aussi, le schéma de contrôle non

linéaire nécessite la suppression des termes non linéaires du système esclave, ce qui peut aug-

menter le coût des contrôleurs. Ainsi, le coût des contrôleurs dans le cas non linéaire est plus

élevé que dans le cas linéaire.

L’étude confirme que le problème de la synchronisation complète dans des systèmes spatio-

temporels d’ordre fractionnaire de haute dimension couplés peut être réalisé à l’aide de contrô-

leurs non linéaires et linéaires. Aussi, nous pouvons facilement voir que les résultats de recherche

obtenus dans cet mémoire peuvent être étendus à de nombreux autres types de systèmes spatio-

temporels fractionnaires avec des termes de réaction-diffusion.
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