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Abstract

The theory of chaos is important in many domains such as computer sciences, physics, etc. We
recall some definitions and properties of chaos theory, i.e., definitions and properties of dynamical
chaotic systems. We then present some classical chaotic applications such as the application of
Hénon. In this work, we study the modern chaotic applications of Zeraoulia-Sprott in which we
talk about certain of their characteristics such as attractors and routes to chaos. Then, we go
through the chaotic systems applications such as cryptology, we first recognize the main concepts
of this science then we mention a simple RC4 cryptography method. At the end we give an
example that clarifies how to use chaos for the cryptage of certain image.




Résumé

La théorie de chaos est trés important pour beaucoup de domaines comme par exemple, & I'infor-
matique, physique, etc. On rappelle quelques définition et propriétés de la théorie du chaos, c’est
a dire des définitions et propriétés des systemes dynamique et systéme chaotique et quelques ap-
plications chaotiques classiques comme 'application de Hénon. Dans ce mémoire on a étudie des
applications chaotiques modernes de Zeraoulia-Sprott dans lesquels nous parlons de certaines ca-
ractéristiques et de leurs attracteurs et de leur route vers le chaos. Nous passons aux applications
des systémes chaotiques dans la cryptologie. Nous reconnaissons d’abord les concepts principaux
de cette science puis on mentionne une simple cryptographie RC4. A la fin nous donnons un
exemple qui clarifie comment utiliser le chaos pour le chiffrement d’'un image .
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Notation et symboles

L’ensemble des nombres réels.
L’ensemble des nombres naturels.
L’ensemble des nombres réel d’ordre supérieur.
L’ensemble des parties de R.
Recouvrement.

Régions de R?.

Orbits.

Application de Hénon.
Application de Lozi.

Application bijective de I’espace de phase.
Forme normal.
Valeurs propres.

Points fixes.

La matrice jacobienne.

La dérivée de la matrice jacobienne.

Indices.

Période.

Multiplicateur.

Paramétres du bifurcation.

Valeur absolue.

Logarithme népérien.

Somme algébrique.




D, Dimension de lyaponov.

S.C.I: Sensibilité aux conditions initiales.

diam() : Diametre.

C™: Classe de degré I’ infinie.

DCT : La transformation de cosinus discrete.

RC4 . Rivest cipher 4.

XOR : un opérateur logique de l'algébre de Boole .
DC: Le coefficient dans le coin supérieur gauche de la matrice
de coefficient DCT.

AC: Les autres coefficients de la matrice DCT.
IDCT : DCT inverse.

C#: Est un langage de programmation orienté objet.
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Introduction

Lidée que les petites causes peuvent parfois avoir de gros effets a été notée par les historiens et
d’autres depuis I'antiquité, et capturé par exemple dans (faute d'un clou ... un royaume a été
perdu). Ala fin du siécle 17 avec la découverte des lois du mouvement de Newton était 1a croyance
qui prévaut au moment ou le monde est un systéme vous pouvez le contréler (le sens de tout
ce qui lui arrive a 'interprétation ou il a dirigé I'étre humain au moment de la stabilité et de
contréle).

En 1814 le scientifique francaise Laplace il a dit que le développement de 'univers est maintenant
le résultat placé dans le passé qui I'a mis dans la cause de future et il a dit a un certain moment
vous pouvez voir les forces agissant sur la nature a dire 'avenir serait comme le passé ouvert tel
est le sens du principe de déterminisme. Maxwell est venu en 1876 a dit que les simple différences
de la situation initiale elle conduira & une simple différence dans la situation finale mais il sera
une énorme différence dans les résultats au fil du temps. En 1890 Henri Poincaré a changé ce
croyance, il a trouvé une dépendance sensible aux conditions initiales dans un cas particulier
du probléme a trois corps, plus tard a proposé que de tels phénomeénes puissent étre communs,
disons en météorologie, il a écrit en 1908 pour quoi la météorologie éprouvent de difficultés a les
prévisions météorologiques et pourquoi les tempétes apparaissent résulte de hasard il a dit que
tornade se produira quelque part mais oli exactement nous ne pouvons pas dire. En 1898, Jacques
Hadamard a noté une divergence générale de trajectoires dans des espaces de courbure négative
et Pierre Duhem a discuté de I'importance générale possible. En 1962, Edward Lorenz a fait une
simulation par ordinateur d’un ensemble d’équations différentielles simplifiées pour la convection
fluide dans laquelle il a vu un comportement compliqué qui semblait dépendre sensiblement des
conditions initiales, apparu ici terme effet de papillon (le battement d’ailes d’'un papillon au Brésil
peut-il provoquer une tornade au Texas).

Le terme chaos avait été utilisé depuis 'antiquité pour décrire diverses formes de hasard, mais 4 la
fin des années 1970, il était spécifiquement lié au phénoméne de dépendance sensible aux condi-
tions initiales. Au début des années 1980, au moins des signes indirects de chaos dans ce sens
avaient été observés dans toutes sortes de systémes mécaniques, électriques, fluides et autres, et
il est apparu qu'une conviction généralisée qu'un tel chaos devait étre la source de tous les élé-
ments importants aléatoire dans la nature. Donc, en 1985, lorsque j'ai soulevé la possibilité que le
hasard intrinseque soit plut6t un phénomene clé, cela a été accueilli avec beaucoup d’hostilité par
certains jeunes partisans de la théorie du chaos. Fidée de simples changement dans les conditions
initiales ne sont pas seulement limitées aux prévisions météorologique parmi les systéme ce qui
est difficile de prédire son avenir en raison de leur dépendance sensible aux condition initiale




dans le domaine de I'économie, dans le domaine de guerre, la principale raison de la premiére
guerre mondiale est I'assassinat de Franz Ferdinar cette guerre ou 8.5 million de personne ou été
tuées. Imaginez que chague mouvement va maintenant comment affectera aprés de nombreuses
années, si vous dites un mot gentil a tout le monde, simple charité accordé aux personnes dans le
besoin cela affectera a leur venir, sourire émerge, papier de la déplace route, cultiver plante, lire
mot que vous écrivez et d’autres lisent, ces simples choses peuvent changer la forme du monde
de fagon inattendue. .. peut-étre est ce que notre prophete Mohamad la paix de dieu soit sur lui
voulait dire (ne méprisez pas ce qui est convenable quelque chose Il avait recu ton frére avec
visage divorcé).

Afin de pouvoir présenter ce travail nous avons subdivisé ce document en trois chapitres :

Le premier chapitre : Nous donnons quelques définition de notion de base de théorie de chaos,
nous concentrons sur les définitions des atiracteurs et leur route vers le chaos, par example les
systemes chaotique classique comme celui de Hénon, Lozi, Duffing. ..

Le deuxiéme chapitre : est dédié a I'étude de certains systémes chaotiques moderne de Zeraoulia
et Sprott, olt nous définissons ces systémes avec certaines de leurs caractéristiques : stabilité,
quelques attracteurs chaotiques et route vers le chaos.

Le dernier chapitre : Ce chapitre a été réservé a I'étude de l'application de Hénon dans la cryp-
tographie. Nous avons donné quelques définitions de cryptage et leur algorithmes qui sont utilise
I'application de Hénon pour chiffrer certain image.




Chapitre 1
Théorie du chaos

On va introduire des notions, définitions et des théorémes qu’on utilisera plus tard. Dans la section
1, on donne quelques définitions autour de systeme dynamique. Dans la section 2, on résumé
quelques définitions et propriétés des théories de chaos. Dans la section 2, on voie quelques

applications chaotiques comme I’application de Hénon et Lozi, etc.

1.1 Systeme dynamique

Définition 1.1 On définit un systéme dynamique par un triplet (X; T f) constitué de Uespace d’états
X, du domaine temporel T, et d’une application de transition d’état f : X x T — X qui permet de

définir a partir d’un vecteur de conditions initiales Uétat du systéme a tout instant.

Un Systeme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types de variables :
Un systeme dynamique en temps continue : Dans le cas ou le composant temps est continue le
systéme dynamique est présenté par un systéme d’équations différentielles de la forme :
dx
o
Un systeme dynamique en temps discret : Dans le cas ou le temps est discret le systéme dyna-

flz,t,p) ouz € R" et peR". (1.1.1)

mique est présenté par une application itérative :
Tpy1 = f(ag,p),zr ER"etp e R k=1,2,3, ... (1.1.2)

Ou p un parametre, et t € 7', le domaine temporel.

Lorsque le temps ¢ ou I'indice £ apparaissent explicitement dans les relations et le systéme est dit
non-autonome. En général, c’est un inconvénient majeur pour la résolution numérique et il est
préférable de s’en affranchir ; par un changement de variables approprié, on peut transformer un
systéme non-autonome avec X € R" en systéme autonome avec X € R",
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En physique, un systeme conservatif est un systéme qui conserve I'énergie totale, et posseéde une
intégrale premiere (ou constante) du mouvement, par contre un systéme dissipatif est un systeme
qui dissipe de I’énergie, et possede au moins un terme dépendant de la vitesse.

Les systemes considérés sont des systemes déterministes, et pour préciser cette définition, on dit
qu'un systéeme déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique du systéme associée
a chaque condition initiale xy a un et un seul état final x(¢), il faut pour cela qu’il existe une

application bijective ¢ de ’espace des phases :
¢  IxXxR—1I, (1.1.3)
(@,1) — &z) = o(a,1).
Qu’on appelle flot et qui possede les propriétés suivantes :
¢y(x0) = o (1.1.4)
Grps(x0) = &(94(20))-

Si le systéme est dissipatif, le flot n’est pas bijectif et il existe en général un (ou plusieurs) attrac-
teurs dans I'espace des phases du systeme.

Notation 1.1 Dans ce travail nous sommes intéressés a Uétude les systémes dynamiques discrets.

1.1.1 Points fixes. Points périodiques

Définition 1.2 On appelle point fixe d’'un systéme dynamique tout point tel que :
= f(a). (1.1.5)

Parfois, ces points sont appelés points d’équilibre.

Définition 1.3 Etant donné le point initial z,, on appelle orbite (ou trajectoire) du systéme S.D.D la

suite :
O(zo) = {2(0) = xo, (1) = f(x(0)), ..., z(n+1) = f(z(n)), ...} . (1.1.6)
Définition 1.4 Une orbite O(x,) s‘appelle périodique s’il existe un p > 0 t.q :
z(n+p) = x(n),vn. (1.1.7)

Une orbite est dite éventuellement périodique s’il existe un p > 0 et un N > 0 tels que I'égalité
(1.1.7) est vérifiée pour tout n > N. Une orbite périodique O(z) est toujours une suite de points

périodique. Tous ces points s’appellent point périodique de période p du systeme.

Remarque 1.1 Tout point fixe, étant point périodique de période p = 1, est un point périodique de

n’importe quelle période.

1.1. Systéme dynamique
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1.1.2 La stabilité

Définition 1.5 Soit f : R — R, le multiplicateur est la pente :
m = f"(z%), (1.1.8)
de la tangente de point fixe x* qui détermine le type (ou la nature) de point fixe.

Théoreme 1.1 Supposons que x*est un point fixe de x;.; = [ (x), alors le point fixe x* est :
1) Attractif si|m| < 1.

2) Répulsif si |m| > 1.

3) Indifférent si |m| = 1.

4) Super stable si m = 0.

m s’appelle le multiplicateur de f au point z*.

Théoreme 1.2 Pour f : R™ — R" le point fixe est :

a) Stable si toutes les valeurs de J (x*) = Df (z*) sont a Uintérieur du disque unité (leurs modules
sont inférieur a 1).

b) Instable si U'une de ces valeurs propres de J (z*) = Df (z*) a un module plus grand que 1 (U'éxté-

rieur du disque unité).

1.1.3 Définition des bifurcations

Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution z, du systeme dynamique lorsqu’on
modifié p, et d'une maniere plus précise la disparition ou le changement de stabilité et 'apparition
de nouvelles solutions. La codimension d’une bifurcation est la plus petite dimension de ’espace
des parametres telle que la bifurcation soit persistante.

1.1.4 Equivalence topologique des systémes

Définition 1.6 Soient (D, f) et (E, g) deux systémes dynamiques. On dit qu’ils sont topologiquement

conjugueés s’il existe un homéomorphisme (une application continue et bijective) h : D — FE tel que :
hof=goh. (1.1.9)
Le théoréme suivant montre importance de cette définition.

Théoreme 1.3 Soient (D, f) et (E,g) deux systémes dynamiques. Supposons qu’ils sont topologi-

quement conjugués par un homéomorphisme h : D — E. Alors :

1.1. Systéme dynamique
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a) Lapplication h~! : E — D vérifie aussi la définition et assure donc Uéquivalence topologique entre
les systémes (D, f) et (E, g).

b) ho f = ¢™ o h, pour tout n € N.

c) Si p € D est un point périodique de f de période fondamentale k alors h(p) € E est un point

périodique de g de période fondamentale k.

1.2 Dimension

Définition 1.7 Dimension fractal : La dimension de F' donne une certaine évaluation de lespace
occupé par F. Le concept de dimension est l'un des concepts les plus fondamentaux de la géométrie
fractale. Les dimensions fractales prennent souvent des valeurs non entiéres. Parmi les dimensions

fractales les plus célébres figurent la dimension de Hausdorff et la dimension Minkowski-Bouligand.

Définition 1.8 Dimension topologique : Un espace métrique compact (X, d) est dit de dimension
topologique (ou dimension de recouvrement) inférieure ou égale a n si pour tout réel R > 0, X
admet un recouvrement ouvert fini U; tel que :

a) diam(U;) < R pour tout i.

b) Tout x de X appartient a (n + 1) des U; au plus.

X est dite de dimension topologique exactement égale a n s’il est de dimension inférieure ou égale a

n, mais pas de dimension inférieure ou égale a n — 1.

Définition 1.9 Dimension de Lyapunov : Soient \; > Ay > A3 > ... > ), les exposants de Lyapunov
d’un attracteur d’un systéme dynamique et soit j le grand entier naturel tel que A\;+Xo+A3+....4+X; >

0. Alors la dimension de Lyapunov définit par Karlan et Yorke est donné par :

/\1+)\2—|—>\3—|——|—/\j

Dp=j+
|Ajal

(1.2.1)

Définition 1.10 Dimension de Hausdorff : Informellement, des objets auto-similaire avec des para-

métres N, s sont décrit par une loi de puissance tel que N = s ot d = 1{111—]27 , est la dimension de la
loi de puissance connu sous le nom la dimension de Hausdorff. Formellement, soit A un sous espace
d’un espace métrique X alors la dimension de Hausdorff D(A) de A est Uinfinité des d > 0 tel que
la mesure d-dimensionnelle de Hausdorff de Uensemble A est égale 0 (pas nécessairement un nombre

entier).

Définition 1.11 Dimension de corrélation (désignée par v) est une mesure de la dimensionnalité de

Uespace occupé par un ensemble de points aléatoires, souvent appelé un type de dimension fractale.

1.2. Dimension
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1.3 La section de Poincaré

La section de Poincaré est un outil trés fréquemment utilisé pour étudier les systémes dynamiques
et notamment les trajectoires périodiques.

Considérons le systeme autonome d’ordre n :

2—? — f(z),x €R". (1.3.1)
Soit ¢(t; zo) une trajectoire représentant la solution du systeme (1.3.1) muni de la solution initiale
x(0) = .

Le systeme (1.3.1) n’ayant généralement pas de solution analytique, on doit étudier chaque solu-
tion en considérant sa trajectoire dans I'espace des phases que ’'on peut obtenir par une intégra-
tion numérique, mais la dimension élevée de I'espace complique, cette étude. C’est pour cela que
la section de Poincaré est intéressante. Elle transforme un systeme continu en un systeme discret.
Le principe de construction de cette technique est illustré par la Fig.1.1, représentant des points
d’intersection d’une trajectoire avec un hyperplan.

La méthode de Poincaré permet simultanément de discrétiser le systeme et de réduire sa dimen-
sion en conservant les méme propriétés topologiques, plus précisément elle remplace I’analyse
des trajectoires d’'un systeme dynamique dont I'espace des phases est de dimension n par celle
de la suite des points d’intersections successives : pg, p1, ps, ...d"une trajectoire ¢(t, o) avec un
hyperplan ) de dimension (n — 1), ce dernier peut €tre quelconque. Mais un bon choix permet

d’obtenir les sections aisément exploitables. Chyperplan ) est appel€ la section de Poincaré.

/"

Fig.1.1. Section de Poincaré

1.3. La section de Poincaré
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1.4 Définition et propriété du chaos

Définition 1.12 Le chaos : Tel que le scientifique le comprend ne signifie pas Uabsence d’ordre il se
rattache plutét a une notion d’imprévisibilité d'impossibilité de prévoir une évolution a long terme du
fait que Uétat finale dépend de maniére si sensible de ’état initial.

On appelle donc un systéme dynamique chaotique, un systéme qui dépend de plusieurs paramétre et
caractérisé par une extréme sensibilité aux conditions initiales. Ils ne sont pas déterminés ou modélisés
par des systemes d’équation linéaires ni par les lois de mécanique classique ; pourtant, ils ne sont pas

nécessairement aléatoire, relevant du seul calcule des probabilités.

1.4.1 Propriétés des systemes chaotiques

Un systéme chaotique a plusieurs propriétés que nous allons parmi :

a) Il ne se répete jamais (et semble erratique).

b) 1l a une dépendance sensible par rapport aux conditions initiales (effet papillon).
¢) Mais il n’en est pas moins ordonné et caractérisé par un déterminisme imprévisible.

d) la non linéarité.

Définition 1.13 Le déterminisme est la théorie selon laquelle la succession des événements et des
phénomeénes est due au principe de causalité, ce lien pouvant parfois étre décrit par une loi physico-

mathématique qui fonde alors le caractere prédictif de ces derniers.

Il est lié a la prédictibilité qui stipule que chaque événement est prévisible selon des équations
mathématiques.

Définition 1.14 On parle de non-linéarité lorsque Uentrée d’un systéme n’est pas proportionnelle a

sa sortie, ou lorsqu’un événement a des effets imprévisibles a long terme.

Remarque 1.2 Un systéme chaotique est un systéme dynamique non linéaire. Un systéme linéaire

ne peut pas étre chaotique.

Définition 1.15 Sensibilité aux conditions initiales (S.C.I) : Est une caractéristique fondamentale
des systémes dynamiques. Il faut entendre ici qu’un systéme réagira de facon totalement différente
selon la condition initiale. Ceci a notamment comme conséquence le fait qu'un systéme chaotique,
méme si toutes ses imprévisible car sensible a d’'infimes perturbations initiales. Comme lUa fait Edward
Lorenz dans sa céléebre remarque que le battement des ailes d’'un papillon aura pour effet aprées quelque

temps de changer complétement Uétat de 'atmosphére terrestre.

1.4. Définition et propriété du chaos E
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Fig.1.2. Evolution dans le temps pour deux conditions initiales trés proches d’un signal chaotique

Définition 1.16 Lespace des phases est un espace abstrait contenant sous forme géométrique une
information concreéte. Les variables qui sont a la base de la construction de cet espace sont des gran-
deurs réelles et a chaque point correspond une situation physique bien déterminée. Ainsi Uespace des
phases du balancier d’une horloge est construit a partir des variables vitesse et angle par rapport a la

verticale.

Fig.1.3. Espace des phases

1.5 Exposant de Lyapunov pour une application unidimension-
nelle

Soit une application discrete f de R dans R qui applique z; sur z;,;. Choisissons deux conditions
initiales trés proches, soit z( et xo,. et regardons comment se comportent les trajectoires qui en
sont issues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne a un rythme exponentiel. On pourra alors

trouver un réel \ tel qu’apres ¢ itérations :

|f (0 +€) — f(o)| & € exp(tA), (1.5.1)

1.5. Exposant de Lyapunov pour une application unidimensionnelle
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en passant au logarithme, on trouve :

| f(zo +¢) — (o)

In( ) &t (1.5.2)
€
si 'on fait tendre ¢ vers 0, il vient :
A | df (o)
A\ A |20 1.5.3
t dCU() ( )
finalement, en faisant tendre ¢ vers l'infini et en utilisant la regle de dérivation en chaine, on
obtient : -
1 df
A~ lim - In|— |,=z1, 1.5.4
t;gﬂ()@t;n‘dmk Z (1.5.4)

A est appelé exposant de Lyapunov. Il indique le taux moyen de divergence par itération.

1.6 Attracteurs

Définition 1.17 Un ensemble M C [ est dit invariant par un champ de vecteur si toute solution x(t)
du systeme différentiel associe au champ de vecteurs issu de M vérifie x(t) C M pour tout  pour

lequel cette solution est définie.

Définition 1.18 Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les trajectoires des
points de Uespace des phases, c’est a dire une situation (ou un ensemble d’états) vers lesquels évolue

un systéme, quelles que soient ses conditions initiales.

Mathématiquement, ’ensemble A est un attracteur si :
a) Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V' de A tel que toute solution z(xg,t) = ¢,(xo)
restera dans U sixg € V.

b) Il existe une orbite dense dans A.

Proposition 1.1 Un attracteur posséde les propriétés suivantes :

a) Un sous ensemble borné A de l'espace est de volume nul invariant par le flot. Autrement dit,
tout point de 'espace d’états qui appartient a un attracteur demeure a l'intérieur de cet attracteur
pour tout ¢.

b) 1l existe un ensemble B D A, tel que pour voisinage de A, la trajectoire qui prend son origine
dans B se trouve au bout d’un temps fini dans ce voisinage de A. Cette zone d’influence est le

basin d’attraction, c’est ’ensemble :
W = U, (V),t <0. (1.6.1)

¢) Un attracteur est indécomposable c’est-a-dire que la réunion de deux attracteurs n’est pas un
attracteur.

1.6. Attracteurs |
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1.6.1 Attracteur chaotique étrange

Quelques définitions d’un attracteur chaotique étrange :

Définition 1.19 Lattracteur étrange est une figure qui représente U'ensemble des trajectoires d'un

systéeme donné en proie d un mouvement chaotique.

Définition 1.20 On peut définir Uattracteur étrange comme une carte des états imprévisibles et chao-
tique, il révéle un ordre, une contrainte cachée, un espace des phases vers lequel convergent des phé-

nomeénes chaotiques.

Proposition 1.2 Un attracteur étrange est un attracteur contenant une orbite homocline transver-

sale.

Proposition 1.3 Un attracteur étrange est caractérise par la sensibilité aux conditions initiales et

ayant une dimension fractale.

Proposition 1.4 Il est clair que certains attracteurs ne sont pas généralement étranges.

yity

®y=w B
-0 0

Altracteur étrange de Chen

2y

Attracteur etrange de Réssler Aftracteur étrange de Chua

Fig.1.4. Quelques attracteurs étranges

1.7 Routes vers le chaos

Un systéeme dynamique posseéde en général un ou plusieurs parametres dit de controle, qui

agissent sur les caractéristiques de la fonction de transition. Selon la valeur du parametre de

1.7. Routes vers le chaos [J



Chapitre 1. Théorie du chaos

controdle, les mémes conditions initiales meénent a des trajectoires correspondant a des régimes dy-
namiques qualitativement différents. La modification continue du parametre de controle conduit
dans bien des cas a une complexification progressive du régime dynamique développé par le
systeme.

Il existe plusieurs scénarios qui décrivent le passage du point fixe au chaos. On constate dans tous
les cas que I'évolution du point fixe vers le chaos n’est pas progressive, mais marquée par des
changements discontinus qu’on appelle bifurcations. Une bifurcation marque le passage soudain
d’un régime dynamique a un autre, qualitativement différent. On peut citer deux scénarios de

transition vers le chaos :

1.7.1 Le doublement de période

Qui est caractérisé par une succession de bifurcations fourches. A mesure que la contrainte aug-
mente, la période d’un systéme forcé est multipliée par deux, puis par quatre, puis par huit, ...,
etc; ces doublements de période sont de plus en plus rapprochés ; lorsque la période est infinie,

le systeme devient chaotique. La turbulence dans les fluides peut apparaitre suivant ce scénario.

1.7.2 La quasi-périodicité

Qui intervient quand un deuxiéme systeme perturbe un systéme initialement périodique. Si le
rapport des périodes des deux systémes en présence n’est pas rationnel, alors le systeme est dit
quasi périodique. Ce scénario un peu compliqué est relié a la théorie des nombres, notamment
aux travaux de Jean Christophe Yoccoz, lauréat de la Médaille Fields en 1994, pour ses travaux

sur les systemes dynamiques.

1.8 Test du chaos dans un systeme dynamique

Tester le chaos dans un systéme dynamique peut étre procédé par élimination des comportements.
C’est-a-dire, si le comportement d’'un systeme dynamique n’est pas un point fixe, ni périodique
ou quasi périodique, on conclut alors qu’il est chaotique. Mais dans le cas d’un systéme affecté
par un bruit, et la séquence qu’il génere n’est pas connue, cette méthode est alors a rejeter. En
conséquence les scientifiques ont proposé des solutions basées sur une approche statistique dont
la plus utilisée pratiquement est celle des exposants de Lyapunov, vu sa performance et son cofit
de calcul relativement réduit. On peut ainsi quantifier la divergence des trajectoires d’'un systeme
dynamique issues des conditions initiales différentes en calculant son exposant de Lyapunov, dont

la valeur est un indicateur utilisé pour tester le chaos dans le systeéme.

1.8. Test du chaos dans un systéme dynamique
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1.9 Quelques applications classiques

1.9.1 Application de Hénon

La récurrence de Hénon est un modele proposé en 1976 par le mathématicien Michel Hénon. Le

modéle d’état associé est :

; (1.9.1)

Tre1 = 1 — az? + i
Yk+1 = by,

a, b représentent des parametres de bifurcation.

Propriétés de ’application de Hénon

La valeur de la constante a controle la non linéarité de l'itération, et celle de b traduit le réle de
la dissipation. Les valeurs habituellement utilisées pour a, b sont a« = 1.4 et b = 0.3. Lapplication

de Hénon est inversible, son inverse est :

b—l
H Yz, y) = Yo (1.9.2)
r—1+ 3y
Le déterminant de la matrice jacobienne est égale a |.J| = —b. Cette application posséde deux

points fixes hyperbolique définit par :
/ 2 2
Py = (z1,1) = bt (zi_b) e ity (Qt_b) +4a) , si0<b<1,
2 2
Py = (22,12) = <b_1_ Vb e boloy (D) +4a) , si 0<b<1.

(1.9.3)

La Stabilité

On peut facilement déterminer la stabilité locale de ces points par ’évaluation des valeurs propres

de la matrice jacobienne :

Df(z) = ( _2;“"” é ) . (1.9.4)

I'équation caractéristique de la matrice jacobienne est :

A2+ 2ax)\ — b. (1.9.5)

Et leur valeurs propres sont :

1.9. Quelques applications classiques
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A = —ax + Va*x? +b, pour P;. (1.9.6)
Ao = —azx — Va?x? + b, pour P;.

Si l'on calcule les valeurs absolues des valeurs propres, on constate que la plus petite des valeurs
propres est toujours inférieure a 1, tandis que la plus grand est inférieur, égale ou supérieur a 1
suivant que |z| inférieur, égale ou supérieur a (12—_;’), on en déduit que le point fixe P, est un point
selle.

Lautre point fixe est stable si a < @ =0.3675.Sia = @, ona\(xy,y1) =bet \a(x2,y2) =

—1.

Attracteur de Hénon

Lattracteur chaotique de Hénon est représenté sur la Fig.1.5 pour les valeurs numériques a = 1,4
etb=0,3.

1.1’:'?
Fig.1.5. Attracteur de Hénon

1.9.2 Application de Lozi

La récurrence de Lozi est obtenue en remplagant z? dans la récurrence de Hénon par |z;| et en
modifant la valeur des parametres. Elle peut étre trouvée dans [Peitgen et al., 1992] est donnée

par la représentation d’état suivante :

Tpe1 =1 — alzg] + ye (1.9.7)
Yrt1 = T},

a, b représentent des parametres de bifurcation.

1.9. Quelques applications classiques
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Propriétés de ’application de Lozi

a) Lapplication de Lozi n’est pas différentiable.
b) Si a = 0, 'application de Lozi est une application linéaire, donc on pose toujours a # 0.

c) Selon la figure de I'application on peut dévisser le plan en deux régions linéaires comme suit :

R, = {(x,y) €eR*/ x>0} (1.9.8)
Ry = {(z,y9) eR?*/x <0}

d) Capplication de Lozi est inversible, son inverse est :

b—l
LV (x,y) = ( ! ) . (1.9.9)
z—1 +-3|y]
e) Le déterminant de la matrice jacobienne est égale a | J| = —b, alors il y a contraction des aires

pour [b| < 1.
f) Cette application possede deux points fixes hyperbolique définit par :

P= () sib<a+l (1.9.10)
Py = (= L), sib< —a+1.

l1—a—b’ 1—a—b

La Stabilité

On peut facilement déterminer la stabilité locale de ces points par I'évaluation des valeurs propres
p p p prop

de la matrice jacobienne :

—a 1
J(z,y) = ( ba 0), pour R;. (1.9.11)

a 1
J(xvy) = b0 ) POLU'}%w

I'équation caractéristique de la matrice jacobienne est :

N 4+ a\—b, pour P,. (1.9.12)
M —aX—b, pour P,

Stabilité de P; :
a) Pour b > *T‘ﬂ, les valeurs propres sont des réelles.
.2
b) Pour b < ==, les valeurs propres sont des complexes.
c) Elle sont de module inférieura 1sib > —1,b < a+1eth < 1—a. Et le point fixe P1 est stable.

1.9. Quelques applications classiques
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d) Les valeurs propres sont de module supérieur aunsib < —1,b < a+1etb < 1 — a. Et le point
fixe P, est instable.

e) Les valeurs propres A\; et Ay sont |[A\;| < let|\g] >1sib>a+1etb>1—a.Etlepoint fixe P
est un point selle ou col.

Stabilité de P, :

a) Pexistence de P, est pour b > —a + 1, alors A = a? + 4b > 0 et les valeurs propres sont toujours
des réelles.

b) Elle sont de modules supérieurs a unsi b > —a + 1, b > a + 1. Et le point fixe P, est instable.
c) Les valeurs propres A\; et Ay sont [A\;| < let|\y] >1sib>a+1eth>1—a.Etlepoint fixe P,
est un point selle ou col.

Attracteur de Lozi

Lattracteur chaotique de Lozi est représenté sur la Fiig.1.6 pour les valeurs numériques a = 1,7 et
b=0,5.

12
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Fig.1.6. Attracteur de Lozi

1.9.3 Application de Duffing

La récurrence de Duffing est donnée par la représentation d’état suivante :

ten e (1.9.13)
Ypt1 = —bxy + ayr — 3

a, b représentent des parametres de bifurcation. Cattracteur chaotique de Duffing est représenté

sur la Fig.1.7 pour les valeurs numériques a = 2,75 et b = 0, 2.

1.9. Quelques applications classiques
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Fig.1.7. Lattracteur chaotique de Duffing

1.9.4 Application d’Tkeda

Cette récurrence a été proposée d’abord par Ikeda pour modéliser la propagation de la lumiere
a travers un résonateur optique non linéaire. Elle est souvent utilisée dans une forme modifiée

donnée par le modele d’état suivant :

Tpy1 = 1+ a(xy cos Oy — yi sinOy,)

. (1.9.14)
Yr+1 = a(zg sin by + yy cos Oy)
avec : :
0,=0,4— ——, 1.9.15
k 1422 +y? ( )

a représente un parametre de bifurcation. lattracteur chaotique d’Ikeda est représenté sur la

Fig.1.8 pour la valeur numérique a = 0, 9.

Fig.1.8. Lattracteur chaotique d’Tkeda

1.9. Quelques applications classiques
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Quelques applications modernes

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons des applications chaotiques discretes modernes de

Zeraoulia et Sprott.

2.1 Une application quadratique 2-D minimale avec une route

quasi-périodique vers le chaos

Parmi les applications quadratiques non linéaires étudiées ce qui a été souvent est 'application

de Hénon donnée par :

(2.1.1)

1 —ax?+ by
) .

Hmw=<

Apres certains changements dans I'application de Hénon, on a obtenu une application moderne

9
Flz,y) = ( L —ay”+be ) | (2.1.2)

qui est donnée par :

X

2.1.1 Propriétés

a) Elle differe de 'application de Hénon en ce qui conserne le non-uniforme dissipation.
b) Elle plus riche et variée au route de chaos et elle est une plus grande variétés d’attracteurs.

c) Cette application possede 2 points fixes définis par :

_ [ b=1-V4a—2b+b2+1 b—1—+4a—2b+b2+1 2

Pl - 2a ’ 2a si > —b+1

a —

Py — (b=14vV4a—2b+0241 b—1+v4a—2b+567+1 ? - 2 !
2= 2a ) 2a

(2.1.3)

16
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et obtenus a partir de la solution de I'équation :
f@yt) = (% y").

2.1.2 La stabilité

(2.1.4)

On peut facilement déterminer la stabilité de ces points par I'évolution des valeurs propres de la

matrice jacobienne, ou cette derniere est donnée par :

J(z,y) = ( i _i)ay ) )

Iéquation caractéristique de la matrice jacobienne pour le point fixe (z, ) est :

A2 — DA+ 2azx = 0.

Apres quelques calculs, nous obtenons les résultats suivants :

Pour le point fixe P; :

a) P, est instable dans les cas suivants :

1/ a> - (52)% b < 0.

2/a>— (L)% a> 32— L p>o0.

b) P, est un point de selle dans le cas suivant :

1Va>— (1) a<ib+32 -1 p>0.

Pour le point fixe P; :

a) P, est instable dans les cas suivants :

1Va>— (1) a> 162 — 13+ Lot b > 2.

2/a>—(22) 0> -lb+3,b<2.

3/a>— (&) a< 12— 1P+ Lot b > 2.

b) P, est stable dans les cas suivants :

1Va>— (1) a> 12— 1P+ Lot a< —1o+ 3, b <2

2/a>— (51 a <12 - 1P+ L 0< b <2,

3/a>— (LN a< -1+ L a> b+ 3P -1 2 <b <.
c) P, est un point de selle dans le cas suivant :

1Va>— () a<i? P+ Lot a< b+ 32 -1 2 <p<0.

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1. Une application quadratique 2-D minimale avec une route quasi-périodique vers le chaos
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2.1.3 Simulation numérique

Observation de nouveaux attracteurs chaotiques

Il ya plusieurs moyens possibles utilisés afin de rendre le systeme dynamique discret de compor-
tement régulier a chaotique. Le diagramme de bifurcation indique que cette solution et permet de
définir les régions chaotiques dans I'espace—ab qui peut déterminer via les attracteurs chaotiques.
pour le systeme (2.1.1) les valeurs de a et b qui maximisé I'exposante de Lyaponov avec a = 1
et b = 1 comme suit : pour a = 1 on a b = 0,675 et 'exposante de Lyaponove pour 0, 171496
et 0,007595, ainsi pour b = 1 on a = 0,59948 et 'exposante de Lyaponove pour 0,091912 et
—0,074313. Lattracteur chaotique correspondant est montré respectivement sur Fig.2(b) et (c)
avec leur attracteurs basin au blanc. Notez que la limite du bassin touche presque l'attracteur
pour ces cas est apparemment est une fractale comme la Fig.2.1(c).

2= 2=
= = r=

E ] L L} k] = =

() ()

Fig.2.1. (a) Une orbite périodique de 'application (2.1.2) avec son bassin d’attraction (blanc)
obtenu pour a = 1 et b = 0, 1. (b) Tattracteur chaotique avec son bassin d’attraction (blanc) pour
a=1etb=0.675. (c) Un autre attracteur chaotique avec son bassin d’attraction (Blanc) pour
a = 0.59948 et b = 1. (d) Une orbite quasi périodique avec son bassin d’attraction (blanc) pour
a=1etb=0.17.

2.1. Une application quadratique 2-D minimale avec une route quasi-périodique vers le chaos
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Route vers le chaos

Pattracteur chaotique quadratique minimal considéré ici comme il résulte d’'une solution quasi-

périodique a chaos comme le montre la Flig.2.2.

o=

LEs|[ e T Ly

-2

Fig.2.2. (a) La quasi périodique route vers le chaos pour I'application (2.1.2) obtenue pour
a=0.6et0 < a<1.07. (b) Variation de 'exposant de Lyapunov de I'application (2.1.2) par

rapport au parametre 0 < a < 1.07 avec b = 0.6.

2.2 Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau

Lapplication de Lozi est aussi 'une des applications qu’elle a étudié souvent comme I'application

L(z,y) = ( 1 —alzl+by ) . (2.2.1)

X

de Hénon, elle donnée par :

Dans cette section, nous allons étudier une application extrait de I'application de Lozi qui est

fla,y) = ( 1= alyl+be ) : (2.2.1)

T

donnée par :

tel que «a, b sont des parametres de bifurcation.

2.2.1 Propriétés

a) Papplication f contenue sur R? n’est pas différentiable au point y = 0 pour tout x € R.

2.2. Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau
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b) lapplication [ est difféomorphisme quand a # 0.

c) Le déterminant de sa matrice jacobienne est non nul si seulement si a # 0.

d) Selon la figure du champ vectoriel de I'application on peut dévisser le plan a deux régions

linéaires comme suit :

R, = {(v,y) eR*/y <0}, (2.2.3)
Ry = {(v,y) €R?*/y>0}.
d) Capplication L et application f ne sont pas équivalentes topologiquement.
e) Cette application possede 2 points fixes définis par :
P = -1 -1 € Ry, quand b> —a+1 (2.2.4)
1 — (l+b—17(L+ 1 1L, q a . L.
P. —! ! € Ry,quand b<a+1
= , a .
2 —a+b—1"—a+b—1 24
Ils sont obtenues a partir de la solution de ’équation suivante :
f(z*y") = (2", y"). (2.2.5)

Nous remarquons que l’application f a le méme point fixe que I'application de Lozi mais avec un

type de stabilité différent en raison de la différence dans la matrice jacobienne.

2.2.2 La stabilité

On peut facilement déterminer la stabilité de ces points par I'évolution des valeurs propres de la
matrice jacobienne, mais nous notons qu'’il a forme normale pour le systeme linéaire par morceau

au voisinage d’un point fixe sur la bordure peut étre exprimée comme :

(5 )(2)+(2)mseen
() () ()

ol u est un parametre de bifurcation, et 7;, §;, i« = 1,2 sont les traces et les déterminants des

T1 1
5, 0
N(z,y) = 1 (2.2.6)

T9 1

—ds 0

matrices correspondantes de 'application linéarisée dans les deux sous-régions R; et R, évalués

a P, et P, respectivement. Pour I'application (2.2.2) on a :

T1=To=0, 01 =—a, J02=a. (2.2.7)

2.2. Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau
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La forme normale peut étre utiliser pour étudier les bifurcations locales de I'application d’origine

lorsqu’un point fixe entre en collision avec la frontiere [21], mais ce n’est pas le cas pour I'ap-

plication (2.2.2) alors on va calculer les matrices jacobiennes de I'application (2.2.2) évaluée au

point fixe P, est P, respectivement.
La matrice jacobienne évaluée au point fixe P est :

b a
J = )

Leur équation caractéristique est donné par :

A —b\—a=0.

La matrice jacobienne évaluée au point fixe P, est :

Leur équation caractéristique est donnée par :

A —b\+a=0.

Apres quelques calculs, nous obtenons les résultats suivants :

Pour le point fixe P,ona:

a) Une repeller sia >1,0<b<a—1.

b) Une selle réguliere si —1 <a < 0,b > 1—a.

c¢) Unselleflipsi0<a<1,b>1-—a.

Pour le point fixe P,on a :

d) Un attracteur réguliersi0 < a < 1,2ya<b<a+ 1.

(2.2.8)

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

e) Un attracteur flipsi -1 <a <0,-1—a<b<a+l,oul0<a<l1l —1—a<b< —2/a.

f) Unselleflipsi—-1<a<0,b<—-a—-1,b<a+1l,oul0<a<1,b<—a—1.
g) Un attracteur spiral sens horaire si0 < a < 1,0 < b < 2+/a.
h) Un attracteur spiral anti-horaire 0 < a < 1, —2/a < b < 0.

i) Une repellersia > 1,6 <1 —a.

2.2. Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau
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2.2.3 Simulation numérique

Observation de nouveaux attracteurs chaotiques

Dans cette partie, on va illustrer quelques attracteurs chaotiques remarquables récemment avec
des phénomenes dynamiques, les différents attracteurs chaotiques montrés dans la Fig.2.3 au

noirs avec leurs basins d’attraction au blanc.

¥

I

1
A

12
[ )

-
o
[

b
[ ]

-2 X 2 X
{c) ()]

Fig.2.3. Attracteur chaotique de I'application (2.2.2) avec son bassin d’attraction pour a = 1.1 et

@b=-14;b)b=-11;(c)b=08(d) b=0.2

En fait, les systémes chaotiques continus linéaires par morceaux peuvent également générer di-

vers attracteurs, méme les attracteurs multi-scroll plus complexes.

2.2. Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau
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-3 3
-3 = 3 3 x 3
{a) {b)
3 1T
v 2
3 -3
3 X x 1 X N

ic) ’ ()

Fig.2.4. Attracteur chaotique de I'application (2.2.2) avec leur bassin d’attraction pour (a)
a=b=11;(b)a=12,b=-1;()a=12,b=05;(d) a=13b=—1.1.

Route vers le chaos

Ce scénario implique une séquence de paires de bifurcations, ot chaque paire consiste en une
bifurcation de collision de bordure et une bifurcation Pitchfork. En outre, le nouveau morceau
ici résulte d’une orbite de la période-1 stable a un systéme chaotique entiérement développé. Ce
type particulier de bifurcation est appelé bifurcation de collision de bordure comme le montre la

Fig.2.5 et c’est le seul scénario observé.

2.2. Une nouvelle application simple 2-D linéaire par morceau
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L e

Fig.2.5. Le diagramme de bifurcation de I'application (2.2.2) obtenu pour b = 1.1 et
0.7 < a < 1.23; variation des exposants de Lyapunov de I'application (2.2.2) contre le parametre
0,7<a<1,23avecb=1,1.

2.3 Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de
type C>*-multifold

Plusieurs recherches décrivent quelques systémes chaotiques inspirer du plus célebres applica-
tions discrétes de dimension-deux proposé via Hénon. Il est possible de changer la forme de
l'application pour obtenir des autres attracteurs chaotiques ou pour faire quelques C' modifica-
tions pour obtenir des attracteurs chaotiques multifold étrange. Dans cette section on va étudier

I'application modifiée de Hénon donnée par :

1 —asinz, + by,
f(@n,yn) = ( ) : (2.3.1)
Tn
ol équivalent :
Tni1 =1 —asinz, + bx, ;. (2.3.2)

2.3.1 Propriétés

a) Il engendre une application de classe C*°.

2.3. Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de type C*°-multifold
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b) Attracteur chaotique multifold avec le doublement périodique comme route au chaos.
c) Le choix du terme sin z a un réle important : Les solutions sont bornées pour toutes valeurs de

b tel que |b| < let pour toutes valeurs de a et non bornée pour |b| > 1.

2.3.2 Résultat analytique

Théoreme 2.1 Soit (), et (z,), deux suites avec x, < z,, SI |z,| < |z,| et lim, . |2,] = A <

+00, alors lim,, o |2,] < A, ousi |2,| < |z,] et lim, 1o |2,] = +00 alors lim,, .« |2,| = +o0.

On utilise cette résultat pour rétabli une suite (z,), qui satisfait la condition au dessus pour
déterminer est ce que I’équation de différence (2.3.2) a des orbites bornées ou non bornées.

Théoreme 2.2 Pour toute valeur a et b la suite (x,,), donnée par (2.3.2) satisfait l'inégalité suivant :
|1 — x4+ bxy_o| <lal. (2.3.3)

Preuve. Prenoms pour toute n > 1, ©, = 1 —asinz, 1 + br, o puison a: |1 —z,+br, o =

lasinz,,_1| < |a| tel que sup,cp[sinz|=1. m

Théoreme 2.3 Pour toute n > 1 et tout valeur de condition initiale (zo,x1) € R?, la suite (x,),
satisfait les inégalités suivantes :
a) Sib+# 1alors :

_n—1

p="3
1 n—1 . . . .
b2 S —a bP~1sin x,,_(2,_1), Si n impair.
b—1 (2p-1)

Ty = p=1 . (2.3.4)

_—_n
=3

n—
yrt

n n B . .
bbz:ll +b2xg—a g bP~1sin Tp—(2p—1), SL 1 pair.

\ p=1

b) Sib=1alors:
( _no1
p="3
% +x1—a Z sin &, (2p—1) SL 1 impair
Ty = p=1 . (2.3.5)

_n
b=z

5+x0—a Z sin ,,_(ap—1) S1 n pair
\ p=1
Théoreme 2.4 Le point fixe (I,1) de Uapplication (2.3.2) existe si l'une des conditions suivantes si
a # 0, et b # 1 alors [ satisfait les conditions suivantes :

a) Sia # 0, et b # 1, Alors [ satisfait aux conditions suivantes :

. - 1+|a .
1—asml+(b1:| |1)l—0'etl§ 1_b|,Slb>1, ‘ (2.3.6)
T2 <1 sib<1,

2.3. Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de type C*-multifold
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b) Sib=1et|a| > 1 alors | donné par | = arcsin (%).
¢)Sib#1leta=0 alorsldonnépar .
d) Sia=0etb=1,iln'ya pas de points fixes pour Uapplication (2.3.2).

Existence d’orbites bornées

Théoreme 2.5 Lorbite de Uapplication (2.3.2) est bornée pour toute a € R et |b| < 1 et toute

condition initiale (g, ;) € R?.

Preuve. De ’équation (2.3.2) et le fait que sin x est une fonction bornée pour toute x € R. On a

I'inégalité suivante pour tout n > 1 :

|z,| <1+ |a| + [bz,—2], (2.3.7)
sl < 1+ Ja] + bl (23.8)
| Tp—a] <1+ |a| + [bxy—2] . (2.3.9)

Cela implique de (2.3.7), (2.3.8), (2.3.9)... que :

2, <1+ |a] + [be,_a (2.3.10)
|z, < (1+a]) + |b] (1 + |a| + |bxp_4]) . (2.3.11)
2| < (14 a]) + (14 |a]) |b] + 0] |zn—al , ... (2.3.12)

par conséquent, de (2.3.8) et (2.3.12) on a:
|20 < (14 |a]) + (1 +al) [o] + b (1 + al) + B 20|, - (2.3.13)

depuis |b| < 1 alors l'utilisation de (2.3.13) et I'induction sur un certain entier k£ en utilisant la
somme d’une formule de suite géométrique nous permet d’obtenir les inégalités suivantes pour
chaquen >1letk>0:

1—b"
|n] < (1 + |a) ( . _||b|| ) + b1 |2 - (2.3.14)

ou k est le plus grand entier j tel que j < 7 ainsi, on a les deux cas suivantes :

a) Si n est impair i.e., Im € N tel que n = 2m + 1, alors le plus grand entier k < % et k = 2%
pour lequel (z,), satisfait les inégalités suivantes :
1— o]

2.3. Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de type C*-multifold
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b) Sin est pair i.e., 3m € N, tel que n = 2m alors le plus grand entier & < § et k = ¢, pour lequel

x,, satisfait les inégalités suivantes :
1-— |b|m m
Ainsi, puisque |b| < 1, les suites (z, )., et (uy,)., sont bornées, et on a :

< (e |z | — QdleD | “Hour tout m € N

Ty 15| (2.3.17)
m < S+ |lzo] — $H52 |, pour tout m € N

Ainsi, les formules (2.3.15), (2.3.16) et I'inégalités (2.3.17) donnent les limites suivantes pour la
séquence (z,),,

(L+1al) (I+]a|é 1+a (1+ |al])
|In|§maX< " ]|o| ")\. a]) ]|1|— ") 23.18)

— o] — ol 0]

Enfin, pour toutes les valeurs de a et toutes les valeurs de b satisfaisant |b| < 1 et toutes les
conditions initiales (x, ;) € R?, on conclue que toutes les orbites de 'application (2.3.2) sont
bornées dans le sous-région :

Q= {(a,b,z0,21) ER*/ [b] < 1}. (2.3.19)

Existence d’orbites non bornées

Papplication (2.3.2) posséde des orbites non bornées dans les sous-régions de R* :

1
Qy = {(a, b,xo,z1) €ERY: b > 1, et |xg|, |z1] > ||Z|| J_r . } , (2.3.20)
et
Qg = {(a,b,wp,21) ERY: b =1, et |a| < 1}. (2.3.21)

2.3.3 Simulation numérique

Quelque observation des attracteurs multifold

Nous allons présenter quelques remarques sur I'attracteur multifold, on remarque que les attrac-
teurs chaotiques tournées autour d’'un grand nombre de points fixes.

Evidemment que le nombre de point diminue avec 'augmentation de valeur « quand b constante
il ya plusieurs méthodes possibles pour transmettre le systeme dynamique de comportement ré-
gulier a chaotique,pour les attracteurs chaotiques, dans cette partie on va illustrer quelques at-
tracteurs chaotiques remarqués recemment avec des phénomenes dynamiques.

2.3. Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de type C*-multifold
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(a) s

= e EE (&
Fig.2.6. Attracteur chaotiques multifold de I'application (2.3.2) obtenus pour (a)
a=24,0=05:(Mb)a=2,0=02.(c)a=28b=0.3.(d) a=27,b=0.6.

Route vers le chaos

Il est bien connu que I'application de Hénon subit généralement une voie de doublage de période
vers le chaos car les parameétres sont variés, les attracteurs chaotiques multifonctionnels présentés
sur la Fig.2.7 sont obtenus a partir de l'application (2.3.2) par l'intermédiaire d’'une voie de

bifurcation doublment périodique jusqu’au chaos, comme le montre la Fiig.2.7.

2.3. Une application discrete 2-D avec attracteurs chaotique de type C*-multifold
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Fig.2.7. (a) Diagramme de bifurcation pour I'application (2.3.2) obtenue pour b = 0.3
—1 < a < 4 variation des exposants de Lyapunov de I'application (2.3.2) sur le méme domaine
de a

2.4 Sur le dynamique d’une nouvelle rationnelle discrete ap-

plication en 2-D

Dans cette partie, nous avons un nouveau type de simple application de dimension-deux ou elle

est caractérisée par un dénominateur et donner par :

flay = " |, (2.4.1)
x + by
et qui est comparé avec I'application classique :
hizy)=| %7 7, (2.4.2)
o1 T bx

oll a et b sont des parametres de bifurcation.

2.4.1 Quelques propriétés de base

a) Papplication f est définie pour toute les points de R2.

2.4. Sur le dynamique d’'une nouvelle rationnelle discréte application en 2-D
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b) La fonction associé de 'application f est de classe C* (R?) et ne posséde pas de dénominateur
nul.

c¢) Papplication chaotique est symétrique sous la transformation des cordonnées.

d) Lapplication f produit un nouveau type d’attracteurs chaotiques obtenus a partir de la solution
quasi-périodique route aux chaos.

e) Algébriquement, I'application f est simple mais il est comporte plus de complexité que I'appli-
cation h.

f) Le déterminant de I'application f au point (0,0) est donné par :|.J| = —ab.

g) Cette application possede 3 points fixes qui sont définis par :

P = (0,0), avec b#1, (2.4.3)

+y/~(a+1) (1)
=% ’

P, = +\/—(a+1)(1—b)2, avec b#leta< -1,

-~/ (ar1) (b

po= /- @rya-y — ,

avec b#1leta< —1,

est obtenue a partir de solution de I'équation :

S y) = (27y") . (2.4.4)

2.4.2 La stabilité

On peut facilement déterminer la stabilité de point P, = (0, 0) par I'évaluation des valeurs propres

J(0,0) = ( _la 2 ) . (2.4.5)

de la matrice jacobienne :

Péquation caractéristique de la matrice jacobienne est :
M+ (a — b)\ — ab. (2.4.6)

Apres quelques calculs, nous obtenons les résultats suivants :

a) Si|a| < 1et|b| <1, alors P est asymptotiquement.

b) Si|a] > 1 et |b| > 1, alors P est un point fixe instable.

c)Sila] <1let|b >1,0ula| >1et|b <1 alors P est un point de selle.
d) Si |a|] =1 ou |b| = 1, alors P est un point fixe non hyperbolique.

2.4. Sur le dynamique d’'une nouvelle rationnelle discréte application en 2-D
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2.4.3 Simulation numérique
Observation d’un nouveau attracteurs chaotiques

Il ya plusieurs moyens possibles pour transmettre un systéme dynamique de comportement ré-
gulier a chaotique. Le diagramme de bifurcation indique cette solution et permet de définir les

régions chaotiques dans 'espace—ab qui peut déterminer via les attracteurs chaotiques.

Gla=2.db=13 = 1 6 [a=2.9.b=0.6
i s
[ '\f} Ty
| | . .
2'd | v «fy e
| W = . :
s X W
|
-G = e ) - ! -Gl =
-0 Sy (4] - 5 o O
(a) (b)
6a=—=9.0-038 " [a=3.3.0=01

-12

b
12 b 1

Fig.2.8. Attracteur de I'application (2.4.1) () a = 2.4,b = 1.3,(b) a = 2.9,b = 0.6 ,(c)

2.4. Sur le dynamique d’'une nouvelle rationnelle discréte application en 2-D
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a=29b=0.8(d)a=33b=04()a=4b=08,)a=4b=09

Route vers le chaos

Lapplication f est la premiére application rationnelle qui na pas des points dénominateurs dispa-
raissants qui donnent des attracteurs chaotiques de solution quasi-périodique a chaos.

LEs \

-1
(b)

Fig.2.9. (a) La quasi périodique route vers le chaos pour I'application (2.4.1) obtenue pour
a=0.6 et —1 < a < 4. (b) Variation de I'exposant de Lyapunov de I'application (2.4.1) par

rapport au parametre —1 < a < 4 avec b = 0.6.

2.5 Une application chaotique linéaire par morceau unifié lisse

qui contient les systemes de Hénon et Lozi

Les scientifiques ont avaient étudié les applications de Hénon et Lozi. Mais il se demander s’il
existe un systeme chaotique combine les deux applications et réalise la transition contenu de I'un

a lautre. Dans cette partie on va étudier 'application qui réalise cette propriété cette application

2.5. Une application chaotique linéaire par morceau unifié lisse qui contient les systémes de Hénon et

Lozi
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est donnée par :
1—1,4f.(z) +
U(z,y) = Jale)+y 3 (2.5.1)
0,3x
ol 0 < a < 1 est le parametre de bifurcation, la fonction f,, est donnée par :

falz) = alz|+ (1 —a)z’. (2.5.2)

2.5.1 Propriétés

Cette application :
a) A un chaos homoclinique robuste sur une partie de ses parametres.
b) Pour o« = 0 nous pouvons obtenir 'application de Hénon.
¢) Pour a = 1 nous pouvons obtenir I'application de Lozi.
d) Pour 0 < a < 1 'application est chaotique avec des différents type des attracteurs.
e) On peut déviser le plan comme suit :
Dy = {(z,y) e R?/ z < 0}.
2.1
Dy = {(z,y) € R*/ = > 0}.
On définissons :
A= {(ac,y) ERQ/QS:O}, (2.5.4)

A désigne une courbe lisse qui divise le plan de phase en deux régions D; et D,.
f) Capplication unifiée (2.5.1) puisse étre réécrite comme suit :
l4(a—1)2? +1dar +y+1siz e D
Ul(z,y) = { l4(a—1)2* —l4ar+y+1siz € Dy } (2.5.5)

0,3x

g) Le systéeme (2.5.1) a des attracteurs chaotiques robustes pour 0.493122734 < o < 1 alors qu’il
est absent pour a = 0, et a = 1.
h) Lapplication (2.5.1) a deux poinst fixes :

P = (113'1, 031‘1) € Dy, and P, = (152,0.355‘2) S DQ, (2.5.6)
ou :
—0,7a4+0,35+ \/1,96042—27,56a+6,09
Ty = Ti(a—1)
(2.5.7)
0,7a40,35— \/1,96042—23.64a+6,09
T2 = T4(0—1)

2.5. Une application chaotique linéaire par morceau unifié lisse qui contient les systémes de Hénon et

Lozi
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2.5.2 Simulation numérique

Dans cette section, les comportements dynamiques du systeme chaotique unifié (2.5.1) seront
étudiés numériquement. Pour 0 < « < 1, le systeme chaotique unifié a deux types d’orbites
chaotiques : des attracteurs chaotiques de type Hénon sur la premiére partie de I'intervalle [0, 1] et
un attracteur chaotique de type Lozi sur la deuxieme partie de l'intervalle ]0, 1] comme il indique
sur la F'ig.2.10(a) et (c). Il semble que ce phénomene soit lié a la forme de la fonction f,,, ot pour
les valeurs de a proche de zéro, la fonction f , donnée par f, = a|z| + (1 — a)z? se comporte
comme le terme quadratique 2, tandis que les valeurs de o proches de l'unité de la fonction f,,
se comporte comme la fonction de valeur absolue |z| comme le montre la F'ig.2.10(b) et (d). Cela

explique I'apparition de deux types d’attracteurs chaotiques mentionnés ci-dessous.

vikpha =t LT ¥ —{ ﬂj {l-})
.-—.'_T‘.—_':-'_T-'_,::_;-':"-'::“‘-._‘e- - : \
. . (©) {dj

Fig.2.10. (a) l'attracteur chaotique de transition Hénon-like obtenu pour le chaotique unifié
application (2.5.1) avec son bassin d’attraction (blanc) pour a = 0, 2. (b) le graphique de la
fonction fy» (c) La transition Lozi-like attracteur chaotique obtenu pour I'application chaotique
unifiée (2.5.1) avec son bassin d’attraction (blanc) pour o = 0,8. (d) Le graphique de la fonction

fos-

2.5. Une application chaotique linéaire par morceau unifié lisse qui contient les systémes de Hénon et
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2.5.3 Une preuve rigoureuse de la robustesse du chaos homoclinique

Nous permet prouver rigoureusement 'apparition d’'un chaos homoclinique robuste, ou nous ex-
cluons les valeurs a = 0 et a = 1 puisque les application de Hénon et Lozi sont étudiées en détail
dans plusieurs ouvrages et dans les références qui s’y trouvent. Nous montrerons que si0 < o < 1,
alors l'application chaotique unifiée (2.5.1) a deux point fixe donnée par :

P = (151,0.3%‘1) € Djet P, = ($2,0.3ZE2) c Dg, (2.5.8)
ol
- —0.704+0.37+ \/—7.56a+;96a2+609
1= TA4(a—1
0704037+ _(3‘64Q)Jr§96a2+6'09 ' (259)
T2 = T4(a—1)

La matrice jacobienne de l'application chaotique unifiée évaluée a un point (z,y) dans la région

D; est donnée par :

1,40 — 2,8z + 2,8za 1
Ji(x,y) = ) (2.5.10)
0,3 0
Et a un point (x,y) dans la région D,, la matrice jacobienne est donnée par :
2,8 — 1,400 — 2,8z 1
Jo(x,y) = . (2.5.11)
0,3 0
Ainsi,a P,on a:
0,74 +/1,96a2% — 7,56 + 6,09 1
J(P) = V1,96a “ . (2.5.12)
0,3 0
Les valeurs propres de J;(P;) sont :
, 900 — (,00x 5 ,900® — 1,00 5 ,20Q® — 1,00 5 N
)\1 _ 1/ 1,9602 7,56 +609+\/196 2 7256 +1,44/1,9602—7,560+6,09+7,78 +0735
, (2.5.13)
,J0* —(, 00 s — ,J0Q“ — 1,00 5 ,20Q“ —(,00¢ ) s
/\2:\/1962 7,56a+6,09 \/1962 7256 +1,44/1,9602 7,56 +609+778+0,35
eta»ona:
0,7—+/1,960? — 3,640 + 6,09 1
Jo(Py) = v . (2.5.14)
0,3 0
Les valeurs propres de Jy(P,) sont :
- 5 A —9, 0% 5 N ®—O, a—1, 5 “—O, (6% 5 5
oy = /19602 —3,640-6,09+1/1,9602 3264 1,41/1,9602—3,640+6,09+7,78 0,35, 0515
- 5 A —9, 0% 5 - N ®—O, a—1, 5 “—O, (6% 5 5 e
oy = /19602 —3,640-6,09—/1,9602 3264 1,41/1,9602—3,640+6,09+7,78 0,35,
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Dans le cas d’application (2.5.1), il est possible de choisir une transformation de coordonnées
appropriées afin que le choix de I'axe soit indépendant du parametre. Alors, la forme normale de
I'application (2.5.1) est donnée par :

T1 1 xz 0 .
( 5 0)( >+<1>,u,81x<0
N(z,y) = _Tl X z . , (2.5.16)
2 + iy six >0
—(52 0 y 1

ol 4 est un parametre, et 7;, d;, i = 1,2 sont les traces et les déterminants des matrices correspon-
dantes de l'application linéarisée dans les deux sous-régions D; et D, évaluées respectivement a

P, et P, et elles sont données par :

71 =0,7++/1,96a2 — 7,56c + 6, 09,
79 =0,7 —/1,960% — 3,64 + 6,09, (2.2)
51 — (52 - —0,3,

Il est démontré dans [22] qu'un chaos homoclinique robuste (c’est-a-dire I'existence d’une infinité
d’intersections homocliniques entre les deux sous-régions D; et D) se produit dans I'application

lisse par morceaux de la forme (2.5.16) lorsque :

T1>1+(51,€t7’2<—(1+(52)

) (2.5.18)
01 <0,et —1<d,<0
et la condition : \
1 — 1 w9 — 1
2.5.1
71—1—51 ’7'2—1—(527 ( 9)
et

(A2 = To)\i — 71 + 72 + 61 >0, (2.5.20)

car §; = J,, ou l'inégalité (2.5.20) détermine I'état de stabilité de l'attracteur chaotique. Ce-
pendant, si la premiére condition (2.5.19) n’est pas satisfaite, 'état d’existence de l'attracteur

chaotique change a :
wy — 1 - (11— 61 — A2)
To—1=061 (m1—1=61)(A—172)
car ; = 5. Enfin, les formules (2.5.13), (2.5.15) et (2.5.17), et les inégalités (2.5.18.), (2.5.19)
et (2.5.20), ou les inégalités (2.5.18.), (2.5.20) et (2.5.21) si elles ont satisfaites, déterminent

rigoureusement la région pour le parametre o ot I'application unifiée (2.5.1) a un chaos homo-

(2.5.21)

clinique robuste.
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Lozi
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Application de chaos dans la cryptographie

On peut dire que la cryptologie est un art ancien et une science nouvelle : un art ancien car Jules
César l'utilisait déja ; une science nouvelle parce que ce n’est que depuis les années 1970 qu’elle
devient un théme de recherche scientifique académique. Ces jours-ci, la cryptographie a une im-
portance dans le développement de la technologie de I'information et la communication via les
réseaux informatiques. Le Chaos est un modele idéal, ce qui semble étre prometteur. Chaos est
I'un des systémes possibles, qui ont des caractéristiques ou des comportements associés au déve-
loppement d’un systeme dynamique non linéaire et se produisent pour des parametres de valeurs
spécifiques du systeme la théorie du chaos a pris beaucoup de considération de la communauté
cryptographique au cours des deux derniéres décennies.

La cryptographie du chaos pourrait ne pas avoir un parallélisme particulierement précis avec les
idées et les concepts des méthodes traditionnelles de cryptographie et de cryptanalyse car elle est
encore dans son stade d’enfance. Les algorithmes cryptographiques et les applications chaotiques

ont des propriétés similaires.

3.1 Les bases de la cryptographie

3.1.1 Lexique:

Cryptologie : C’est '’étude mathématique de la cryptographie et de la cryptanalyse. Il sert a
protéger les informations privées contre les vols. Il existe plusieurs domaines contributifs de la

cryptologie.
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Fig.3.1. Domaines contributifs de la cryptologie

Cryptographie : Est I'etude des algorithmes permettant la protection d’informations (numé-

riques). Ces algorithmes sont appelés cryptosystemes F'ig.3.2.

Cle

Entré Bl Sortie
Sl tographie | ()
(Texte écrit) Sl i (Texte Cipher)

Fig.3.2. Cryptosystéme

Algorithme : Ensemble de regles mathématiques utilisées dans le cryptage (chiffrement) et le
décryptage (déchiffrement), il existe deux grandes familles d’algorithme cryptographiques a bases
de clefs.

Cryptosysteme : algorithme (ou le dispositif physique) permettant de chiffrer des données.
Cryptogramme : Message chiffré ou codé.

Chiffre : Ensemble de procédés et ensemble de symboles (lettres, nombres, signes, etc.) employés
pour remplacer les lettres du message a chiffrer. On distingue généralement les chiffres a trans-
position et ceux a substitution.

3.1. Les bases de la cryptographie
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Chiffrer=Crypter : Transformer un message afin qu’il ne soit lisible qu’a I'aide d’une clef.
Décrypter : Parvenir a restaurer des données qui avaient été chiffrées, donc a leur faire retrouver
leur état premier (en clair), sans disposer des clefs théoriquement nécessaires.

Clef : Dans un systeme de chiffrement, elle correspond a un nombre, un mot, une phrase, etc. qui
permet, grace a 'algorithme de chiffrement, de chiffrer ou de déchiffrer un message.

Double clef (chiffre a) : Autre terme pour chiffre polyalphabétique.

La signature digitale : C’est un code électronique unique qui permet de signer un message codé.
Cette signature permet d’identifier 'origine du message : elle a le méme fonction qu’une signature
(a la main). C’est la clé privée qui permet de signer, et la clé publique qui permet de vérifier cette
signature.

La cryptographie symetriques : Un chiffrement est dit symetrique (ou a clé privée) si pour
chiffrer et déchiffrer, le méme clé secrete est utilisée.

La cryptographie asymetriques : Dans cet algorithme, nous utilisons paire de clés (publique,
secrete) la clé publique est utilisée pour le cryptage, et la clé secréte est utilisée pour le décryptage.
Ou; la clé secrete est utilisée pour le cryptage, et la clé publique est utilisée pour le décryptage

donc en fait vérifier la signature.

3.1.2 Objectifs de cryptographie

Le cryptosysteme assure et garantit : la confidentialité, 'authenticité, 'intégrité et la nonrépudia-
tion.

a) La confidentialité signe qu'une personne non autorisée n’a pas acces aux informations.

b) Pauthenticité fait référence pour la validation de la source du message pour assurer quel expé-
diteur est correctement identité.

c¢) Lintégrité fournit 'assurance que le message n’a pas été modifié pendant la transmission, acci-
dentellement ou intentionnellement.

d) La non-répudiation signée qu'un expéditeur ne peut pas nier d’avoir envoyé le message et le
récepteur ne peut pas nier sa réception.

Si une personne envoie un message, puis plus tard, il prétend qu’il n’a pas envoyé le message,
il s’agit d’'un acte de répudiation. Quand un mécanisme de cryptage prévoit la non-répudiation,
cela signifie que I'expéditeur ne peut pas nier d’avoir envoyé le message et le récepteur ne peut

pas nier sa réception.

3.1. Les bases de la cryptographie
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3.1.3 La méthode de cryptage RC4

Définition : (Rivest Cipher 4) Est un algorithme de chiffrement en continu concu en 1987 par
Ronald Rivest.

Principe général : RC4 fonctionne de la facon suivante : la clef RC4 permet d’initialiser un
tableau de 256 octets en répétant la clef autant de fois que nécessaire pour remplir le tableau. Par
la suite, des opérations tres simples sont effectuées : les octets sont déplacés dans le tableau, des
additions sont effectuées, etc. Le but est de mélanger autant que possible le tableau. Finalement
on obtient une suite de bits pseudo-aléatoires qui peuvent étre utilisés pour chiffrer les données
via un XOR.

Description détaillée : RC4 est un générateur de bits pseudo-aléatoires dont le résultat est com-
biné avec le texte en clair via une opération XOR, le déchiffrement se fait de la méme maniére.
Pour générer le flot de bits, I’algorithme dispose d’un état interne, tenu secret, qui comprend deux
parties :

a) Une permutation {\displaystyle S} de tous les 256 octets possibles.

b) Deux pointeurs {\displaystyle i} et {\displaystyle j} de 8 bits qui servent d’index dans un
tableau.

La permutation est initialisée grace a la clé de taille variable, typiquement entre 40 et 256 bits,
grace au key schedule de RC4.

3.2 Chaos et Cryptographie

3.2.1 Chaos et Cryptographie

Le chaos et la cryptographie partagent des caractéristiques similaires illustrées a la Fig.3.3 :

a) Tapplication chaotique et le systéme de cryptage sont déterministes (pas probable).

b) Les deux sont imprévisibles et pas simples. Il est un observateur externe qui n’a aucune connais-
sance de I'algorithme et la condition initiale comme clé, ne peut pas comprendre le comportement
aléatoire du systeme.

¢) Un systeme chaotique est sensible a la condition initiale signifie que les petits changements de
n’'importe quel élément peuvent étre completement modifiés en sortie. La cryptographie dépend
de la confusion et de la diffusion basée sur la clé, signifie que la modification d’un bit de texte
brut ou de clé peut changer tous les bits du texte chiffré avec une probabilité de 50%.

d) Le systeme chaotique itératif est topologique transitif et la cryptographie est une transforma-

tion mulsion de signifie une application chaotique unique avec une transformation itérative.

3.2. Chaos et Cryptographie
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Théorie de chaos ® Cryptographie

Chaos basé ala
cryptographie

Fig.3.3. Relation entre chaos et cryptographie

3.2.2 Cryptage traditionnel et chaos basé sur le cryptage

Chaos est également différent de la cryptographie dans d’autres fonctionnalités.

a) Les systemes chaotiques sont basés sur des espaces numériques réels/ complexes (espace
continu délimité) alors que la cryptographie définit des séquences binaires (espace discret fini).
b) La théorie du chaos fournit 'idée de comprendre le comportement asymptotique des processus
itératifs alors que la cryptographie définit les caractéristiques des premieres itérations.

3.3 Cryptage d’image Chaos basé sur les transformations DCT

et application de Hénon

3.3.1 Transformation en cosinus discrete

La transformée de cosinus discrete (DCT) est utilisée dans le codage d’image et de vidéo depuis
le début des années 1970.

Le bloc 8x8 pixels en DCT bidimensionnel est utilisé dans le DCT pour 64 pixels et obtient 64 co-
efficients DCT. Le cofficient dans le coin supérieur gauche est appelé composant DC de la matrice
de coefficients DCT et les autres coefficients DCT sont appelés composants AC.

La transformation DCT peut étre obtenue en utilisant un bloc de 8x8 pixels a la somme des
signaux cosinus pondérés. Ces poids sont représentés par le coefficient DCT matriciel>¥.

Les coefficients, qui représentent les faibles fréquences de domaine spatial, sont proches du coin
supérieur gauche et les coefficients, qui représentent les fréquences de domaine spatial élevées,
sont proches du coin inférieur droit. Les basses fréquences sont des changements progressifs et

une représentation lente, et les hautes fréquences sont des changements brusques et une re-

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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présentation rapide dans le domaine des pixels. Il existe une redondance de domaine spatial et
la basse fréquence domine la fréquence élevée. 'énergie ou l'information peut étre concentrée
dans le DCT avancé contenu dans la matrice de coefficient de bloc 8 x8 en haut a gauche. Les
coefficients dans la matrice proche du coefficient DC différent beaucoup de zéro et les autres
coefficients élevés sont treés proches de zéro.

DCT est une transformation sans perte. En raison de la quantification des coefficients DCT, I'infor-
mation est perdue dans les techniques de compression de données basées sur la transformation.

Les équations mathématiques pour un DCT bidimensionnel sont :

77 ‘ ‘
y(k,l) = C(k’lC(l) Z Zx(i,j) cos {W} cos {W} oul,k=0,...,7, (3.4.1)
i=0 j=0
et
1 =
C(k,l) = { vz +1=0 . (3.4.2)
1 k1#0

Il existe un DCT inverse (IDCT) :

77 , ,
z(k,l) = ZZy(z’,j)C(kic(l) cos {W} cos {W} oul,k=0,..,7.  (3.4.3)
=0 j=0

La matrice d’entrée 8 x8 d’une image se compose de valeurs de pixels de 'image de '’échelle de
gris et de ces valeurs réparties de maniere aléatoire de la plage de 123 a 140. La matrice de
sortie est créée ci-dessous lorsque les valeurs d’entrée sont transmises a I'algorithme discret de

transformation de cosinus.

137 | 137 | 137 | 134 | 129 | 131 | 131 | 132

137 | 137 | 137 | 141 | 133 | 132 | 132 | 133

138 | 138 | 138 | 134 | 134 | 131 | 131 | 129

138 | 138 | 138 | 132 | 130 | 127 | 133 | 134

140 | 140 | 140 | 134 | 139 | 133 | 136 | 128

135 | 135 | 135 (129 | 133 | 131 | 133 | 123

130 | 130 | 130 | 129 | 136 | 134 | 129 | 129

135 | 135 | 135 | 131 | 129 | 132 | 129 | 129

Fig.3.4. La matrice d’entré

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et |'application de Hénon
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La matrice de sortie se compose de coefficients DCT, qui est agencé de maniere a ce que les
coefficients contenant des données utiles et importantes pour la représentation de I'image soient
dans le coin supérieur gauche de la matrice et dans les coefficients de droite inférieure contenant
des informations moins utiles. Le coefficient DC est a la position (0,0) dans le coin supérieur
gauche de la matrice et représente la moyenne des 63 autres valeurs de la matrice.

106417 [0 [-2 [-4 [-1 Jo [2
8 3 2 |7 [2 |2 1 |4
6 |4 [1 |1 |1 1|3 -7
-2 5 |14 [-15[-8 |3 [3 [8
3 10 |8 1 11 18 |18 |15
4 2 |18 8 [8 [4 |1 -7
9 1 3 (4 [1 [7 |1 [=2
0 8 |2 |2 1 4 |6 |0

Fig.3.5.La matrice de sortie

3.3.2 Modele de cryptage proposé

Un nouvel algorithme de cryptage d’image proposé a été mis en avant en utilisant et en mélan-
geant la DCT discrete Cosinus transformée avec une théorie chaotique, mais le chercheur est ca-
pable d’étudier I'algorithme de cryptage basé sur ’'analyse de sécurité par point de vue a 'analyse
de sensibilité de la clé, I'espace clé et I'analyse statistique. Dans DCT, la transmission de l'infor-
mation est tres faible et I'espace clé est assez formidable pour faire face a 'attaque agressive avec
un résultat de cryptage acceptable.

Maintenant, la procédure proposée clarifie la méthode de cryptage et de décryptage dans cet ordre
(voir les Fligs.3.6 et 3.7). Le processus de cryptage est lancé avec la transformation de 'image en
utilisant la transformée de Cosinus discréte avant. A ce moment-13, les valeurs des coefficients

DCT sont choisies pour chiffrer en utilisant RC4 avec les moyens non communiqués d’entrée.

3.3. Cryptage d’image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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Fig.3.6. Le modele de cryptage d’image proposé

Ensuite, la séquence chaotique est générée a 'aide de la méthode de I'application de Hénon pour

chiffrer 'image. Enfin, la sortie de ces deux opérations de cryptage se fusionne en échangeant ses

valeurs pour obtenir une image de cryptage. Linverse de chaque opération se fait dans le modele

de décryptage comme indiqué ci-dessous pour décrypter chaque bloc et transformée inverse pour

obtenir 'image reconstruite.

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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Fig.3.7. Le modele de décryptage d’image proposé

Les algorithmes suivants montrent les principales opérations de cryptage basiques :

Algorithme 1 : codage d’image

Input : image originale I, parametres et clés chaotiques secrétes.

(a, b, Xy, Yy), ou a et b sont des constantes.

Output : image encodée 1.

- Calcul de Forward DCT pour Image 1.

(DC, AC) = DCT (I)

DC = partie de fréquence la plus basse, AC = piéces a haute fréquence.
- Générer une séquence chaotique selon I'application de Hénon :

{ Tpyr = 1 —az? +

Yp+1 = by,

- Convertissez la séquence X;, Y; en valeur entiere.

- Chiffrer les coefficients faiblement DCT en utilisant RC4 par X; :
CDC = RC4_Cryptage (DC, X)

- Chiffrer les coefficients élevés DCT a l'aide de la séquence chaotique :

(3.4.4)

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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CAC = Cryptage Chaotique (AC, Y)

- Etaler chaque pixel dans DC dans chaque bloc de 'AC en fonction de I'échange chaotique sui-
vant :

C = Chaotic Swap (DC, AC)

- Sortie C.

La transformée DCT est utilisée pour transformer 'image d’entrée en domaine fréquentiel.

Le processus est le suivant :

- Limage est divisée en blocs de 8x8 pixels.

- Le DCT est atteint pour chaque bloc et le travail démarre de gauche a droite et de haut en bas.
- La quantification est effectuée pour chaque bloc.

- Le bloc compressé dans le tableau est stocké dans un espace réduit.

La valeur supérieure gauche est désignée par le coefficient DC comme un bloc de fréquence le
plus bas et les autres coefficients DCT sont appelés composants CA.

Le bloc est chiffré par la technique chaotique selon application de Hénon. La séquence chaotique

est générée selon I'équation suivante :

=1—ar? X
{ Th1 OTE Yk (3.4.5)

Yk1 = by,

Ou, initial Xy,Y, et a, b entrent également comme valeurs secretes, ces valeurs sont converties en
valeurs entieres pour générer la séquence chaotique secrete X.

Les coefficients DC sont cryptés en utilisant RC4. La clé secrete de RC4 est générée directement a
partir d’'une séquence chaotique. La valeur de chiffrement est calculée comme CDC=RC4_Cryptage
(DG, X).

Le bloc de coefficient AC de I'image transformée est crypté, par la séquence chaotique.

Le bloc de coefficient AC de l'image transformée AC est chiffré, ot CAC = Cryptage Chaotique
(AC,Y). Lopération de cryptage est :

CAC, = AC; ®Y;

Lopération finale d’encodage est la fusion de CDC et de CAC par répartition de chaque pixel dans
CDC dans chaque bloc du CAC selon I'’échange chaotique suivant :

C = Chaotic Swap (CDC, CAC)

Les parametres de changement chaotique sont :

Ir = | X, x 8]

Ie=|Yyx8|

Ou Ir et Ic représentent I'indice de déplacement de localisation de la rangée r et de la colonne ¢
pour chaque pixel CDC (3, j).

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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Le CAC est séparé en blocs de 8 x 8 pixels; le premier pixel de CDC est échangé avec un pixel du
premier bloc de 8 x8 de CAC des index Ir et Ic. Supposent que CAC représent le premier bloc de
AC, alors le premier pixel CDC (0, 0) est échangé comme suit :

Swap (CDC (0, 0), CAC1 (Ir, Ic))

Swap (CDC (0, 1), CAC2 (Ir, Ic))

Et répétez pour d’autres pixels CDC. Limage cryptée est envoyée au récepteur. Lopération inverse
du cryptage doit étre traitée sur le c6té récepteur.

Lalgorithme suivant montre les opérations de décryptage :

Algorithme 2 : Décryptage d’image

Input : Image de cryptage C et clés chaotiques secretes

(A, b, X, Yg), ol a et b sont des constantes.

Output : 'image reconstruite (RI)

-Séparez le pixel de C en pixel le plus bas en CDC et CAC selon I’échange inversé chaotique :
(CDC, CAC) = Chaotic Swap (C).

- Générer une séquence chaotique selon I'application de Hénon :

{ Tepr =1 ATty (3.4.6)

Ykt1 = by,

Convertissez la séquence X; et Y; en valeur entiére.

- Décrypter les CDC et le CAC a 'aide du décryptage chaotique :

AC =décryptage chaotique (CAC, Y)

- Décrypter les CDC en utilisant RC4 par Secret Key X :

DC = RC4 Décryptage (CDC, X)

- Calculer I'inverse du DCT

- RI de sortie.

Limage chiffrée recue est isolée dans les parties de fréquence la plus basse CDC et CAC a I'inverse
de I’échange chaotique.

(CDC, CAC) = Chaotic Swap (C).

Avec le parameétre de changement :

Ir = [Xy x 8]

Ic = |Yy x 8]

Le CAC sera décrypté en utilisant le décryptage du chaos. Les CDC sont déchiffrés en utilisant la
séquence de cryptage RC4 ou est généré de maniére cryptée a partir des valeurs d’entrée secretes
CDC et de la clé X. Tinverse de la reconstruction de 'image originale peut étre implémenté

lorsque le résultat du décryptage est traité avec une transformation inverse IDCT.

3.3. Cryptage d'image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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3.3.3 Résultat de la simulation

Le systéme proposé est implémenté en utilisant C # .Net avec un ordinateur avec Intel CoreTM2

double processeurs 2GH, 4 Go de RAM et 2 Go de carte vidéo basée sur le systeme d’exploitation

Windows 8.1. Ce systéme est mis en ceuvre et testé a plusieurs reprises pour cinq images ; Lena,

les enfants, les ours, les heures et la ville (voir la F'ig.3.8, 'image Lena et son histogramme).

Histogram
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b) The Histogram of Lena Image

It

Fig.3.8. Thistogramme d’image original

La Fig.3.9 montre I'image de cryptage et son histogramme. image de cryptage apparait comme

une image brouillée. En outre, 'histogramme n’indique aucune information pour I'image ori-

ginale, les caractéristiques de caractere aléatoire couvrent les informations d’image. En outre,

I'histogramme de I'image originale a un caractere aléatoire, mais apres le cryptage, ces aspects

aléatoires sont couverts.

3.3. Cryptage d’image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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b) The Histogram of Encrypted Image

Fig.3.9. Thistogramme d’image codé

Fig.3.10. Chistogramme d’image reconstruit

3.3. Cryptage d’image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon
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Sur la Fig.3.10, 'image reconstruite est calculée par décryptage. Inverser chaque étape de traite-
ment dans le cryptage d’'image permettra de décrypter.

3.3. Cryptage d’image Chaos basé sur les transformations DCT et I'application de Hénon



Conclusion

Ce projet de fin d’étude de master qui a été consacré a ’étude d’une ..... Le travail de notre
mémoire consiste dans un premier temps d’étudié de certains systémes chaotique moderne de
Zeraoulia-Sprott et a leur comparer par les systéemes classiques et les attracteurs chaotique et
route vers le chaos nous avons remarqué que les distinguer des systemes classiques dans I'abon-
dance et la diversité des attracteurs chaotique comme nous avons parlé un exemple qui montre
comment utiliser le chaos dans le chiffrement.

C’est un domaine tres vaste qui demande beaucoup de temps et de patience et nous espérons

pouvoir continuer a I'avenir a travailler sur se domaine.
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