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Abstract

The purpose of the work in this Master's dissertation is to provide a comparative study of some types of
synchronization of chaotic continuous systems, we started in the first chapter a study of dynamical systems
with emphasis on the characteristics of the dynamical chaotic systems by giving definitions of general concepts
such as: phase space, equilibrium points, periodic and quasi-periodic solutions of dynamical systems and the
path to chaos with emphasis on extreme sensitivity to changes in the initial conditions, strange attractors and
exponents of Liapunov to measure chaos. Finally, we presented two examples of popular systems, the Lorentz
systems and the Rossler system.

In the second chapter ,we propose various methods of control and synchronization known, as well as many

types of synchronization and to simplify the mathematical dimension of the problem, we have set up the
continuous three-dimensional system of Lii to present the types of synchronization proposed: the

synchronization, anti-synchronization, synchronized timing synchronization, FSHP synchronization,
generalized synchronization, and QS synchronization

In chapter 111, and based on the Euler method, we rediscover the important property of chaos: the sensitivity

of the initial conditions, simulating the Lii system with minimal change in the initial conditions, then we

studied by simulation the synchronization of two identical systems of Lii the first taken as master and the
second as slave through three types of synchronization which are: full synchronization, anti-synchronization
and hybrid synchronization. This simulation allowed us to draw in figures the temporal evolutions of the system
states as well as the synchronization errors after the demonstration of the stability of the synchronization errors

systems by using the stability theory of Lyapunov

Keywords: chaos, synchronization types, attractors, Lii, Lyapunov, simulation.




Résumé

Le but du travail dans le cadre de ce mémoire de master est de fournir une étude comparative de
certains types de synchronisation de systémes continus chaotiques, nous avons commencé dans le premier
chapitre une étude des systémes dynamiques en mettant I'accent sur les caractéristiques des systémes
dynamiques chaotiques en donnant des définitions des concepts généraux comme : 1’espace des phases, les
points d'équilibre, des solutions périodiques et quasi périodiques des systémes dynamiques et le chemin vers
le chaos ,la sensibilité extréme aux changements dans les conditions initiales , les attracteurs étranges et les
exposants de Lyapunov pour mesurer le chaos. Enfin, nous avons présenté deux exemples de deux systemes
populaires : le systeme de Lorentz et le systtme de Rossler

Le chapitre Il propose diverses méthodes de contrble et de synchronisation connues, ainsi que de
nombreux types de synchronisation et pour simplifier la dimension mathématique du probléme, nous avons
mis en place le systéme tridimensionnel continu de Lii pour présenter les types de synchronisation proposées:
la de synchronisation, lI'anti-synchronisation , la synchronisation décalée la synchronisation, la synchronisation
FSHP , la synchronisation généralisee, et la synchronisation QS .

Dans le chapitre 111, et en se basant sur la méthode d'Euler, on redécouvre la propriété importante
du chaos: la sensibilité des conditions initiales , en simulant le systéme de Lii par de minimes changement
dans les conditions initiales, puis nous avons étudié par simulation la synchronisation de deux systemes
identiques de Lii le premier pris comme maitre et et le second comme esclave a travers trois types de

synchronisation qui sont: la synchronisation compléte, I'anti-synchronisation et la synchronisation hybride
.Cette simulation nous a permis de dessiner sur des figures les évolutions temporelles des états des systemes
ainsi que des erreurs de synchronisation apres la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation

en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov.

Mots-clés: chaos, types de synchronisation, attracteurs, Lii, Lyapunov, simulation.
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Introduction générale

Introduction générale :

Le concept de la synchronisation des systemes chaotiques a été présenté a la
communauté scientifique la premiére fois par Yamada and Fujisaka (Fujisaka et Yamada
(1983) [1,2]. suivi des travaux de Pecora et Carroll (Pecora et Carroll (1990) ) . (Pecora and
Carroll, (1991)) [3,4]. La synchronisation du chao est une maniére d’expliquer la sensible
dépendance aux conditions initiales (Alligoodet al. (1997) [5]. Edward Ott (2002) [6]. Il a
été établi que la synchronisation de deux ou plusieurs systéemes chaotiques, montre la
tendance de ces systémes couplés ensembles a suivre étroitement le méme mouvement. Le
probléme de la synchronisation est de designer un accouplement entre les deux systémes a
synchroniser pour rendre 1’évaluation temporelle presque idéale. La sortie du systéme
esclave suit asymptotiquement la sortie du systeme maitre i .e la sortie du systeme maitre
contrdle la sortie du systeme esclave.

La synchronisation des systemes chaotiques a été généralisée par la découverte de
plusieurs types tels que la synchronisation généralisée (Li, C. & Yan (2006)) [7], la
synchronisation de phase (Ge, Z.-M. & Chen, C.-C., 2004 , Jia, Q., 2007 ) [08-10], la
synchronisation projective généralisée [11-13], et méme 1’anti synchronisation. Lorsque la
synchronisation et anti synchronisation coexistent, en méme temps, dans les systémes
chaotiques, Sundarapandian et Suresh (2012) [14].

Plusieurs schémas pour assurer le contrle et la synchronisation des systemes
chaotiques ont été démontrés en se basant sur leurs[19], applications potentielles dans divers
domaines comme la conception des générateurs de chao, la communication sécurisée
(Murali and Laksmanan) [15,16], les systemes écologiques physico-chimiques (Blasiuset al.
(1999)), [17]. Jusqu'a présent, une variété d'approches impressionnantes ont été proposées
pour la synchronisation des systemes chaotiques comme la méthode de OGY (Ott (1990))
[18], la méthode de rétroaction a retard temporel (Park et Kwon (2003)) la méthode de
commande de mode de glissement (Yau, H.T., 2004) [20], la méthode de contrdle actif et la
conception du contréle backstepping, Suresh et Sundarapandian (2012) [21].

Le présent mémoire est structuré en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit quelques définitions préliminaires permettant de
cerner les caractéristiques essentielles des systemes dynamiques pour introduire ensuite le
phénomene du chao dans ces systemes enfin on présente deux exemples de systémes

chaotiques continus .
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Dans le deuxiéme chapitre, on fait une présentation mathématique des différentes
méthodes de synchronisation telle qu’elles sont exposées par les mathématicien , ainsi que
les différents types de synchronisation types de synchronisation, spécialement ceux qui vont
étres simulés dans le troisieme chapitre a savoir la synchronisation compléte, I’anti
Synchronisation et la synchronisation hybride

Le troisieme et dernier chapitre de ce mémoire présente plusieurs simulations pou
illustrer les différentes caractéristiques des schéma de synchronisation étudiés a savoir : la
sensibilité au conditions initiales pour le systeme chaotique de Lu, les évolutions
temporelles des états du systéme maitre et du systeme esclave commandé (contrdlé) ainsi
que les erreurs de synchronisation pour les trois modes de synchronisation étudié et enfin

une conclusion générale.
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GENERALITES SUR LES SYSTEMES
DYNAMIQUES CHAOTIQUES.



CHAPITRE | : Généralités sur les systemes dynamiques chaotiques.

.1 Introduction :
Le but de ce chapitre est de connaitre les conditions nécessaires pour qu’un systéme ait
un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires permettant
de cerner les caractéristiques essentielles des systéemes dynamiques pour introduire ensuite

le phénomeéne du chao dans ces systémes ainsi que la possibilité de les synchroniser.

1.2 Quelques définitions:

I-2-1 Les systemes dynamiques

Un systéme dynamique est défini par une loi d’évolution temporelle, généralement
désignée par : la dynamique du systeme, qui caractérise I’évolution de 1’état du systéme au
cours du temps. La notion de déterminisme provient du fait que le systéme considéré est
complétement caractérisé par son état initial et sa dynamique[22].

Les systemes dynamiques sont classés en deux catégories :
v’ Systemes dynamiques discrets,
v’ Systéemes dynamiques continus.
Dans notre étude on va s’intéresser uniquement au systéme dynamique continu décrit
par un systéme d’équations différentielles de la forme :
x(t) = F(x(t),t) (I1.1)
Ou F:R»xR* —Rn représente la dynamique du systéme, x(t) est le vecteur des états du

systéme et t représente le temps.
I-2-2 L’espace de phases

L’analyse de toutes sorte d’évolutions temporelles ; appelées systéemes dynamiques,
permet 1’é¢tude du chao. L’état d’un systeme dynamique est décrit par un certain nombre de
quantités dépendantes du temps : x;(t) , x5 (t),.., x,(t) . Au lieu d’étudier séparément ces
n variables, il est préférable de présenter le systéme par un point unique dans un espace a n
dimensions : I’espace des phases. A partir d’un état initial x(0) et aprés un régime transitoire,
la trajectoire d’un systéme dynamique atteint une région limitée de I’espace des phases.
Cette représentation permet de distinguer un comportement chaotique d’un comportement
purement aléatoire. Si le systtme dynamique est périodique les points vont former une
courbe fermee, on parle de cycle ou d’orbite périodique. Un mouvement régulier correspond
a un diagramme simple, un attracteur. Si le mouvement est aléatoire, les points du systéeme
remplissent 1’espace des phases au hasard : aucune structure n’apparait. Quand le
mouvement est chaotique, les paraissent a premiére vue aléatoires. Néanmoins si on observe

le systeme suffisamment longtemps, on constate que les points dessinent une forme
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particuliére, qui présente une structure feuilletée (fractale). A cause de cette géométrie
particulicre, ces attracteurs sont qualifiés d’étranges. Ils sont la signature du chao. Ces
comportements asymptotiques obtenus pour I’état x(t) du systéme dynamique, quand t —
oo sont des caractéristiques des plus importantes a étudier pour tout systéme dynamique,
parmi lesquels: [23,28]

v" Les points fixes ou points d’équilibre

v" Les solutions périodiques et quasi- périodiques

v’ La chaoticité du systeme et les exposants de Lyapunov

v La bifurcation et les attracteurs étranges.

Définition 01: Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du

systéme. Il est obtenu en résolvant le systéme d’équations :
x(t) =F(x(t),t) =0 (1.2)

Dans I’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est
déterminée en fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales
différentes on peut retrouver plusieurs points d’équilibre. De méme, ces points peuvent étre
stables ou instables suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-elles.

Définition 02 Solution périodique et quasi périodique

Le régime asymptotique permanent périodique correspond a une trajectoire dont les
répliques d’une portion élémentaire sont espacées a des intervalles .si le systéme est forcé
de I’extérieur par un autre oscillateur il peut y avoir doublement de période pour enfin
atteindre le chao si la période est infinie. Si les deux périodes des deux oscillateurs en
présence n’est pas rationnel alors le systéme est dit quasi périodique qui peut étre une
transition vers le chao.

Définition 03 Les exposants de Lyapunov et chaocité du systeme

L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d’un systeme. Un systéme
sensible a de petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (systéme
chaotique). En revanche, I’exposant est négatif si le systéme n’est pas sensible a des petites
variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd I’information sur
les conditions initiales. Un systeme de dimension n posséde n exposants de Lyapunov qui

mesurent le taux de divergence suivant un des axes de I’espace de phase.
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Définition 04 Diagramme de bifurcations

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement 1’ensemble
des solutions possibles d’un systéme en fonction des variations de 1’un de ses parametres. Il
permet de repérer les valeurs particulieres des parametre qui induisent des bifurcations.

Définition 05 Attracteur étrange

Il est contenu dans un espace fini. Sa dimension est fractale et non entiére ; sa

trajectoire est complexe ; presque toutes les trajectoires sur I’attracteur ont la propriété de ne
jamais passer deux fois par le méme point. En d’autres termes, chaque trajectoire est
apériodique ; deux trajectoires proches a un instant " t " voient localement leur distance
augmenter a une vitesse exponentielle. Ce phénomene traduit la sensibilité aux conditions

initiales ; toute condition initiale appartenant au bassin d’attraction, c’est-a-dire a la région

ne n

de D’espace des phases dans laquelle tout phénoméne dynamique sera "‘attiré " vers
I’attracteur, produit une trajectoire qui tend a parcourir de fagon spécifique et unique cet
attracteur

1.2.3 Le systeme dynamique chaotique:
Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme
dynamique qui inclut: [29-30]

e Lanon-linéarité. Si le systeme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.

e Le déterminisme. Un systeme chaotique a des regles fondamentales déterministes
(plutdt que probabilistes).

e La sensibilité aux conditions initiales. De tres petits changements sur 1’état initial
peuvent mener a un comportement radicalement différent dans son état final.

e [’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre
connues seulement a un degré fini de précision.

e L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modéeles périodiques
instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme I’infrastructure des systémes
chaotiques

Pratiguement, une dynamique chaotique peut étre identifiée, en premiere analyse, par la
reconnaissance de propriétés caractéristiques : sensibilité aux conditions initiales ,attracteur

étrange, spectre, ... etc.
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1.3. Les systemes dynamiques chaotiques continus connus:

1-3-1- Systéme de Lorenz qui est systeme largement connue dans la littérature,

initié par le célébre climatologue Lorenz est modélisé par le systeme[31]

x =o0(y-x)
Y = px-y-Xxz (1.3)
z=-Pz+xy

Ou x, y etz sont les variables d’état du systéme, g, petfS sont des paramétres. Pour certaines
valeurs de ses derniers, le systéme exhibe un comportement chaotique.

La figure 1.1 ci-dessous présente I'attracteur de Lorenz pour les valeurs suivantes

@ (b)

y()

)

Fig. 1.1: Les attracteurs de Lorentz (a)Attracteur 3D, (b) (c) et (d) Attracteurs2-D
Avec 6=10, p=8/3 et p=20. (xo, Yy Zo): 1,1,1).

1-4-2- Systeme de Rossler :ce systeme semblable a celui de Lorenz, a été proposée
par le biochimiste allemand Otto Rossler en 1976 , il découle des équations de Navier
Stockes et est lié a | étude de 1’écoulement des fluides. [32],

Les équations de ce systeme sont les suivantes

x=-(y+2)
y:x+ay (|4)
z=p-yz+xz

Avec a, ety des constantes (paramétre de bifurcation)

Ci-dessous l'attracteur de Rossler pour les valeurs suivantes: @ = § = 0.2 ety = 5.7
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Figure 1.2:Les attracteurs de Rossler (a) Attracteur 3-D,(b) (c) et (d) Attracteurs 2-D
Avec a=b=0.2etc=57. (x, Y, ) =(0.5,1.50.1)

1-5 conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté Le chaos comme un comportement particulier
caractérisant un systeme dynamique par sa sensible dépendance aux conditions initiales. on
aintroduit définitions préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des
systemes dynamiques pouvant conduire au chaos dans ces systemes .

Enfin on présente deux exemples de systemes chaotiques continus.
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CHAPITRE Il : présentation de quelques méthodes et types de synchronisation.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre et pour éviter le chargement mathématique, on s’est forcé, comme
physiciens, d’accepter une présentation mathématique des différentes méthodes de
synchronisation telle qu’elle est exposer par les mathématicien . Mais pour présenter les
différents types de synchronisation on a opté pour une simplification de la tache avec une

présentation tridimensionnelle par le biais du systeme de Lii [31] .

2 .2 Les Méthodes de synchronisation
Cette section est consacrée a la présentation de diverses méthodes de synchronisation

les plus performantes et les plus rencontrées.
2.2.1 Méthode du contrdleur actif

L’application du contrdle actif pour la synchronisation des systémes chaotiques a été
proposée par Bai et Lonngren [30], ¢’est une technique efficace qui a montré sa puissance
non seulement pour la synchronisation des systemes identiques, mais aussi pour la
synchronisation des systémes non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité
remarquable pour I’implémentation de I’algorithme Soit deux systémes chaotiques a
synchroniser, maitre et esclave, définis par :

Xm (D) = Axp, (1) + T, (1) (2.1)
et
Xe(t) A x (1) +G(xe (1)) + U (2.2)
Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que ’erreur entre les
trajectoires des deux systeémes converge vers zéro lorsque le temps tend vers I’infini.

Cette erreur est obtenue comme suit :

é(t) = xe(t) -xm (1) (2.3)
= A x,(1)+G(x (1) - A x; ()- F(xp, (1) + U

I’erreur peut étre exprimée comme suit :

é(t) = Ae(t) + G(x,(t) - Flx,(t) +U; (2.4)
Le contrdleur U est proposé comme suit :
U=V + F(x,(t)- G(x.(t) (2.5)
d’ou V est le contrbleur actif, défini par :
=-Le(); (2.5)

d’ou L est une matrice de contréle inconnue. On obtient donc, | a formule finale de

Perreur :

e(t) = (A- L) e(t): (2.6)

10
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Donc le probleme de la synchronisation entre le systeme maitre (2.14) et le systeme
esclave(2 ,15) est transforme en probléme de zéro-stabilité du systéme (2.21). Maintenant,
le Théoreme qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systemes
dynamiques linéaires continue .

Théoréme 4.1 Le systeme maitre (2.14) et le systeme esclave (2.15) sont globalement
synchronisés sous la loi du contréle (2 , 20), si et seulement si la matrice de controle L est
choisie telles que les valeurs propres de A - L se trouvant a ['intérieur du disque de [ 'unité,

e Avantage de la méthode
-La technique du contrdleur actif est efficace non seulement pour la synchronisation
des systemes identiques, mais aussi pour la synchronisation des systémes non
identiques .
-cette méthode offre une simplicité remarquable pour I’implémentation de
I’algorithme

2.2.2 Méthode du Backstepping

La méthode du Backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une
fonction de Lyapunov avec la conception du contrdleur nécessaire. En considere que le

systéeme maitre et le systeme esclave sont définis comme suit [33-34]

Xml = fl(xm1; me)
Xm2 = fz(xm1i Xm2; xm3) (2.7)

ka = fo(Xm1; Xm2; o Xmn)

Xe1 = f1(Xe1; Xe2)

x%z = fi(Xe1; Xezs Xe3) (2.8)
Xen = fa(Xe1; Xez o5 Xen)
d’ouf; est une fonction linéaire, f;, (i =2; 3; : : :; n), sont des fonctions non-linéaires

et u est un contréleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation

entre les systeémes(2.20) et (2.21). L’erreur de synchronisation est définie comme suit :
€1 = Xe1~ Xe1
€2 = Xe2 ~ Xe2

(2.9)
eTl = xen - xen
Alors, la dynamique du systéme d’erreur s’écrit :
€1 = gi(es; e2)
-e'z = ga(es; e, ;€3) (2.10)

€n = gn(es; €35 eip) +u

11
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linéaires. L’objectif est de calculer une loi de contréle u qui assure la convergence du
systéeme e;, (i=1; 2; ... ; n); vers I’origine en utilisant I’algorithme backstepping. Pour cela

le systéme d’erreur (2.23) doit étre décomposé en sous systeme :

e;, (e, e;) (61, e5,€3)...... (€1, €2, ve wuevny)
et pour chaque sous systéme on défini une fonction de Lyapunov V positive :
Vj (e] y Uj CZ]) ; (211)

d’o j est I'ordre du sous-systeme, u; , a;représentent, respectivement, la loi de

controle et le controleur virtuel du sous systéme d’ordre j, u; et a;sont calculés a chaque fois

de tel sorte que V; <0
e Avantages de la méthode : Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :
- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contréleur.
- Elle peut étre appliquée a différents systéemes chaotiques.
- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contréleur.

- Le contrdleur calculé offre une simplicité dans I’implémentation de 1’algorithme.
2.2.3 Méthode du mode glissant

Dans la théorie du contrdle robuste, la méthode du mode glissant est souvent
pratiquée en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse
rapide et une bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des
parametres et des perturbations externes [35,36].

Soit les systémes chaotiques maitre et esclave donnés par les formes suivantes :
X (1) = Axp () + f(x,, (1)) (2.12)
et
Xe(t) = Ax,(t) + f(x, (t) + U (2.13)
Ou x(t) € R™, y(t) € R™ sont les états des systémes maitre et esclave, respectivement,
A € R™™ une matrice constante, f € R™ ™ est une fonction non-linéaire et u € R™ est un
contrdleur a déterminer. L’erreur entre le systéme maitre (2.27) et le systéme esclave (2.28)
est définie par :
e(t) = xe(t) —xm(b)
La dynamique de I’erreur peut s’écrire comme suit :

é=Ae +n (x;,, x.) tU (2.14)

12
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d’ou 1 (X, x2) = Txp,(1)- f(x.(t)): Si on se base sur le principe du contréle actif
pour éliminer la partie non-linéaire du systéme d’erreur (2.29), la loi de contréle u est
choisie comme suit :

u=Bv — n (X, Xe) (2.15)

d’ou v est le controleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit étre calculé de
telle sorte que le couple (A,B) soit contrdlable. En substituant (2.30) dans (2.29), la
dynamique de I’erreur est simplifiée comme suit :

e = Ae + Bv: (2.16)

Ainsi, le probléme de synchronisation peut étre remplacé par un équivalent probléme
de la stabilisation de la solution e =0 du systeme (2.31) par un choix approprié du
contréleur en mode glissant.

Dans la méthode du mode glissant , nous définissons la surface de glissement s, comme
suit :

s(e)=Ce = Yj=1¢je; (2.17)

Ou C : est un vecteur constant a déterminer, et le systeme contrdlé doit satisfaire :

s(e)=0, s(e)=0: Alors, on peut écrire :

s(e) =C (Ae +Bv) =0, (2.18)
donc le contr6leur v est donné par
v=-(CB™1) CAe (2.19)

d’ou C est choisi de telle sorte que CB # 0. L’existence de (CB™1) est une condition
nécessaire. La nouvelle forme de I’erreur de synchronisation est donnée par
é=[l — B(CB™1)C]Ae (2.20)
Pour assurer la stabilité asymptotique du systeme contr6lé, le vecteur C doit étre choisi
de telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice[l —
B (CB™1) C ]A soient toutes négatives.

2-3 Quelques types de synchronisation :

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation a savoir la
synchronisation compléte, 1’anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la
synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S. Toutes les
synchronisations sont supposées appliquées a deux systemes identiques de Lii.

2.3.1 Le systeme chaotique de Lit

Considérons le systeme simple, autonome, quadratique et tridimensionnel suivant,

qui peut afficher deux attracteurs chaotiques simultanément [31]:

13
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X =- ﬁﬁﬁx— yz+vy
y=ay+xz (2.21)
zZ=[Lz+xy

Ou un a; B; vy sont des constantes.

Ce systeme est chaotique pour une large gamme de parametres et a beaucoup de
comportements dynamiques complexes intéressants. Par exemple : il est chaotique pour les
paramétres o. = -10; B = -4, et |y | <19: 2, et pour o = -10; p = -4; y = 18: 1, il affiche deux
Attracteurs chaotiques comme indiqué sur la Figure. 2.1.

pour la valeur initiale (1; 1; 1), le spectre des exposants de Lyapunov du systeme
(2.1) estdonné par: A; =0.253223; 1, =0 A5 =-11. 3944, et la dimension de
Lyapunov est d; =2: 0221.

De toute évidence, quand a =-10; B =-4; y = 18, le systéme a seulement trois points
d’équilibres:

E,=(-6.335,0,0)

E,= (2\/1_0, 8—7"+ 3.6210 ,—1/2\/800/7 +36.2 \/10)

E3:<2\/10 ,— /? +3.62/10 ,—1/2\[800/7 +36.2 \/10)

C'est un phénomeéne étrange d'avoir deux attracteurs chaotiques qui coexistent dans un

systeme chaotique autonome , quadratique et tridimensionnel avec seulement trois
équilibres. De plus, quand a = +10; b = +4; ¢ = 0, ce systeme peut afficher deux attracteurs
chaotiques complexes, comme le montre la Figure. 2.2. Selon leur emplacements
géométriques, ces deux attracteurs qui coexistent sont appelés attracteur supérieur et

attracteur inférieur .
2-3-2 Présentation de la configuration maitre- esclave

Considérons le cas de deux systemes tridimensionnels identiques de Lii (2.22) et
(2.23) a synchroniser : le premier est pris comme un systeme maitre et le deuxiéme comme

un systéme esclave respectivement.

. B
Xm = _ﬁﬁxm_ymzm +y
Ym = AYm + XmZm

Zym = BZm + XmYm

(2.22)

14
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. af
Xe = _;Bxe_yeze Tty +u

Ve = AYe + XeZp + Uy
Ze = Bze T+ XeYe + U3

(2.23)

OU (Xm; Ym; Zm)", (Xe; Ye; Ze)" sont les vecteurs d’ états du systéme maitre et du
systéme esclave, respectivement et u;; i=1; 2; 3; sont les contrdleurs de synchronisation

qui seront déterminés ultérieurement par 1’'une des méthodes de synchronisation
2-3-3 La synchronisation complete

Pour la synchronisation compléte, on calcul le systéme d’erreur de la

synchronisation compléte comme [37]
€c1 = Xe — Xm

€2 =Ye — Ym (2.24)
€c3 = Ze — Iy

Ainsi, le probléme de synchronisation compléte est de déterminer les contréleurs u;

(i=1,2, 3) du systeme esclave (2.3) de sorte que
%13}10 e.;i(t)=0 (i=1,2,3)

2-3-4 L’anti-Synchronisation [38]

Théoriquement, deux systémes sont anti-synchronisés si d’une part, le systéme maitre
et le systéme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des
signes opposes et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systemes tend vers
zéro lorsque le temps tend vers ’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc étre

définie comme suit

a1 = Xe + Xy

a2 =Ye + Vm (2-25)
€a3z = Zp + Zm

Alors, le probléme de 1’anti synchronisation est de déterminer les contrdleurs u;
(i=1,2, 3) de sorte que
%1_{510 eqi(t)=0 (i=1,2, 3)
2-3-5 la Synchronisation lag [39]
On dit qu’on a une synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables
d’état x,.(t) systéme chaotique esclave converge vers les variables d’état x,,, (t) décalée dans

le temps du systéme chaotique maitre comme 1’indique la relation ci-dessous

€1 = xe(t) - xm(t - T)
ez = Ye(t) — ym(t — T) (2.26)
€13 = Ze (t) - Zm(t - T)
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Alors, le probleme de la synchronisation lag est de déterminer les contrdleurs u;
(i=1,2, 3) de sorte que
lim le, ()11 =0;
Avec T est un nombre positif tres petit.
2.3-6 Synchronisation projective [40]
On dit qu’on a une synchronisation projective, s’il existe une matrice diagonale H =

diag (hy, hy, hs, .....hy), tels que

epl Xe hl 0 0 Xm
[epz =|(Y|—-10 h, O0]x ym]
ep3 Zg 0 0 h3 Zm
€p1 = xe(t) — hy X X (t)
€p2 = Ve (t) — h, X ym(t) ( 2-27)

ep3 = Ze(t) — h3 X zp, ()
et si on peut déterminer les contréleurs u; (i=1,2, 3) de sorte que
glrgo||epi|| =0 i=1,2,3

Remarque : On voit bien que pour le cas ou tous les h; sont égaux a 1 représente un
cas de synchronisation complete. Le cas ou tous les h; sont égaux a -1 représente un cas
d’anti-synchronisation

2-3-7 Synchronisation FSHP:
On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective

synchronisation), [41] s’il existe des contrdleur ui, 1<i<3etdes constante (a;;) € R>** tels

que :
€r1 Xe 17 12 (g3 Xe
€rz2| = [Ve| — |X21 @22 23| X |Ve (2.28)
€r3 Ze 31 a3z 33 Ze
Avec lim| eg;| =0, i=1,2,3
t—ooo

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective
2-3-8 Synchronisation inverse FSHP [42]
On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais inverse full state hybrid

projective synchronisation), s’il existe des controleur ui , 1<i<3 et des constante (f;;) €

R3%3 tels que :

err1 Xm P11 Bz Pis Xe
eir2| = |Ym| = |B21 Baz Baz| X |Ve (2.29)
€IF3 Zm P31 P32 Pss Ze

Avec tliml erril =0, i=1,2,3
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La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective [4].
2-3-9 Synchronisation généralisé [43]
On a synchronisation au sens généralisé des deux systemes (2.2) et (2.3) , s’il existe
des controleur u;; i= 1; 2; 3 et une fonction @: R® — R3 qui Vérifient

€g1 = Xe (t) — Bxp, (0)

eg2 = Ye (t) — Oym (0) (2.30)
€g3 = Ze(t) — 0z (1)
Avec Lim| eg|=0,

2-3-10 Synchronisation inverse genéralisé [44]
On a synchronisation au sens inverse généralisé des deux systemes (2.2) et
(2.3) ,s’il existe des contrdleur u;; i= 1; 2; 3 et une fonction ¢: R® — R3 qui Vérifient

€ig1 = Xm (t) — px, (t)

€ig2 = Ym (£) — @Ye (1) (2.31)
€igs = Zm (t) — ¢z, )
Avec %im|eig1|=0, i=1,2,3

2-3-11 Synchronization Q-S [45]
On a synchronisation au sens Q-S des deux systemes (2.2) et (2.3), s’il existe des
controleur u; ; i=1; 2; 3 et deux fonctions Q : R® —» R3,S: R® — R3 tel que les erreurs de

synchronisation

eq1 = Q(xm (1)) — S(xe (D)

eqz = Qm () — S (D)) (2.32)
eq3 = Q(Zm(8)) — S(z.(0))
vérifient : %i_zg|eqi|20 i=1,2.3

Remarque  La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de
tous les types de synchronisations précédentes.
2-4. Méthodes d’étude de la stabilité des systémes dynamiques
continus non linéaires [46]

Pour I’analyse de la stabilité et, principalement, lorsque les systémes non linéaires ne
permettent pas une linéarisation ou lorsque le modele linéarisé est loin de représenter le
comportement réel du systéme, on utilise généralement des méthodes plus ou moins
difficiles a mettre en ceuvre, parmi ces méthodes , on peut citer : la méthode des portraits de

phase, le critere de Popov, la méthode directe de Lyapunov et la méthode des normes
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vectorielles. Dans tout ce qui suit et pour la vérification de la stabilité des systémes d’erreurs,
on se limite a la méthode de Lyapunov.

2.4.1 La méthode de Lyapunov [47]

La méthode de Lyapunov, permettant I’analyse de la stabilité directement a partir des
équations décrivant les systemes, ne nécessite pas la détermination explicite des solutions de
ces équations. En effet, la détermination d’une fonction scalaire v(x), dite de Lyapunov,
définie positive dans 1’espace d’état, dont la dérivée par rapport au temps Vv (X) est une
fonction définie négative, suffit pour pouvoir conclure a la stabilité asymptotique du systeme

dynamique continu non linéaire du type (2.22).

2.5 Conclusion
L’objectif principal de ce chapitre était de présenter les diverses méthodes de
synchronisation les plus performantes et aussi les différents types de synchronisation en se

basant sur les définitions des erreurs pour les différents types.
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CHAPITRE I11 : étude comparative de quelques types de Synchronisation de systémes chaotiques.

3.1 Introduction

Nous somme allé de I'avant et programmé des simulations pour modéliser le systéeme
de Lu et voir son attracteur étrange ainsi que la sensibilit¢ de 1’évolution de ses états aux
variation minimes des conditions initiales. La simulation est a été fait avec l'aide de
MATLAB. L'objectif de la simulation était de produire des résultats qui pourraient étre tracés
a I'écran en temps réel. Ces données seraient en mesure de confirmer ou d'infirmer les
résultats théoriques mentionnés ci-dessus aussi bien que d’afficher I'existence globale du
chaos.

La simulation fonctionne dans un processus itératif. Cela prend des points qui sont
stockés dans une matrice (tableau) de Points et les trace dans un plan x-y-z un point a la fois.
Apreés chague point successif, une ligne droite est tracée reliant le point précédent au point
courant. Ce processus continu est itéré, donnant a la simulation la capacité de tracer une
trajectoire. Pour augmenter la capacité, il y avait des changements apportés au pas temporel
de la fonction tracée ainsi que le nombre de points ajoutés a la matrice des points- avant le
tracage.

Il existe des techniques de modélisation des équations différentielles sous forme
d'équations de différences. Ces techniques modifient le probleme de I'étude d'un systéme
continu a I'étude d'un systeme discret. 1l est important de noter que cette méthode ne
fonctionne que pour de petits incréments de temps. Pour les grands pas de temps,
I’approximation différe notablement de la solution exacte. La modélisation d'une équation
différentielle comme une équation de différence est équivalente a la représentation d'une
ligne courbée par plusieurs lignes droites assemblées les unes aux autres reconstituées. Le
modele de I'équation de différence fonctionne en calculant le prochain point connaissant le
point courant.et en tenant compte de I'état initial, I'ordinateur peut itérer a travers I'ensemble
du systéme a plusieurs reprises avec une grande vitesse.

3.2 Modélisation et simulation:

3.2.1 Méthode utilisee:

La méthode la plus simple pour transformer 1’équation différentielle en une équation

de différence est la méthode d’Euler

dy Yn+1~—Y
E=f(x,y,z) _)%tnzf(xn'yn'zn"") (31)
Qui nous permit d’écrire yn+1 COMmMe

Yn+1 = At(f(xn' Yo Zn, )) + Yn- (3.2)
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L’approche nous permis de transformer les équations différentielles en équations de

différence:

B

oa+B Xn=YnZn + )4

Yn+1 = AYn + XpZp
Znt1 = BZy + XpYn

Xn41 = —

(3.3)

Ont opté pour la méthode simple d’Euler pour sa simplicité¢ et son efficacité pour
modéliser les équations et tracer les trajectoires
3.2.2 Résultats des simulations:
2.1 Quelques simulations sur le systeme chaotique de Lii
Le systéme, qui a été concu par Lii et al. [31], a été présenté dans le deuxiéme chapitre
et affiche simultanément deux attracteurs chaotiques:

Ce systeme est défini par les équations suivantes:
ap

X = —mx—yz+y
y=ay+xz (3.4)
z=pz+xy

OuU (x;Vy;z)T, est le vecteurs des états du systéme de Lii, a, 8 ety sont des constantes
réelles présentant les parametres du systeme. Ce systéeme présente un comportement
chaotique dans une large gamme de parametres et présente de nombreux
comportements dynamiques complexes intéressants. Le systéme est chaotique pour
les paramétres o=-10, p=-4 et y < 19.2. Par exemple, lorsque les parameétres sont
a=-10, B=-4 et y = 0, les évolutions temporelles des trois états du systeme (1) pour
deux conditions initiales tres peu différentes, (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) et (X
(0), y (0), z (0)) = (3.01,- 4.01, 2.01) sont donnés sur la figure 3.1 qui montre que le
systeme est réellement chaotique a cause de sa grande sensibilité au conditions
initiales remarqué par la divergences dans le temps entre les mémes états présentant
une différence d’un centiéme entre les conditions initiales . En outre, il affiche
I'attracteur chaotique comme indiqué sur la figure 3.2. Pour plus de détails sur les

autres  propriétés  dynamiques du  systéeme, voir larticle  [31].
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Figure 3.2 L’attracteur chaotique de Lii en 3D pour a=-10, b = -4 et c = 0. Pour les conditions
initiales
(x(0), ¥(0), (0)) = (3, - 4, 2)

3.3.Etude par simulation de la synchronisation compléte entre deux
systemes chaotiques identiques de LU

Maintenant, notre objectif est de faire une étude par simulations de la synchronisation
pour deux systemes chaotiques identiques de la forme (1) basé sur la méthode de stabilite de
Lyapunov.
Considérons les systemes 3D chaotiques de Lii (1) et (2) : le premier est pris comme un

systéme maitre et le deuxiéme comme un systéme esclave respectivement.
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. B
Xm = _(:(__'_me — YmZm TY
Ym = AYm + XmZm (3'5)
Zy = Bzm + XmYm
. B
Xe = _of(_-l-Bxe —YVeZe TV t Uy
(3.6)

ye =AY, t XeZe T+ Uy
Ze = bz, + x,Y. + U3

OU (Xm; Ym; Zm)' , (Xe; Ve, Ze)T sont les vecteurs des états du systéme maitre et du
systeme esclave, respectivement, a,f ety sont des constantes réelles présentant les
paramétres du systéme de Lii et (uz; uz; us)" est le vecteur des commandes non linéaires de
synchronisation qui seront déterminés ultérieurement.

Le vecteur des erreurs de synchronisation compléte (e1; e2; es)" sera défini comme

€c1 = Xe — X
€2 =Ye — Ym (3.7)
€c3 = Zp —Zpy

Ce qui donne
Zm€c1 + Xe€r3 = —XmZm + XeZo
{Ymecl t Xs€c2 = —XmYm T Xele
~Ye€c3 ~ Zm€c2 = YmZm — VeZe
(3.8)

Par une simple dérivation de (3.7) et par une soustraction de (3.5) de (3.6), nous

obtenons le la dynamique du systéme des erreurs suivant

€c1 = —Te€cy —Xe€c3 + Zmecy + Uy
6oy = A€y + Zpmes + Xs€e3 + Uy (3.9
éc3 = Pecz + Ymecr T Xs€cp + Uz
a
Avec r = 2B
o+

Pour les deux systemes chaotiques identiques sans contréle (ui = 0), si les conditions
initiales des états du systtme maitre et du systeme esclave difféerent
(xm (0), ym (0), 2, (0)) # x(0),y.(0),2.(0), les trajectoires des deux systémes identiques
se séparent rapidement et deviennent sans importance. Cependant, pour les deux systemes
chaotiques commandés controlés), les deux systemes se synchronisent quelques soient les
conditions initiales avec le schéma de commande approprié. Pour ce faire, nous proposons
la loi de commande suivante pour le systéme esclave:

u = (r— 1)ecl + €cz€c3
Uy, = —(a + ey, — 2X€c3 (3.10)
uz = —(B + Degs
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Apreés on a le théoreme suivant
Théoréme 3.1 les deux systémes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers la synchronisation
compléte pour n’importe quelles conditions initiales
(xm (0), ym (0), 2, (0))et (x.(0),ye(0),2(0)) sous la loi de commande (3.10)

Démonstration. 3.1 le systéme d’erreurs peut étre écrit comme

€1c = —€c1 — Ye€c3 — Zm€c2 T €c2€c3
€xc = —€c2 T Zmec1 — Xs€c3 (3-11)
€3¢ = —€c3 T Ymec1 T Xs€c2

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme
V(ec(®) = %Zil ejc(t) (3.12)

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme

(3.12)

Z—: = €c1€c1 T €c2€c2 + €c3€c3
= (—Tec1 — Yelcz + Zmecz + Ur)ecy + (@ecy + Zmecr + Xs€c3 + Uz)ec, + (Becs +
Vm€ce1 + Xs€cp + Us)ecs
= —re% + ae% + ﬁe% — Ve€3€1 + 2Xs€3€6, + ype.€3 + e Uq + e Uy + esUs
= —re?; + ae’, + pel; — e el + 2Xseeq t eqls T enlUy + ez (3.13)
En substituant le systeéme (3.10) dans I’équation (3.13) on obtient
%:—egl—egz—e§3 <0
(3.14)
En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution
du systeme des erreurs (3.11) est asymptotiquement globalement stable et les systémes (3.5)

et (3.6) sont globalement complétement synchronises
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d £ 3 3
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Figure .3.3 évolution temporelle des états du systéme maitre (Xm ; Ym , Zm) et du systéme esclave(x ;

Ve, Ze) commandé par une synchronisation compléte pour différentes condition initiales
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Figure 3.4 L’évolution temporelle des erreurs de synchronisation e1, €2 et es:

(a) dans un seul repeére, (b) sur trois repéres

3.4.Etude par simulation de I’anti synchronisation entre deux
systemes identiques de it .

Dans cette section, nous discutons du comportement de 1’anti-synchronisation entre
les deux systemes identiques (3.2) et (3.3) de Lii. Nous définissons les états des erreurs pour
I’anti-synchronisation comme :

a1 = Xe + X

€a2 =Ye t Ym (3.15)
€q3 = Ze +Zn
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Le probleme de la synchronisation est de déterminer les fonctions de commande u; ; i
= 1; 2; 3; qui stabilisent les erreurs de synchronisation (3.15); puis le but de la

synchronisation est de faire tlimllel-(t)ll =0, i = 1;2;3 oull. || est la norme euclidienne
—00

Le systéme des erreurs dynamiques entre le systeme maitre et le systeme esclave peut
étre obtenu par la sommation des systémes (3.5) et (3.6) pour donner :

€q1 = —Teyy — YeZe — YmZm T Uz
€u2 = A€yy + XpoZp + XZm + Uy (3.16)

a3 = Peaz + XeYe + Xm¥m + U3
Nous proposons les lois de commande suivantes pour le systéeme esclave:

u; = (r—1ey +yeZe + YmZm
U, = —(a+1)e; — xo2p — XmZm (3.17)
uz = —(B +1)e3 = XeVe — Xm¥m
Aprés on a le théoréme suivant
Théoréme .3.2 les deux systémes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers 1’anti
synchronisation pour n’importe quelles conditions initiales

(xm(0), yn (0), 2, (0))et (x6(0),ye(0),z.(0)) sous la loi de commande (3.17)

Démonstration. 2 le systéme d’erreurs peut étre écrit comme

€1a = —€aq1 — Ye€a3 — Zm€a2 T €32€43
€2q = —€q2 + Zm€q1 — Xs€a3 (3-18)
€3q = —€g3 T Ym€a1 T Xs€a2

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme

V(ea(®)) = §2?=1 ey (1) (3.19)
On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme
(3.18)
av

o = Ca1€az T €az2€q2 t €azeas
= (—Te; — YeZe — YmZm + U)eqs + (@€; + XoZp + XpuZm + Uz)eqz + (Bes + XoYe + XmYm + Us)egs
= —regl + aegz + ﬁeﬁg — VeZelq1 — YmZm€a1 + XeZe€a2 + XmZm€az + YeXe€a3 + XmYm€az T
eq1U1 T eqUz + eq3U3
= _regl + ae?LZ + 3333 — €41€a2€a3 + 2Xs€53€5; T €q U1 T g Un + eg3U3 (3.20)
En substituant le systéme (3.17) dans I’équation (3.20) on obtient

T =—ef,—e3,— €3, <0 (3.21)
En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution
du systeme d’erreurs (3.18) est asymptotiquement globalement stable et les systémes (3.5)

et (3.6) sont asymptotiqguement globalement anti synchronisés.
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3.5.Etude par simulation de la synchronisation hybride entre deux

systemes identiques de Lit

Dans cette section, nous discutons du comportement de la synchronisation hybride entre

les deux systémes identiques (3.5) et (3.6) de Lii..

Pour le nouveau schéma de synchronisation étudié, qui présente une synchronisation

compléte entre les états (y.,ym,) €t une anti synchronisation pour les états (x,, x,,) et

(Ze, Zy) d’ou la nomination hybride, Les erreurs de synchronisation sont données comme

suit :

€2 = Ye — ¥m

{ehl = Xe + X
eps = Ze + 7y

On peut facilement déduire que

Ym€n1 T Xe€h2 = Xe¥e T YmXm
Ze€p1—XmC€n3 = ZeXe — XmZm
Zm€h2—Ye€n3 = ~YeZe — ZmYm
La dynamique des erreurs est facile a obtenir
€n1 = —Tep; — YeZe — YmZm + Ug
€h2 = A€py + XpZe + XZy + Uy
éns = Peps + XeYe + Xm¥Ym + U3
Le systeme (3.24) peut étre écrit
ép1 = —req +zymer—y.esz +uy
éhZ = ae, + Zo€1—Xmés + Uy
€nz = ez + ymer + Xeey + Uz

Nous proposons la loi de commande suivante pour le systéme esclave:

uy = (r — Depi—Zmena+Yelns
u; = —(a + Depy — Zepy +Xmens
uz = —(B + 1ep3—ymen1 — Xe€n2
Apres on a le théoréme suivant
Théoreme .3.3 les deux systemes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers une

synchronisation hybride pour n’importe quelles conditions initiales

(xm (0), ym (0), 2, (0))et (x.(0),y(0),2.(0)) sous la loi de commande (3.26)

Démonstration. 3.3 Le systéme d’erreurs peut étre écrit comme

€p1 = —Tep1 + Zmepa—Yeln3 + Ug
€hy = Apy T Ze€p1—Xm€h3 T Uy
éns = Bens + Ymen1 t Xelpz + Uz

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme

V(en(®) =5 X, eh(t)
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On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme (3.24)

dt

= €p1€n1 T €n2€n2 + €Epzéps

= (—Ten1 — Yelns + Zmenz + Uens + (aepy + Ze€py — Xmehs + Uz)en + (Beps + Yment + Xelhz +

Us)eps

_ 2 2 2
=—r€ph1 T aepy + B3 — Yelnslni + Zmen2€n1 + Ze€h1€h2 — Xm€h3€n2 + Ymer1€h3 + Xe€nz€nz 1

ent (" = Dent—zmena+y ens) + ena(—(@ + Deng — Ze€y +xmens) + ens (—(B +

Dens=yne,, — Xeehz) (3.29)
En substituant le systéme (3.26) dans I’équation (3.29) on obtient
‘;—]:2 —e%h—e%h—egh <0 (330)

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution

du systeme d’erreurs (3.25) est asymptotiquement globalement stable et les systémes (3.5)

et (3.6) sont globalement hybride synchronises.

Le probléme de synchronisation est de déterminer les controleurs u; ; i =1; 2; 3; qui

stabilisent les erreurs de synchronisation (3.25) ; puis le but de la synchronisation est de faire

lim ||le;(t)|| =0 ,i = 1;2; 3 oul|. || est la norme euclidienne
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Figure .3.7 évolution temporelle des états du systéme maitre (Xm ; Ym , Zm) et du systéme esclave (X ;
Ve, Ze) commandé par une synchronisation hybride pour différentes condition initiales
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3.6.Conclusion

Les simulation des différents schémas de synchronisation , nous ont permis de dessiner
sur des figures les évolutions temporelles des états des systémes ainsi que des erreurs de
synchronisation pour les trois types de synchronisation a savoir: la synchronisation
complete , I’anti synchronisation et la synchronisation hybride et cela aprés la démonstration

de la stabilité des erreurs de synchronisation en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov .
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Conclusion générale

Conclusion générale

La théorie du chaos propose pour l'univers un modele déterministe tout en laissant un
espace au hasard, et une dimension a I'imprévisible. Le travail développé dans le cadre de ce
mémoire, a eu pour objectif une étude comparative de quelques types de synchronisation de
systémes chaotiques. Nous avons commence par presenter les systemes dynamiques non
linaires a temps continus, puis on est allé exposer les différentes méthodes de controle et
les différents types de synchronisation.

Pour atteindre nos objectifs, nous nous sommes appuyés sur trois méthodes classiques
de synchronisation & savoir : la synchronisation compléte, I’anti synchronisation et la
synchronisation hybride qui existent dans la littérature et nous avons proposé des
simulations sous MATLAB basées sur la méthode d’Euler pour la résolution des équations
différentielles. Nous avons pu voir les évolutions temporelles des états des systemes ainsi

que les erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation.

32



Conclusion générale

[1]
[2]

[3]
[4]

[5]
[6]
[7]
[8]
[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

Fujisaka, H. & Yamada, T., 1983. Stability Theory of Synchronized Motion in
Coupled-Oscillator Systems. Progress of Theoretical Physics, 69(1), pp.32-47.
Yamada, T. & Fujisaka, H., 1983. Stability Theory of Synchronized Motion in
Coupled-Oscillator Systems. II: The Mapping Approach. Progress of Theoretical
Physics, 70(5), pp.1240-1248

Pecora, L.M. & Carroll, T.L., 1990. Synchronization in chaotic systems. Physical
Review Letters, 64(8), pp.821-824.

Pecora, L. & Carroll, T., 1992. Synchronized chaotic signals and systems.
[Proceedings] ICASSP-92: 1992 IEEE International Conference on Acoustics,
Speech, and Signal Processing.

Alligood, K.T. et al., 1997. Chaos: An Introduction to Dynamical Systems. Physics
Today, 50(11), pp.67—68.

Ott, E., 2002. Chaos in Dynamical Systems. Available at:
http://dx.doi.org/10.1017/cb09780511803260.

Li, C. & Yan, J., 2006. Generalized projective synchronization of chaos: The cascade
synchronization approach. Chaos, Solitons & Fractals, 30(1), pp.140-146.

Ge, Z.-M. & Chen, C.-C., 2004. Phase synchronization of coupled chaotic multiple
time scales systems. Chaos, Solitons & Fractals, 20(3), pp.639-647.

Jia, Q., 2007. Projective synchronization of a new hyperchaotic Lorenz system.
Physics Letters A, 370(1), pp.40-45. Available at:
http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2007.05.028.

Yan, J. & Li, C., 2006. Generalized projective synchronization for the chaotic Lorenz
system and the chaotic Chen system. Journal of Shanghai University (English
Edition), 10(4), pp.299-304.

Li, P. & Cao, J., 2007. Stabilisation and synchronisation of chaotic systems via
hybrid control. IET Control Theory & Applications, 1(3), pp.795-801.
Vaidyanathan, S. & Pakiriswamy, S., 2012. Generalized Projective Synchronization
of Double-Scroll Chaotic Systems Using Active Feedback Control. Advances in
Computer Science and Information Technology. Networks and Communications,
pp.111-118.

Pakiriswamy, S. & Vaidyanathan, S., 2012. Generalized Projective Synchronization
of Three-Scroll Chaotic Systems via Active Control. Advances in Computer Science
and Information Technology. Computer Science and Engineering, pp.146-155.
Vaidyanathan, S. & Sampath, S., 2012. Anti-synchronization of four-wing chaotic
systems via sliding mode control. International Journal of Automation and
Computing, 9(3), pp.274-279.

Park, J.H., 2008. Adaptive control for modified projective synchronization of a four-
dimensional chaotic system with uncertain parameters. Journal of Computational
and Applied Mathematics, 213(1), pp.288-293.

Lakshmanan, M. & Murali, K., 1996. Chaos in Nonlinear Oscillators. World
Scientific Series on Nonlinear Science Series A.

Lakshmanan, M. & Murali, K., 1996. Chaos in Nonlinear Oscillators: Controlling
and Synchronization. World Scientific Series on Nonlinear Science Series A.

33



Conclusion générale

[18]

[19]
[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]
[29]
[30]

[31]

[32]
[33]

[34]

Blasius, B., Huppert, A. & Stone, L., 1999. Complex dynamics and phase
synchronization in spatially extended ecological systems. Nature, 399(6734),
pp.354-359. Available at: http://dx.doi.org/10.1038/20676.

Ott, E., Grebogi, C. and Yorke, J.A., 1990. Controlling chaos. Physical review
letters, 64(11), p.1196.

Yau, H.T., 2004. Design of adaptive sliding mode controller for chaos
synchronization with uncertainties. Chaos, Solitons & Fractals, 22(2), pp.341-347.
Rasappan, S. & Vaidyanathan, S., 2012. Hybrid synchronization of n—scroll Chua
and Lur’e chaotic systems via backstepping control with novel feedback. Archives
of Control Sciences, 22(3).

Anstett, F., 2006. Les systemes dynamiques chaotiques pour le chiffrement: synthese
et cryptanalyse (Doctoral dissertation, Université Henri Poincaré-Nancy ).
Hammami, S., 2009. Sur la stabilisation de systemes dynamiques continus non
linéaires exploitant les matrices de formes en fleche: application a la synchronisation
de systémes chaotiques (Doctoral dissertation, Ecole Centrale de Lille).

Chua, L.O., 1993. A universal circuit for studying and generating chaos-part II:
Stange attractors. IEEE Trans. Circuits Syst. I, 40(10), pp.182-186.Lorenz, E.N.,
1963. Deterministic nonperiodic flow. Journal of the atmospheric sciences, 20(2),
pp.130-141.

Kennedy, M.P., 1993. Three steps to chaos. Il. A Chua's circuit primer. IEEE
Transactions on Circuits and Systems I: Fundamental Theory and Applications,
40(10), pp.657-674.

Pikovsky, A., Rosenblum, M., Kurths, J. and Kurths, J., 2003. Synchronization: a
universal concept in nonlinear sciences (Vol. 12). Cambridge university press.
Gouesbet, G. and Meunier-Guttin-Cluzel, S., 2003. Dynamique non linéaire, chaos
et effets thermiques. Techniques de I'ingénieur. Génie énergétique, 1(BE8110),
pp.BE8110-1.

Gonzélez-Miranda, J.M., 2004. Synchronization and Control of Chaos - An
Introduction for Scientists and Engineers.

Sprott, J.C., 1993. Strange attractors: Creating patterns in chaos. New York: M&T
Books.

Bai, E.W. and Lonngren, K.E., 1997. Synchronization of two Lorenz systems using
active control. Chaos, Solitons & Fractals, 8(1), pp.51-58.

Ld, J., Chen, G. and Cheng, D., 2004. A new chaotic system and beyond: the
generalized Lorenz-like system. International Journal of Bifurcation and Chaos,
14(05), pp.1507-1537

Rossler, O.E., 1979. An equation for hyperchaos. Physics Letters A, 71(2-3), pp.155-
157.

Xiao-Qun, W. and Jun-An, L., 2003. Parameter identification and backstepping
control of uncertain L0 system. Chaos, Solitons & Fractals, 18(4), pp.721-729.
Rasappan, S., 2015. Hybrid synchronization of hyperchaotic n-scroll Chua circuit
using adaptive backstepping control. Cogent Engineering, 2(1), p.1009273.

34



Conclusion générale

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]
[46]

[47]

Huang, L.L., Shi, S.S. and Zhang, J., 2015. Dislocation synchronization of the
different complex value chaotic systems based on single adaptive sliding mode
controller. Mathematical Problems in Engineering.

Konishi, K., Hirai, M. and Kokame, H., 1998. Sliding mode control for a class of
chaotic systems. Physics Letters A, 245(6), pp.511-517.

August, E. and Barahona, M., 2011. Obtaining -certificates for complete
synchronisation of coupled oscillators. Physica D: Nonlinear Phenomena, 240(8),
pp.795-803.

Sundarapandian, V. and Karthikeyan, R., 2011. Anti-synchronization of Lu and Pan
chaotic systems by adaptive nonlinear control. Eur J Sci Res, 64(1), pp.94-106.
Rosenblum, M.G., Pikovsky, A.S. and Kurths, J., 1997. From phase to lag
synchronization in coupled chaotic oscillators. Physical Review Letters, 78(22),
p.4193.

Jia, Q., 2007. Projective synchronization of a new hyperchaotic Lorenz system.
Physics Letters A, 370(1), pp.40-45.

Zhou, B., Qi, L. and Li, X., 2009, December. FSHP Synchronization in Rikitake
Chaotic Flow and Application to Secure Communication. In Computational
Intelligence and Software Engineering, 2009. CiSE 2009. International Conference
on (pp. 1-4). IEEE.

Wang, X., Ouannas, A., Pham, V.T. and Abdolmohammadi, H.R., 2018. A
fractional-order form of a system with stable equilibria and its synchronization.
Advances in Difference Equations, 2018(1), p.20.

Ouannas, A., Azar, A. T., Ziar, T., & Radwan, A. G. (2017). Generalized
Synchronization of Different Dimensional Integer-Order and Fractional Order
Chaotic Systems. In Fractional Order Control and Synchronization of Chaotic
Systems (pp. 671-697). Springer International Publishing.

QOuannas, A. and Odibat, Z., 2016. On inverse generalized synchronization of
continuous chaotic dynamical systems. International Journal of Applied and
Computational Mathematics, 2(1), pp.1-11.

Hu, M. and Xu, Z., 2008. A general scheme for QS synchronization of chaotic
systems. Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, 69(4), pp.1091-1099.
Ortega, J.M., 1973. Stability of difference equations and convergence of iterative
processes. SIAM Journal on Numerical Analysis, 10(2), pp.268-282.

De Larminat, P., 1996. Automatique: commande des systemes linéaires. Paris:
Hermes.

35






adla

Al el £ sl Gand A0jlie Ay s sp 028 bl S0 (Bl (3 Jaall 38 (e il
Al pailad o S0 e ASpalipall AalaBU Ay Jo¥) Juadll 3 U Ty 5 paiona) 3 gun il
Aps e sl Badi e kY1 plimd e Adle amlieg culiged slael Gll) 5 dypm sl ASulinl)
Do g i) iyl dpsluall o 585l e sl () bl 5 ASaliall Aaka) Jsla 4550 4ad
Opelall sl el Al 8L il el Lyapunov) casinld Geals gl Gadlsalle a8l
. (Rossler) Sus, o) Lorenz jingd  alai Laa Capdion apes

) Jageasil 5 Al 15l ane 13S5 A g puall Aialiall Callsd g pSanl 3k Calidie andy G Juadl)
Ll ¢ 15l il Aydae draiag) el 5ol DA GE gl alas ey Liad Al il

P Ot |

la synchronisation compléte, 1’anti-synchronisation la synchronisation décalée, la
synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S

t oy ol dagall Lualal) Caliss) Lae o Euler )bl diph (uldl e ¢ bl Joadl) 3
Ly Liad 3 40000 adagydl Cagla joaty LiE aUa 3lSlae YA e ¢ 4801 Loy yall dlal)
& Aialia g sl A P e 2o B 5 an SV Ll J il Gallas Tl 3lSkaally

synchronisation compléte, la synchronisation hybride et la 1’anti-synchronisation
Aabal hE) Ol ae Alaliall eUadl 1S 5 Aalall VAl gl ekl auy (e LS 3Ll
ccagislall LAY Al aladiuly Aiefjall ¢ Undl

Bl ¢ Caginlal (Ll cdlsal) ¢ Alaliall gl ¢ oaagil) :Aialibal) cilall)




Abstract

The purpose of the work in this Master's dissertation is to provide a comparative study of some types of
synchronization of chaotic continuous systems, we started in the first chapter a study of dynamical systems
with emphasis on the characteristics of the dynamical chaotic systems by giving definitions of general
concepts such as: phase space, equilibrium points, periodic and quasi-periodic solutions of dynamical
systems and the path to chaos with emphasis on extreme sensitivity to changes in the initial conditions,
strange attractors and exponents of Liapunov to measure chaos. Finally, we presented two examples of
popular systems, the Lorentz systems and the Rossler system.

In the second chapter ,we propose various methods of control and synchronization known, as well as
many types of synchronization and to simplify the mathematical dimension of the problem, we have set up
the continuous three-dimensional system of Lii to present the types of synchronization proposed: the
synchronization, anti-synchronization, synchronized timing synchronization, FSHP synchronization,
generalized synchronization, and QS synchronization

In chapter Ill, and based on the Euler method, we rediscover the important property of chaos: the

sensitivity of the initial conditions by simulating the Lii system with minimal change in the initial

conditions, then we studied by simulation the synchronization of two identical systems of Lii the first taken
as master and the second as slave through three types of synchronization which are: full synchronization,
anti-synchronization and hybrid synchronization. This simulation allowed us to draw in figures the temporal
evolutions of the system states as well as the synchronization errors after the demonstration of the stability of

the synchronization errors systems by using the stability theory of Lyapunov

Keywords: chaos, synchronization types, attractors, Lil, Lyapunov, simulation.




Le but du travail dans le cadre de ce mémoire de master est de fournir une étude comparative de
certains types de synchronisation de systemes continus chaotiques, nous avons commencé dans le premier
chapitre une étude des systemes dynamiques en mettant l'accent sur les caractéristiques des systémes
dynamiques chaotiques en donnant des définitions des concepts généraux comme : 1’espace des phases, les
points d'équilibre, des solutions périodiques et quasi périodiques des systémes dynamiques et le chemin vers
le chaos ,la sensibilité extréme aux changements dans les conditions initiales , les attracteurs étranges et les
exposants de Lyapunov pour mesurer le chaos. Enfin, nous avons présenté deux exemples de deux systémes
populaires : le systéme de Lorentz et le systéme de Rossler

Le chapitre 1l propose diverses méthodes de contrble et de synchronisation connues, ainsi que de

nombreux types de synchronisation et pour simplifier la dimension mathématique du probléme, nous avons
mis en place le systéme tridimensionnel continu de Lii pour présenter les types de synchronisation

proposées: la synchronisationcompléte, I'anti-synchronisation , la synchronisation décalée la
synchronisationFSHP, la synchronisation inverse FSHP , la synchronisation généralisée, la synchronisation
inverse généralisée et la synchronisation QS .

Dans le chapitre 11, et en se basant sur la méthode d'Euler, on redécouvre la propriété importante
du chaos: la sensibilité aux conditions initiales , en simulant le systéme de Lii par de minimes changement
dans les conditions initiales, puis nous avons étudié par simulation la synchronisation de deux systémes
identiques de Lii le premier pris comme maitre et et le second comme esclave a travers trois types de

synchronisation qui sont: la synchronisation compléte, l'anti-synchronisation et la synchronisation hybride
.Cette simulation nous a permis de dessiner sur des figures les évolutions temporelles des états des systémes
ainsi que des erreurs de synchronisation apres la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation

en utilisant la théorie de stabilité de Lyapunov.

Mots-clés: chaos, types de synchronisation, attracteurs, Lii, Lyapunov, simulation.
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Introduction générale

Introduction générale:

Le concept de la synchronisation des systemes chaotiques a été présenté a la
communauté scientifique la premiére fois par Yamada and Fujisaka (Fujisaka et Yamada
(1983) [1,2]. suivi des travaux de Pecora et Carroll (Pecora et Carroll (1990) ) . (Pecora
and Carroll, (1991)) [3,4]. La synchronisation du chao est une manié¢re d’expliquer la
sensible dépendance aux conditions initiales (Alligoodet al. (1997) [5]. Edward Ott (2002)
[6]. Il a été établi que la synchronisation de deux ou plusieurs systemes chaotiques,
montre la tendance de ces systemes couplés ensembles & suivre étroitement le méme
mouvement. Le probleme de la synchronisation est de designer un accouplement entre les
deux systémes a synchroniser pour rendre 1’évaluation temporelle presque idéale. La sortie
du systeme esclave suit asymptotiquement la sortie du systeme maitre i .e la sortie du
systeme maitre contrdle la sortie du systéme esclave.

La synchronisation des systemes chaotiques a été généralisée par la découverte de
plusieurs types tels que la synchronisation généralisée (Li, C. & Yan (2006)) [7], la
synchronisation de phase (Ge, Z.-M. & Chen, C.-C., 2004 , Jia, Q., 2007 ) [08-10], la
synchronisation projective généralisée [11-13], et méme 1’anti synchronisation. Lorsque la
synchronisation et anti synchronisation coexistent, en méme temps, dans les systémes
chaotiques, Sundarapandian et Suresh (2012) [14].

Plusieurs schémas pour assurer le contrble et la synchronisation des systemes
chaotiques ont été démontrés en se basant sur leurs, applications potentielles dans divers
domaines comme la conception des générateurs de chao[15] , la communication sécurisée
(Murali and Laksmanan) [16,17], les systemes écologiques physico-chimiques (Blasiuset
al. (1999)), [18]. Jusqu'a présent, une variété d'approches impressionnantes ont été
proposées pour la synchronisation des systémes chaotiques comme la méthode de OGY
(Ott (1990)) [19], la méthode de rétroaction a retard temporel (Park et Kwon (2003)) la
méthode de commande de mode de glissement (Yau, H.T., 2004) [20], la méthode de
contréle actif et la conception du contr6le backstepping, Suresh et Sundarapandian (2012)
[21].

Le présent mémoire est structuré en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit quelques définitions préliminaires permettant de
cerner les caractéristiques essentielles des systemes dynamiques pour introduire ensuite le
phénoméne du chao dans ces systemes enfin on présente deux exemples de systemes

chaotiques continus .
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Dans le deuxiéme chapitre, on fait une présentation mathématique des différentes
méthodes de synchronisation telle qu’elles sont exposées par les mathématicien , ainsi que
les différents types de synchronisation types de synchronisation, spécialement ceux qui
vont étres simulés dans le troisieme chapitre a savoir la synchronisation compléte, 1’anti
Synchronisation et la synchronisation hybride

Le troisieme et dernier chapitre de ce mémoire présente plusieurs simulations pou
illustrer les différentes caracteristiques des schémas de synchronisation étudiés a savoir : la
sensibilité aux conditions initiales pour le systeme chaotique de Lu, les évolutions
temporelles des états du systéme maitre et du systeme esclave commandé (contrdlé) ainsi
que les erreurs de synchronisation pour les trois modes de synchronisation étudié et enfin

une conclusion générale.
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CHAPITRE | : Généralités sur les systemes dynamiques chaotiques.

I.1 Introduction :

Le but de ce chapitre est de connaitre les conditions nécessaires pour qu’un systéme ait
un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires
permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systemes dynamiques pour
introduire ensuite le phénoméne du chao dans ces systemes ainsi que la possibilité de les

synchroniser.

1.2 Quelques définitions:

I-2-1 Les systemes dynamiques

Un systéme dynamique est défini par une loi d’évolution temporelle, généralement
désignée par : la dynamique du systeme, qui caractérise I’évolution de 1’état du systéme au
cours du temps. La notion de déterminisme provient du fait que le systéme considéré est
complétement caractérisé par son état initial et sa dynamique [22].

Les systemes dynamiques sont classés en deux catégories :
v’ Systemes dynamiques discrets,
v’ Systéemes dynamiques continus.
Dans notre étude on va s’intéresser uniquement au systeme dynamique continu
décrit par un systéme d’équations différentielles de la forme :
x(t) = F(x(t),t) (1.1
Ou F:R»xR" —Rn représente la dynamique du systéme, x(t) est le vecteur des états du
systéme et t représente le temps.
1-2-2 L’espace de phases
L’analyse de toutes sorte d’évolutions temporelles ; appelées systémes dynamiques,
permet I’étude du chao. L’état d’un systéme dynamique est décrit par un certain nombre de
quantités dépendantes du temps :x;(t) , x,(t),..,x,(t) . Au lieu d’étudier séparément ces
n variables, il est préférable de présenter le systéme par un point unique dans un espace a
n dimensions : I’espace des phases. A partir d’un état initial x(0) et apres un régime
transitoire, la trajectoire d’un systeme dynamique atteint une région limitée de I’espace des
phases.
Cette représentation permet de distinguer un comportement chaotique d’un comportement
purement aléatoire. Si le systéme dynamique est périodique les points vont former une
courbe fermée, on parle de cycle ou d’orbite périodique. Un mouvement régulier
correspond a un diagramme simple, un attracteur. Si le mouvement est aléatoire, les points

du systéme remplissent 1’espace des phases au hasard : aucune structure n’apparait. Quand
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le mouvement est chaotique, les paraissent a premiére vue aléatoires. Néanmoins si on
observe le systeme suffisamment longtemps, on constate que les points dessinent une
forme particuliére, qui présente une structure feuilletée (fractale). A cause de cette
géométrie particuliere, ces attracteurs sont qualifiés d’étranges. Ils sont la signature du
chao. Ces comportements asymptotiques obtenus pour 1’état x(t) du systéme dynamique,
quand t — oo sont des caractéristiques des plus importantes a étudier pour tout systéme
dynamique, parmi lesquels: [23,28]

v" Les points fixes ou points d’équilibre

v" Les solutions périodiques et quasi- périodiques

v' La chaoticité du systéme et les exposants de Lyapunov

v' La bifurcation et les attracteurs étranges.

Définition 01 : Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du

systéme. Il est obtenu en résolvant le systeme d’équations :
x(t) = F(x(t),t) =0 (1.2)

Dans I’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est
déterminée en fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales
différentes on peut retrouver plusieurs points d’équilibre. De méme, ces points peuvent &tre
stables ou instables suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-
elles.

Définition 02 Solution périodique et quasi périodique

Le régime asymptotique permanent périodique correspond a une trajectoire dont les
répliques d’une portion élémentaire sont espacées a des intervalles .si le systéme est forcé
de D’extérieur par un autre oscillateur il peut y avoir doublement de période pour enfin
atteindre le chao si la période est infinie. Si les deux périodes des deux oscillateurs en
présence n’est pas rationnel alors le systeme est dit quasi périodique qui peut étre une
transition vers le chao.

Définition 03 Les exposants de Lyapunov et chaocité du systeme

L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d’un systéme. Un systeme
sensible & de petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (systéme
chaotique). En revanche, 1’exposant est négatif si le systeéme n’est pas sensible a des petites
variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd I’information
sur les conditions initiales. Un systeme de dimension n posséde n exposants de Lyapunov

qui mesurent le taux de divergence suivant un des axes de ’espace de phase.
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Définition 04 Diagramme de bifurcations

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement
I’ensemble des solutions possibles d’un systéme en fonction des variations de 1’un de ses
parametres. Il permet de repérer les valeurs particuliéres des paramétre qui induisent des
bifurcations.

Définition 05 L’attracteur étrange

Il est contenu dans un espace fini. Sa dimension est fractale et non entiere ; sa

trajectoire est complexe ; presque toutes les trajectoires sur I’attracteur ont la propriété de
ne jamais passer deux fois par le méme point. En d’autres termes, chaque trajectoire est
apériodique ; deux trajectoires proches a un instant " t " voient localement leur distance
augmenter a une vitesse exponentielle. Ce phénomene traduit la sensibilité aux conditions

initiales ; toute condition initiale appartenant au bassin d’attraction, c’est-a-dire a la région

ne n

de D’espace des phases dans laquelle tout phénoméne dynamique sera "‘attiré " vers
I’attracteur, produit une trajectoire qui tend a parcourir de fagcon spécifique et unique cet
attracteur
1.2.3 Le systeme dynamique chaotique:
Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un systéme
dynamique qui inclut: [29-30]
e Lanon-linéarité. Si le systéme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.
e Le déterminisme. Un systeme chaotique a des regles fondamentales déterministes
(plutdt que probabilistes).
e La sensibilité aux conditions initiales. De tres petits changements sur 1’état initial
peuvent mener a un comportement radicalement différent dans son état final.
e L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre
connues seulement a un degreé fini de précision.
e L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles périodiques
instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme I’infrastructure des systémes

chaotiques
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Pratiquement, une dynamique chaotique peut étre identifiée, en premiére analyse, par la
reconnaissance de propriétés caractéristiques : sensibilité aux conditions initiales ,attracteur

¢étrange, spectre, ... etc.

1.3. Les systemes dynamiques chaotiques continus connus:

1-3-1- Le systeme de Lorenz qui est systéme largement connue dans la littérature,
initié par le célébre climatologue Lorenz est modélisé par le systeme[31]

% = o(y-x)
J'] = px-y-xz (l 3)
z=-fz+xy

Oux, y et z sont les variables d’état du systéeme, o,petf sont des parametres. Pour
certaines valeurs de ses derniers, le systeme exhibe un comportement chaotique.

La figure 1.1 ci-dessous présente l'attracteur de Lorenz pour les valeurs suivantes

@) (b)

40

30
= 20
=

10

o
20

-20 -10

o 10 20
y(®

Fig. 1.1: Les attracteurs de Lorentz (a)Attracteur 3D,(b) (c) et (d) Attracteurs2-D
Avec =10, f=8/3 et p=20. (xo, Y, Zo): 1,1,1).

1-4-2- Le systeme de Rossler : ce systeme semblable a celui de Lorenz, a été
proposée par le biochimiste allemand Otto Rossler en 1976 , il découle des équations de

Navier Stockes et est lié & | étude de 1’écoulement des fluides. [32],
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Les équations de ce systeme sont les suivantes

x=-y+2z)
y=x+ay (1.4)
z=p-yz+xz
Avec a, Bety des constantes (paramétre de bifurcation)

Ci-dessous l'attracteur de Rossler pour les valeurs suivantes: @ = f = 0.2 ety = 5.7

@ ()

20

10
><(t) Yy ()

Figure 1.2:Les attracteurs de Rossler (a) Attracteur 3-D,(b) (c) et (d) Attracteurs 2-D

Avec a=b=0.2etc=5.7. (xo, Yy zo) =(05,15,0.1)
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1-5 conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté Le chaos comme un comportementparticulier caractérisant
un systeme dynamique par sa sensible dépendance aux conditions initiales. on a introduit
définitions préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systemes
dynamiques pouvant conduire au chaos dans ces systémes .
Enfin on présente deux exemples de systemes chaotiques continus.
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CHAPITRE Il : Présentation de quelques méthodes et types de synchronisation.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre et pour éviter le chargement mathématique, on s’est forcé, comme
physiciens, d’accepter une présentation mathématique des différentes méthodes de
synchronisation telle qu’elle est exposée par les mathématiciens. Mais pour présenter les
différents types de synchronisation on a opté pour une simplification de la tache avec une

présentation tridimensionnelle par le biais du systéme de Lii [31] .

2 .2 Les Méthodes de synchronisation
Cette section est consacrée a la présentation de diverses méthodes de

synchronisation les plus performantes et les plus rencontrées.
2.2.1 Méthode du contrdleur actif

L’application du controle actif pour la synchronisation des systemes chaotiques a été
proposée par Bai et Lonngren [30], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance
non seulement pour la synchronisation des systemes identiques, mais aussi pour la
synchronisation des systémes non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité
remarquable pour I’implémentation de 1’algorithme Soit deux systémes chaotiques a
synchroniser, maitre et esclave, définis par :

Xm (1) = Ax,, () + f(x,, (1)) (2.1)
et
%o () A x, (1)+G(x, (1) + U (2.2)
Pour que les deux systémes se synchronisent, il faut que ’erreur entre les
trajectoires des deux Systémes converge vers zéro lorsque le temps tend vers 1’infini.

Cette erreur est obtenue comme suit :

é(t) = % (t) % (1) (2.3)

= Axe ()+G(x. (1) - A xp (1) Flxn (1) + U

I’erreur peut étre exprimée comme suit :

é(t) = Ae(t) + G(x. () - Flx(t) +U; (2.4)
Le contrdleur U est proposé comme suit :

U=V +F(x,,(t)- G(x.(t) (2.5)
d’ou V est le contrbleur actif, défini par :

V =-Le();

d’ou L est une matrice de contrdle inconnue. On obtient donc, la formule finale de

Perreur :

e(t) = (A - L) e(t) (2.6)

11
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Donc le probleme de la synchronisation entre le systeme maitre (2.1) et le systéeme
esclave (2 ,2) est transformé en probleme de zéro-stabilité du systeme (2.6). Maintenant,
le Théoreme qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systemes
dynamiques linéaires continus.

Théoréme 4.1 Le systeme maitre (2.1) et le systeme esclave (2.2) sont globalement
synchronisés sous la loi du contr6le (2, 5), si et seulement si la matrice de contréle L est
choisie telles que les valeurs propres de A - L se trouvant a l'intérieur du disque de
[unite,

e Avantage de la méthode
-La technique du contrbleur actif est efficace non seulement pour la
synchronisation des systéemes identiques, mais aussi pour la synchronisation des
systémes non identiques .
-cette méthode offre une simplicit¢é remarquable pour I’implémentation de

’algorithme [23]

2.2.2 Méthode du Backstepping

La méthode du Backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix
d’une fonction de Lyapunov avec la conception du contréleur nécessaire. En considere

que le systeme maitre et le systéme esclave sont définis comme suit [33-34]

Xml = fl(xm1; me)
Xma = fz(xm1i Xm2; xm3) (2.7)

ka = fo(Xm1; Xm2; e Xonn )

Xe1 = f1(Xe1; Xe2)

Xe2 = f1(Xe1; Xez; Xe3) (2.8)
Xen = fa(Xe1; Xe2 o5 Xen)
d’ouf; est une fonction linéaire, f;, (i =2; 3; : : :; n), sont des fonctions non-linéaires

et u est un contrdleur qui doit étre choisi convenablement pour obtenir la synchronisation

entre les systémes(2.7) et (2.8). L’erreur de synchronisation est définie comme suit :
€1 = Xe1~Xe1

€2 = Xe2~ Xe2 (2.9

ken = Xen—Xen

Alors, la dynamique du systeme d’erreur s’écrit :

12
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€1 = gi1(e1; e2)

?2 = go(e1; e, ;e3) (2.10)
€, = gn(ey; €25 vniey) +u
d’ou g;est une fonction linéaire, et g;, (i = 2; 3; : : :; n), sont des fonctions non-

linéaires. L’objectif est de calculer une loi de contréle u qui assure la convergence du
systemee;, (i=1; 2; ... ; n); vers I’origine en utilisant I’algorithme backstepping. Pour cela

le systeme d’erreur (2.9) doit étre décomposé en sous systeme :

e1,(e1,er) (e1,ex,€3)...... (€1, €2, wue wuevny)
et pour chaque sous systéme on défini une fonction de Lyapunov V positive :
Vilg v, a); (2.11)

d’ou j est I’ordre du sous-systeme, w; , a;représentent, respectivement, la loi de
contréle et le contréleur virtuel du sous systéme d’ordre j,u; et a;sont calculés a chaque

fois de tel sorte queV;< 0
e Avantages de la méthode : Il existe plusieurs avantages dans cette méthode :
- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contréleur.
- Elle peut étre appliquée a différents systémes chaotiques.
- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contréleur.

- Le contrdleur calculé offre une simplicité dans I’implémentation de 1’algorithme.

2.2.3 Méthode du mode glissant
Dans la théorie du contrdle robuste, la méthode du mode glissant est souvent
pratiquée en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse
rapide et une bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des
parametres et des perturbations externes [35,36].
Soit les systémes chaotiques maitre et esclave donnés par les formes suivantes :
X () = Ax,, () + f(x,, (1)) (2.12)
et
X (t) = Ax, (t) + f(x, (t)) + U (2.13)
Ou x(t)e R™, y(t) € R™sont les états des systémes maitre et esclave, respectivement,
A€ R™™ une matrice constante, fe R™*" est une fonction non-linéaire et u € R™est un
controleur a déterminer. L’erreur entre le systéme maitre (2.12) et le systéme esclave
(2.13) est définie par :
et) = x. (1) —xn ()
La dynamique de I’erreur peut s’écrire comme sulit :

13
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é=Ae +1 (x,,x,) +u (2.14)

d’ou n (x,,,, x.) = f(x,,, (t))- f(x.(t)): Si on se base sur le principe du contréle actif
pour éliminer la partie non-linéaire du systéme d’erreur (2.14), la loi de contréle u est
choisie comme suit :

Uu=Bv — n (x,, x.) (2.15)

d’ou v est le controleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit étre calculé de
telle sorte que le couple (A,B) soit controlable. En substituant (2.15) dans (2.14), la
dynamique de ’erreur est simplifiée comme suit :

¢ = Ae + Bv: (2.16)

Ainsi, le probléme de synchronisation peut étre remplacé par un équivalent probleme
de la stabilisation de la solution e =0 du systeme (2.14) par un choix approprié du
contréleur en mode glissant.

Dans la méthode du mode glissant , nous définissons la surface de glissement s,
comme suit :

s(e)=Ce = Yj]-1Ge (2.17)
Ou C : est un vecteur constant a déterminer, et le systeme contrélé doit satisfaire :

s (e) =0, s(e) = 0: Alors, on peut écrire :

s(e) =C (Ae + Bv) =0, (2.18)
donc le contr6leur v est donné par
v=-(CB™Y) CAe (2.19)

d’ou C est choisi de telle sorte que CB # 0. L’existence de (CB™1) est une condition
nécessaire. La nouvelle forme de I’erreur de synchronisation est donnée par
é=[I—B(CB™Y)C]Ae (2.20)
Pour assurer la stabilité asymptotique du systeme contrélé, le vecteur C doit étre
choisi de telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice[l —
B (CF—1) CAsoient toutes négatives.

2-3 Quelques types de synchronisation :

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation a savoir la
synchronisation compléte, 1’anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la
synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S. Toutes

les synchronisations sont supposées appliquées a deux systémes identiques de Lii.

14
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2.3.1 Le systeme chaotique de Lii

Considérons le systeme simple, autonome, quadratique et tridimensionnel suivant,

qui peut afficher deux attracteurs chaotiques simultanément [31]:

p= B

X=-—o5% vz +y
y=ay+xz (2.21)
zZ=[Lz+xy

Ou un a; B; vy sont des constantes.

Ce systeme est chaotique pour une large gamme de parametres et a beaucoup de
comportements dynamiques complexes intéressants. Par exemple : il est chaotique pour
les paramétres o = -10; B = -4, et |y |<19: 2, et pour o = -10; B = -4; y = 18: 1, il affiche
deux Attracteurs chaotiques comme indiqué sur la Figure. 2.1.

pour la valeur initiale (1; 1; 1), le spectre des exposants de Lyapunov du systéeme
(2.21) est donné par :1; = 0. 253223; 1, =043 = -11. 3944, et la dimension de Lyapunov
est d; =2: 0221.

De toute évidence, quand a =-10; B =-4; y = 18, le systéme a seulement trois points
d’équilibres:

E,=(-6.335,0,0)

7

E3=<2\/10 ,— /? +3.6210 ,—1/2\[800/7 +36.2 \/10)

C'est un phénomeéne étrange d'avoir deux attracteurs chaotiques qui coexistent dans un

E,= (2\/10, 2 +3.62V10 ,—1/2\/800/7 +36.2 \/10)

systeme chaotique autonome , quadratique et tridimensionnel avec seulement trois
équilibres. De plus, quand a = +10; b = +4; ¢ = 0, ce systéme peut afficher deux attracteurs
chaotiques complexes, comme le montre la Figure3.1. Selon leur emplacements
géométriques, ces deux attracteurs qui coexistent sont appelés attracteur supérieur et

attracteur inférieur .
2-3-2 Présentation de la configuration maitre- esclave

Considérons le cas de deux systemes tridimensionnels identiques de Lii (2.22) et
(2.23) a synchroniser : le premier est pris comme un systtme maitre et le deuxieme
comme un systéme esclave respectivement.

. B
Xm = _aa_wxm_ymzm +y
ym = QY T XinZny

(2.22)
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. af
Xe = _a__l_Bxe_yeZe +y+ Uy
Ye =aye + XeZe + Up

Ze = ﬁze + XeYe + Us

(2.23)

Ou (Xm; Ym; Zm)T , (Xe; Ve, Ze)T sont les vecteurs d’ états du systéme maitre et du
systéme esclave, respectivement et u;; i=1; 2; 3; sont les contrdleurs de synchronisation

qui seront déterminés ultérieurement par I’une des méthodes de synchronisation
2-3-3 La synchronisation complete

Pour la synchronisation complete, on calcul le systéme d’erreur de la

synchronisation compléte comme [37]
€1 = Xe — Xy

€2 = Ye = Ym (2.24)
€3 = Zo —Zny

Ainsi, le probléme de synchronisation compléte est de déterminer les contréleurs u;

(i=1,2, 3) du systeme esclave (2.3)de sorte que
lim,_.e.;(t)=0 (i=1,2, 3)

2-3-4 L’anti-Synchronisation[38]

Théoriquement, deux systéemes sont anti-synchronisés si d’une part, le systéme
maitre et le systéme esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec
des signes opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systémes
tend vers zéro lorsque le temps tend vers I’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc

étre définie comme suit

g1 = Xo + X,

a2 = Ye + Vm (2-25)
€3 = Z, + Zm

Alors, le probleme de ’anti synchronisation est de déterminer les contrdleurs u;
(i=1,2, 3) de sorte que
lim;, e, (t)=0  (i=1,2, 3)
2-3-5 la Synchronisation lag [39]
On dit qu’on a une synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables
d’état x,.(t) systéeme chaotique esclave converge vers les variables d’état x,,(t) décalée

dans le temps du systéme chaotique maitre comme 1’indique la relation ci-dessous

e =X (t) = xp (t —7)
€12 = Ve (t) —Ym (t - T) (226)
ez =2, (t) — zp (t — 1)
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Alors, le probleme de la synchronisation lag est de déterminer les controleurs u;
(i=1,2, 3) de sorte que

lim [[e; ()11 =0;

Avec Tt est un nombre positif trés petit.

2.3-6 Synchronisation projective [40]

On dit qu’on a une synchronisation projective, s’il existe une matrice diagonaleH =

diag (hy, hy, hs, .....hy),tels que

epl Xe h1 0 0 Xin
[epz =|Vel— 0 hz 0] x Ym ]
€p3 Ze 0 0 h3 Zm

ep1 = X (£) — hy X X, (1)
ep2 = Ye(£) = hy X Y (1) (2.27)
ep3 = Z(t) — h3 X zp, (1)
et si on peut déterminer les contréleurs u; (i=1,2, 3) de sorte que
limt_,oo”epl- || =0i=1, 2,3
Remarque : On voit bien que pour le cas ou tous lesh; sont égaux a 1 représente un
cas de synchronisation compléte. Le cas ou tous lesh; sont égaux a -1 représente un cas
d’anti-synchronisation
2-3-7 Synchronisation FSHP:
On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective

synchronisation), [41] s’il existe des contrOleur ui , 1<i<3 et des constante (a;;) €

R3%3tels que :

€r1 Xe 11 12 Q13 Xe
€r2| = [Ye| — |%21 Q22 Q23| X |Ve (2.28)
€r3 Ze 031 O3z A33 Ze

Avec lim,_.|er;| =0, i=1,2,3

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective
2-3-8 Synchronisation inverse FSHP[42]
On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais inverse full state hybrid

projective synchronisation), s’il existe des contrdleur ui , 1<i<3 et des constante (5;)

€ R3*3tels que :

€IF1 Xm P11 Bz PBis Xe
eir2| = Ym| = |B21 B2z Baz| X |Ve (2.29)
err3 Zm B31 B3z PBs3 Ze

Avec limt_)oo |elpi| =0, |=1, 2,3
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La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective [4].

2-3-9 Synchronisation généralisée [43]

On a synchronisation au sens généralisé des deux systemes (2.2) et (2.3) , s’il existe
des contréleur u;; i= 1; 2; 3 et une fonction @: R3 — R3 qui vérifient

€91 = Xe (t) - me (t)

eg2 = Ye(t) — Dy (1) (2.30)
eg3 =2, (t) - (DZm (t)
Avec lim;,.| e |=0,

2-3-10 Synchronisation inverse genéralisée [44]
On a synchronisation au sens inverse généralisé des deux systemes (2.2) et
(2.3) ,s’il existe des controleur u;; i= 1; 2; 3 et une fonction ¢: R3 — R3 qui vérifient

€ig1 = Xm (t) — PXe (t)
€ig2 = Ym (t) — @Ye (t) (2.31)
eig3 =Zm (t) —Qz, (t)

Avec lim;,.| €i41|=0, i=1,2,3

2-3-11 Synchronization Q-S[45]

On a synchronisation au sens Q-S des deux systemes (2.2) et (2.3) , s’il existe des
contréleur u;; i= 1; 2; 3 et deux fonctions Q :R3 — R3,S: R® — R? tel que les erreurs de

synchronisation

eq1 = Q(xn (1)) — S(x (1)

eq2 = Qi (0)) = S (®)) (2.32)
eq3 = Q(zn (1)) — S(2.(1))
vérifient : limt_,oo|eqi |=0 i=1,2.3

Remarque La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de

tous les types de synchronisations précédentes.
2-4. Méthodes d’étude de la stabilité des systémes dynamiques

continus non linéaires [46]

Pour I’analyse de la stabilité et, principalement, lorsque les systémes non linéaires ne
permettent pas une linéarisation ou lorsque le modéle linéarisé est loin de représenter le
comportement réel du systéme, on utilise généralement des méthodes plus ou moins
difficiles a mettre en ceuvre, parmi ces méthodes, on peut citer : la méthode des portraits de

phase, le critere de Popov, la méthode directe de Lyapunov et la méthode des normes
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vectorielles. Dans tout ce qui suit et pour la vérification de la stabilité des systéemes
d’erreurs, on se limite a la méthode de Lyapunov.

2.4.1 La méthode de Lyapunov [47]

La méthode de Lyapunov, permettant I’analyse de la stabilité directement a partir des
équations décrivant les systemes, ne nécessite pas la détermination explicite des solutions
de ces équations. En effet, la détermination d’une fonction scalaire v(x), dite de Lyapunov,
définie positive dans 1’espace d’état, dont la dérivée par rapport au temps Vv (X) est une
fonction definie négative, suffit pour pouvoir conclure a la stabilité asymptotique du

systeme dynamique continu non linéaire du type (2.22).

2.5 Conclusion
L’objectif principal de ce chapitre était de présenter les diverses méthodes de
synchronisation les plus performantes et aussi les différents types de synchronisation en

se basant sur les définitions des erreurs pour les différents types.
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3.1 Introduction

Nous somme allé de l'avant et programmé des simulations pour modéeliser le
systéme de Lu et voir son attracteur étrange ainsi que la sensibilité de 1’évolution de ses
états aux variations minimes des conditions initiales. La simulation est a éte fait avec
l'aide de MATLAB. L'objectif de la simulation était de produire des résultats qui
pourraient étre tracés a I'écran en temps réel. Ces données seraient en mesure de confirmer
ou dinfirmer les résultats théoriques mentionnés ci-dessus aussi bien que d’afficher
I'existence globale du chaos.

La simulation fonctionne dans un processus itératif. Cela prend des points qui sont
stockés dans une matrice (tableau) de Points et les trace dans un plan x-y-z un point a la
fois. Apres chaque point successif, une ligne droite est tracée reliant le point précédent au
point courant. Ce processus continu est itéré, donnant a la simulation la capacité de tracer
une trajectoire. Pour augmenter la capacité, il y avait des changements apportés au pas
temporel de la fonction tracée ainsi que le nhombre de points ajoutés a la matrice des
points- avant le tracage.

Il existe des techniques de modélisation des équations différentielles sous forme
d'équations de différences. Ces techniques modifient le probleme de I'étude d'un systéme
continu a I'étude d'un systeme discret. Il est important de noter que cette méthode ne
fonctionne que pour de petits incréments de temps. Pour les grands pas de temps,
I’approximation différe notablement de la solution exacte. La modélisation d'une équation
différentielle comme une équation de différence est équivalente a la représentation d'une
ligne courbée par plusieurs lignes droites assemblées les unes aux autres reconstituées. Le
modeéle de I'équation de différence fonctionne en calculant le prochain point connaissant le
point courant.et en tenant compte de I'état initial, l'ordinateur peut itérer a travers
I'ensemble du systéme a plusieurs reprises avec une grande vitesse.

3.2 Modélisation et simulation:

3.2.1 Méthode utilisée:
La méthode la plus simple pour transformer 1’équation différentielle en une équation

de différence est la méthode d’Euler

d n+l"Jn

Y = o y,2) > 22 = f (2, ) (3.1)
Qui nous permit d’écrire yn+1 cOmMme

Yn+1 = A(f Ctn, Y Zns ) + Y- (3:2)
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L’approche nous permis de transformer les équations différentielles en équations de

différence:

af
Xn+1 = _a__i_an_ynZn +Yy

Yn+1 = AYp + XnZn
Zpn+1 = .BZn + XnVn

Ont opté pour la méthode simple d’Euler pour sa simplicité et son efficacité pour

(3.3)

modéliser les équations et tracer les trajectoires
3.2.2 Résultats des simulations:
2.1 Quelques simulations sur le systeme chaotique de Lii
Le systéme, qui a été concu par Lii et al. [31], a été présenté dans le deuxieme
chapitre et affiche simultanément deux attracteurs chaotiques:

Ce systeme est défini par les équations suivantes:
ap

X = _a_—i-Bx_yZ-i-y
y=ay+xz (3.4)
z=pz+xy

Ou (x;y; z)", est le vecteurs des états du systéme de Lii, a, Bety sont des
constantes réelles présentant les parameétres du systeme. Ce systéme présente un
comportement chaotique dans une large gamme de parameétres et présente de
nombreux comportements dynamiques complexes intéressants. Le systéme est
chaotique pour les paramétres a=-10, p=-4 et y < 19.2. Par exemple, lorsque les
parametres sont o=-10, f=-4 et y = 0, les évolutions temporelles des trois états du
systeme (1) pour deux conditions initiales trés peu différentes, (x (0), y (0), z (0)) =
(3,-4,2) et (x (0), y (0), z (0)) = (3.01,- 4.01, 2.01) sont donnés sur la figure 3.1
qui montre que le systéme est réellement chaotique a cause de sa grande sensibilité
au conditions initiales remarqué par la divergences dans le temps entre les mémes
¢tats présentant une différence d’un centiéme entre les conditions initiales . En
outre, il affiche I'attracteur chaotique comme indiqué sur la figure 3.2. Pour plus de

détails sur les autres propriétés dynamiques du systéme, voir l'article [31].
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x(t)

y(t)

z(t)

time in seconds)

Figures 3.1 Les évolutions temporelles des états X ; y et z pour différentes conditions initiales

yit) x(t)

Figure 3.2 L’attracteur chaotique de Lii en 3D pour a=-10, b = -4 et ¢ = 0. Pour les conditions

initiales(x(0), y(0), z(0)) = (3, - 4, 2)

3.3. Etude par simulation de la synchronisation compléte entre deux
systémes chaotiques identiques de LU

Maintenant, notre objectif est de faire une étude par simulations de la
synchronisation pour deux systémes chaotiques identiques de la forme (1) basé sur la
méthode de stabilité de Lyapunov.
Considérons les systemes 3D chaotiques de Lii (1) et (2) : le premier est pris comme un

systéme maitre et le deuxiéme comme un systéme esclave respectivement.

. aff
Xm = _mxm ~YmZm +y
:)}m = aYm t XmZm

(3.5)
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. of
Xe = _a_+[3xe — YeZe +y+u1
Ye = aye + XeZe + Uz

Z, =bz, + x,y, + u3

(3.6)

OU (Xm: Ym: Zm)' , (Xe, Ve, Ze)' sont les vecteurs des états du systéme maitre et du
systeme esclave, respectivement, a,f ety sont des constantes réelles présentant les
paramétres du systéme de Lii et (ug; uy; us)" est le vecteur des commandes non linéaires
de synchronisation qui seront déterminés ultérieurement.

Le vecteur des erreurs de synchronisation compléte (e1; e2; e3)" sera défini comme

€c1 = Xg — Xy
€2 =Ye = Ym (3.7)
€3 =Z, —Zpy

Ce qui donne
Zm€c1 t Xe€3 = —XpZm + Xo2Z,
{Ymecl t Xs€c2 = —XmYm T Xele (38)
“Ye€c3 T Zm€c2 = YmZm — VeZe

Par une simple dérivation de (3.7) et par une soustraction de (3.5) de (3.6), nous

obtenons le la dynamique du systéme des erreurs suivant

€1 = —Terp —Xe€c3 +Zpmecp + Uy
€.y = A€,y + 76, +Xs€3 + Uy (3.9)
éc3 = fec3 + Ymec1 + Xs€cp + U3
Avec r = &
a+B

Pour les deux systemes chaotiques identiques sans contrdle (ui = 0), si les conditions
initialesdes états du systeme maitre et du systeme esclave
different(xy, (0), yim (0), 21, (0)) # x.(0),y.(0),2.(0), les trajectoires des deux systémes
identiques se séparent rapidement et deviennent sans importance. Cependant, pour les deux
systemes chaotiques commandés contrélés), les deux systemes se synchronisent quelques
soient lesconditions initiales avec le schéma de commande approprié. Pour ce faire, nous
proposons la loi de commande suivante pour le systéme esclave:

up = (r—1e.; + eqes
U, = —(a+ e, — 2Xs€.3 (3.10)
u3 = —(f + Degs
Aprés on a le théoréme suivant
Théoreme 3.1 les deux systéemes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers la synchronisation

complete pour n’importe quelles conditions initiales

(X (0), Y (0), 21, (0)) et (%, (0),y,(0),2.(0)) sous la loi de commande (3.10)
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Démonstration. 3.1 le systéme d’erreurs peut étre écrit comme

€1c = —€c1 — Ye€c3 —Zm€e2 + €c2€c3
€2c = —€x + Zm€c1 — Xs€c3 (311)
€3¢ = —€c3 + Ymeéc1 + Xs€c2

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme
V(e(®)) = 3%, €2(t) (3.12)
On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme
(3.11)
dv
dt

= (_recl — Ye€c3 + Zm€c2 + ul)ecl + (aeCZ + Zm€c + Xs€c3 + u2)662

= €c1€c1 + €c2€c2 + €c3€c3

+ (Becz + Ymee1 + Xs€cp + Uz)es
= —re% + ae% + ﬁe% — Ve€3e1 + 2x.€36; +ye.€3 t e U + eyUy + esUs
= —regl + aefz + 3653 — e.1€.2603 + 2X.€.3600 + e, UL + e Uy + esUs (3.13)
En substituant le systéme (3.10) dans 1’équation (3.13) on obtient
T =—el-el-e5 <0 (3.14)
En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution
du systéeme des erreurs (3.11) est asymptotiquement globalement stable et les systemes

(3.5) et (3.6) sont globalement complétement synchronisés

xm,xe

ym,ye

zm,ze

time in seconds)

Figure .3.3 Les évolutions temporelles des états du systéme maitre (X, ; Ym , Zm ) €t du systéme

esclave(x. ; Ye , Ze) commandé par une synchronisation compléte pour différentes condition initiales
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10 T T T T T T T T

e3

Les erreurs de synchronisation

L'erreur e1

L'erreur e2

L'erreur e3
&
T
i

2 4 6 10 12 14 16 18 20
temps en secondes

(b)
Figure 3.4 Les évolutions temporelles des erreurs de synchronisation e, e, et es:

(a) dans un seul repére, (b) sur trois repéres

3.4. Etude par simulation de I’anti synchronisation entre deux

systémes identiques de Lit .

Dans cette section, nous discutons du comportement de 1’anti-synchronisation entre
les deux systemes identiques (3.2) et (3.3) de Lii. Nous définissons les états des erreurs
pour

I’anti-synchronisation comme :

€41 = Xe + Xm
€2 =Ye t ¥Ym (3-15)
€43 = Zo +Zp

Le probleme de la synchronisation est de déterminer les fonctions de commandeu; ; i

= 1; 2; 3; qui stabilisent les erreurs de synchronisation (3.15); puis le but de la
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synchronisation est de faire lim,olle;(t)|| =0, i =1;2;3 ou]l.|| est la norme
euclidienne

Le systéme des erreurs dynamiques entre le systeme maitre et le systeme esclave
peut étre obtenu par la sommation des systéemes (3.5) et (3.6) pour donner :

etlzl = —Teg1 — YeZe — YmZm + U1
ec.lZ =aegy t XeZe + XZm T Uy (316)
e(.13 = .Bea?; + Xe Ve + XmYm + uz
Nous proposons les lois de commande suivantes pour le systeme esclave:
u; = (T' - 1)81 tVeZe + YmZm
u, = —(a+1e, —x,2, — Xy Zpy (3.17)
Uz = _(,B + 1)83 —XeYe — XmYm

Apres on a le théoréme suivant
Théoréme .3.2 les deux systémes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers 1’anti
synchronisation pour n’importe quelles conditions initiales
(X (0), ¥ (0), 21, (0))et (x.(0),y.(0),2.(0)) sous la loi de commande (3.17)

Démonstration. 2 le systéme d’erreurs peut étre écrit comme

€1a = —€gq1 — Ye€a3 — Zm€a2 + €32€43
€2q = —€y2 + Zm€a1 — Xs€33 (318)
€30 = —€33 T Yme€q1 + Xs€y52

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme
V(ea(®) =3 %%, €2 (6) (3.19)
On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme
(3.18)
dv
dt

= (_rel —YeZe — YmZm T ul)eal + (an tXeZe + XpZy + uZ)eaZ + (,863 t XeVe T XmYm + u3)ea3

= €41€42 + €q2€42 + €33€43

2 2 2
=-T€y1 + aegn + Bea3 —YeZe€a1 = YmZm€a1 T XeZe€a2 T XmZm€a2 + YeXe€a3 + Xm¥Ym€a3 tealy
+ e U2 + e,3UuU3
2 2 2
=-Téy + aeg2 + Beg3 — €a1€az€q3 + 2Xs€,33€52 t e Uy + epUn +e3Us (320)
En substituant le systéme (3.17) dans I’équation (3.20) on obtient

T =—ef,—e5,—e3,<0 (3.21)
En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution
du systeme d’erreurs (3.18) est asymptotiquement globalement stable et les systéemes (3.5)

et (3.6) sont asymptotiqguement globalement anti synchronisés.
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= N

21
= o

N

xm,xe

ym,ye

zm,ze

temps en scondes

Figure .3.5 Les évolutions temporelles des états du systéme maitre (Xi, ; Ym , Zm ) €t du systéme

esclave (Xe ; Ve, Ze) commandé par une anti synchronisation pour différentes condition initiales

2 T T T T T

Les efrelrs de synchronisation

10 i i

Le temps en secondes

(@)

le temps en secondes)

(b)
Figure 3.6 Les évolutions temporelles des erreurs de synchronisation e,;, €, €t a3

(a) dans un seul repére (b) sur trois repéres
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3.5. Etude par simulation de la synchronisation hybride entre

deux systemes identiques de Lii

Dans cette section, nous discutons du comportement de la synchronisation hybride entre

les deux systémes identiques (3.5) et (3.6) de Lii..

Pour le nouveau schéma de synchronisation étudié, qui présente une synchronisation

compléte entre les états (y.,yn)et une anti synchronisation pour les états(x,.,x,,)et

(e, Zy )d’ou la nomination hybride, Les erreurs de synchronisation sont données comme

suit :

eh1 = Xe +Xm
€h2 = Y¥e — ¥m
€h3 = Ze +Zm

On peut facilement déduire que

Yme€n1 T Xe€h2 = XeYe T YmXm
Ze€p1—Xm€h3 = ZeXe — XmZnp

Zm€np2—Ye€h3 = ~YeZe — ZmYm
La dynamique des erreurs est facile a obtenir

éhl = —Tep1 — YeZe — YmZm + U
éhZ = aep + XeoZp + XmZm + U

éh3 = :Beh3 + Xe Ve + XmYm + Uus
Le systéme (3.24) peut étre écrit

ép1 = —reqy +zye;—y.e3 + ug
éhZ = aep + Z,e1—Xm€3 + Uy
énz = ez +ymer +Xeey + Uz

Nous proposons la loi de commande suivante pour le systéme esclave:

up = (r — Dep1—Zmenz+Yeens
u; = —(a+ ey — Zeepr+xmens
uz = —(B + 1)€x3—Ymen1 — Xe€h2
Aprés on a le théoréme suivant
Théoreme .3.3 les deux systemes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers une
synchronisation hybride pour n’importe quelles conditions initiales

(X (0), Y (0), 21, (0)) et (%, (0),y,(0),2.(0)) sous la loi de commande (3.26)

Démonstration. 3.3 Le systéme d’erreurs peut étre écrit comme
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€n1 = —rep; + Zymepa—Yeepz + Uy
€ny = Aepy + Z.ep1—Xmeps + Uy (3.27)
€n3 = Peps + Ymen1 + Xelp2 + U3

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme

V(en(®) =3 X%, €5 (®) (3.28)
On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du systeme (3.24)
dv

P €n1en1 t enzeny + épzens

= (—Tep1 — Ye€ns + Zmenz + ur)ens + (aeny +ze€py — Xmenz + Uzl
+ (Benz + ymen1 + Xe€nz + Uz)eps
=—ref; + aefy + Befs — Veersens + Zmerzens + Ze€h1€ns — Xm€n3ehz + Ymen1€h3 + Xeenzens +
ent (" = Dent—zmena+y ens) + ena(—(@ + Deny — Zeey +xmens) + e (—(B +
1es3—ymerl—xeehl (3.29)

En substituant le systéme (3.26) dans 1’équation (3.29) on obtient
L =—e},—e5,—e5,<0 (3.30)
En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution
du systeme d’erreurs (3.25) est asymptotiquement globalement stable et les systeémes (3.5)
et (3.6) sont globalement hybride synchronisés.
Le probléme de synchronisation est de déterminer les contrdleurs u; ; i =1; 2; 3; qui
stabilisent les erreurs de synchronisation (3.25) ; puis le but de la synchronisation est de

faire lim,_.|le;(t)|]| =0 ,i = 1;2;3 ou||.|| est la norme euclidienne

xm,xe

ym,ye

1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Le temps en secondes

zmze

Le temps en secondes

Figure .3.7 Les évolutions temporelles  des états du systeme maitre (Xp ; Ym , Zm) €t du systéme

esclave (Xe ; Ve, Ze) commandé par une synchronisation hybride pour différentes condition initiales
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Les erreurs e synchronistion

10 12 14 16 18 20
Le temps en secondes

Figure 3.8 Les évolutions temporelles des erreurs de synchronisation ey, 2, €t es,

3.6.Conclusion

Les simulation des différents schémas de synchronisation , nous ont permis de
dessiner sur des figures les évolutions temporelles des états des systemes ainsi que des
erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation a savoir: la
synchronisation compléte , I’anti synchronisation et la synchronisation hybride et cela
aprés la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation en utilisant la théorie

de stabilité de Lyapunov .
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Conclusion générale

Conclusion générale

La théorie du chaos propose pour l'univers un modele déterministe tout en laissant un
espace au hasard, et une dimension a I'imprévisible. Le travail développé dans le cadre de
ce memoire, a eu pour objectif une étude comparative de quelques types de
synchronisation de systémes chaotiques. Nous avons commencé par présenter les systemes
dynamiques non linéaires a temps continus, puis on est allé exposer les différentes
méthodes de controle et les différents types de synchronisation.

Pour atteindre nos objectifs, nous nous sommes appuyés sur trois méthodes
classiques de synchronisation a savoir : la synchronisation compléte, 1’anti synchronisation
et la synchronisation hybride qui existent dans la littérature et nous avons proposé des
simulations sous MATLAB basées sur la méthode d’Euler pour la résolution des équations
différentielles. Nous avons pu voir les évolutions temporelles des états des systémes ainsi

que les erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation.
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