
République Algérienne Démocratique et Populaire  

Ministère de l'Enseignement Supérieur et de la Recherche 

Scientifique 

Université de Tébessa 

Facultés des Sciences Exactes et des Sciences de la Nature et de la Vie 

Département: Science de la matière 

 

MEMOIRE DE MASTER 

Domaine: Science de la matière 

Filière: physique 

Option: physique de la matière condensée 

Thème  

 

 

 

 

 

Présenté par: 

Sahraoui cherifa & Hafsa leila 

 

Devant le jury: 

Chaouche  yacine     M.C.B       Université de Tébessa       Président 

Ziar Toufik      M.C.B       Université de Tébessa       Rapporteur 

Mansour Med Elhaddi  M.A.A       Université de Tébessa       Examinateur 

 

Date de soutenance: 26/05 /2018 

 

Etude comparative de quelques types de 

synchronisation des systèmes chaotiques 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

  

 ملخص

الغرض من هذا العمل  في سياق مذكرة الماستير هذه هو تقديم  دراسة مقارنة لبعض أنواع التزامن للأنظمة 
في الفصل الأول بدراسة للأنظمة الديناميكية  مع التركيز على خصائص الأنظمة  الفوضوية المستمرة بدأ نا

الديناميكية  الفوضوية و ذالك بإعطاء  تعريفات ومفاهيم  عامة عن فضاء     ، نقط التوازن ، دورية وشبه دورية 
غيرات الشروط الابتدائية حلول الانظمة الدينامكية  و الطريق إلى الفوضى مع التركيز على الحساسية الشديدة لت

لقياس الفوضى. في الأخير قدمنا نموذجين لنظامين شهيرين   Lyapunov ،الجواذب الغريبة وأسس ليابينوف 
 .  Rosslerو روسلارLorenz مستمرين هما نظامي  لورنتز 

ة و لتبسيط البعد الفصل الثاني يقدم مختلف طرق التحكم و أساليب المزامنة المعروفة وكذا عديد أنواع المزامن
الثلاثي الأبعاد و المستمر لوضعه مطية لتقديم أنواع المزامنة المقترحة   𝐿𝑢̈ الرياضي للمسألة قمنا بعرض نظام لو 

: 
 la synchronisation complète, l’anti-synchronisation  la  synchronisation décalée,  la 

synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S  
، أعدنا اكتشاف الخاصية المهمة للفوضى وهي: الحساسية  Euler في الفصل الثالث ، على أساس طريقة أويلر

بتغيير طفيف لشروطه الابتدائية ثم قمنا بدراسة بالمحاكاة     𝐿𝑢̈للشروط الابتدائية ، من خلال محاكاة  نظام 
 الأول سيد و الثاني عبد من خلال ثلاثة أنواع مزامنة هي    :   𝐿𝑢̈لمزامنة نظامين متماثلين ل 

synchronisation complète, la synchronisation hybride   et  la  l’anti-synchronisation  
سم  التطور الزمني  لحالات الانظمة و كذا أخطاء المزامنة  مع برهان استقرار أنظمة  المحاكاة مكنتنا من ر 

  أخطاء المزامنة باستخدام نظرية الاستقرار لليابونوف. 
 ليابينوف ، المحاكاة. ،    𝐿𝑢̈الفوضى،  أنواع المزامنة ، الجواذب،  الكلمات المفتاحية:

 

 

 

 

 



 

 

 

Abstract 

 

       The purpose of the work in this Master's  dissertation is to provide a comparative study of some types of 

synchronization of chaotic continuous systems, we started in the first chapter a study of dynamical systems 

with emphasis on the characteristics of the dynamical chaotic systems by giving definitions of general concepts 

such as: phase space, equilibrium points, periodic and quasi-periodic solutions of  dynamical systems and the 

path to chaos with emphasis on extreme sensitivity to changes in the initial conditions, strange attractors and 

exponents of Liapunov to measure chaos. Finally, we presented two examples of popular systems, the Lorentz 

systems and the Rossler system.  

     In the second chapter ,we  propose various methods of control and synchronization known, as well as many 

types of synchronization and to simplify the mathematical dimension of the problem, we have set up the 

continuous three-dimensional system of 𝐿𝑢̈ to present the types of synchronization proposed: the 

synchronization, anti-synchronization, synchronized timing synchronization, FSHP synchronization, 

generalized synchronization, and QS synchronization  

     In chapter III, and based on the Euler method, we rediscover the important property of chaos: the sensitivity 

of the initial conditions, simulating the 𝐿𝑢̈ system with minimal change in the initial conditions, then we 

studied by simulation the synchronization of two identical systems of 𝐿𝑢̈ the first taken as master and  the 

second as slave through three types of synchronization which are: full synchronization, anti-synchronization 

and hybrid synchronization. This simulation allowed us to draw in figures the temporal evolutions of the system 

states as well as the synchronization errors after the demonstration of the stability of the synchronization errors 

systems by using the stability theory of Lyapunov . 

Keywords: chaos, synchronization types, attractors, 𝐿𝑢̈, Lyapunov, simulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Résumé 

 

 

  

 

 

       Le but du travail dans le cadre de ce  mémoire de master  est  de fournir une étude comparative de 

certains types de synchronisation de systèmes continus chaotiques, nous avons commencé dans le premier  

chapitre une étude des systèmes dynamiques en mettant l'accent sur les caractéristiques  des systèmes 

dynamiques chaotiques  en donnant des définitions des concepts généraux comme :  l’espace des phases, les 

points d'équilibre, des solutions périodiques et  quasi périodiques des systèmes dynamiques et le chemin vers 

le chaos ,la sensibilité extrême aux changements dans les conditions initiales , les attracteurs étranges et les 

exposants de Lyapunov  pour mesurer le chaos. Enfin, nous avons présenté deux exemples de deux systèmes 

populaires : le système de Lorentz et  le système de  Rossler . 

            Le chapitre II propose diverses méthodes  de contrôle et de synchronisation connues, ainsi que de 

nombreux types de synchronisation et pour  simplifier la dimension mathématique du problème, nous avons 

mis en place le système tridimensionnel continu de 𝐿𝑢̈ pour  présenter  les types de synchronisation proposées:  

la de synchronisation, l'anti-synchronisation , la synchronisation décalée la synchronisation, la synchronisation 

FSHP , la synchronisation généralisée, et la synchronisation QS . 

     Dans le chapitre III, et en se  basant sur la méthode d'Euler, on redécouvre  la propriété importante 

du chaos: la sensibilité des conditions initiales , en simulant le système de 𝐿𝑢̈  par de minimes changement 

dans les conditions initiales, puis nous avons étudié par simulation la synchronisation de deux systèmes 

identiques  de 𝐿𝑢̈ le premier pris comme maître et et le second comme esclave à travers trois types de 

synchronisation qui sont:  la synchronisation complète, l'anti-synchronisation et la synchronisation hybride 

.Cette simulation nous a permis de dessiner  sur des figures les évolutions temporelles des états des  systèmes 

ainsi que des erreurs de synchronisation  après la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation 

en utilisant la  théorie de stabilité  de Lyapunov.  

Mots-clés: chaos, types de synchronisation, attracteurs, 𝐿𝑢̈, Lyapunov, simulation. 
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Introduction générale : 

Le concept de la synchronisation des systèmes chaotiques a été présenté à la 

communauté scientifique la première fois par Yamada and Fujisaka  (Fujisaka  et Yamada 

(1983) [1,2]. suivi des travaux de Pecora et Carroll (Pecora et Carroll (1990) ) . (Pecora and 

Carroll, (1991)) [3,4]. La synchronisation du chao est une manière d’expliquer  la sensible 

dépendance aux conditions initiales (Alligoodet al. (1997) [5]. Edward Ott (2002) [6]. Il a 

été établi  que la  synchronisation de deux  ou plusieurs  systèmes chaotiques, montre la 

tendance de ces systèmes couplés ensembles  à suivre étroitement  le même  mouvement. Le 

problème de la synchronisation est de designer  un accouplement entre les deux systèmes à 

synchroniser pour rendre l’évaluation temporelle presque idéale. La sortie du système 

esclave suit asymptotiquement la sortie du système maitre i .e la sortie du système maitre 

contrôle la sortie du système esclave. 

La synchronisation des systèmes chaotiques a été généralisée par la découverte de 

plusieurs types tels que la synchronisation généralisée (Li, C. & Yan (2006)) [7], la 

synchronisation de phase (Ge, Z.-M. & Chen, C.-C., 2004 , Jia, Q., 2007 ) [08-10], la 

synchronisation projective généralisée [11-13], et même l’anti synchronisation. Lorsque la 

synchronisation et anti synchronisation coexistent, en même temps, dans les systèmes 

chaotiques,  Sundarapandian et Suresh (2012) [14]. 

Plusieurs schémas pour assurer le contrôle et la synchronisation des systèmes 

chaotiques ont été démontrés en se basant sur leurs[19],  applications potentielles dans divers 

domaines comme la conception des générateurs de chao , la communication sécurisée 

(Murali and Laksmanan) [15,16], les systèmes écologiques physico-chimiques (Blasiuset al. 

(1999)), [17]. Jusqu'à présent, une variété d'approches impressionnantes ont été proposées 

pour la synchronisation des systèmes chaotiques comme la méthode de OGY (Ott (1990)) 

[18], la méthode de rétroaction à retard temporel (Park et Kwon (2003)) la méthode de 

commande de mode de glissement (Yau, H.T., 2004) [20], la méthode de contrôle actif et la 

conception du contrôle backstepping, Suresh et Sundarapandian (2012) [21].  

 Le présent mémoire est structuré en trois chapitres. 

    Dans le premier chapitre, on introduit  quelques définitions préliminaires permettant de 

cerner les caractéristiques essentielles des systèmes dynamiques  pour introduire ensuite le 

phénomène du chao dans ces systèmes enfin on présente deux exemples de systèmes 

chaotiques continus . 
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    Dans le deuxième chapitre, on fait  une présentation mathématique des différentes 

méthodes de synchronisation telle qu’elles sont exposées par les mathématicien , ainsi que 

les différents types de  synchronisation types de synchronisation, spécialement ceux qui vont 

êtres simulés dans le troisième chapitre à savoir la synchronisation complète, l’anti 

Synchronisation et la synchronisation hybride 

      Le troisième et dernier chapitre de ce mémoire présente plusieurs  simulations pou 

illustrer les différentes caractéristiques des schéma de synchronisation étudiés à savoir : la 

sensibilité au conditions initiales pour le système chaotique  de Lu, les évolutions 

temporelles des états du système maitre et du système esclave commandé (contrôlé) ainsi 

que les erreurs de synchronisation pour les trois modes de synchronisation étudié et enfin 

une conclusion générale.  
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I.1  Introduction : 

     Le but de ce chapitre est de connaître les conditions nécessaires pour qu’un système ait 

un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires permettant 

de cerner les caractéristiques essentielles des systèmes dynamiques  pour introduire ensuite 

le phénomène du chao dans ces systèmes ainsi que la possibilité de les synchroniser. 

I.2 Quelques définitions: 

I-2-1 Les systèmes dynamiques 

     Un système dynamique est défini par une loi d’évolution temporelle, généralement 

désignée par : la dynamique du système, qui caractérise l’évolution de l’état du système au 

cours du temps. La notion de déterminisme provient du fait que le système considéré est 

complètement caractérisé par son état initial et sa dynamique[22]. 

      Les systèmes dynamiques sont classés en deux catégories :  

✓ Systèmes dynamiques discrets,  

✓ Systèmes dynamiques continus.  

 Dans notre étude on va s’intéresser uniquement au système dynamique continu décrit 

par un système d’équations différentielles de la forme : 

  𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑡)                                                                             (I .1) 

Où 𝐹:ℝ𝑛×ℝ+ →ℝ𝑛 représente la dynamique du système, x(t) est le vecteur des états du 

système et t représente le temps.  

I-2-2 L’espace de phases 

  L’analyse de toutes  sorte d’évolutions temporelles ; appelées systèmes dynamiques, 

permet l’étude du chao. L’état d’un système dynamique est décrit par un certain nombre de 

quantités dépendantes du temps : 𝑥1(𝑡) , 𝑥2(𝑡), . . , 𝑥𝑛(𝑡) . Au lieu d’étudier séparément ces 

n  variables, il est préférable de présenter le système par un point unique dans un espace à n 

dimensions : l’espace des phases. A partir d’un état initial 𝑥(0) et après un régime transitoire, 

la trajectoire d’un système dynamique atteint une région limitée de l’espace des phases.  

Cette représentation permet de distinguer un comportement chaotique d’un comportement 

purement aléatoire. Si le système dynamique  est périodique les points vont former une 

courbe fermée, on parle de cycle ou d’orbite périodique. Un mouvement régulier correspond 

à un diagramme simple, un attracteur. Si le mouvement est aléatoire, les points du système 

remplissent l’espace des phases au hasard : aucune structure n’apparait. Quand le 

mouvement est chaotique, les paraissent à première vue aléatoires. Néanmoins si on observe 

le système suffisamment longtemps, on constate que les points dessinent une forme 
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particulière, qui présente une structure feuilletée (fractale). A cause de cette géométrie 

particulière, ces attracteurs sont qualifiés d’étranges. Ils sont la signature du chao. Ces 

comportements asymptotiques obtenus pour l’état x(t) du système dynamique, quand   t → 

∞  sont des caractéristiques des plus importantes à étudier pour tout système dynamique,  

parmi lesquels: [23,28] 

✓ Les points fixes ou points d’équilibre  

✓ Les solutions périodiques et quasi- périodiques 

✓ La chaoticité du système et les exposants de Lyapunov  

✓ La bifurcation et les attracteurs étranges.  

Définition 01 : Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du 

système. Il est obtenu en résolvant le système d’équations :  

  𝑥̇(𝑡) = 𝐹(𝑥(𝑡), 𝑡) = 0                                                                                 (I .2) 

Dans l’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est 

déterminée en fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales 

différentes on peut retrouver plusieurs points d’équilibre. De même, ces points peuvent être 

stables ou instables suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-elles.  

Définition 02 Solution périodique et quasi périodique 

Le régime asymptotique permanent périodique correspond à une trajectoire dont les 

répliques d’une portion élémentaire sont espacées à des intervalles .si le système est forcé 

de l’extérieur  par un autre oscillateur il peut y avoir doublement de période pour enfin 

atteindre le chao si la période est infinie. Si les deux périodes des deux oscillateurs en 

présence n’est pas rationnel alors le système est dit quasi périodique qui peut être une 

transition vers le chao. 

        Définition 03 Les exposants de Lyapunov et chaocité du système 

      L’exposant de Lyapunov sert à mesurer le degré de stabilité d’un système. Un système 

sensible à de  petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (système 

chaotique). En revanche, l’exposant est négatif si le système n’est pas sensible à des petites 

variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd l’information sur 

les conditions initiales. Un système de dimension n possède n exposants de Lyapunov qui 

mesurent le taux de divergence suivant un des axes de l’espace de phase.  
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Définition 04 Diagramme de bifurcations 

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement l’ensemble 

des solutions possibles d’un système en fonction des variations de l’un de ses paramètres. Il 

permet de repérer les valeurs particulières des paramètre qui induisent des bifurcations.  

Définition 05 Attracteur étrange  

          Il est contenu dans un espace fini. Sa dimension est fractale et non entière ; sa 

trajectoire est complexe ; presque toutes les trajectoires sur l’attracteur ont la propriété de ne 

jamais passer deux fois par le même point. En d’autres termes, chaque trajectoire est 

apériodique ; deux trajectoires proches à un instant " t " voient localement leur distance 

augmenter à une vitesse exponentielle. Ce phénomène traduit la sensibilité aux conditions 

initiales ; toute condition initiale appartenant au bassin d’attraction, c’est-à-dire à la région 

de l’espace des phases dans laquelle tout phénomène dynamique sera "‘attiré " vers 

l’attracteur, produit une trajectoire qui tend à parcourir de façon spécifique et unique cet 

attracteur 

I.2.3 Le système dynamique chaotique: 

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un système 

dynamique qui inclut: [29-30]     

• La non-linéarité. Si le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique.  

• Le déterminisme. Un système chaotique a des règles fondamentales déterministes 

(plutôt que probabilistes).  

• La sensibilité aux conditions initiales. De très petits changements sur l’état initial 

peuvent mener à un comportement radicalement différent dans son état final.  

• L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent être 

connues seulement à un degré fini de précision.  

• L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modèles périodiques 

instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme l’infrastructure des systèmes 

chaotiques  

Pratiquement, une dynamique chaotique peut être identifiée, en première analyse, par la 

reconnaissance de propriétés caractéristiques : sensibilité aux conditions initiales ,attracteur 

étrange, spectre, … etc.  
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I.3. Les systèmes dynamiques chaotiques continus connus: 

1-3-1· Système de Lorenz qui  est système largement connue dans la littérature, 

initié par le célèbre climatologue Lorenz  est modélisé par le système[31] 

{
𝑥̇ = 𝜎(𝑦– 𝑥)
𝑦̇ = 𝜌𝑥– 𝑦– 𝑥𝑧
𝑧̇ =–𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                           (I. 3) 

Où  x, y et z sont les variables d’état du système,  𝜎, 𝜌𝑒𝑡𝛽 sont des paramètres. Pour certaines 

valeurs de ses derniers, le système exhibe un comportement chaotique.  

 La figure 1.1 ci-dessous présente l'attracteur de Lorenz pour les valeurs suivantes  

1-4-2· Systeme de Rossler :ce système semblable à celui de Lorenz, a été proposée 

par le biochimiste  allemand Otto Rossler en 1976 , il découle des équations  de Navier 

Stockes  et est lié à l étude de  l’écoulement des fluides. [32],   

           Les équations de ce système sont les suivantes  

{
𝑥̇ =– (𝑦 + 𝑧)
𝑦̇ = 𝑥 + 𝛼𝑦

𝑧̇ = 𝛽– 𝛾𝑧 + 𝑥𝑧
                                                                               (I.4) 

Avec 𝛼, 𝛽𝑒𝑡𝛾  des constantes  (paramétre de bifurcation)   

Ci-dessous l'attracteur de Rossler  pour les valeurs suivantes : 𝛼 = 𝛽 = 0.2 𝑒𝑡 𝛾 = 5.7 

  

Fig. I.1: Les attracteurs de Lorentz (a)Attracteur 3D,(b) (c) et (d) Attracteurs2-D  
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  1-5 conclusion 

    Dans ce chapitre, on a présenté Le chaos comme un comportement particulier 

caractérisant un système dynamique par sa sensible dépendance aux conditions initiales. on 

a introduit  définitions préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des 

systèmes dynamiques pouvant conduire au chaos dans ces systèmes . 

Enfin on présente deux exemples de systèmes chaotiques continus. 
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2.1 Introduction 

Dans ce chapitre et pour éviter le chargement mathématique, on s’est forcé, comme 

physiciens, d’accepter une présentation mathématique des différentes méthodes de 

synchronisation telle qu’elle est exposer par les mathématicien . Mais pour présenter les 

différents types de  synchronisation on a opté pour une simplification de la tache avec une 

présentation tridimensionnelle par le biais du système de 𝐿𝑢̈ [31]  . 

2 .2 Les Méthodes de synchronisation 

  Cette section est consacrée à la présentation de diverses méthodes de synchronisation 

les plus performantes et les plus rencontrées. 

2.2.1 Méthode du contrôleur actif 

L’application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes chaotiques a été 

proposée par Bai et Lonngren [30], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance 

non seulement pour la synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la 

synchronisation des systèmes non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité 

remarquable pour l’implémentation de l’algorithme  Soit deux systèmes chaotiques à 

synchroniser, maître et esclave, définis par : 

𝑥̇𝑚(t) = A𝑥𝑚(t) + f(𝑥𝑚(t))                                                        (2.1) 

et 

𝑥̇𝑒(t) A 𝑥𝑒(t)+G(𝑥𝑒(t)) + U                                                  (2.2) 

         Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les 

trajectoires des deux systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini.   

Cette erreur est obtenue comme suit : 

𝑒̇(t) = 𝑥̇𝑒(t) -𝑥̇𝑚(t)                                                                               (2 .3) 

                          = A 𝑥𝑒(t)+G(𝑥𝑒(t)) - A 𝑥𝑚(t)-  F(𝑥𝑚(t)) + U                

l’erreur peut être exprimée comme suit : 

𝑒̇(t) = Ae(t) + G(𝑥𝑒(t) -  F(𝑥𝑚(t)  + U;                                              (2.4) 

 Le contrôleur U est proposé comme suit : 

U = V + F(𝑥𝑚(t)- G(𝑥𝑒(t)                                                          (2.5) 

d’où V est le contrôleur actif, défini par : 

V = - L e(t);                                                                                         (2.5) 

d’où L est une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, l a formule finale de 

l’erreur :                                                  

𝑒̇(t) = (A - L) e(t):                                                                           (2.6) 
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Donc le problème de la synchronisation entre le système maître (2.14) et le système 

esclave(2 ,15) est transformé en  problème  de zéro-stabilité du système  (2.21). Maintenant, 

le Théorème qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systèmes 

dynamiques linéaires continue . 

Théorème 4.1 Le système maître (2.14) et le système esclave (2.15) sont globalement 

synchronisés sous la loi du contrôle (2 , 20), si et seulement si la matrice de contrôle L est 

choisie telles que les valeurs propres de A - L se trouvant à l’intérieur du disque de l’unité,  

• Avantage de la méthode 

-La technique du contrôleur actif est efficace non seulement pour la synchronisation 

des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisation  des  systèmes  non 

identiques . 

-cette méthode  offre une simplicité remarquable  pour l’implémentation  de 

l’algorithme  

2.2.2 Méthode du Backstepping 

  La méthode du Backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix d’une 

fonction de Lyapunov  avec  la conception du contrôleur nécessaire.  En considère que le 

système maître et le système esclave sont définis comme suit [33-34] 

  

{
 

 
𝑋𝑚1̇ =  𝑓1(𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2)

𝑋𝑚2̇  =  𝑓2(𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2; 𝑥𝑚3)

⋮                                            
𝑋𝑚𝑛̇ =  𝑓𝑛(𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2; … . 𝑥𝑚𝑛)

                                                     (2.7)                              

  {

𝑥𝑒1̇ =  𝑓1(𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2)

𝑥𝑒2̇ =  𝑓1(𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2;  𝑥𝑒3)
⋮                                      

𝑥𝑒𝑛̇ =  𝑓𝑛(𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2… . ; 𝑥𝑒𝑛)

                                                        (2.8) 

d’où𝑓1 est une fonction linéaire, 𝑓𝑖, (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-linéaires 

et u est un contrôleur qui doit être choisi convenablement pour obtenir  la synchronisation 

entre les systèmes(2.20) et (2.21). L’erreur de synchronisation est définie comme suit : 

  {

𝑒1  =  𝑥𝑒1 – 𝑥𝑒1
𝑒2  =  𝑥𝑒2  – 𝑥𝑒2
⋮                           
𝑒𝑛  =  𝑥𝑒𝑛  – 𝑥𝑒𝑛

                                                                         (2.9) 

Alors, la dynamique du système d’erreur s’écrit : 

               {

𝑒1̇ = 𝑔1(𝑒1;  𝑒2)

𝑒2̇ = 𝑔2(𝑒1;  𝑒2  ; 𝑒3)
⋮                                     

𝑒𝑛̇ = 𝑔𝑛(𝑒1;  𝑒2 ; …… . . 𝑒𝑛) + u

                                                      (2.10) 
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d’où 𝑔1est une fonction linéaire, et 𝑔𝑖, (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-

linéaires. L’objectif est de calculer une loi de contrôle  u  qui assure la convergence du 

système 𝑒𝑖, (i = 1; 2; … ; n); vers l’origine en utilisant l’algorithme backstepping. Pour cela 

le système d’erreur (2.23) doit être décomposé en sous système : 

𝑒1 , (𝑒1, 𝑒2 ), (𝑒1, 𝑒2 , 𝑒3) …… (𝑒1, 𝑒2 , …… . . 𝑒𝑛) 

et pour chaque sous système on défini une fonction de Lyapunov  V  positive : 

𝑉𝑗 (𝑒𝑗 , 𝑢𝑗  , 𝛼𝑗) ;                                                                                  (2.11) 

d’où  j  est l’ordre du sous-système, 𝑢𝑗  , 𝛼𝑗représentent, respectivement, la loi de 

contrôle et le contrôleur virtuel du sous système d’ordre j, 𝑢𝑗 et 𝛼𝑗sont calculés à chaque fois 

de tel sorte que  𝑉̇𝑗 < 0 

• Avantages  de la méthode : Il existe plusieurs avantages dans cette méthode : 

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur. 

- Elle peut être appliquée à différents systèmes chaotiques. 

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contrôleur. 

- Le contrôleur calculé offre une simplicité dans l’implémentation de l’algorithme. 

2.2.3 Méthode du mode glissant 

         Dans la théorie du contrôle robuste, la méthode du mode glissant est souvent 

pratiquée en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse 

rapide et une bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des 

paramètres et des perturbations externes [35,36].  

Soit  les  systèmes chaotiques  maître et esclave donnés par les formes suivantes : 

𝑥̇𝑚(t) = A𝑥𝑚(t) + f(𝑥𝑚(t))                                                                   (2.12) 

et 

  𝑥̇𝑒(t) = A𝑥𝑒(t) + f(𝑥𝑒(t)) + U                                                            (2.13) 

Où x(t) ∈  𝑅𝑛, y(t) ∈  𝑅𝑛  sont les états des systémes maître et esclave, respectivement, 

A ∈ 𝑅𝑛×𝑛 une matrice constante, f ∈ 𝑅𝑛×𝑛 est une fonction non-linéaire et u ∈  𝑅𝑛 est un 

contrôleur à déterminer. L’erreur entre le système maître (2.27) et le système esclave (2.28) 

est définie par : 

e(t) = 𝑥𝑒(t)  – 𝑥𝑚(t) 

La dynamique de l’erreur peut s’écrire comme suit : 

𝑒̇= 𝐴𝑒 + 𝜂 (𝑥𝑚, 𝑥𝑒) + u                                                                      (2.14) 
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d’où 𝜂 (𝑥𝑚, 𝑥𝑒) =  f(𝑥𝑚(t))-  f(𝑥𝑒(t)): Si on se base sur le principe du contrôle actif 

pour éliminer  la  partie  non-linéaire  du système d’erreur (2.29),  la loi de contrôle u est 

choisie comme suit : 

u = 𝐵𝑣 −  𝜂 (𝑥𝑚, 𝑥𝑒)                                                                    (2.15) 

d’où v est le contrôleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit être calculé de 

telle sorte que le couple (A,B) soit contrôlable. En substituant (2.30) dans (2.29), la 

dynamique de l’erreur est simplifiée comme suit : 

  𝑒̇ =  𝐴𝑒 + Bv:                                                                                (2.16) 

Ainsi, le problème de synchronisation peut être remplacé par un équivalent problème 

de la stabilisation de la solution   e = 0    du système (2.31) par un choix approprié du 

contrôleur en mode glissant. 

Dans la méthode du mode glissant , nous définissons la surface de glissement s, comme 

suit : 

s (e) = 𝐶𝑒 =  ∑ 𝑐𝑗𝑒𝑗
𝑛
𝐽=1                                                                    (2.17) 

Où C : est un vecteur constant à déterminer, et le système contrôlé doit satisfaire :  

s (e) = 0,    𝑠̇(e) = 0: Alors, on peut écrire :  

𝑠̇(e)  = C (Ae + Bv) = 0,                                                                 (2.18) 

donc  le  contrôleur v est donné par           

  v = - (𝐶𝐵−1) CAe                                                                          (2.19) 

d’où C est choisi de telle sorte que CB ≠ 0. L’existence de (𝐶𝐵−1) est une condition 

nécessaire. La nouvelle forme de l’erreur de synchronisation est donnée par 

𝑒̇ =[𝐼 −  𝐵 (𝐶𝐵−1) 𝐶 ] Ae                                                              (2.20) 

Pour assurer la stabilité asymptotique du système contrôlé, le vecteur C doit être choisi 

de telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice[𝐼 −

 𝐵 (𝐶𝐵−1) 𝐶 ]𝐴 soient toutes négatives.  

2-3 Quelques  types de synchronisation : 

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation à savoir la 

synchronisation complète, l’anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la 

synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S. Toutes les 

synchronisations sont supposées appliquées à deux systèmes identiques de 𝐿𝑢̈. 

2.3.1 Le système chaotique de 𝑳𝒖̈ 

Considérons le système  simple, autonome, quadratique et tridimensionnel suivant, 

qui peut afficher deux attracteurs chaotiques simultanément [31]:  
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  {

𝑥̇ = −
αβ

α+β
𝑥–𝑦𝑧 + 𝛾

𝑦̇ = 𝛼𝑦 + 𝑥𝑧
𝑧̇ = 𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                                      (2.21) 

Où un α; β; γ sont des constantes. 

Ce système est chaotique pour une large gamme de paramètres et a beaucoup de 

comportements  dynamiques complexes  intéressants. Par exemple : il est chaotique pour les 

paramètres α = -10; β = -4, et |γ | <19: 2, et pour α = -10; β = -4; γ = 18: 1, il affiche deux 

Attracteurs  chaotiques comme indiqué  sur la Figure. 2.1.   

pour la valeur initiale (1; 1; 1), le spectre  des exposants de Lyapunov du système 

(2.1) est donné par : 𝜆1  = 0 . 253223; 𝜆2 = 0    𝜆3 = -11. 3944, et la dimension de 

Lyapunov  est  𝑑𝑙 =2: 0221.  

De toute évidence, quand α = -10; β = -4; γ = 18, le système a seulement trois  points 

d’équilibres: 

Ε1=(-6.335,0,0) 

Ε2= (2√10 , √
80

7
+ 3.62 √10  , −1/2√800/7 + 36.2 √10 ) 

Ε3=(2√10 , −√
80

7
+ 3.62 √10  , −1/2√800/7 + 36.2 √10 )   

C'est un phénomène étrange d'avoir deux  attracteurs chaotiques qui coexistent dans un 

système chaotique autonome , quadratique et tridimensionnel avec seulement trois 

équilibres. De plus, quand a = +10; b = +4; c = 0, ce système peut afficher deux attracteurs 

chaotiques complexes, comme le montre la Figure. 2.2. Selon leur emplacements 

géométriques, ces deux attracteurs  qui coexistent  sont appelés attracteur supérieur et 

attracteur inférieur . 

2-3-2 Présentation de la  configuration  maître- esclave 

Considérons le cas  de deux systèmes tridimensionnels identiques de 𝐿𝑢̈  (2.22) et 

(2.23) à synchroniser : le premier est pris comme un système maitre et le deuxième  comme 

un système esclave respectivement.  

                   {

𝑥̇𝑚 = −
αβ

α+β
𝑥𝑚– 𝑦𝑚𝑧𝑚 + 𝛾

𝑦̇𝑚 = 𝛼𝑦𝑚 + 𝑥𝑚𝑧𝑚
𝑧̇𝑚 = 𝛽𝑧𝑚 + 𝑥𝑚𝑦𝑚

                                                     (2.22)                 
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                  {

𝑥̇𝑒 = −
αβ

α+β
𝑥𝑒– 𝑦𝑒𝑧𝑒 + 𝛾 + 𝑢1

𝑦̇𝑒 = 𝛼𝑦𝑒 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + 𝑢2
𝑧̇𝑒 = 𝛽𝑧𝑒 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + 𝑢3

                                                  (2.23) 

Où  (xm; ym; zm)T , (xe; ye; ze)
T  sont les vecteurs d’ états du système maitre et du 

système esclave, respectivement et 𝑢𝑖; i= 1; 2; 3; sont les contrôleurs de synchronisation 

qui seront déterminés ultérieurement par l’une des méthodes de synchronisation  

2-3-3  La synchronisation complète 

Pour la synchronisation complète, on calcul  le système d’erreur  de la 

synchronisation complète comme [37] 

  {

𝑒𝑐1 = 𝑥𝑒 − 𝑥𝑚
𝑒𝑐2 = 𝑦𝑒 − 𝑦𝑚
𝑒𝑐3 = 𝑧𝑒 − 𝑧𝑚

                                              (2.24) 

Ainsi, le problème de synchronisation complète est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖 

(i=1,2, 3) du système esclave (2.3) de sorte que 

lim
𝑡→∞

𝑒𝑐𝑖(𝑡)= 0      (i=1,2, 3)                                                        

2-3-4 L’anti-Synchronisation [38] 

Théoriquement, deux systèmes sont anti-synchronisés si d’une part, le système maître 

et le système esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec des 

signes opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systèmes tend vers 

zéro lorsque le temps tend vers l’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc être 

définie comme suit 

{

𝑒𝑎1 = 𝑥𝑒 + 𝑥𝑚
𝑒𝑎2 = 𝑦𝑒 + 𝑦𝑚
𝑒𝑎3 = 𝑧𝑒 + 𝑧𝑚

                                                       (2.25) 

Alors, le problème de l’anti synchronisation est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖 

(i=1,2, 3) de sorte que 

lim
𝑡→∞

𝑒𝑎𝑖(𝑡)= 0      (i=1,2, 3)                                                        

2-3-5 la  Synchronisation lag [39] 

 On dit qu’on a une synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables 

d’état 𝒙𝒆(𝒕) système chaotique esclave converge vers les variables d’état 𝒙𝒎(𝒕) décalée dans 

le temps du système chaotique maître comme l’indique la relation ci-dessous 

  {

𝑒𝑙1 = 𝑥𝑒(𝑡) − 𝑥𝑚(𝑡 − 𝜏)

𝑒𝑙2 = 𝑦𝑒(𝑡) − 𝑦𝑚(𝑡 − 𝜏)

𝑒𝑙3 = 𝑧𝑒(𝑡) − 𝑧𝑚(𝑡 − 𝜏)

                                         (2.26) 
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Alors, le problème de la synchronisation lag est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖 

(i=1,2, 3) de sorte que 

                          lim
𝑡→∞

   ‖𝑒𝑙(𝑡)‖ =0;                                                            

Avec   𝜏 est un nombre positif très petit. 

2.3-6 Synchronisation projective [40] 

On dit qu’on a une synchronisation projective, s’il existe une matrice diagonale H =

diag (h1, h2, h3, … . . hn), tels que  

[

𝑒𝑝1
𝑒𝑝2
𝑒𝑝3

] = [

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
] − [

h1 0 0
0 h2 0
0 0 h3

] × [

𝑥𝑚
𝑦𝑚
𝑧𝑚
]  

                   {

𝑒𝑝1 = 𝑥𝑒(𝑡) − ℎ1 × 𝑥𝑚(𝑡)

𝑒𝑝2 = 𝑦𝑒(𝑡) − ℎ2 × 𝑦𝑚(𝑡)

𝑒𝑝3 = 𝑧𝑒(𝑡) − ℎ3 × 𝑧𝑚 (𝑡)

                                                  ( 2.27)                             

et  si on peut déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖 (i=1,2, 3) de sorte que 

                                      lim
𝑡→∞

‖𝑒𝑝𝑖‖ = 0            i=1, 2,3                                                  

 Remarque : On voit bien que pour le cas où tous les ℎ𝑖 sont égaux à 1 représente un 

cas de synchronisation complète. Le cas où tous les ℎ𝑖 sont égaux à -1 représente un cas 

d’anti-synchronisation  

2-3-7 Synchronisation FSHP: 

 On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective 

synchronisation), [41] s’il existe des contrôleur ui , 1≤i≤3 et des  constante (𝛼ij) ∈  𝑅
3𝑋3 tels 

que :            

               [

𝑒𝐹1
𝑒𝐹2
𝑒𝐹3
] = [

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
] − [

𝛼11 𝛼12 𝛼13
𝛼21 𝛼22 𝛼23
𝛼31 𝛼32 𝛼33

] × [

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
]                                (2.28) 

                           Avec   𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

| 𝑒𝐹𝑖| =0,        i=1,2,3                                

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective  

2-3-8 Synchronisation  inverse FSHP [42] 

 On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais inverse full state hybrid 

projective synchronisation), s’il existe des contrôleur ui , 1≤i≤3 et des  constante (𝛽ij) ∈

 𝑅3×3 tels que :  

                    [

𝑒𝐼𝐹1
𝑒𝐼𝐹2
𝑒𝐼𝐹3

] = [

𝑥𝑚
𝑦𝑚
𝑧𝑚
] − [

𝛽11 𝛽12 𝛽13
𝛽21 𝛽22 𝛽23
𝛽31 𝛽32 𝛽33

] × [

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
]                            (2.29) 

Avec            𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

| 𝑒𝐼𝐹𝑖| =0,        i=1, 2,3                              
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La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective  [4]. 

   2-3-9 Synchronisation généralisé [43] 

On a synchronisation au sens généralisé des deux systèmes (2.2) et (2.3) , s’il existe 

des contrôleur 𝑢𝑖; i= 1; 2; 3 et une fonction ∅: 𝑅3 → 𝑅3   qui vérifient 

{

𝑒𝑔1 = 𝑥𝑒(𝑡) − ∅𝑥𝑚 (𝑡)

𝑒𝑔2 = 𝑦𝑒 (𝑡) − ∅𝑦𝑚 (𝑡)

𝑒𝑔3 = 𝑧𝑒(𝑡) − ∅𝑧𝑚(𝑡)

                                                          (2.30) 

                             Avec           𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

| 𝑒𝑔𝑖|=0,                                            

2-3-10 Synchronisation inverse généralisé [44] 

  On a synchronisation au sens  inverse généralisé des deux systèmes (2.2) et 

(2.3) ,s’il existe des contrôleur 𝑢𝑖; i= 1; 2; 3 et une fonction 𝜑: 𝑅3 → 𝑅3   qui vérifient 

    {

𝑒𝑖𝑔1 = 𝑥𝑚(𝑡) − 𝜑𝑥𝑒 (𝑡)

𝑒𝑖𝑔2 = 𝑦𝑚 (𝑡) − 𝜑𝑦𝑒 (𝑡)

𝑒𝑖𝑔3 = 𝑧𝑚(𝑡) − 𝜑𝑧𝑒(𝑡)

                                                                   (2.31) 

Avec                                    𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

|𝑒𝑖𝑔1|=0,               i=1, 2,3                                                  

2-3-11 Synchronization Q-S [45] 

On a synchronisation au sens  Q-S des deux systèmes (2.2) et (2.3) , s’il existe des 

contrôleur 𝑢𝑖  ; i= 1; 2; 3 et deux fonctions Q : 𝑅3 → 𝑅3 , S : 𝑅3 → 𝑅3  tel que les erreurs de 

synchronisation   

  {

𝑒𝑞1 = 𝑄(𝑥𝑚(𝑡)) − 𝑆(𝑥𝑒(𝑡))

𝑒𝑞2 = 𝑄(𝑦𝑚(𝑡)) − 𝑆(𝑦𝑒(𝑡))

𝑒𝑞3 = 𝑄(𝑧𝑚(𝑡)) − 𝑆(𝑧𝑒(𝑡))

                                                             (2.32) 

𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑛𝑡 ∶           𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

|𝑒𝑞𝑖|=0                                         ,i=1 ,2,3          

 

    Remarque     La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de 

tous les types de synchronisations  précédentes.  

2-4. Méthodes d’étude de la stabilité des systèmes dynamiques 

continus non linéaires [46] 

        Pour l’analyse de la stabilité et, principalement, lorsque les systèmes non linéaires ne 

permettent pas une linéarisation ou lorsque le modèle linéarisé est loin de représenter le 

comportement réel du système, on utilise généralement des méthodes plus ou moins 

difficiles à mettre en œuvre, parmi ces méthodes , on peut citer : la méthode des portraits de 

phase, le critère de Popov, la méthode directe de Lyapunov et  la méthode des normes 
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vectorielles. Dans tout ce qui suit et pour la vérification de la stabilité des systèmes d’erreurs, 

on se limite à la méthode de Lyapunov. 

2.4.1 La méthode de Lyapunov [47] 

La méthode de Lyapunov, permettant l’analyse de la stabilité directement à partir des 

équations décrivant les systèmes, ne nécessite pas la détermination explicite des solutions de 

ces équations. En effet, la détermination d’une fonction scalaire v(x), dite de Lyapunov, 

définie positive dans l’espace d’état, dont la dérivée par rapport au temps v (x) est une 

fonction définie négative, suffit pour pouvoir conclure à la stabilité asymptotique du système 

dynamique continu non linéaire du type (2.22). 

 

2.5 Conclusion 

L’objectif principal de ce chapitre était de présenter les diverses méthodes de 

synchronisation les plus performantes  et aussi les différents types de synchronisation  en se 

basant sur les définitions des erreurs pour les différents types. 
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3.1   Introduction 

Nous somme allé de l'avant et programmé des simulations pour modéliser  le système 

de Lu et voir son attracteur étrange ainsi que la sensibilité de l’évolution de ses états aux 

variation minimes des conditions initiales. La simulation est  a été fait avec l'aide de 

MATLAB. L'objectif de la simulation était de produire des résultats qui pourraient être tracés 

à l'écran en temps réel. Ces données seraient en mesure de confirmer ou d'infirmer les 

résultats théoriques mentionnés ci-dessus aussi bien que d’afficher l'existence globale du 

chaos.  

La simulation fonctionne dans un processus itératif. Cela prend des points qui sont 

stockés dans une matrice (tableau) de Points et les trace dans un plan x-y-z un point à la fois. 

Après chaque point successif, une ligne droite est tracée reliant le point précédent au point 

courant. Ce processus continu est itéré, donnant à la simulation la capacité de tracer une 

trajectoire. Pour augmenter la capacité, il y avait des changements apportés au pas temporel 

de la fonction  tracée ainsi que le nombre de points ajoutés à la matrice des points- avant le 

traçage. 

Il existe des techniques de modélisation des équations différentielles sous forme 

d'équations de différences. Ces techniques modifient le problème de l'étude d'un système 

continu à l'étude d'un système discret. Il est important de noter que cette méthode ne 

fonctionne que pour de petits incréments de temps. Pour les grands pas de temps, 

l’approximation diffère  notablement de la solution exacte. La modélisation d'une équation 

différentielle comme une équation  de différence  est équivalente à la représentation d'une 

ligne courbée par  plusieurs lignes droites assemblées les unes aux autres reconstituées. Le 

modèle de l'équation de différence fonctionne en calculant le prochain point connaissant le 

point courant.et  en tenant compte de l'état initial, l'ordinateur peut itérer à travers l'ensemble 

du système à plusieurs reprises avec une grande vitesse. 

3.2   Modélisation et simulation: 

         3.2.1 Méthode utilisée: 

La méthode la plus simple pour transformer l’équation différentielle en une équation 

de différence est la méthode d’Euler  

                        
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) →

𝑦𝑛+1−𝑦𝑛

∆𝑡
= 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛, … )                                          (3.1) 

Qui nous permit d’écrire yn+1 comme 

                     𝑦𝑛+1 = ∆𝑡(𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛, … )) + 𝑦𝑛.                                                             (3.2) 
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L’approche nous permis de transformer les équations différentielles en équations de 

différence: 

                              {
𝑥𝑛+1 = −

αβ

α+β
𝑥𝑛– 𝑦𝑛𝑧𝑛 + 𝛾

𝑦𝑛+1 = 𝛼𝑦𝑛 + 𝑥𝑛𝑧𝑛
𝑧𝑛+1 = 𝛽𝑧𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

                                                         (3.3) 

Ont opté pour la méthode simple d’Euler pour sa simplicité et son efficacité pour 

modéliser les équations et tracer les trajectoires                               

3.2.2 Résultats des simulations: 

2.1 Quelques simulations sur le système chaotique de 𝐿𝑢̈  

Le système, qui a été conçu par 𝐿𝑢̈ et al. [31], a été présenté dans le deuxième chapitre 

et affiche simultanément deux attracteurs chaotiques:  

Ce système est défini par les équations suivantes: 

 {

𝑥̇ = −
αβ

α+β
𝑥–𝑦𝑧 + 𝛾

𝑦̇ = 𝛼𝑦 + 𝑥𝑧
𝑧̇ = 𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                             (3.4) 

Où  (x; y; z)T , est le vecteurs des états du système de 𝐿𝑢̈, 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡𝛾 sont des constantes 

réelles présentant les paramètres du système. Ce système présente un comportement 

chaotique dans une large gamme de paramètres et présente de nombreux 

comportements dynamiques complexes intéressants. Le système est chaotique pour 

les paramètres α=-10, β=-4 et 𝛾 < 19.2. Par exemple, lorsque les paramètres sont 

α=-10, β=-4 et 𝛾 = 0, les évolutions temporelles des trois états  du système (1) pour 

deux conditions initiales très peu différentes, (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) et (x 

(0), y (0), z (0)) = (3.01,- 4.01, 2.01) sont donnés sur la figure 3.1 qui montre que le 

système est réellement chaotique à cause de sa grande sensibilité au conditions 

initiales remarqué par la divergences dans le temps entre les mêmes états présentant 

une différence d’un centième entre les conditions initiales . En outre, il affiche 

l'attracteur chaotique comme indiqué sur la figure 3.2. Pour plus de détails sur les 

autres propriétés dynamiques du système, voir l'article [31]. 
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Figures 3 .1  évolution temporelle  des états x ; y et z pour différentes conditions initiales 

 

 

Figure 3.2  L’attracteur chaotique de 𝐿𝑢̈ en 3D pour  a = -10, b = -4 et c = 0. Pour les conditions 

initiales 

(x(0), y(0), z(0)) = (3, - 4, 2) 

3.3.Etude par simulation de la synchronisation complète entre deux 

systèmes chaotiques identiques de Lü 

Maintenant, notre objectif est de faire une étude par simulations de la synchronisation 

pour deux systèmes chaotiques identiques de la forme (1) basé sur la méthode de stabilité de 

Lyapunov. 

Considérons les systèmes 3D chaotiques de 𝐿𝑢̈ (1) et (2) : le premier est pris comme un 

système maitre et le deuxième  comme un système esclave respectivement. 



CHAPITRE III :  étude comparative de quelques types de Synchronisation de  systèmes chaotiques. 

23 

                                     {

𝑥̇𝑚 = −
αβ

α+β
xm − ymzm + γ

𝑦̇𝑚 = 𝛼ym + xmzm
𝑧̇𝑚 = βzm + xmym

                                                     (3.5) 

                                      {

𝑥̇𝑒 = −
αβ

α+β
𝑥𝑒 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 + 𝛾 + 𝑢1

𝑦̇𝑒 = 𝑎𝑦𝑒 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + 𝑢2
𝑧̇𝑒 = 𝑏𝑧𝑒 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + 𝑢3

                                               (3.6) 

 Où  (xm; ym; zm)T , (xe; ye; ze)
T  sont les vecteurs des états du système maitre et du 

système esclave, respectivement, 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡𝛾 sont des constantes réelles présentant les 

paramètres du système de 𝐿𝑢̈  et (u1; u2; u 3)
T  est le vecteur des commandes non linéaires de 

synchronisation qui seront déterminés ultérieurement. 

Le vecteur des erreurs de synchronisation complète (e1; e2; e3)
T sera défini comme  

                                                  {

𝑒𝑐1 = 𝑥𝑒 − 𝑥𝑚
𝑒𝑐2 = 𝑦𝑒 − 𝑦𝑚
𝑒𝑐3 = 𝑧𝑒 − 𝑧𝑚

                                                               (3.7) 

Ce qui donne 

                                         {

zm𝑒𝑐1 + 𝑥𝑒𝑒𝑐3 = −𝑥𝑚zm + 𝑥𝑒𝑧𝑒
ym𝑒𝑐1 + 𝑥𝑠𝑒𝑐2 = −xm𝑦𝑚 + 𝑥𝑒𝑦𝑒
−ye𝑒𝑐3 − 𝑧𝑚𝑒𝑐2 = 𝑦𝑚zm − 𝑦𝑒𝑧𝑒

                                          

(3.8) 

Par une simple dérivation de (3.7) et par une soustraction de (3.5) de (3.6), nous 

obtenons  le  la dynamique  du système des erreurs suivant 

                                          {

𝑒̇𝑐1 = −𝑟𝑒𝑐1 − xe𝑒𝑐3 + zmec2 + 𝑢1
𝑒̇𝑐2 = 𝛼𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 + xsec3 + 𝑢2
𝑒̇𝑐3 = 𝛽𝑒𝑐3 + ym𝑒𝑐1 + xsec2 + 𝑢3

                                     (3.9) 

Avec  r =
αβ

α+β
 

Pour les deux systèmes chaotiques identiques sans contrôle (ui = 0), si les conditions 

initiales des états du système maitre et du système esclave diffèrent 

(xm(0), ym(0), zm(0)) ≠ xe(0), ye(0), ze(0), les trajectoires des deux systèmes identiques 

se séparent rapidement et deviennent sans importance. Cependant, pour les deux systèmes 

chaotiques commandés contrôlés), les deux systèmes se synchronisent quelques soient les 

conditions initiales avec le schéma de commande approprié. Pour ce faire, nous proposons 

la loi de commande suivante pour le système esclave:  

                                 {

𝑢1 = (𝑟 − 1)𝑒𝑐1 + ec2𝑒𝑐3
𝑢2 = −(𝛼 + 1)𝑒𝑐2 − 2xsec3

𝑢3 = −(𝛽 + 1)𝑒𝑐3

                                                       (3.10) 
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Après on a le théorème suivant 

Théorème 3.1 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers la synchronisation 

complète pour n’importe quelles conditions initiales  

(xm(0), ym(0), zm(0))𝑒𝑡  (xe(0), ye(0), ze(0)) sous la loi de commande (3.10) 

Démonstration. 3.1  le système d’erreurs peut être écrit comme 

                            {

𝑒̇1𝑐 = −𝑒𝑐1 − ye𝑒𝑐3 − zmec2 + ec2𝑒𝑐3
𝑒̇2𝑐 = −𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 − xsec3
𝑒̇3𝑐 = −𝑒𝑐3 + ym𝑒𝑐1 + xsec2

                                            (3.11) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

   𝑉(𝑒𝑐(𝑡)) =
1

2
∑ 𝑒𝑖𝑐

2 (𝑡)3
𝑖=1                                                   (3.12) 

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système 

(3.11) 

  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒̇𝑐1𝑒𝑐1 + 𝑒̇𝑐2𝑒𝑐2 + 𝑒̇𝑐3𝑒𝑐3 

      = (−𝑟𝑒𝑐1 − ye𝑒𝑐3 + zmec2 + 𝑢1)𝑒𝑐1 + (𝛼𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 + xsec3 + 𝑢2)𝑒𝑐2 + (𝛽𝑒𝑐3 +

ym𝑒𝑐1 + xsec2 + 𝑢3)𝑒𝑐3 

     = −𝑟𝑒1
2+ 𝛼𝑒2

2+ 𝛽𝑒3
2 − ye𝑒3𝑒1 + 2xse3e2 + ym𝑒1𝑒3+ 𝑒1𝑢1+ 𝑒2𝑢2+ 𝑒3𝑢3 

     = −𝑟𝑒𝑐1
2 + 𝛼𝑒𝑐2

2 + 𝛽𝑒𝑐3
2 − 𝑒𝑐1ec2𝑒𝑐3 + 2xsec3ec2 + 𝑒𝑐1𝑢1 + 𝑒𝑐2𝑢2+ 𝑒𝑐3𝑢3                                 (3.13) 

En substituant le système (3.10) dans l’équation  (3.13) on obtient 

                                
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒𝑐1

2 − 𝑒𝑐2
2 − 𝑒𝑐3

2 < 0                                                                     

(3.14) 

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système des erreurs  (3.11) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes (3.5) 

et (3.6) sont globalement complètement synchronisés 
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Figure .3.3 évolution temporelle  des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système esclave(xe ; 

ye , ze )  commandé par une synchronisation complète pour différentes condition initiales 

 

 

(a) 

 

(b) 

Figure 3.4  L’évolution temporelle  des erreurs de synchronisation e1, e2  et e3 :  

(a) dans un seul repère, (b) sur trois repères 

3.4.Etude par simulation de l’anti synchronisation  entre deux 

systèmes identiques de 𝒖̈ . 

Dans cette section, nous discutons du comportement de l’anti-synchronisation entre 

les deux systèmes identiques (3.2) et (3.3) de 𝐿𝑢̈. Nous définissons les états des erreurs pour 

l’anti-synchronisation  comme : 

                                                {

𝑒𝑎1 = xe + xm
𝑒𝑎2 = ye + ym
𝑒𝑎3 = ze + zm

                                                  (3.15) 
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Le problème de la synchronisation est de déterminer les fonctions de commande 𝑢𝑖 ; i 

= 1; 2; 3; qui stabilisent les erreurs de synchronisation (3.15) ; puis le but de la 

synchronisation est de faire  lim
𝑡→∞

‖𝑒𝑖(𝑡)‖ =0, 𝑖 = 1; 2; 3 ou‖. ‖ est la norme euclidienne 

 Le système des erreurs dynamiques entre le système maitre et  le système esclave peut 

être obtenu par la sommation des systèmes (3.5) et (3.6) pour donner : 

                        {

𝑒𝑎1̇ = −r𝑒𝑎1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ymzm + u1
𝑒𝑎2̇ = 𝛼𝑒𝑎2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xmzm + 𝑢2
𝑒𝑎3̇ = 𝛽𝑒𝑎3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xmym + 𝑢3

                                             (3.16) 

Nous proposons les lois  de commande suivantes pour le système esclave:  

                      {

𝑢1 = (𝑟 − 1)𝑒1 + ye𝑧𝑒 + ymzm
𝑢2 = −(𝛼 + 1)𝑒2 − 𝑥𝑒𝑧𝑒 − xmzm
𝑢3 = −(𝛽 + 1)𝑒3 − 𝑥𝑒𝑦𝑒 − xmym

                                                        (3.17) 

Après on a le théorème suivant 

Théorème .3.2 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers l’anti 

synchronisation pour n’importe quelles conditions initiales  

(xm(0), ym(0), zm(0))𝑒𝑡  (xe(0), ye(0), ze(0)) sous la loi de commande (3.17) 

 Démonstration. 2  le système d’erreurs peut être écrit comme 

                          {

𝑒̇1𝑎 = −𝑒𝑎1 − ye𝑒𝑎3 − zmea2 + ea2𝑒𝑎3
𝑒̇2𝑎 = −𝑒𝑎2 + zm𝑒𝑎1 − xsea3
𝑒̇3𝑎 = −𝑒𝑎3 + ym𝑒𝑎1 + xsea2

                            (3.18) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

        𝑉(𝑒𝑎(𝑡)) =
1

2
∑ 𝑒𝑖𝑎

2 (𝑡)3
𝑖=1                                                             (3.19) 

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système 

(3 .18) 

  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒̇𝑎1𝑒𝑎2 + 𝑒̇𝑎2𝑒𝑎2 + 𝑒̇𝑎3𝑒𝑎3 

   = (−r𝑒1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ymzm + u1)𝑒𝑎1 + (𝛼𝑒2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xmzm + 𝑢2)𝑒𝑎2 + (𝛽𝑒3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xmym + 𝑢3)𝑒𝑎3 

     = −𝑟𝑒𝑎1
2 + 𝛼𝑒𝑎2

2 + 𝛽𝑒𝑎3
2 − ye𝑧𝑒𝑒𝑎1 − ymzm𝑒𝑎1 + xezeea2 + xmzm𝑒𝑎2 + ye𝑥𝑒𝑒𝑎3 + xmym𝑒𝑎3 +

𝑒𝑎1𝑢1+ 𝑒𝑎2𝑢2+ 𝑒𝑎3𝑢3 

     = −𝑟𝑒𝑎1
2 + 𝛼𝑒𝑎2

2 + 𝛽𝑒𝑎3
2 − 𝑒𝑎1ea2𝑒𝑎3 + 2xsea3ea2 + 𝑒𝑎1𝑢1 + 𝑒𝑎2𝑢2 + 𝑒𝑎3𝑢3          (3.20) 

En substituant le système (3.17) dans l’équation  (3.20) on obtient 

                             
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒1𝑎

2 − 𝑒2𝑎
2 − 𝑒3𝑎

2 < 0                                                            (3.21)                                                         

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système d’erreurs  (3.18) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes (3.5) 

et (3.6) sont asymptotiquement globalement anti synchronisés. 
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Figure .3.5 évolution temporelle  des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système esclave (xe ; 

ye , ze )  commandé par une anti synchronisation  pour différentes condition initiales 

(a) 

(b) 

Figure 3.6  L’évolution temporelle  des erreurs de synchronisation e1, e2  et e3 
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3.5.Etude par simulation   de la  synchronisation  hybride entre deux 

systèmes identiques de 𝑳𝒖̈ 

Dans cette section, nous discutons du comportement de la synchronisation hybride entre 

les deux systèmes identiques (3.5) et (3.6) de 𝐿𝑢̈..  

Pour le nouveau schéma de synchronisation étudié, qui présente une synchronisation 

complète entre les états  (ye, ym) et une anti synchronisation pour les états (xe, xm) et 

(ze, zm) d’où la nomination hybride, Les erreurs de synchronisation sont données comme 

suit : 

                                       {

𝑒ℎ1 = xe + xm
𝑒ℎ2 = ye − ym
𝑒ℎ3 = ze + zm

                                                                         (3.22) 

 On peut facilement déduire que 

                             {

ym𝑒ℎ1 + xe𝑒ℎ2 = xeye + ymxm
𝑧𝑒𝑒ℎ1−xm𝑒ℎ3 = zexe − xmzm
zm𝑒ℎ2−𝑦𝑒𝑒ℎ3 = −𝑦𝑒ze − zmym

                                                  (3.23) 

La  dynamique des erreurs est facile à obtenir 

                             {

𝑒̇ℎ1 = −r𝑒ℎ1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ymzm + u1
𝑒̇ℎ2 = 𝛼𝑒ℎ2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xmzm + 𝑢2
𝑒̇ℎ3 = 𝛽𝑒ℎ3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xmym + 𝑢3

                                                     (3.24) 

Le système (3.24) peut être écrit 

                            {

𝑒̇ℎ1 = −r𝑒1 + zm𝑒2−𝑦𝑒𝑒3 + u1
𝑒̇ℎ2 = 𝛼𝑒2 + 𝑧𝑒𝑒1−xm𝑒3 + 𝑢2
𝑒̇ℎ3 = 𝛽𝑒3 + ym𝑒1 + xe𝑒2 + 𝑢3

                                                           (3.25) 

Nous proposons la loi de commande suivante pour le système esclave:  

                           {

𝑢1 = (𝑟 − 1)𝑒ℎ1−zm𝑒ℎ2+𝑦𝑒𝑒ℎ3
𝑢2 = −(𝛼 + 1)𝑒ℎ2 − 𝑧𝑒𝑒ℎ1+xm𝑒ℎ3
𝑢3 = −(𝛽 + 1)𝑒ℎ3−ym𝑒ℎ1 − xe𝑒ℎ2

                                             (3.26) 

Après on a le théorème suivant 

Théorème .3.3 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers une 

synchronisation hybride pour n’importe quelles conditions initiales 

(xm(0), ym(0), zm(0))𝑒𝑡  (xe(0), ye(0), ze(0)) sous la loi de commande (3.26)  

 Démonstration. 3.3  Le système d’erreurs peut être écrit comme 

     {

𝑒̇ℎ1 = −r𝑒ℎ1 + zm𝑒ℎ2−𝑦𝑒𝑒ℎ3 + u1
𝑒̇ℎ2 = 𝛼𝑒ℎ2 + 𝑧𝑒𝑒ℎ1−xm𝑒ℎ3 + 𝑢2
𝑒̇ℎ3 = 𝛽𝑒ℎ3 + ym𝑒ℎ1 + xe𝑒ℎ2 + 𝑢3

                                                    (3.27) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

         𝑉(𝑒ℎ(𝑡)) =
1

2
∑ 𝑒𝑖ℎ

2 (𝑡)3
𝑖=1                                                             (3.28) 
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On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système (3.24) 

  
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒̇ℎ1𝑒ℎ1 + 𝑒̇ℎ2𝑒ℎ2 + 𝑒̇ℎ3𝑒ℎ3 

   = (−𝑟𝑒ℎ1 − ye𝑒ℎ3 + zmeh2 + 𝑢1)𝑒ℎ1 + (𝛼𝑒ℎ2 + ze𝑒ℎ1 − xmeh3 + 𝑢2)𝑒ℎ2 + (𝛽𝑒ℎ3 + ym𝑒ℎ1 + xeeh2 +

𝑢3)𝑒ℎ3 

=−𝑟𝑒ℎ1
2 + 𝛼𝑒ℎ2

2 + 𝛽𝑒ℎ3
2 − ye𝑒ℎ3𝑒ℎ1 + zm𝑒ℎ2𝑒ℎ1 + zeeh1eh2 − xmeh3𝑒ℎ2 + ym𝑒ℎ1𝑒ℎ3 + xeeh2𝑒ℎ3+

𝑒ℎ1 ((𝑟 − 1)𝑒ℎ1−zm𝑒ℎ2+𝑦𝑒𝑒ℎ3)+ 𝑒ℎ2(−(𝛼+1)𝑒ℎ2− 𝑧𝑒𝑒ℎ1+xm𝑒ℎ3)+ 𝑒ℎ3 (−(𝛽+

1)𝑒ℎ3−ym𝑒ℎ1−xe𝑒ℎ2)                        (3.29) 

En substituant le système (3.26) dans l’équation (3.29) on obtient 

                                        
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒1ℎ

2 − 𝑒2ℎ
2 − 𝑒3ℎ

2 < 0                                                          (3.30)                                                         

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système d’erreurs  (3.25) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes (3.5) 

et (3.6) sont globalement hybride synchronisés. 

Le problème de synchronisation est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖 ; i = 1; 2; 3; qui 

stabilisent les erreurs de synchronisation (3.25) ; puis le but de la synchronisation est de faire  

lim
𝑛→∞

‖𝑒𝑖(𝑡)‖ =0  , 𝑖 = 1; 2; 3 ou‖. ‖ est la norme euclidienne 

 

Figure .3.7 évolution temporelle  des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système esclave (xe ; 

ye , ze )  commandé par une synchronisation hybride  pour différentes condition initiales 

        

Figure 3.8  L’évolution temporelle  des erreurs de synchronisation e1h, e2h  et e3h 
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3.6.Conclusion  

Les simulation des différents schémas de synchronisation , nous ont permis de dessiner  

sur des figures les évolutions temporelles des états des  systèmes ainsi que des erreurs de 

synchronisation pour les trois types de synchronisation à savoir :  la synchronisation 

complète , l’anti synchronisation et la synchronisation hybride et cela après la démonstration 

de la stabilité des erreurs de synchronisation en utilisant la  théorie de stabilité  de Lyapunov .
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 Conclusion générale 

La théorie du chaos propose pour l'univers un modèle déterministe tout en laissant un 

espace au hasard, et une dimension à l'imprévisible. Le travail développé dans le cadre de ce 

mémoire, a eu pour objectif  une étude comparative de quelques types de synchronisation de 

systèmes chaotiques. Nous avons commencé par présenter les systèmes dynamiques non 

linéaires à temps continus, puis on est allé exposer les différentes méthodes de contrôle et 

les différents types de synchronisation. 

Pour atteindre nos objectifs, nous nous sommes appuyés sur trois méthodes classiques 

de synchronisation à savoir : la synchronisation complète, l’anti synchronisation et la 

synchronisation hybride  qui existent dans la littérature et nous avons proposé des 

simulations sous MATLAB basées sur la méthode d’Euler pour la résolution des équations 

différentielles. Nous avons pu voir les évolutions temporelles des états des  systèmes ainsi 

que les erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation.  
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 ممخص

الغرض من ىذا العمل  في سياق مذكرة الماستير ىذه ىو تقديم  دراسة مقارنة لبعض أنواع التزامن للأنظمة 
الفوضوية المستمرة بدأ نا في الفصل الأول بدراسة للأنظمة الديناميكية  مع التركيز عمى خصائص الأنظمة 

   ، نقط التوازن ، دورية الأطوارالديناميكية  الفوضوية و ذالك بإعطاء  تعريفات ومفاىيم  عامة عن فضاء  
وشبو دورية حمول الانظمة الدينامكية  و الطريق إلى الفوضى مع التركيز عمى الحساسية لتغيرات الشروط 

في الأخير قدمنا نموذجين لنظامين . لقياس الفوضى(Lyapunov )الابتدائية ،الجواذب الغريبة وأسس ليابينوف 
 ( .Rossler)و روسلار()Lorenz شييرين   مستمرين ىما نظامي  لورنتز 

الفصل الثاني يقدم مختمف طرق التحكم و أساليب المزامنة المعروفة وكذا عديد أنواع المزامنة و لتبسيط البعد 
 الثلاثي الأبعاد و المستمر لوضعو مطية لتقديم أنواع المزامنة  𝑢الرياضي لممسألة قمنا بعرض نظام لو 

 :المقترحة  
la synchronisation complète, l’anti-synchronisation  la  synchronisation décalée,  la 

synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S  
: ، أعدنا اكتشاف الخاصية الميمة لمفوضى وىي(Euler )في الفصل الثالث ، عمى أساس طريقة أويمر

   بتغيير طفيف لشروطو الابتدائية ثم قمنا بدراسة  𝐿𝑢الحساسية لمشروط الابتدائية ، من خلال محاكاة  نظام 
 :  الأول سيد و الثاني عبد من خلال ثلاثة أنواع مزامنة ىي     𝐿𝑢بالمحاكاة لمزامنة نظامين متماثمين ل 

synchronisation complète, la synchronisation hybride  et  la l’anti-synchronisation  
المحاكاة مكنتنا من رسم  التطور الزمني  لحالات الانظمة و كذا أخطاء المزامنة  مع برىان استقرار أنظمة  

  . أخطاء المزامنة باستخدام نظرية الاستقرار لميابونوف
 .، ليابينوف ، المحاكاة 𝐿𝑢 الفوضى،  أنواع المزامنة ، الجواذب، :الكممات المفتاحية

 

 

 

 

 



 

 

 

Abstract 

 

The purpose of the work in this Master's  dissertation is to provide a comparative study of some types of 

synchronization of chaotic continuous systems, we started in the first chapter a study of dynamical systems 

with emphasis on the characteristics of the dynamical chaotic systems by giving definitions of general 

concepts such as: phase space, equilibrium points, periodic and quasi-periodic solutions of  dynamical 

systems and the path to chaos with emphasis on extreme sensitivity to changes in the initial conditions, 

strange attractors and exponents of Liapunov to measure chaos. Finally, we presented two examples of 

popular systems, the Lorentz systems and the Rossler system.  

     In the second chapter ,we  propose various methods of control and synchronization known, as well as 

many types of synchronization and to simplify the mathematical dimension of the problem, we have set up 

the continuous three-dimensional system of 𝐿𝑢  to present the types of synchronization proposed: the 

synchronization, anti-synchronization, synchronized timing synchronization, FSHP synchronization, 

generalized synchronization, and QS synchronization  

     In chapter III, and based on the Euler method, we rediscover the important property of chaos: the 

sensitivity of the initial conditions by simulating the 𝐿𝑢  system with minimal change in the initial 

conditions, then we studied by simulation the synchronization of two identical systems of 𝐿𝑢  the first taken 

as master and  the second as slave through three types of synchronization which are: full synchronization, 

anti-synchronization and hybrid synchronization. This simulation allowed us to draw in figures the temporal 

evolutions of the system states as well as the synchronization errors after the demonstration of the stability of 

the synchronization errors systems by using the stability theory of Lyapunov . 

Keywords: chaos, synchronization types, attractors, 𝐿𝑢 , Lyapunov, simulation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Résumé 

 

 

  

 

 

       Le but du travail dans le cadre de ce  mémoire de master  est  de fournir une étude comparative de 

certains types de synchronisation de systèmes continus chaotiques, nous avons commencé dans le premier  

chapitre une étude des systèmes dynamiques en mettant l'accent sur les caractéristiques  des systèmes 

dynamiques chaotiques  en donnant des définitions des concepts généraux comme :  l’espace des phases, les 

points d'équilibre, des solutions périodiques et  quasi périodiques des systèmes dynamiques et le chemin vers 

le chaos ,la sensibilité extrême aux changements dans les conditions initiales , les attracteurs étranges et les 

exposants de Lyapunov  pour mesurer le chaos. Enfin, nous avons présenté deux exemples de deux systèmes 

populaires : le système de Lorentz et  le système de  Rossler . 

            Le chapitre II propose diverses méthodes  de contrôle et de synchronisation connues, ainsi que de 

nombreux types de synchronisation et pour  simplifier la dimension mathématique du problème, nous avons 

mis en place le système tridimensionnel continu de 𝐿𝑢  pour  présenter  les types de synchronisation 

proposées:  la synchronisationcomplète, l'anti-synchronisation , la synchronisation décalée la 

synchronisationFSHP, la synchronisation  inverse FSHP , la synchronisation généralisée, la synchronisation 

inverse généralisée et la synchronisation QS . 

     Dans le chapitre III, et en se  basant sur la méthode d'Euler, on redécouvre  la propriété importante 

du chaos: la sensibilité aux conditions initiales , en simulant le système de 𝐿𝑢   par de minimes changement 

dans les conditions initiales, puis nous avons étudié par simulation la synchronisation de deux systèmes 

identiques  de 𝐿𝑢  le premier pris comme maître et et le second comme esclave à travers trois types de 

synchronisation qui sont:  la synchronisation complète, l'anti-synchronisation et la synchronisation hybride 

.Cette simulation nous a permis de dessiner  sur des figures les évolutions temporelles des états des  systèmes 

ainsi que des erreurs de synchronisation  après la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation 

en utilisant la  théorie de stabilité  de Lyapunov.  

Mots-clés: chaos, types de synchronisation, attracteurs, 𝐿𝑢 , Lyapunov, simulation. 
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Introduction générale: 

Le concept de la synchronisation des systèmes chaotiques a été présenté à la 

communauté scientifique la première fois par Yamada and Fujisaka  (Fujisaka  et Yamada 

(1983) [1,2]. suivi des travaux de Pecora et Carroll (Pecora et Carroll (1990) ) . (Pecora 

and Carroll, (1991)) [3,4]. La synchronisation du chao est une manière d’expliquer  la 

sensible dépendance aux conditions initiales (Alligoodet al. (1997) [5]. Edward Ott (2002) 

[6]. Il a été établi  que la  synchronisation de deux  ou plusieurs  systèmes chaotiques, 

montre la tendance de ces systèmes couplés ensembles  à suivre étroitement  le même  

mouvement. Le problème de la synchronisation est de designer  un accouplement entre les 

deux systèmes à synchroniser pour rendre l’évaluation temporelle presque idéale. La sortie 

du système esclave suit asymptotiquement la sortie du système maitre i .e la sortie du 

système maitre contrôle la sortie du système esclave. 

La synchronisation des systèmes chaotiques a été généralisée par la découverte de 

plusieurs types tels que la synchronisation généralisée (Li, C. & Yan (2006)) [7], la 

synchronisation de phase (Ge, Z.-M. & Chen, C.-C., 2004 , Jia, Q., 2007 ) [08-10], la 

synchronisation projective généralisée [11-13], et même l’anti synchronisation. Lorsque la 

synchronisation et anti synchronisation coexistent, en même temps, dans les systèmes 

chaotiques,  Sundarapandian et Suresh (2012) [14]. 

Plusieurs schémas pour assurer le contrôle et la synchronisation des systèmes 

chaotiques ont été démontrés en se basant sur leurs,  applications potentielles dans divers 

domaines comme la conception des générateurs de chao[15] , la communication sécurisée 

(Murali and Laksmanan) [16,17], les systèmes écologiques physico-chimiques (Blasiuset 

al. (1999)), [18]. Jusqu'à présent, une variété d'approches impressionnantes ont été 

proposées pour la synchronisation des systèmes chaotiques comme la méthode de OGY 

(Ott (1990)) [19], la méthode de rétroaction à retard temporel (Park et Kwon (2003)) la 

méthode de commande de mode de glissement (Yau, H.T., 2004) [20], la méthode de 

contrôle actif et la conception du contrôle backstepping, Suresh et Sundarapandian (2012) 

[21].  

Le présent mémoire est structuré en trois chapitres. 

    Dans le premier chapitre, on introduit  quelques définitions préliminaires permettant de 

cerner les caractéristiques essentielles des systèmes dynamiques  pour introduire ensuite le 

phénomène du chao dans ces systèmes enfin on présente deux exemples de systèmes 

chaotiques continus . 
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    Dans le deuxième chapitre, on fait  une présentation mathématique des différentes 

méthodes de synchronisation telle qu’elles sont exposées par les mathématicien , ainsi que 

les différents types de  synchronisation types de synchronisation, spécialement ceux qui 

vont êtres simulés dans le troisième chapitre à savoir la synchronisation complète, l’anti 

Synchronisation et la synchronisation hybride 

      Le troisième et dernier chapitre de ce mémoire présente plusieurs  simulations pou 

illustrer les différentes caractéristiques des schémas de synchronisation étudiés à savoir : la 

sensibilité aux conditions initiales pour le système chaotique  de Lu, les évolutions 

temporelles des états du système maitre et du système esclave commandé (contrôlé) ainsi 

que les erreurs de synchronisation pour les trois modes de synchronisation étudié et enfin 

une conclusion générale.  
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I.1  Introduction : 

     Le but de ce chapitre est de connaître les conditions nécessaires pour qu’un système ait 

un comportement chaotique. Nous partirons de quelques définitions préliminaires 

permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systèmes dynamiques  pour 

introduire ensuite le phénomène du chao dans ces systèmes ainsi que la possibilité de les 

synchroniser. 

I.2 Quelques définitions: 

I-2-1 Les systèmes dynamiques 

     Un système dynamique est défini par une loi d’évolution temporelle, généralement 

désignée par : la dynamique du système, qui caractérise l’évolution de l’état du système au 

cours du temps. La notion de déterminisme provient du fait que le système considéré est 

complètement caractérisé par son état initial et sa dynamique [22]. 

      Les systèmes dynamiques sont classés en deux catégories :  

 Systèmes dynamiques discrets,  

 Systèmes dynamiques continus.  

 Dans notre étude on va s’intéresser uniquement au système dynamique continu 

décrit par un système d’équations différentielles de la forme : 

𝑥  𝑡 = 𝐹(𝑥 𝑡 , 𝑡)                                                                              (I .1) 

Où 𝐹:ℝ𝑛×ℝ+
 →ℝ𝑛 représente la dynamique du système, x(t) est le vecteur des états du 

système et t représente le temps.  

I-2-2 L’espace de phases 

  L’analyse de toutes  sorte d’évolutions temporelles ; appelées systèmes dynamiques, 

permet l’étude du chao. L’état d’un système dynamique est décrit par un certain nombre de 

quantités dépendantes du temps :𝑥1 𝑡  , 𝑥2 𝑡 , . . , 𝑥𝑛 𝑡  . Au lieu d’étudier séparément ces 

n  variables, il est préférable de présenter le système par un point unique dans un espace à 

n dimensions : l’espace des phases. A partir d’un état initial 𝑥(0) et après un régime 

transitoire, la trajectoire d’un système dynamique atteint une région limitée de l’espace des 

phases. 

Cette représentation permet de distinguer un comportement chaotique d’un comportement 

purement aléatoire. Si le système dynamique  est périodique les points vont former une 

courbe fermée, on parle de cycle ou d’orbite périodique. Un mouvement régulier 

correspond à un diagramme simple, un attracteur. Si le mouvement est aléatoire, les points 

du système remplissent l’espace des phases au hasard : aucune structure n’apparait. Quand 
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le mouvement est chaotique, les paraissent à première vue aléatoires. Néanmoins si on 

observe le système suffisamment longtemps, on constate que les points dessinent une 

forme particulière, qui présente une structure feuilletée (fractale). A cause de cette 

géométrie particulière, ces attracteurs sont qualifiés d’étranges. Ils sont la signature du 

chao. Ces comportements asymptotiques obtenus pour l’état x(t) du système dynamique, 

quand   t → ∞  sont des caractéristiques des plus importantes à étudier pour tout système 

dynamique,  parmi lesquels: [23,28] 

 Les points fixes ou points d’équilibre  

 Les solutions périodiques et quasi- périodiques 

 La chaoticité du système et les exposants de Lyapunov  

 La bifurcation et les attracteurs étranges.  

Définition 01 : Un point fixe ou point d’équilibre est une solution constante du 

système. Il est obtenu en résolvant le système d’équations :  

𝑥  𝑡 = 𝐹 𝑥 𝑡 , 𝑡 = 0                                                                                   (I .2) 

Dans l’espace de phase, le point fixe se représente par un point. Sa valeur est 

déterminée en fonction de la condition initiale choisie. Ainsi, pour des conditions initiales 

différentes on peut retrouver plusieurs points d’équilibre. De même, ces points peuvent être 

stables ou instables suivant que les trajectoires voisines convergent ou divergent entre-

elles.  

Définition 02 Solution périodique et quasi périodique 

Le régime asymptotique permanent périodique correspond à une trajectoire dont les 

répliques d’une portion élémentaire sont espacées à des intervalles .si le système est forcé 

de l’extérieur  par un autre oscillateur il peut y avoir doublement de période pour enfin 

atteindre le chao si la période est infinie. Si les deux périodes des deux oscillateurs en 

présence n’est pas rationnel alors le système est dit quasi périodique qui peut être une 

transition vers le chao. 

        Définition 03 Les exposants de Lyapunov et chaocité du système 

      L’exposant de Lyapunov sert à mesurer le degré de stabilité d’un système. Un système 

sensible à de  petites variations de la condition initiale aura un exposant positif (système 

chaotique). En revanche, l’exposant est négatif si le système n’est pas sensible à des petites 

variations des conditions initiales, les trajectoires se rapprochent et on perd l’information 

sur les conditions initiales. Un système de dimension n possède n exposants de Lyapunov 

qui mesurent le taux de divergence suivant un des axes de l’espace de phase. 
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Définition 04 Diagramme de bifurcations 

Le diagramme de bifurcation est un outil efficace pour évaluer rapidement 

l’ensemble des solutions possibles d’un système en fonction des variations de l’un de ses 

paramètres. Il permet de repérer les valeurs particulières des paramètre qui induisent des 

bifurcations. 

Définition 05 L’attracteur étrange  

          Il est contenu dans un espace fini. Sa dimension est fractale et non entière ; sa 

trajectoire est complexe ; presque toutes les trajectoires sur l’attracteur ont la propriété de 

ne jamais passer deux fois par le même point. En d’autres termes, chaque trajectoire est 

apériodique ; deux trajectoires proches à un instant " t " voient localement leur distance 

augmenter à une vitesse exponentielle. Ce phénomène traduit la sensibilité aux conditions 

initiales ; toute condition initiale appartenant au bassin d’attraction, c’est-à-dire à la région 

de l’espace des phases dans laquelle tout phénomène dynamique sera "‘attiré " vers 

l’attracteur, produit une trajectoire qui tend à parcourir de façon spécifique et unique cet 

attracteur 

I.2.3 Le système dynamique chaotique: 

Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un système 

dynamique qui inclut: [29-30] 

 La non-linéarité. Si le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique.  

 Le déterminisme. Un système chaotique a des règles fondamentales déterministes 

(plutôt que probabilistes).  

 La sensibilité aux conditions initiales. De très petits changements sur l’état initial 

peuvent mener à un comportement radicalement différent dans son état final.  

 L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent être 

connues seulement à un degré fini de précision.  

 L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modèles périodiques 

instables (ou mouvements). Cet ordre caché forme l’infrastructure des systèmes 

chaotiques  
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Pratiquement, une dynamique chaotique peut être identifiée, en première analyse, par la 

reconnaissance de propriétés caractéristiques : sensibilité aux conditions initiales ,attracteur 

étrange, spectre, … etc.  

 

 

 

I.3. Les systèmes dynamiques chaotiques continus connus: 

1-3-1·  Le système de Lorenz qui  est système largement connue dans la littérature, 

initié par le célèbre climatologue Lorenz  est modélisé par le système[31] 

 

𝑥 = 𝜎 𝑦– 𝑥 

𝑦 = 𝜌𝑥– 𝑦– 𝑥𝑧

𝑧 =–𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                               (I. 3) 

Oùx, y et z sont les variables d’état du système,  𝜎, 𝜌𝑒𝑡𝛽 sont des paramètres. Pour 

certaines valeurs de ses derniers, le système exhibe un comportement chaotique.  

 La figure 1.1 ci-dessous présente l'attracteur de Lorenz pour les valeurs suivantes  

1-4-2· Le système de Rossler : ce système semblable à celui de Lorenz, a été 

proposée par le biochimiste  allemand Otto Rossler en 1976 , il découle des équations  de 

Navier Stockes  et est lié à l étude de  l’écoulement des fluides. [32],  

Fig. I.1: Les attracteurs de Lorentz (a)Attracteur 3D,(b) (c) et (d) Attracteurs2-D  
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           Les équations de ce système sont les suivantes  

 

𝑥 =–  𝑦 + 𝑧 

𝑦 = 𝑥 + 𝛼𝑦

𝑧 = 𝛽– 𝛾𝑧 + 𝑥𝑧

                                                                                 (I.4) 

Avec 𝛼, 𝛽𝑒𝑡𝛾  des constantes  (paramétre de bifurcation)   

Ci-dessous l'attracteur de Rossler  pour les valeurs suivantes : 𝛼 = 𝛽 = 0.2 𝑒𝑡 𝛾 = 5.7 
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Figure I.2:Les attracteurs de Rössler (a) Attracteur 3-D,(b) (c) et (d) Attracteurs 2-D  
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1-5 conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté Le chaos comme un comportementparticulier caractérisant 

un système dynamique par sa sensible dépendance aux conditions initiales. on a introduit  

définitions préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des systèmes 

dynamiques pouvant conduire au chaos dans ces systèmes . 

Enfin on présente deux exemples de systèmes chaotiques continus. 
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2.1 Introduction 

Dans ce chapitre et pour éviter le chargement mathématique, on s’est forcé, comme 

physiciens, d’accepter une présentation mathématique des différentes méthodes de 

synchronisation telle qu’elle est exposée par les mathématiciens. Mais pour présenter les 

différents types de  synchronisation on a opté pour une simplification de la tache avec une 

présentation tridimensionnelle par le biais du système de 𝐿𝑢  [31]  . 

2 .2 Les Méthodes de synchronisation 

  Cette section est consacrée à la présentation de diverses méthodes de 

synchronisation les plus performantes et les plus rencontrées. 

2.2.1 Méthode du contrôleur actif 

L’application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes chaotiques a été 

proposée par Bai et Lonngren [30], c’est une technique efficace qui a montré sa puissance 

non seulement pour la synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la 

synchronisation des systèmes non identiques. De plus, cette méthode offre une simplicité 

remarquable pour l’implémentation de l’algorithme  Soit deux systèmes chaotiques à 

synchroniser, maître et esclave, définis par : 

𝑥 𝑚 (t) = A𝑥𝑚 (t) + f(𝑥𝑚 (t))                                                        (2.1) 

et 

𝑥 𝑒(t) A 𝑥𝑒(t)+G(𝑥𝑒(t)) + U                                                       (2.2) 

         Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les 

trajectoires des deux systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini.   

Cette erreur est obtenue comme suit : 

𝑒 (t) = 𝑥 𝑒(t) -𝑥 𝑚 (t)                                                                              (2 .3) 

= A 𝑥𝑒(t)+G(𝑥𝑒 (t)) - A 𝑥𝑚 (t)-  F(𝑥𝑚 (t)) + U 

l’erreur peut être exprimée comme suit : 

𝑒 (t) = Ae(t) + G(𝑥𝑒(t) -  F(𝑥𝑚 (t)  + U;                                              (2.4) 

 Le contrôleur U est proposé comme suit : 

U = V + F(𝑥𝑚 (t)- G(𝑥𝑒(t)                                                          (2.5) 

d’où V est le contrôleur actif, défini par : 

V = - L e(t);                                                                          

d’où L est une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, la formule finale de 

l’erreur : 

𝑒 (t) = (A - L) e(t)                                                                            (2.6) 
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Donc le problème de la synchronisation entre le système maître (2.1) et le système 

esclave (2 ,2) est transformé en  problème  de zéro-stabilité du système  (2.6). Maintenant, 

le Théorème qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la stabilité des systèmes 

dynamiques linéaires continus. 

Théorème 4.1 Le système maître (2.1) et le système esclave (2.2) sont globalement 

synchronisés sous la loi du contrôle (2 , 5), si et seulement si la matrice de contrôle L est 

choisie telles que les valeurs propres de A - L se trouvant à l’intérieur du disque de 

l’unité,  

 Avantage de la méthode 

-La technique du contrôleur actif est efficace non seulement pour la 

synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisation  des  

systèmes  non identiques . 

-cette méthode  offre une simplicité remarquable  pour l’implémentation  de 

l’algorithme [23] 

 

2.2.2 Méthode du Backstepping 

  La méthode du Backstepping est une méthode récursive qui se base sur le choix 

d’une fonction de Lyapunov  avec  la conception du contrôleur nécessaire.  En considère 

que le système maître et le système esclave sont définis comme suit [33-34] 

 
 

 
𝑋𝑚1
 =  𝑓1(𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2)

𝑋𝑚2
  =  𝑓2 𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2; 𝑥𝑚3 

⋮                                            
𝑋𝑚𝑛 =  𝑓𝑛(𝑥𝑚1;  𝑥𝑚2; … . 𝑥𝑚𝑛 )

                                                          (2.7)                              

 

𝑥𝑒1 =  𝑓1(𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2)

𝑥𝑒2 =  𝑓1 𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2;  𝑥𝑒3 
⋮                                      

𝑥𝑒𝑛 =  𝑓𝑛(𝑥𝑒1;  𝑥𝑒2 … . ; 𝑥𝑒𝑛 )

                                                              (2.8) 

d’où𝑓1 est une fonction linéaire, 𝑓𝑖 , (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-linéaires 

et u est un contrôleur qui doit être choisi convenablement pour obtenir  la synchronisation 

entre les systèmes(2.7) et (2.8). L’erreur de synchronisation est définie comme suit : 

 
 
 

 
 𝑒1  =  𝑥𝑒1– 𝑥𝑒1

𝑒2  =  𝑥𝑒2– 𝑥𝑒2

⋮                          

𝑒𝑛  =  𝑥𝑒𝑛– 𝑥𝑒𝑛

                                                                                   (2.9) 

Alors, la dynamique du système d’erreur s’écrit : 
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𝑒1 =  𝑔1(𝑒1;  𝑒2)

𝑒2 =  𝑔2 𝑒1;  𝑒2  ; 𝑒3 
⋮                                     

𝑒𝑛 =  𝑔𝑛(𝑒1;  𝑒2 ; …… . . 𝑒𝑛) + u

                                                                          (2.10) 

d’où 𝑔1est une fonction linéaire, et 𝑔𝑖 , (i = 2; 3; : : : ; n), sont des fonctions non-

linéaires. L’objectif est de calculer une loi de contrôle  u  qui assure la convergence du 

système𝑒𝑖 , (i = 1; 2; … ; n); vers l’origine en utilisant l’algorithme backstepping. Pour cela 

le système d’erreur (2.9) doit être décomposé en sous système : 

𝑒1 , (𝑒1, 𝑒2 ), (𝑒1, 𝑒2 , 𝑒3) …… (𝑒1, 𝑒2 , …… . . 𝑒𝑛 ) 

et pour chaque sous système on défini une fonction de Lyapunov  V  positive : 

𝑉𝑗  (𝑒𝑗  , 𝑢𝑗  , 𝛼𝑗 ) ;                                                                                   (2.11) 

d’où  j  est l’ordre du sous-système, 𝑢𝑗  , 𝛼𝑗 représentent, respectivement, la loi de 

contrôle et le contrôleur virtuel du sous système d’ordre j, 𝑢𝑗  et 𝛼𝑗 sont calculés à chaque 

fois de tel sorte que𝑉 𝑗< 0 

 Avantages  de la méthode : Il existe plusieurs avantages dans cette méthode : 

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur. 

- Elle peut être appliquée à différents systèmes chaotiques. 

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul contrôleur. 

- Le contrôleur calculé offre une simplicité dans l’implémentation de l’algorithme. 

2.2.3 Méthode du mode glissant 

         Dans la théorie du contrôle robuste, la méthode du mode glissant est souvent 

pratiquée en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la réponse 

rapide et une bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux incertitudes des 

paramètres et des perturbations externes [35,36].  

Soit  les  systèmes chaotiques  maître et esclave donnés par les formes suivantes : 

𝑥 𝑚 (t) = A𝑥𝑚 (t) + f(𝑥𝑚 (t))                                                               (2.12) 

et 

𝑥 𝑒(t) = A𝑥𝑒(t) + f(𝑥𝑒(t)) + U                                                            (2.13) 

Où x(t)∈ 𝑅𝑛 , y(t) ∈ 𝑅𝑛sont les états des systémes maître et esclave, respectivement, 

A∈ 𝑅𝑛×𝑛  une matrice constante, f∈ 𝑅𝑛×𝑛  est une fonction non-linéaire et u ∈ 𝑅𝑛est un 

contrôleur à déterminer. L’erreur entre le système maître (2.12) et le système esclave 

(2.13) est définie par : 

e(t) =  𝑥𝑒(t)  – 𝑥𝑚 (t) 

La dynamique de l’erreur peut s’écrire comme suit : 
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𝑒 = 𝐴𝑒 + 𝜂 (𝑥𝑚 , 𝑥𝑒) + u                                                             (2.14) 

 

d’où 𝜂 (𝑥𝑚 , 𝑥𝑒) =  f(𝑥𝑚 (t))-  f(𝑥𝑒(t)): Si on se base sur le principe du contrôle actif 

pour éliminer  la  partie  non-linéaire  du système d’erreur (2.14),  la loi de contrôle u est 

choisie comme suit : 

u = 𝐵𝑣 −  𝜂 (𝑥𝑚 , 𝑥𝑒)                                                                    (2.15) 

d’où v est le contrôleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit être calculé de 

telle sorte que le couple (A,B) soit contrôlable. En substituant (2.15) dans (2.14), la 

dynamique de l’erreur est simplifiée comme suit : 

𝑒 =  𝐴𝑒 + Bv:                                                                                                      (2.16) 

Ainsi, le problème de synchronisation peut être remplacé par un équivalent problème 

de la stabilisation de la solution   e = 0    du système (2.14) par un choix approprié du 

contrôleur en mode glissant. 

Dans la méthode du mode glissant , nous définissons la surface de glissement s, 

comme suit : 

s (e) = 𝐶𝑒 =   𝑐𝑗𝑒𝑗
𝑛
𝐽=1                                                                       (2.17) 

Où C : est un vecteur constant à déterminer, et le système contrôlé doit satisfaire :  

s (e) = 0, 𝑠 (e) = 0: Alors, on peut écrire :  

𝑠 (e)  = C (Ae + Bv) = 0,                                                                     (2.18) 

donc  le  contrôleur v est donné par           

  v = - (𝐶𝐵−1) CAe                                                                              (2.19) 

d’où C est choisi de telle sorte que CB ≠ 0. L’existence de (𝐶𝐵−1) est une condition 

nécessaire. La nouvelle forme de l’erreur de synchronisation est donnée par 

𝑒  = 𝐼 − 𝐵 (𝐶𝐵−1) 𝐶  Ae                                                                    (2.20) 

Pour assurer la stabilité asymptotique du système contrôlé, le vecteur C doit être 

choisi de telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice 𝐼 −

𝐵 (𝐶𝐵−1) 𝐶𝐴soient toutes négatives.  

2-3 Quelques  types de synchronisation : 

Dans cette section, nous introduisons différents types de synchronisation à savoir la 

synchronisation complète, l’anti-synchronisation, la synchronisation décalée, la 

synchronisation FSHP, la synchronisation généralisée, et la synchronisation Q-S. Toutes 

les synchronisations sont supposées appliquées à deux systèmes identiques de 𝐿𝑢 . 
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2.3.1 Le système chaotique de 𝑳𝒖  

Considérons le système  simple, autonome, quadratique et tridimensionnel suivant, 

qui peut afficher deux attracteurs chaotiques simultanément [31]:  

 

𝑥 = −
αβ

α+β
𝑥–𝑦𝑧 + 𝛾

𝑦 = 𝛼𝑦 + 𝑥𝑧
𝑧 = 𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                                         (2.21) 

Où un α; β; γ sont des constantes. 

Ce système est chaotique pour une large gamme de paramètres et a beaucoup de 

comportements  dynamiques complexes  intéressants. Par exemple : il est chaotique pour 

les paramètres α = -10; β = -4, et  γ  <19: 2, et pour α = -10; β = -4; γ = 18: 1, il affiche 

deux Attracteurs  chaotiques comme indiqué  sur la Figure. 2.1.   

pour la valeur initiale (1; 1; 1), le spectre  des exposants de Lyapunov du système 

(2.21) est donné par :𝜆1 = 0 . 253223; 𝜆2 = 0𝜆3 = -11. 3944, et la dimension de Lyapunov  

est  𝑑𝑙  =2: 0221.  

De toute évidence, quand α = -10; β = -4; γ = 18, le système a seulement trois  points 

d’équilibres: 

Ε1=(-6.335,0,0) 

Ε2=  2 10 ,  
80

7
+ 3.62  10  , −1/2 800/7 + 36.2  10   

Ε3= 2 10 , − 
80

7
+ 3.62  10  , −1/2 800/7 + 36.2  10   

C'est un phénomène étrange d'avoir deux  attracteurs chaotiques qui coexistent dans un 

système chaotique autonome , quadratique et tridimensionnel avec seulement trois 

équilibres. De plus, quand a = +10; b = +4; c = 0, ce système peut afficher deux attracteurs 

chaotiques complexes, comme le montre la Figure3.1. Selon leur emplacements 

géométriques, ces deux attracteurs  qui coexistent  sont appelés attracteur supérieur et 

attracteur inférieur . 

2-3-2 Présentation de la  configuration  maître- esclave 

Considérons le cas  de deux systèmes tridimensionnels identiques de 𝐿𝑢   (2.22) et 

(2.23) à synchroniser : le premier est pris comme un système maitre et le deuxième  

comme un système esclave respectivement.  

 

𝑥 𝑚 = −
αβ

α+β
𝑥𝑚– 𝑦𝑚𝑧𝑚 + 𝛾

𝑦 𝑚 = 𝛼𝑦𝑚 + 𝑥𝑚𝑧𝑚
𝑧 𝑚 = 𝛽𝑧𝑚 + 𝑥𝑚𝑦𝑚

                                                                               (2.22)                 
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𝑥 𝑒 = −
αβ

α+β
𝑥𝑒– 𝑦𝑒𝑧𝑒 + 𝛾 + 𝑢1

𝑦 𝑒 = 𝛼𝑦𝑒 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + 𝑢2

𝑧 𝑒 = 𝛽𝑧𝑒 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + 𝑢3

                                                                   (2.23) 

Où  (xm; ym; zm)
T
 , (xe; ye; ze)

T
  sont les vecteurs d’ états du système maitre et du 

système esclave, respectivement et 𝑢𝑖 ; i= 1; 2; 3; sont les contrôleurs de synchronisation 

qui seront déterminés ultérieurement par l’une des méthodes de synchronisation  

2-3-3  La synchronisation complète 

Pour la synchronisation complète, on calcul  le système d’erreur  de la 

synchronisation complète comme [37] 

 

𝑒𝑐1 = 𝑥𝑒 − 𝑥𝑚
𝑒𝑐2 = 𝑦𝑒 − 𝑦𝑚
𝑒𝑐3 = 𝑧𝑒 − 𝑧𝑚

                                                               (2.24) 

Ainsi, le problème de synchronisation complète est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖  

(i=1,2, 3) du système esclave (2.3)de sorte que 

lim𝑡→∞ 𝑒𝑐𝑖(𝑡)= 0      (i=1,2, 3)  

2-3-4 L’anti-Synchronisation[38] 

Théoriquement, deux systèmes sont anti-synchronisés si d’une part, le système 

maître et le système esclave ont des vecteurs d’état identiques en valeur absolue mais avec 

des signes opposés et que d’autre part, la somme des vecteurs d’état des deux systèmes 

tend vers zéro lorsque le temps tend vers l’infini. L’erreur d’anti-synchronisation peut donc 

être définie comme suit 

 

𝑒𝑎1 = 𝑥𝑒 + 𝑥𝑚
𝑒𝑎2 = 𝑦𝑒 + 𝑦𝑚
𝑒𝑎3 = 𝑧𝑒 + 𝑧𝑚

                                                         (2.25) 

Alors, le problème de l’anti synchronisation est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖  

(i=1,2, 3) de sorte que 

lim𝑡→∞ 𝑒𝑎𝑖 (𝑡)= 0      (i=1,2, 3)  

2-3-5 la  Synchronisation lag [39] 

 On dit qu’on a une synchronisation retardée (ou anticipée) si les variables 

d’état 𝒙𝒆 𝒕  système chaotique esclave converge vers les variables d’état 𝒙𝒎(𝒕) décalée 

dans le temps du système chaotique maître comme l’indique la relation ci-dessous 

 

𝑒𝑙1 = 𝑥𝑒 𝑡 − 𝑥𝑚 (𝑡 − 𝜏)

𝑒𝑙2 = 𝑦𝑒 𝑡 − 𝑦𝑚 (𝑡 − 𝜏)

𝑒𝑙3 = 𝑧𝑒 𝑡 − 𝑧𝑚 (𝑡 − 𝜏)

                                             (2.26) 
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Alors, le problème de la synchronisation lag est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖  

(i=1,2, 3) de sorte que 

lim
𝑡→∞

 𝑒𝑙(𝑡)  =0;                                                            

Avec   𝜏 est un nombre positif très petit. 

2.3-6 Synchronisation projective [40] 

On dit qu’on a une synchronisation projective, s’il existe une matrice diagonaleH =

diag (h1, h2 , h3, … . . hn),tels que  

 

𝑒𝑝1

𝑒𝑝2

𝑒𝑝3

 =  

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
 −  

h1 0 0
0 h2 0
0 0 h3

 ×  

𝑥𝑚
𝑦𝑚
𝑧𝑚

   

 

𝑒𝑝1 = 𝑥𝑒 𝑡 − 𝑕1 × 𝑥𝑚 (𝑡)

𝑒𝑝2 = 𝑦𝑒 𝑡 − 𝑕2 × 𝑦𝑚(𝑡)

𝑒𝑝3 = 𝑧𝑒(𝑡) − 𝑕3 × 𝑧𝑚  (𝑡)

                                                                               ( 2.27)                             

et  si on peut déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖  (i=1,2, 3) de sorte que 

lim𝑡→∞ 𝑒𝑝𝑖 = 0i=1, 2,3 

 Remarque : On voit bien que pour le cas où tous les𝑕𝑖  sont égaux à 1 représente un 

cas de synchronisation complète. Le cas où tous les𝑕𝑖  sont égaux à -1 représente un cas 

d’anti-synchronisation  

2-3-7 Synchronisation FSHP: 

 On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais full state hybrid projective 

synchronisation), [41] s’il existe des contrôleur ui , 1≤i≤3 et des  constante (𝛼ij ) ∈

𝑅3𝑋3tels que :            

 

𝑒𝐹1

𝑒𝐹2

𝑒𝐹3

 =  

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
 −  

𝛼11 𝛼12 𝛼13

𝛼21 𝛼22 𝛼23

𝛼31 𝛼32 𝛼33

 ×  

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
                                             (2.28) 

                           Avec  𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝐹𝑖   =0,        i=1,2,3 

La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective  

2-3-8 Synchronisation  inverse FSHP[42] 

 On dit qu’on a une synchronisation FSHP (en anglais inverse full state hybrid 

projective synchronisation), s’il existe des contrôleur ui , 1≤i≤3 et des  constante (𝛽ij) 

∈ 𝑅3×3tels que :  

 

𝑒𝐼𝐹1

𝑒𝐼𝐹2

𝑒𝐼𝐹3

 =  

𝑥𝑚
𝑦𝑚
𝑧𝑚

 −  

𝛽11 𝛽12 𝛽13

𝛽21 𝛽22 𝛽23

𝛽31 𝛽32 𝛽33

 ×  

𝑥𝑒
𝑦𝑒
𝑧𝑒
                                                        (2.29) 

Avec         𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝐼𝐹𝑖   =0,        i=1, 2,3 
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La synchronisation FSHP est une généralisation de la synchronisation projective [4]. 

2-3-9 Synchronisation généralisée [43] 

On a synchronisation au sens généralisé des deux systèmes (2.2) et (2.3) , s’il existe 

des contrôleur 𝑢𝑖 ; i= 1; 2; 3 et une fonction ∅: 𝑅3 → 𝑅3 qui vérifient 

 

𝑒𝑔1 = 𝑥𝑒(𝑡) − ∅𝑥𝑚  (𝑡)

𝑒𝑔2 = 𝑦𝑒(𝑡) − ∅𝑦𝑚  (𝑡)

𝑒𝑔3 = 𝑧𝑒 𝑡 − ∅𝑧𝑚(𝑡)

                                                         (2.30) 

                             Avec          𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝑔𝑖  =0,                                            

2-3-10 Synchronisation inverse généralisée [44] 

  On a synchronisation au sens  inverse généralisé des deux systèmes (2.2) et 

(2.3) ,s’il existe des contrôleur 𝑢𝑖 ; i= 1; 2; 3 et une fonction 𝜑:𝑅3 → 𝑅3 qui vérifient 

 

𝑒𝑖𝑔1 = 𝑥𝑚 (𝑡) − 𝜑𝑥𝑒  (𝑡)

𝑒𝑖𝑔2 = 𝑦𝑚 (𝑡) − 𝜑𝑦𝑒  (𝑡)

𝑒𝑖𝑔3 = 𝑧𝑚  𝑡 − 𝜑𝑧𝑒(𝑡)

                                                                        (2.31) 

Avec                                    𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝑖𝑔1 =0,               i=1, 2,3 

2-3-11 Synchronization Q-S[45] 

On a synchronisation au sens  Q-S des deux systèmes (2.2) et (2.3) , s’il existe des 

contrôleur 𝑢𝑖 ; i= 1; 2; 3 et deux fonctions Q :𝑅3 → 𝑅3 , S : 𝑅3 → 𝑅3  tel que les erreurs de 

synchronisation   

 

𝑒𝑞1 = 𝑄(𝑥𝑚 (𝑡)) − 𝑆(𝑥𝑒(𝑡))

𝑒𝑞2 = 𝑄(𝑦𝑚  𝑡 ) − 𝑆(𝑦𝑒(𝑡))

𝑒𝑞3 = 𝑄(𝑧𝑚(𝑡)) − 𝑆(𝑧𝑒(𝑡))

                                                             (2.32) 

𝑣é𝑟𝑖𝑓𝑖𝑒𝑛𝑡 ∶           𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑒𝑞𝑖  =0                                         ,i=1 ,2,3          

 

Remarque     La synchronisation Q-S est considérée comme une généralisation de 

tous les types de synchronisations  précédentes. 

2-4. Méthodes d’étude de la stabilité des systèmes dynamiques 

continus non linéaires [46] 

        Pour l’analyse de la stabilité et, principalement, lorsque les systèmes non linéaires ne 

permettent pas une linéarisation ou lorsque le modèle linéarisé est loin de représenter le 

comportement réel du système, on utilise généralement des méthodes plus ou moins 

difficiles à mettre en œuvre, parmi ces méthodes, on peut citer : la méthode des portraits de 

phase, le critère de Popov, la méthode directe de Lyapunov et  la méthode des normes 
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vectorielles. Dans tout ce qui suit et pour la vérification de la stabilité des systèmes 

d’erreurs, on se limite à la méthode de Lyapunov. 

2.4.1 La méthode de Lyapunov [47] 

La méthode de Lyapunov, permettant l’analyse de la stabilité directement à partir des 

équations décrivant les systèmes, ne nécessite pas la détermination explicite des solutions 

de ces équations. En effet, la détermination d’une fonction scalaire v(x), dite de Lyapunov, 

définie positive dans l’espace d’état, dont la dérivée par rapport au temps v (x) est une 

fonction définie négative, suffit pour pouvoir conclure à la stabilité asymptotique du 

système dynamique continu non linéaire du type (2.22). 

 

2.5 Conclusion 

L’objectif principal de ce chapitre était de présenter les diverses méthodes de 

synchronisation les plus performantes  et aussi les différents types de synchronisation  en 

se basant sur les définitions des erreurs pour les différents types. 
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3.1   Introduction 

Nous somme allé de l'avant et programmé des simulations pour modéliser  le 

système de Lu et voir son attracteur étrange ainsi que la sensibilité de l’évolution de ses 

états aux variations minimes des conditions initiales. La simulation est  a été fait avec 

l'aide de MATLAB. L'objectif de la simulation était de produire des résultats qui 

pourraient être tracés à l'écran en temps réel. Ces données seraient en mesure de confirmer 

ou d'infirmer les résultats théoriques mentionnés ci-dessus aussi bien que d’afficher 

l'existence globale du chaos.  

La simulation fonctionne dans un processus itératif. Cela prend des points qui sont 

stockés dans une matrice (tableau) de Points et les trace dans un plan x-y-z un point à la 

fois. Après chaque point successif, une ligne droite est tracée reliant le point précédent au 

point courant. Ce processus continu est itéré, donnant à la simulation la capacité de tracer 

une trajectoire. Pour augmenter la capacité, il y avait des changements apportés au pas 

temporel de la fonction  tracée ainsi que le nombre de points ajoutés à la matrice des 

points- avant le traçage. 

Il existe des techniques de modélisation des équations différentielles sous forme 

d'équations de différences. Ces techniques modifient le problème de l'étude d'un système 

continu à l'étude d'un système discret. Il est important de noter que cette méthode ne 

fonctionne que pour de petits incréments de temps. Pour les grands pas de temps, 

l’approximation diffère  notablement de la solution exacte. La modélisation d'une équation 

différentielle comme une équation  de différence  est équivalente à la représentation d'une 

ligne courbée par  plusieurs lignes droites assemblées les unes aux autres reconstituées. Le 

modèle de l'équation de différence fonctionne en calculant le prochain point connaissant le 

point courant.et  en tenant compte de l'état initial, l'ordinateur peut itérer à travers 

l'ensemble du système à plusieurs reprises avec une grande vitesse. 

3.2   Modélisation et simulation: 

3.2.1 Méthode utilisée: 

La méthode la plus simple pour transformer l’équation différentielle en une équation 

de différence est la méthode d’Euler  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 →

𝑦𝑛+1−𝑦𝑛

∆𝑡
= 𝑓 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 , 𝑧𝑛 , …                                                       (3.1) 

Qui nous permit d’écrire yn+1 comme 

𝑦𝑛+1 = ∆𝑡 𝑓 𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 , 𝑧𝑛 , …   + 𝑦𝑛 .                                                                      (3.2) 
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L’approche nous permis de transformer les équations différentielles en équations de 

différence: 

 
𝑥𝑛+1 = −

αβ

α+β
𝑥𝑛– 𝑦𝑛𝑧𝑛 + 𝛾

𝑦𝑛+1 = 𝛼𝑦𝑛 + 𝑥𝑛𝑧𝑛
𝑧𝑛+1 = 𝛽𝑧𝑛 + 𝑥𝑛𝑦𝑛

                                                                                   (3.3) 

Ont opté pour la méthode simple d’Euler pour sa simplicité et son efficacité pour 

modéliser les équations et tracer les trajectoires                               

3.2.2 Résultats des simulations: 

2.1 Quelques simulations sur le système chaotique de 𝐿𝑢  

Le système, qui a été conçu par 𝐿𝑢  et al. [31], a été présenté dans le deuxième 

chapitre et affiche simultanément deux attracteurs chaotiques:  

Ce système est défini par les équations suivantes: 

 

𝑥 = −
αβ

α+β
𝑥–𝑦𝑧 + 𝛾

𝑦 = 𝛼𝑦 + 𝑥𝑧
𝑧 = 𝛽𝑧 + 𝑥𝑦

                                                                 (3.4) 

Où  (x; y; z)
T
 , est le vecteurs des états du système de 𝐿𝑢 , 𝛼, 𝛽𝑒𝑡𝛾 sont des 

constantes réelles présentant les paramètres du système. Ce système présente un 

comportement chaotique dans une large gamme de paramètres et présente de 

nombreux comportements dynamiques complexes intéressants. Le système est 

chaotique pour les paramètres α=-10, β=-4 et 𝛾 < 19.2. Par exemple, lorsque les 

paramètres sont α=-10, β=-4 et 𝛾 = 0, les évolutions temporelles des trois états  du 

système (1) pour deux conditions initiales très peu différentes, (x (0), y (0), z (0)) = 

(3, - 4, 2) et (x (0), y (0), z (0)) = (3.01,- 4.01, 2.01) sont donnés sur la figure 3.1 

qui montre que le système est réellement chaotique à cause de sa grande sensibilité 

au conditions initiales remarqué par la divergences dans le temps entre les mêmes 

états présentant une différence d’un centième entre les conditions initiales . En 

outre, il affiche l'attracteur chaotique comme indiqué sur la figure 3.2. Pour plus de 

détails sur les autres propriétés dynamiques du système, voir l'article [31]. 
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Figures 3 .1 Les évolutions temporelles  des états x ; y et z pour différentes conditions initiales 

 

 

Figure 3.2  L’attracteur chaotique de 𝐿𝑢  en 3D pour  a = -10, b = -4 et c = 0. Pour les conditions 

initiales(x(0), y(0), z(0)) = (3, - 4, 2) 

3.3. Etude par simulation de la synchronisation complète entre deux 

systèmes chaotiques identiques de Lü 

Maintenant, notre objectif est de faire une étude par simulations de la 

synchronisation pour deux systèmes chaotiques identiques de la forme (1) basé sur la 

méthode de stabilité de Lyapunov. 

Considérons les systèmes 3D chaotiques de 𝐿𝑢  (1) et (2) : le premier est pris comme un 

système maitre et le deuxième  comme un système esclave respectivement. 

 

𝑥 𝑚 = −
αβ

α+β
xm − ym zm + γ

𝑦 𝑚 = 𝛼ym + xm zm

𝑧 𝑚 = βzm + xm ym

                                                                                 (3.5) 
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𝑥 𝑒 = −
αβ

α+β
𝑥𝑒 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 + 𝛾 + 𝑢1

𝑦 𝑒 = 𝑎𝑦𝑒 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + 𝑢2

𝑧 𝑒 = 𝑏𝑧𝑒 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + 𝑢3

                                                                          (3.6) 

Où  (xm; ym; zm)
T
 , (xe; ye; ze)

T
  sont les vecteurs des états du système maitre et du 

système esclave, respectivement, 𝛼, 𝛽 𝑒𝑡𝛾 sont des constantes réelles présentant les 

paramètres du système de 𝐿𝑢   et (u1; u2; u 3)
T
  est le vecteur des commandes non linéaires 

de synchronisation qui seront déterminés ultérieurement. 

Le vecteur des erreurs de synchronisation complète (e1; e2; e3)
T
 sera défini comme  

 

𝑒𝑐1 = 𝑥𝑒 − 𝑥𝑚
𝑒𝑐2 = 𝑦𝑒 − 𝑦𝑚
𝑒𝑐3 = 𝑧𝑒 − 𝑧𝑚

                                                                                                      (3.7) 

Ce qui donne 

 

zm𝑒𝑐1 + 𝑥𝑒𝑒𝑐3 = −𝑥𝑚zm + 𝑥𝑒𝑧𝑒
ym𝑒𝑐1 + 𝑥𝑠𝑒𝑐2 = −xm𝑦𝑚 + 𝑥𝑒𝑦𝑒
−ye𝑒𝑐3 − 𝑧𝑚𝑒𝑐2 = 𝑦𝑚zm − 𝑦𝑒𝑧𝑒

                                                                          (3.8) 

Par une simple dérivation de (3.7) et par une soustraction de (3.5) de (3.6), nous 

obtenons  le  la dynamique  du système des erreurs suivant 

 

𝑒 𝑐1 = −𝑟𝑒𝑐1 − xe𝑒𝑐3 + zm ec2 + 𝑢1

𝑒 𝑐2 = 𝛼𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 + xsec3 + 𝑢2

𝑒 𝑐3 = 𝛽𝑒𝑐3 + ym𝑒𝑐1 + xsec2 + 𝑢3

                                                                       (3.9) 

Avec  r =
αβ

α+β
 

Pour les deux systèmes chaotiques identiques sans contrôle (ui = 0), si les conditions 

initialesdes états du système maitre et du système esclave 

diffèrent xm 0 , ym 0 , zm 0  ≠ xe 0 , ye 0 , ze 0 , les trajectoires des deux systèmes 

identiques se séparent rapidement et deviennent sans importance. Cependant, pour les deux 

systèmes chaotiques commandés contrôlés), les deux systèmes se synchronisent quelques 

soient lesconditions initiales avec le schéma de commande approprié. Pour ce faire, nous 

proposons la loi de commande suivante pour le système esclave:  

 

𝑢1 =  𝑟 − 1 𝑒𝑐1 + ec2𝑒𝑐3

𝑢2 = − 𝛼 + 1 𝑒𝑐2 − 2xsec3

𝑢3 = − 𝛽 + 1 𝑒𝑐3

                                                                              (3.10) 

Après on a le théorème suivant 

Théorème 3.1 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers la synchronisation 

complète pour n’importe quelles conditions initiales  

 xm 0 , ym 0 , zm 0  𝑒𝑡   xe 0 , ye 0 , ze 0   sous la loi de commande (3.10) 
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Démonstration. 3.1  le système d’erreurs peut être écrit comme 

 

𝑒 1𝑐 = −𝑒𝑐1 − ye𝑒𝑐3 − zm ec2 + ec2𝑒𝑐3

𝑒 2𝑐 = −𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 − xsec3

𝑒 3𝑐 = −𝑒𝑐3 + ym𝑒𝑐1 + xsec2

                                                                 (3.11) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

𝑉 𝑒𝑐 𝑡  =
1

2
 𝑒𝑖𝑐

2 (𝑡)3
𝑖=1     (3.12) 

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système 

(3.11) 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒 𝑐1𝑒𝑐1 + 𝑒 𝑐2𝑒𝑐2 + 𝑒 𝑐3𝑒𝑐3 

   =  −𝑟𝑒𝑐1 − ye𝑒𝑐3 + zm ec2 + 𝑢1 𝑒𝑐1 +  𝛼𝑒𝑐2 + zm𝑒𝑐1 + xsec3 + 𝑢2 𝑒𝑐2

+  𝛽𝑒𝑐3 + ym𝑒𝑐1 + xsec2 + 𝑢3 𝑒𝑐3 

= −𝑟𝑒1
2 + 𝛼𝑒2

2 + 𝛽𝑒3
2 − ye𝑒3𝑒1 + 2xse3e2 + ym𝑒1𝑒3 + 𝑒1𝑢1 + 𝑒2𝑢2 + 𝑒3𝑢3 

= −𝑟𝑒𝑐1
2 + 𝛼𝑒𝑐2

2 + 𝛽𝑒𝑐3
2 − 𝑒𝑐1ec2𝑒𝑐3 + 2xsec3ec2 + 𝑒𝑐1𝑢1 + 𝑒𝑐2𝑢2 + 𝑒𝑐3𝑢3                            (3.13) 

En substituant le système (3.10) dans l’équation  (3.13) on obtient 

                                   
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒𝑐1

2 − 𝑒𝑐2
2 − 𝑒𝑐3

2 < 0                                                        (3.14) 

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système des erreurs  (3.11) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes 

(3.5) et (3.6) sont globalement complètement synchronisés 

 

 

Figure .3.3 Les évolutions temporelles  des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système 

esclave(xe ; ye , ze )  commandé par une synchronisation complète pour différentes condition initiales 
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(a)  

 

(b)  

Figure 3.4  Les évolutions temporelles  des erreurs de synchronisation e1, e2  et e3 :  

(a) dans un seul repère, (b) sur trois repères 

3.4. Etude par simulation de l’anti synchronisation  entre deux 

systèmes identiques de L𝒖  . 

Dans cette section, nous discutons du comportement de l’anti-synchronisation entre 

les deux systèmes identiques (3.2) et (3.3) de 𝐿𝑢 . Nous définissons les états des erreurs 

pour 

l’anti-synchronisation  comme : 

 

𝑒𝑎1 = xe + xm

𝑒𝑎2 = ye + ym

𝑒𝑎3 = ze + zm

                                                                                                     (3.15) 

Le problème de la synchronisation est de déterminer les fonctions de commande𝑢𝑖  ; i 

= 1; 2; 3; qui stabilisent les erreurs de synchronisation (3.15) ; puis le but de la 
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synchronisation est de faire  lim𝑡→∞ 𝑒𝑖(𝑡) = 0, 𝑖 = 1; 2; 3 ou .   est la norme 

euclidienne 

 Le système des erreurs dynamiques entre le système maitre et  le système esclave 

peut être obtenu par la sommation des systèmes (3.5) et (3.6) pour donner : 

 

𝑒𝑎1 = −r𝑒𝑎1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ym zm + u1

𝑒𝑎2 = 𝛼𝑒𝑎2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xm zm + 𝑢2

𝑒𝑎3 = 𝛽𝑒𝑎3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xm ym + 𝑢3

                                                                           (3.16) 

Nous proposons les lois  de commande suivantes pour le système esclave:  

 

𝑢1 =  𝑟 − 1 𝑒1 + ye𝑧𝑒 + ym zm

𝑢2 = − 𝛼 + 1 𝑒2 − 𝑥𝑒𝑧𝑒 − xm zm

𝑢3 = − 𝛽 + 1 𝑒3 − 𝑥𝑒𝑦𝑒 − xm ym

                                                                  (3.17) 

Après on a le théorème suivant 

Théorème .3.2 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers l’anti 

synchronisation pour n’importe quelles conditions initiales  

 xm 0 , ym 0 , zm 0  𝑒𝑡   xe 0 , ye 0 , ze 0   sous la loi de commande (3.17) 

 Démonstration. 2  le système d’erreurs peut être écrit comme 

 

𝑒 1𝑎 = −𝑒𝑎1 − ye𝑒𝑎3 − zm ea2 + ea2𝑒𝑎3

𝑒 2𝑎 = −𝑒𝑎2 + zm𝑒𝑎1 − xsea3

𝑒 3𝑎 = −𝑒𝑎3 + ym𝑒𝑎1 + xsea2

                                                      (3.18) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

𝑉 𝑒𝑎 𝑡  =
1

2
 𝑒𝑖𝑎

2 (𝑡)3
𝑖=1                                                                    (3.19) 

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système 

(3 .18) 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒 𝑎1𝑒𝑎2 + 𝑒 𝑎2𝑒𝑎2 + 𝑒 𝑎3𝑒𝑎3 

=  −r𝑒1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ym zm + u1 𝑒𝑎1 +  𝛼𝑒2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xm zm + 𝑢2 𝑒𝑎2 +  𝛽𝑒3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xm ym + 𝑢3 𝑒𝑎3 

= −𝑟𝑒𝑎1
2 + 𝛼𝑒𝑎2

2 + 𝛽𝑒𝑎3
2 − ye𝑧𝑒𝑒𝑎1 − ym zm𝑒𝑎1 + xezeea2 + xm zm𝑒𝑎2 + ye𝑥𝑒𝑒𝑎3 + xm ym𝑒𝑎3 + 𝑒𝑎1𝑢1

+ 𝑒𝑎2𝑢2 + 𝑒𝑎3𝑢3 

= −𝑟𝑒𝑎1
2 + 𝛼𝑒𝑎2

2 + 𝛽𝑒𝑎3
2 − 𝑒𝑎1ea2𝑒𝑎3 + 2xsea3ea2 + 𝑒𝑎1𝑢1 + 𝑒𝑎2𝑢2 + 𝑒𝑎3𝑢3                (3.20) 

En substituant le système (3.17) dans l’équation  (3.20) on obtient 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒1𝑎

2 − 𝑒2𝑎
2 − 𝑒3𝑎

2 < 0                                                                                      (3.21)                                                         

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système d’erreurs  (3.18) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes (3.5) 

et (3.6) sont asymptotiquement globalement anti synchronisés. 
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Figure .3.5 Les évolutions temporelles  des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système 

esclave (xe ; ye , ze )  commandé par une anti synchronisation  pour différentes condition initiales 

 

(a)  

 

(b) 

Figure 3.6  Les évolutions temporelles  des erreurs de synchronisation ea1, ea2  et ea3 

(a) dans un seul repère  (b) sur trois repères 
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3.5. Etude par simulation   de la  synchronisation  hybride entre 

deux systèmes identiques de 𝑳𝒖  

Dans cette section, nous discutons du comportement de la synchronisation hybride entre 

les deux systèmes identiques (3.5) et (3.6) de 𝐿𝑢 ..  

Pour le nouveau schéma de synchronisation étudié, qui présente une synchronisation 

complète entre les états  (ye , ym )et une anti synchronisation pour les états xe , xm et 

(ze , zm )d’où la nomination hybride, Les erreurs de synchronisation sont données comme 

suit : 

 

𝑒𝑕1 = xe + xm

𝑒𝑕2 = ye − ym

𝑒𝑕3 = ze + zm

                                                                                                                (3.22) 

 On peut facilement déduire que 

 

ym𝑒𝑕1 + xe𝑒𝑕2 = xeye + ym xm

𝑧𝑒𝑒𝑕1−xm𝑒𝑕3 = zexe − xm zm

zm𝑒𝑕2−𝑦𝑒𝑒𝑕3 = −𝑦𝑒ze − zm ym

                                                                           (3.23) 

La  dynamique des erreurs est facile à obtenir 

 

𝑒 𝑕1 = −r𝑒𝑕1 − 𝑦𝑒𝑧𝑒 − ym zm + u1

𝑒 𝑕2 = 𝛼𝑒𝑕2 + 𝑥𝑒𝑧𝑒 + xm zm + 𝑢2

𝑒 𝑕3 = 𝛽𝑒𝑕3 + 𝑥𝑒𝑦𝑒 + xm ym + 𝑢3

                                                                       (3.24) 

Le système (3.24) peut être écrit 

 

𝑒 𝑕1 = −r𝑒1 + zm𝑒2−𝑦𝑒𝑒3 + u1

𝑒 𝑕2 = 𝛼𝑒2 + 𝑧𝑒𝑒1−xm𝑒3 + 𝑢2

𝑒 𝑕3 = 𝛽𝑒3 + ym𝑒1 + xe𝑒2 + 𝑢3

                                                                            (3.25) 

Nous proposons la loi de commande suivante pour le système esclave:  

 

𝑢1 =  𝑟 − 1 𝑒𝑕1−zm𝑒𝑕2+𝑦𝑒𝑒𝑕3

𝑢2 = − 𝛼 + 1 𝑒𝑕2 − 𝑧𝑒𝑒𝑕1+xm𝑒𝑕3

𝑢3 = − 𝛽 + 1 𝑒𝑕3−ym𝑒𝑕1 − xe𝑒𝑕2

                                                                    (3.26) 

Après on a le théorème suivant 

Théorème .3.3 les deux systèmes chaotiques (3.5) et (3.6) tendent vers une 

synchronisation hybride pour n’importe quelles conditions initiales 

 xm 0 , ym 0 , zm 0  𝑒𝑡   xe 0 , ye 0 , ze 0   sous la loi de commande (3.26) 

 Démonstration. 3.3  Le système d’erreurs peut être écrit comme 
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𝑒 𝑕1 = −r𝑒𝑕1 + zm𝑒𝑕2−𝑦𝑒𝑒𝑕3 + u1

𝑒 𝑕2 = 𝛼𝑒𝑕2 + 𝑧𝑒𝑒𝑕1−xm𝑒𝑕3 + 𝑢2

𝑒 𝑕3 = 𝛽𝑒𝑕3 + ym𝑒𝑕1 + xe𝑒𝑕2 + 𝑢3

                                                       (3.27) 

Construisons la fonction Lyapunov candidate de la forme  

𝑉 𝑒𝑕 𝑡  =
1

2
 𝑒𝑖𝑕

2 (𝑡)3
𝑖=1                                                                   (3.28) 

On obtient la dérivée de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire du système (3.24) 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑒 𝑕1𝑒𝑕1 + 𝑒 𝑕2𝑒𝑕2 + 𝑒 𝑕3𝑒𝑕3 

=  −𝑟𝑒𝑕1 − ye𝑒𝑕3 + zm eh2 + 𝑢1 𝑒𝑕1 +  𝛼𝑒𝑕2 + ze𝑒𝑕1 − xm eh3 + 𝑢2 𝑒𝑕2

+  𝛽𝑒𝑕3 + ym𝑒𝑕1 + xeeh2 + 𝑢3 𝑒𝑕3 

=−𝑟𝑒𝑕1
2 + 𝛼𝑒𝑕2

2 + 𝛽𝑒𝑕3
2 − ye𝑒𝑕3𝑒𝑕1 + zm𝑒𝑕2𝑒𝑕1 + zeeh1eh2 − xm eh3𝑒𝑕2 + ym𝑒𝑕1𝑒𝑕3 + xeeh2𝑒𝑕3 +

𝑒𝑕1   𝑟 − 1 𝑒𝑕1−zm𝑒𝑕2+𝑦𝑒𝑒𝑕3 + 𝑒𝑕2 − 𝛼+ 1 𝑒𝑕2 −𝑧𝑒𝑒𝑕1+xm𝑒𝑕3 + 𝑒𝑕3  − 𝛽+

1𝑒𝑕3−ym𝑒𝑕1−xe𝑒𝑕2                 (3.29) 

En substituant le système (3.26) dans l’équation (3.29) on obtient 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑒1𝑕

2 − 𝑒2𝑕
2 − 𝑒3𝑕

2 < 0                                                                                  (3.30)                                                         

En se basant sur la théorie de stabilité de Lyapunov ; on peut affirmer que la solution 

du système d’erreurs  (3.25) est asymptotiquement globalement stable et les systèmes (3.5) 

et (3.6) sont globalement hybride synchronisés. 

Le problème de synchronisation est de déterminer les contrôleurs 𝑢𝑖  ; i = 1; 2; 3; qui 

stabilisent les erreurs de synchronisation (3.25) ; puis le but de la synchronisation est de 

faire  lim𝑛→∞ 𝑒𝑖(𝑡) = 0  , 𝑖 = 1; 2; 3 ou .   est la norme euclidienne 

 

Figure .3.7 Les évolutions temporelles    des états du système maitre (xm ; ym , zm ) et du système 

esclave (xe ; ye , ze )  commandé par une synchronisation hybride  pour différentes condition initiales 
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Figure 3.8  Les évolutions temporelles  des erreurs de synchronisation e1h, e2h  et e3h 

3.6.Conclusion 

Les simulation des différents schémas de synchronisation , nous ont permis de 

dessiner  sur des figures les évolutions temporelles des états des  systèmes ainsi que des 

erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation à savoir :  la 

synchronisation complète , l’anti synchronisation et la synchronisation hybride et cela 

après la démonstration de la stabilité des erreurs de synchronisation en utilisant la  théorie 

de stabilité  de Lyapunov .
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 Conclusion générale 

La théorie du chaos propose pour l'univers un modèle déterministe tout en laissant un 

espace au hasard, et une dimension à l'imprévisible. Le travail développé dans le cadre de 

ce mémoire, a eu pour objectif  une étude comparative de quelques types de 

synchronisation de systèmes chaotiques. Nous avons commencé par présenter les systèmes 

dynamiques non linéaires à temps continus, puis on est allé exposer les différentes 

méthodes de contrôle et les différents types de synchronisation. 

Pour atteindre nos objectifs, nous nous sommes appuyés sur trois méthodes 

classiques de synchronisation à savoir : la synchronisation complète, l’anti synchronisation 

et la synchronisation hybride  qui existent dans la littérature et nous avons proposé des 

simulations sous MATLAB basées sur la méthode d’Euler pour la résolution des équations 

différentielles. Nous avons pu voir les évolutions temporelles des états des  systèmes ainsi 

que les erreurs de synchronisation pour les trois types de synchronisation.  
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