




 

 ملخص

     

ذات اللف  في هذه المذكرة قمنا بدراسة الحركة النسبية الكمومية للبوزونات العددية                

في الفضاء التبادلي وغير التبادلي                    والمتجهة في وجود كمون كولومب 1و  0الذاتي 

وحل  دراسة من خلال تم الحصول على التعبير عن طاقات الحالة المرتبطة وكذلك دالة الموجة
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Abstract  
 

          In this thesis, we studied the relativistic quantum motion 

of scalar and vector bosons of 0 spin and 1 spin in the 

presence of Coulomb potential  
  

 
 in a commutative and 

non-commutative space. Expressions are obtained for 

bound state energies and the wave functionsby studying and 

solving the DKP equation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Résumé  
         Dans ce mémoire, nous avons étudié le mouvement  

quantique relativiste des bosons scalaires et vecteurs de spin 

0et spin 1 en présence de potentiel Coulombien    
  

 
 

dans un espace commutatif et non-commutatif. Des expressions 

sont obtenues pour les énergies d’état liées ainsi que les 

fonctions d’onde par étudié et résoudre l’équation DKP. 
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Introduction Générale
La théorie que l’on appelle relativité restreinte a été élaborée dans un article d’Einstein paru en

1905. Cette théorie n’avait pas pour but d’élucider des phénomènes inexpliqués par la mécanique

de Newton mais permettait plutôt, à la suite d’une réflexion sur le concept de temps, d’intégrer

certains résultats connus de l’électromagnétique de Maxwell en étendant le principe de relativité

de Galilée à cette dernière [1].

La mécanique ondulatoire a commencé comme une mécanique ondulatoire relativiste. Par Louis

de Broglie 1923 [2] et Erwin Schrödinger [3], qui s’inspirent en grande partie de la relativité

restreinte. L’équation de Schrödinger a été proposée de façon inductive en 1926, un peu après la

mécanique des matrices [4] qui développée par Werner Heisenberg, Max Born, Pascual Jordan

et Wolfgang Pauli dans les années 1925-1926, et s’est développée d’abord dans le but de décrire

les petits objets (atomes). L’objet central de la théorie de Schrödinger, la fonction d’onde, est

réputé contenir toute l’information possible sur un système.

Plus tard, la mécanique relativiste a été présentée par les théoriciens de la fin des années 1920

au moins au milieu des années 1940. En commençant par les travaux bien connus par Dirac [5],

Oskar Klein [6] et Walter Gordan [7], et pour cette raison, il est généralement appelé l’équation

de Klein-Gordan. Un intérêt particulier s’intéresse au problème général de la description des

particules à spin arbitraire, introduit (et résolu) par Majorana dès 1932, puis reconsidéré, sous

une approche différente, par Dirac en 1936 et par Fierz-Pauli en 1939. Le règlement final du

problème en 1945 par Bhabha, qui est revenu aux idées générales introduites par Majorana en

1932.

L’effort réussi pour expliquer au moins certaines des caractéristiques des forces nucléaires de H.

Yukawa en 1935 [8] a permis aux physiciens de s’occuper sérieusement de nouvelles particules

différentes de celles connues à spin 1/2 (proton, neutron, électron et positron ). Néanmoins,

le succès de la théorie de Yukawa et l’observation des mésons dans les rayons cosmiques ont

donné une motivation à la recherche et à l’étude des équations possibles décrivant les mésons. A

cette époque, il n’existait aucune confirmation par l’éxperience sur le spin des mésons chargés et

neutres, et pour ce qui est de la théorie de Yukawa, il pourrait être 0 ou 1 comme les équations

pour les deux spin-0 (Klein-Gordon) et Le spin-1 (Proca) existait déjà, ainsi que les équations

générales en notation généralisée des spinors (Dirac-Fierz-Pauli). En 1939, Kemmer développa

une théorie basée sur une équation «nouvelle», dont la fortune dura plusieurs années. La raison

en est qu’il apparaissait clairement [9] que les interactions nucléaires à basse énergie étaient dues

à des pseudoscalaires (spin-0) et vectoriels (spin-1), l’équation de Kemmer les décrivant tous les

deux.
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L’un des problèmes les plus intéressants de la physique théorique est le lien entre la mécanique

quantique et la gravité depuis l’étude du cas d’une particule quantique non relativiste en présence

d’une gravitation constante. Par exemple, l’oscillateur de Dirac dans un cordes cosmiques [10],

l’étude des bosons pour l’espace de Gödel type [11], l’oscillateur de klein-Gordon en presence

de longeur minimal [12], l’équation DKP dans un espace de Robertson-Walker [13], Effets de

rotation sur le champ scalaire dans l’espace-temps de corde cosmique [14], solution de l’équation

DKP spin-0 dans un espace de corde cosmique et global monopole [15] :

La mécanique quantique sur espace non-commutatif , dans un premier temps,a été proposée par

Heisenberg [16] dans les années 30 puis développée par Snyder à la fin des années 40 [17], la géo-

métrie non commutative est une géométrie où les coordonnées de l’espace-temps ne commutent

pas, elle a été conçue à la fois pour répondre à des besoins en mathématiques et pour permettre

d’aborder certains problèmes de physique théorique. Récemment, la mécanique quantique non-

commutative a fait l’objet de plusieurs études, son application à toucher plusieurs domaines tels

que, solution de l’équation DKP dans un espace de corde cosmique et global monopole non-

commutative [18], l’équation DKP en presence de potentiel de Coulomb [19], Superstatistiques

q-déformées de l’oscillateur anharmonique pour les cas non relativistes et relativistes de l’équa-

tion de Klein-Gordon [20], un modèle subatomique non relativiste dans les symétries de la mé-

canique quantique [21], Géométrie de Schwarzschild non commutative et principe d’incertitude

généralisée [22] :

L’équation relativiste de premier ordre du Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) est une équation décri-

vant les particules de spin-0 et de spin-1,dans laquelle on remplace les matrices gamma de Dirac

par des matrices bêta de Kemmer [23� 26], plusieurs études récente, Particule de spin-0 et spin-1

dans un potentiel d’Aharonov-Bohm [27� 28], l’oscillateur de Kemmer a deux dimensions [29],

solution de l’oscillateur de Kemmer a deux dimensions dans un corde cosmique [30], l’équation

DKP avec le potentiel de Morse [31], solution exact de l’équation de Kemmer avec l’oscillateur de

Dirac [32] :

Dans cette travail, nous avons étudier l’équation Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) spin-0 et spin-1

en présence du potentiel Coulombien dans un espace commutatif et non commutative, et dans

l’espace non commutatif en utilise la technique de perturbation [18� 19].
Cette mémoire comporte trois chapitre de la façon suivante : dans le premier chapitre, on fait

un bref rappel sur les équations relativistes bien connues tels que l’équation de Klein-Gordon,

l’équation de Dirac. Le deuxième chapitre, solution de l’équation DKP spin-0 et spin-1 , nous

avons calculée les spectres des énergies et les fonctions d’onde dans un espace commutatif. Le

troisième chapitre, on résout l’équation DKP pour spin-0 et spin-1 dans un espace non commu-

tatif. Enfin, nous terminons notre étude par une conclusion.
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Chapitre 1

Formalisme sur les équations relativistes

1.1 Notation relativiste

Considérons deux événements dans l’espace-temps (t; x; y; z) et (t+ dt; x+ dx; y + dy; z + dz), on

postule que la distance entre deux points voisins est invariante dans les changements de coordon-

neés, et ainsi donné par [33] :

ds2 = c2dt2 �
�
dx2 + dy2 + dz2

�
(1.1)

Dans l’espace-temps, un point est représenté par le quadrivecteur x� tel que :

x� =
�
x0; xk

�
=
�
x0; x1; x2; x3

�
= (ct; x; y; z) (1.2)

� = 0; 1; 2; 3 et k = 1; 2; 3

avec

x� = g��x� (1.3)

et g�� est la metrique de Minkowski, sous la forme

g�� =

0BBBB@
1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1CCCCA = g�� (1.4)

pour la la forme covariante, on a

x� = (x0; x1; x2; x3) = (ct;�x;�y;�z) (1.5)
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Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Le quadrivecteur champ électromagnétique s’écrit [34] :

A� = (V;A) = (V;Ax; Ay; Az) (1.6)

avec

A� = g��A� (1.7)

et

A� = (V;�Ax;�Ay;�Az) (1.8)

L’opérateur gradient s’écrit :

@� =
@

@x�
= (@0; @1; @2; @3) =

�
1

c

@

@t
;r
�

(1.9)

et

@� = g��@� =

�
1

c

@

@t
;�r

�
(1.10)

avec

r =

�
@

@x
;
@

@y
;
@

@z

�
(1.11)

Le Dalembertien operateur �

� = @�@� =
1

c2
@2

@t2
�
�
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2

�
=
1

c2
@2

@t2
�r2 (1.12)

La définition du vecteur à quatre moments est analogue,

p� =

�
E

c
;p

�
; p� =

�
E

c
;�p

�
(1.13)

avec

p2 = p�p� =
E2

c2
� p2 = m2c2 (1.14)

le tenseur de champ électromagnétique F �� suit de la manière bien connue [34] :

F �� =
@A�

@x�
� @A�

@x�
=

0BBBB@
0 Ex Ey Ez

�Ex 0 Bz �By
�Ey �Bz 0 Bx

�Ez By �Bx 0

1CCCCA (1.15)

1.1. Notation relativiste 8



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

1.2 L’équation de Klein-Gordon

Dans la mécanique quantique l’équation de Schrödinger définie par [34] :

i~
@ 

@t
=

�
� ~

2

2m
�+ V (x)

�
 (x; t) (1.16)

le principe de correspondance à l’énergie de particule relativiste libre est :

E2 = m2 + p2 (1.17)

d’aprés le principe de correspondance de la mécanique quantique nous a permis de poser que

E = i~
@

@t
; et p = �i~r (1.18)

Pour obtenir une équation d’onde relativiste, nous commençons par considérer les particules libres

avec la relation relativiste

p�p� =
E2

c2
� p2 = m2c2 (1.19)

Utilisant l’équation (1:18) dans (1:19), on trouve�
1

c2
@2

@t2
� @2

@x2
� @2

@y2
� @2

@z2
+
m2c2

~2

�
 KG = 0 (1.20)

En l’absence d’interaction, l’équation de KG devient :�
p�p� �m2c2

�
 KG = 0 (1.21)

Ou �
�+ m2c2

~2

�
 KG = 0 (1.22)

1.2.1 Solutions de l’équation de Klein-Gordon :

Les solutions libres sont de la forme

 KG = exp(�
i

~
p�x

�) (1.23)

avec

p�x
� = p0x

0 � p:x (1.24)

p�x
� = Et� p:x (1.25)

Alors  KG devient

 KG = exp

�
i

~
(Et� p:x)

�
(1.26)

1.2. L�équation de Klein-Gordon 9



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Alors l’équation de KG devient sous la forme [34] :

p�p� exp

�
i

~
(Et� p:x)

�
= m2c2 exp

�
i

~
(Et� p:x)

�
(1.27)

Donc

E2 = m2c4 + p2c2 (1.28)

Il existe deux solutions, un solution positive E = +
p
m2c4 + p2c2 (pour le particule), et un autre

solution négative E = �
p
m2c4 + p2c2 (pour l’antiparticule).

Pour l’interaction électromagnétique l’équation de KG devient sous la forme suivante [35] :�
D�D� +m2c2

�
 KG = 0 (1.29)

avec

D� = @� + ieA� (1.30)

dans le cas de l’interaction A� = (V;A) ; l’ énergie est calculé comme suit :

E = eV �
q
m2c4 + (p� eA)2 c2 (1.31)

1.3 L’équation de Dirac

l’idée principale de Dirac [36],

p2c2 +m2c4 =
�
c�xpx + c�ypy + c�zpz + �mc2

�2
=
�
c�:p+ �mc2

�2 (1.32)

Donc

c2
�
p2x + p2y + p2z

�
+m2c4

=
�
c2
�
�2xp

2
x + �2yp

2
y + �2zp

2
z

�
+ �2m2c4

�
+
�
c2pxpy (�x�y + �y�x) + :::

�
+
�
mc3px (�x� + ��x) + :::

�
(1.33)

ces équations nous disent que

�21 = �22 = �23 = �2 = 1 (1.34)

�i�j + �j�i = 0; i 6= j (1.35)

�i� + ��i = 0 (1.36)

1.3. L�équation de Dirac 10



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

et les relations d’anticommutation définissent une algèbre pour les  Dirac matrices.

�i�j + �j�i = 2�ij (1.37)

de sorte que le Hamiltonien H = c�:p+�mc2 est hermitien, les matrices �i, � doivent également

être hermitiennes ;

�yi = �i, �y = � (1.38)

Dans notre etude on utilisé les quatres matrices suivantes :

� =

 
0 �

� 0

!
, � =

 
I 0

0 �I

!
,i = 1; 2; 3 (1.39)

avec � sont les matrices de Pauli 2� 2 et I sont les matrices 2� 2 d’unité, Avec la forme explicite

des matrices de Pauli [34], nous avons, en détail,

�1 =

0BBBB@
0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1CCCCA , �2 =

0BBBB@
0 0 0 �i
0 0 i 0

0 �i 0 0

i 0 0 0

1CCCCA ,

�3 =

0BBBB@
0 0 1 0

0 0 0 �1
1 0 0 0

0 �1 0 0

1CCCCA , � =

0BBBB@
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1CCCCA . (1.40)

l’équation de Dirac prend la forme :

i~
@ Dirac
@t

=
�
c�:p+ �mc2

�
 Dirac (1.41)

ou s’écrit sous la forme :

(i
�@� �m) Dirac = 0 (1.42)

avec


0 = � (1.43)


i = 
0�i, i = 1; 2; 3 (1.44)

f
�; 
�g = 2g�� (1.45)

1.3. L�équation de Dirac 11



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

1.3.1 Solutions de l’équation de Dirac

Les solutions libres sont de la forme

 Dirac =

 
'

�

!
exp(� i

~
p�x

�) (1.46)

l’équation de Dirac (1:41) prend la forme

i~
@

@t

 
'

�

!
exp(� i

~
p�x

�) =

 
mc2 c�:p

c�:p �mc2

! 
'

�

!
exp(� i

~
p�x

�) (1.47)

E

 
'

�

!
=

 
mc2 c�:p

c�:p �mc2

! 
'

�

!
(1.48)

En d’autre termes : �
E �mc2

�
' = c�:p� (1.49)�

E +mc2
�
� = c�:p' (1.50)

Avec

' =

 
 1

 2

!
, et � =

 
 3

 4

!
, (1.51)

et pour p = 0, les équations (1:49) et (1:50) devient sout la forme :

E = �mc2 (1.52)

Alors pour l’énergie positive E = mc2;

E

 
'

�

!
=

 
mc2 0

0 �mc2

! 
'

�

!
(1.53)

on trouve � = 0; et [37] :

' =

 
1

0

!
;

 
0

1

!
(1.54)

Alors pour l’énergie négative E = �mc2;

E

 
'

�

!
=

 
mc2 0

0 �mc2

! 
'

�

!
(1.55)

on trouve ' = 0; et [37] :

� =

 
1

0

!
;

 
0

1

!
(1.56)

1.3. L�équation de Dirac 12



Chapitre 1. Formalisme sur les équations relativistes

Donc, pour p = 0 [38] :

 Dirac = e�imt

0BBBB@
1

0

0

0

1CCCCA , e�imt

0BBBB@
0

1

0

0

1CCCCA , e�imt

0BBBB@
0

0

1

0

1CCCCA , e�imt

0BBBB@
0

0

0

1

1CCCCA : (1.57)

Pour p 6= 0 , a partir des équations (1:49) et (1:50) on trouve que [38] :

 
'

�

!
=

0BBBB@
1

0
pz

E+m
p�
E+m

1CCCCA ,

0BBBB@
0

1
p�
E+m
�pz
E+m

1CCCCA ,

0BBBB@
pz

E�m
p�
E�m

1

0

1CCCCA ,

0BBBB@
p�
E�m
�pz
E�m

0

1

1CCCCA : (1.58)

avec la notation

p� = px � ipy (1.59)

1.3. L�équation de Dirac 13



Chapitre 2

L’équation DKP dans un espace commutatif

2.1 L’équation DKP spin-0

2.1.1 Formalisme

L’équation libre de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP ) est une extension du formalisme covariant de

Dirac, aux particules scalaires de spin-0 et vectorielles de spin-1;remplacons les matrices gamma


 par des matrices bêta �;s’écrit [23� 26] :

(i��@� �
Mc

~
)	DKP = 0 (2.1)

avec M est la masse, dans le cas de l’interaction avec un champ électromagnétique A� ; l’équation

DKP prend la forme : �
i�� (@� + ieA�)�

Mc

~

�
	DKP = 0 (2.2)

Les matrices �� de DKP (� = 0; 1; 2; 3) sont des matrices de dimensions 5 � 5 pour le spin-0 et

10� 10 pour le spin-1, satisfont l’algébre de Kemmer suivante :

������ + ������ = g���� + g���� (2.3)

où g�� est le tenseur métrique, avec

g�� =

0BBBB@
1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

1CCCCA (2.4)

14



Chapitre 2. L�équation DKP dans un espace commutatif

Pour le spin-0 on choisit les matrices de DKP [39] :

�0 =

 
� e0e0T 0

!
; �i =

 b0 �i

��iT 0

!
avec i = 1; 2; 3 (2.5)

avec e0 =  0 0 0

0 0 0

!
;b0 =  0 0

0 0

!
; � =

 
0 1

1 0

!
; (2.6)

�1 =

 
�1 0 0

0 0 0

!
; �2 =

 
0 �1 0

0 0 0

!
; �3 =

 
0 0 �1
0 0 0

!
(2.7)

et �iT représentant la matrice transposée de �i:

Ce travail dans le système d’unité naturelle ;(~ = c = 1)

On définit par  

 =  +
h
2
�
�0
�2 � 1i (2.8)

d’où

 �0 =  +�0 (2.9)

avec  étant l’adjoint de  ; qui vérifie l’équation adjointe suivante :

i (@� � ieA�) �
� +M = 0 (2.10)

Et sachant que :

 ���0 =  +��+�0 (2.11)

on tire l’équation de continuité :

@�J
� = 0 (2.12)

où J� est défini par :

J� =
�
J0; Jk

�
=  �� (2.13)

2.1.2 Le spectre des énergies :

On utilise le potentiel A� dans l’équation DKP , A� c’est le potentiel quadratique, sous la forme

A0 =
kq

r
le potentiel de Coulomb (2.14)

A1 = A2 = A3 = 0 (2.15)

et

@0 =
@

@x0
=

@

@t
= @t (2.16)

2.1. L�équation DKP spin-0 15



Chapitre 2. L�équation DKP dans un espace commutatif

@1 =
@

@x1
=

@

@x
= @x (2.17)

@2 =
@

@x2
=

@

@y
= @y (2.18)

@3 =
@

@x3
=

@

@z
= @z (2.19)

Alors, l’équation (2:2) se transforme à :�
i�0
�
@t + i

keq

r

�
+ i�1@x + i�2@y + i�3@z �M

�
 = 0 (2.20)

la fonction d’onde  est donnée par :

 = e�iEt ( 1;  2;  3;  4;  5)
T (2.21)

Aprés un calcul, l’équation (2:20) se transforme à :0BBBBBBB@

0
�
E � keq

r

�
�i@x �i@y �i@z�

E � keq
r

�
0 0 0 0

i@x 0 0 0 0

i@y 0 0 0 0

i@z 0 0 0 0

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

 1

 2

 3

 4

 5

1CCCCCCCA
=M

0BBBBBBB@

 1

 2

 3

 4

 5

1CCCCCCCA
(2.22)

On trouve le systeme suivant :�
E � keq

r

�
 2 � i@x 3 � i@y 4 � i@z 5 =M 1 (2.23)

�
E � keq

r

�
 1 =M 2 (2.24)

i@x 1 =M 3 (2.25)

i@y 1 =M 4 (2.26)

i@z 1 =M 5 (2.27)

Utilisons les équations (2:24), (2:25), (2:26) et (2:27) dans l’équation (2:23), on trouve�
1

M

�
E � keq

r

��
E � keq

r

�
� i@x

�
i@x
M

�
� i@y

�
i@y
M

�
� i@z

�
i@z
M

��
 1 =M 1 (2.28)

2.1. L�équation DKP spin-0 16



Chapitre 2. L�équation DKP dans un espace commutatif

Après un calcul simple,on trouve :"
1

M

�
E � keq

r

�2
+
1

M

�
@2x + @2y + @2z

�#
 1 =M 1 (2.29)

Donc "�
E � keq

r

�2
+
�
@2x + @2y + @2z

�#
 1 =M2 1 (2.30)

avec �
@2x + @2y + @2z

�
= r2 = � (2.31)

Par conséquent

� =
@2

@r2
+
2

r

@

@r
+
1

r2
�
�L2

�
Voir l’annexe A. (2.32)

et

L2 1 = l(l + 1) 1 (2.33)

Nous remplaçons l’équations (2:32) dans l’équations(2:30)on trouve :"
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+

�
E � keq

r

�2
� L2

r2
�M2

#
 1 = 0 (2.34)

Alors �
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+ E2 �M2 � l(l + 1)� keq2

r2
� 2keqE

r

�
 1 = 0 (2.35)

Cherchons évidemment pour cette équation la solution, sous une forme séparable, comme suite :

 1(r; �; ') = Y (�; ')R(r) (2.36)

avec Y (�; ') (les harmoniques sphériques), et nous avons, pour la composante radiale R(r),

l’équation différentielle suivante�
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+ E2 �M2 � l(l + 1)� keq2

r2
� 2keqE

r

�
R(r) = 0 (2.37)

Pour trouver la solution, introduisons la variable [40]

� = �r (2.38)

Et faisons les changements suivantes


 = keq (2.39)

� =
2
E

�
; �2 = 4(E2 �M2) (2.40)

2.1. L�équation DKP spin-0 17



Chapitre 2. L�équation DKP dans un espace commutatif

Alors
d

dr
= �

d

d�
(2.41)

et
d2

dr2
= �2

d2

d�2
(2.42)

L’équations( (2:38 )-(2:42) )dans l’équation (2:37), nous obtenons�
d2

d�2
+
2

�

d

d�
� 1
4
� l (l + 1)� 
2

�2
� �

�

�
R (�) = 0 (2.43)

La solution générale est donnée par

R (�) = e�
�
2�su (�) (2.44)

Alors, on a
dR (�)

d�
= e�

�
2�s
�
du (�)

d�
+

�
s

�
� 1
2

�
u (�)

�
(2.45)

et

d2R (�)

d�2
= e�

�
2�s
�
d2u (�)

d�2
+

�
2s

�
� 1
�
du (�)

d�
+

�
1

4
� s

�
+
s (s� 1)

�2

�
u (�)

�
(2.46)

Alors, (2:43) devient�
d2u (�)

d�2
+

�
2 (s+ 1)

�
� 1
�
du (�)

d�
+

�
s (s+ 1)

�2
� l (l + 1)� 
2

�2
� s+ 1 + �

�

��
u (�) = 0 (2.47)

Avec la condition :

s (s+ 1) = l (l + 1)� 
2 (2.48)

Donc �
�
d2

d�2
+ (2 (s+ 1)� �)

d

d�
� (s+ 1 + �)

�
u (�) = 0 (2.49)

L’équation (2:49) admet alors comme solution une fonction hypergéométrique confluente voir

l’annexe B.

u (�) = Nnorm :1F1 (s+ 1 + �; 2 (s+ 1) ; �)

Pour l’équation (2:48), on trouve la solution suivante

s = �1
2
�

vuut"�1
2
+ l

�2
� 
2

#
(2.50)

2.1. L�équation DKP spin-0 18



Chapitre 2. L�équation DKP dans un espace commutatif

Cette condition est satisfaite seulement si

s+ 1 + � = �n (2.51)

Alors

2
E

�
= � (n+ 1 + s)

2
E

�
= �

0@n+ 1
2
+

vuut"�1
2
+ l

�2
� 
2

#1A (2.52)

Donc on trouve le spectre des énergies

En =M

266641 + 
2�
n+ 1

2
+

rh�
1
2
+ l
�2 � 
2

i�2
37775

�1
2

: (2.53)

Ces résultats coïncident exactement avec ceux trouvés dans [41] :

2.1.3 La fonction d’onde

La fonction d’onde 	(r; �; ') prend la forme suivante :

	(r; �; ') = e�iEt

0BBBBBBB@

 1

 2

 3

 4

 5

1CCCCCCCA
=
1

M
e�iEt

0BBBBBBB@

M

E � keq
r

i@x

i@y

i@z

1CCCCCCCA
 1 (r; �; ') (2.54)

Avec :

 1 (r; �; ') = e�
�
2�su (�)Y m

l (�; ') (2.55)

 1 (r; �; ') = Nnorm e
� �
2�s1F1 ((s+ 1 + �) ; 2 (s+ 1) ; �)Y

m
l (�; '): (2.56)

donc

	(r; �; ') =
1

M
e�iEt

0BBBBBBB@

M

E � keq
r

i@x

i@y

i@z

1CCCCCCCA
Nnorm e

� �
2�s1F1 ((s+ 1 + �) ; 2 (s+ 1) ; �)Y

m
l (�; '): (2.57)

2.1. L�équation DKP spin-0 19
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2.2 L’équation DKP spin-1

2.2.1 Formalisme

Maintenant étudions l’équation DKP spin-1 avec l’interaction avec un champ électromagnétique

A�

(i�� (@� + ieA�)�M) = 0 (2.58)

Pour le spin-1, les matrices DKP devient sous la forme [19] :

�0 =

0BBBB@
0 0 0 0

0
T
03�3 I3�3 03�3

0
T
I3�3 03�3 03�3

0
T
03�3 03�3 03�3

1CCCCA ; �i =

0BBBB@
0 0 ei 0

0
T

03�3 03�3 iSi

�eTi 03�3 03�3 03�3

0
T �iSi 03�3 03�3

1CCCCA ; avec i = 1; 2; 3 (2.59)

avec 0 et ei données par :

0 =
�
0 0 0

�
; e1 =

�
1 0 0

�
; e2 =

�
0 1 0

�
; e3 =

�
0 0 1

�
(2.60)

I3�3 et 03�3 sont respectivement les matrices identité et nulle . Les Si sont les matrices standards

non-relativistes du spin 1

S1 =

0BB@
0 0 0

0 0 �i
0 i 0

1CCA ; S2 =

0BB@
0 0 i

0 0 0

�i 0 0

1CCA ; S3 =

0BB@
0 �i 0

i 0 0

0 0 0

1CCA (2.61)

2.2.2 Le spectre des énergies

L’état du système  est un spineur de dimension dix. Il s’écrit comme suit

	 = e�iEt( 1;; 2;  3;  4; 5;  6;  7; 8;  9;  10;)
T (2.62)

nous réorganisons les composantes de 	 comme suit

 1 = i';
�!
F =

0BB@
 2

 3

 4

1CCA ;
�!
G =

0BB@
 5

 6

 7

1CCA ;
�!
H =

0BB@
 8

 9

 10

1CCA (2.63)

Aprés un calcul, l’équation (2:58).nous trouvons le systeme suivant :

2.2. L�équation DKP spin-1 20
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i@x 5 + i@y 6 + @z 7 =M 1 (2.64)

i@z 9 � i@y 10 +
�
E � k

q

r
e
�
 5 =M 2 (2.65)

i@x 10 � i@z 8 +
�
E � k

q

r
e
�
 6 =M 3 (2.66)

i@y 8 � i@x 9 +
�
E � k

q

r
e
�
 7 =M 4 (2.67)

�
E � k

q

r
e
�
 2 � i@x 1 =M 5 (2.68)

�
E � k

q

r
e
�
 3 � i@y 1 =M 6 (2.69)

�
E � k

q

r
e
�
 4 � i@z 1 =M 7 (2.70)

i@y 4 � i@z 3 =M 8 (2.71)

i@z 2 � i@x 4 =M 9 (2.72)

i@x 3 � i@y 2 =M 10 (2.73)

A partir les équations(2:64) ; (2:65) ; (2:66) ; (2:67) ; (2:68) ; (2:69) ; (2:70) ; (2:71) ; (2:72) et (2:73) et

utilisant les relations bien connues

r = @x
�!
i + @y

�!
j + @z

�!
k (2.74)

alors

r:�!G = (@x
�!
i + @y

�!
j + @z

�!
k )( 5

�!
i +  6

�!
j +  7

�!
k ) = @xG

1 + @yG
2 + @zG

3 (2.75)

et

r��!H = (@y 10 � @z 9)
�!
i + (@z 8 � @x 10)

�!
j + (@x 9 � @y 8)

�!
k (2.76)

nous obtenons les équations algébriques suivantes

ir��!F =M
�!
H (2.77)
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r:�!G =M' (2.78)

�
E � k

q

r
e
��!
G � ir��!H =M

�!
F (2.79)

�
E � k

q

r
e
��!
F +r' =M

�!
G (2.80)

d’aprés les properietes de nabla

r:
�
r��!H

�
= 0 (2.81)

r�
�
r��!F

�
= r:

�
r:�!F

�
�r2�!F (2.82)

On trouve�
E � k

q

r
e
�2�!

F +
�
r:
�
r:�!F

��
=M

�
M
�!
F � 1

M

h
r:
�
r:�!F

�
�r2�!F

i�
(2.83)

Alors

�
E � k

q

r
e
�2�!

F +r2�!F �M2�!F = 0 (2.84)

Donc (�
E � kqe

r

�2
+��M2

)
 2 = 0 (2.85)

Nous avons :

J2 2 = j(j + 1) 2 (2.86)

avec

 2(r; �; ') = Y (�; ')R(r) (2.87)

Alors �
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+ (E2 �M2)� j(j + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

�
R(r) = 0 (2.88)

Par la même méthode utilisée dans le cas de spin-0, avec la condition

s (s+ 1) = j (j + 1)� 
2 (2.89)

nous trouvons la solution de l’équation(2:88)

En =M

266641 + 
2�
n+ 1

2
+

rh�
1
2
+ j
�2 � 
2

i�2
37775

�1
2

: (2.90)

Ces résultats coïncident exactement avec ceux trouvés dans [40] :
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2.2.3 La fonction d’onde

La fonction d’onde  2(r; �; ') prend la forme suivante :

	2(r; �; ') = �(�; ')R (�) ; (2.91)

avec

R (�) = Nnorm e
� �
2�s1F1 ((s+ 1 + �) ; 2 (s+ 1) ; �) : (2.92)
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Chapitre 3

L’équation DKP dans un espace non

commutatif

3.1 Formalisme de l’espace non commutatif

La mécanique quantique ordinaire est formulée sur les espaces commutatifs satisfaisant les rela-

tions de commutation (relations de Heisenberg ) suivantes :

[xi; xj] = 0; [pi; pj] = 0; [xi; pj] = i�ij (3.1)

Dans l’espace non commutatif, les relations de commutations changées par [18� 19] :

[bxi; bxj] = i�ij; [bpi; bpj] = 0: (3.2)

avec �ij c’est le paramétre de non-commutativité ; �ij t 10�35:
Pour calculer br , nous utilisons la méthode décrite dans l’annexe C, et nous trouvons ;

br = r � L�

4r
(3.3)

alors

1br = 1

r
+
L�

4r3
(3.4)

1br2 = 1

r2
+
L�

2r4
(3.5)
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3.2 L’équation DKP spin-0

3.2.1 Le spectre des énergies

Dans cette section, en utilise l’équation (2:37) pour la composante radiale R(r) :�
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+ (E2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

�
R(r) = 0 (3.6)

On pose le changement suivante

R(r) =
u (r)

r
(3.7)

la derive de cette fonction par rapport a r est comme suit :

dR(r)

dr
=
1

r

du (r)

dr
� 1

r2
u (r) (3.8)

d2R(r)

dr2
=
1

r

d2u (r)

dr2
� 2

r2
du (r)

dr
+
2

r3
u (r) (3.9)

Donc, l’équation (3:6) devient sous la forme :

1

r

�
d2

dr2
+ (E2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

�
u(r) = 0 (3.10)

On trouve �
d2

dr2
+ (E2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

�
u(r) = 0 (3.11)

La transition de l’espace commutatif vers l’espace non commutatif se fait par la transformation

suivante

r ! br (3.12)

Alors, l’équation (3:11) devient�
d2

dr2
+ (E2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2br2 � 2keqEbr

�
u(r) = 0 (3.13)

on utilise les relations (3:4) et (3:5) dans l’équation (3:13), l’équation (3:11) se transforme en

fonction des variables de l’espace commutatif r comme suit�
d2

dr2
+ (E2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

+
L�

2

�
1

r4
�
(keq)2 � l(l + 1)

�
� 1

r3
(keqE)

��
u(r) = 0 (3.14)

On utilise la methode de perturbation [18� 19].l’énergie et la fonction d’onde pour � = 0:on

trouve :
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�
d2

dr2
+
�
(E(0)

�2 �M2)� l(l + 1)� (keq)2
r2

� 2keqE
(0)

r

�
u(0)(r) = 0 (3.15)

Pour trouver la solution, introduisons la variable sans dimension

� = �r (3.16)

Et faisons les changements suivantes :


 = keq (3.17)

� =
2
E(0)

�
; �2 = 4

�
M2 �

�
E(0)

�2�
(3.18)

Alors
d

dr
= �

d

d�
(3.19)

et
d2

dr2
= �2

d2

d�2
(3.20)

Donc, l’équation (3:15) devient sous la forme :�
d2

d�2
� 1
4
� l(l + 1)� 
2

�2
� �

�

�
u(0)(�) = 0 (3.21)

La solution générale est donnée par :

u(0)(�) = Ne�
�
2�a+1H(0) (�) (3.22)

Alors, on a :
du(0) (�)

d�
= Ne�

�
2�a+1

�
dH(0) (�)

d�
+

�
a+ 1

�
� 1
2

�
H(0) (�)

�
(3.23)

et

d2u(0) (�)

d�2
= Ne�

�
2�a+1

�
d2H (�)

d�2
+

�
2 (a+ 1)

�
� 1
�
dH(0) (�)

d�
+

�
a (a+ 1)

�2
� (a+ 1)

�
+
1

4

�
H(0) (�)

�
(3.24)

On trouve :

�
d2H(0) (�)

d�2
+ [2 (a+ 1)� �]

dH(0) (�)

d�
� [� + a+ 1]H(0) (�) = 0 (3.25)

avec la condition

a (a+ 1) = l (l + 1)� 
2 (3.26)

Pour l’équation (3:26), on trouve la solution suivante :

a = �1
2
�

vuut"�1
2
+ l

�2
� 
2

#
(3.27)
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Cette condition est satisfaite seulement si

a+ 1 + � = �n (3.28)

Alors

2
E(0)

�
= � (n+ 1 + a)

2
E(0)

�
= �

0@n+ 1
2
+

vuut"�1
2
+ l

�2
� 
2

#1A (3.29)

Donc on trouve le spectre des énergies :

E(0)n =M

266641 + 
2�
n+ 1

2
+

rh�
1
2
+ l
�2 � 
2

i�2
37775

�1
2

: (3.30)

3.2.2 La fonction d’onde

L’équation (3:25) admet alors comme solution une polynôme de Laguerre L2�+1

n (�), comme suit :

u(0) (�) = N:��+1e�
�
2L

2�+1

n (�) (3.31)

avec N c’est le constante de normalisation, pour calculer N en utilise la relation (3.16) et la

relation suivante : Z 1

0

��u�=0n;l

��2 dr = 1 (3.32)

alors
1Z
0

N2�2�+2e��
h
L
2�+1

n (�)
i2
dr = 1 (3.33)

N2

1Z
0

�2�+2e��
h
L
2�+1

n (�)
i2
dr = 1 (3.34)

d’autre part

d� = �dr (3.35)

dr =
1

�
d� (3.36)
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dr =
1

2

r�
M2 � (E(0))2

�d� (3.37)

N2

2

r�
M2 � (E(0))2

�
1Z
0

�2�+2e��
h
L
2�+1

n (�)
i2
d� = 1 (3.38)

avec
1Z
0

��+1e�� [L�n (�)]
2 d� = (2n+ �+ 1)

� (n+ �+ 1)

n!
(3.39)

Donc
1Z
0

�2�+2e��
h
L
2�+1

n (�)
i2
d� = (2n+ 2� + 2)

� (n+ 2� + 2)

n!
(3.40)

Alors
N2

2

r�
M2 � (E(0))2

� (2n+ 2� + 2) � (n+ 2� + 2)n!
= 1 (3.41)

et

N2 =

2

r�
M2 � (E(0))2

�
n!

(2n+ 2� + 2)� (n+ 2� + 2)
(3.42)

N =

0BB@ 2

r�
M2 � (E(0))2

�
n!

(2n+ 2� + 2)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1
2

(3.43)

N =

0BB@ 2

r�
M2 � (E(0))2

�
n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1
2

(3.44)

Donc

N =

0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1
2

(3.45)

La dernière équation difinie la constante de normalization.

u(0) (�) =

0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1
2

��+1e�
�
2L

2�+1

n (�) (3.46)
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3.2.3 Le spectre des énergies non commutatif

Pour � 6= 0, en utilise la relation



r�k
�
=

1Z
0

r�k
��u�=0n;l (r)

��2 dr�mm0 (3.47)

On remplace (3:46) dans (3:47) ; on trouve :



r�k
�
=

0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1Z
0

r�k�2�+2e��
h
L
2�+1

n (�)
i2
dr (3.48)

avec

r =
1

�
� (3.49)

r =
1

2

r�
M2 � (E(0))2

�� (3.50)

alors

r�k =
1

2�k
�r�

M2 � (E(0))2
���k ��k

= 2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k
��k (3.51)

alors



r�k
�
=

0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1Z
0

2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k
��k�2�+2e��

h
L
2�+1

n (�)
i2
dr

=

0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1Z
0

2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k
�2�+2�ke��

h
L
2�+1

n (�)
i2
dr (3.52)



r�k
�
= 2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k0BB@
r�

M2 � (E(0))2
�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1CCA
1Z
0

�2�+2�ke��
h
L
2�+1

n (�)
i2
dr

(3.53)
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et

dr =
1

2

r�
M2 � (E(0))2

�d� (3.54)

alors



r�k
�
= 2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k r�
M2 � (E(0))2

�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
1Z
0

1

2

r�
M2 � (E(0))2

��2�+2�ke�� hL2�+1

n (�)
i2
d�

= 2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k r�
M2 � (E(0))2

�
n!

(n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1

2

r�
M2 � (E(0))2

�
1Z
0

�2�+2�ke��
h
L
2�+1

n (�)
i2
d�

(3.55)

r�k
�
= 2k

 r�
M2 � (E(0))2

�!k n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1Z
0

�2�+2�ke��
h
L
2�+1

n (�)
i2
d�

(3.56)

Donc



r�k
�
=

2k
�r�

M2 � (E(0))2
��k

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

1Z
0

�2�+2�ke��
h
L
2�+1

n (�)
i2
d� (3.57)

On à :

L�n (�) =
� (n+ � + 1)

� (n+ 1)� (� + 1)
:1F1 (�n; � + 1; �) (3.58)

alors

L2�+1n (�) =
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)
:1F1 (�n; 2� + 2; �) (3.59)

alors



r�k
�
=

2k
�r�

M2 � (E(0))2
��k

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
1Z
0

�2�+2�ke��
�

� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)
:1F1 (�n; 2� + 2; �)

�2
d� (3.60)
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et



r�k
�
=

2k
�r�

M2 � (E(0))2
��k

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2 1Z
0

�2�+2�ke�� [:1F1 (�n; 2� + 2; �)]2 d�

(3.61)

et

1Z
0

���1e�� [1F1 (�n; 
; �)]2 =
n!� (�)


 (
 + 1) ::::: (
 + n� 1)�
1 +

n (
 � � � 1) (
 � �)

11

+
n (n� 1) (
 � � � 2) (
 � � � 1) (
 � �) (
 � � + 1)

1122
 (
 � 1)

+
n (n� 1) ::::1 (
 � � � n) ::: (
 � � + n� 1)

1122::::n2
 (
 � 1) ::::: (
 + n� 1)

�
(3.62)

alors
1Z
0

�2�+2�ke�� [:1F1 (�n; 2� + 2; �)]2 d� =
n!� (�)

(2� + 2)n

�
�
1 +

n (2� + 2� � � 1) (2� + 2� �)

11 (2� + 2)

+
n (n� 1) (2� + 2� � � 2) (2� + 2� � � 1) (2� + 2� �) (2� + 2� � + 1)

1122 (2� + 2) (2� + 2� 1)

+
n (n� 1) ::::1 (2� + 2� � � n) ::: (2� + 2� � + n� 1)
1122::::n2 (2� + 2) (2� + 2� 1) ::::: (2� + 2 + n� 1)

�
(3.63)

Donc pour k = 3



r�3
�
=

23
�r�

M2 � (E(0))2
��3

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2

�
1Z
0

�2�+2�3e�� [:1F1 (�n; 2� + 2; �)]2 d� (3.64)



r�3
�
=

23
�r�

M2 � (E(0))2
��3

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2

�
1Z
0

�2��1e�� [:1F1 (�n; 2� + 2; �)]2 d� (3.65)
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r�3
�
=

23
�r�

M2 � (E(0))2
��3

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2
n!� (2�)

(2� + 2)n�
1 +

n (2� + 2� 2� � 1) (2� + 2� 2�)
11 (2� + 2)

+
n (n� 1) (2� + 2� 2� � 2) (2� + 2� 2� � 1) (2� + 2� 2�) (2� + 2� 2� + 1)

1122 (2� + 2) (2� + 2� 1)

+
n (n� 1) ::::1 (2� + 2� 2� � n) ::: (2� + 2� 2� + n� 1)
1122::::n2 (2� + 2) (2� + 2� 1) ::::: (2� + 2 + n� 1)

�
(3.66)



r�3
�
=

23
�r�

M2 � (E(0))2
��3

n!

2 (n+ � + 1)� (n+ 2� + 2)

�
� (n+ 2� + 2)

� (n+ 1)� (2� + 2)

�2
n!� (2�)

(2� + 2)n

�
1 +

2n

11 (2� + 2)

�
(3.67)



r�3
�
=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
n!

(n+ � + 1)

� (n+ 2� + 2)

(� (n+ 1)� (2� + 2))2
n!� (2�)

(2� + 2)n

�
1 +

2n

(2� + 2)

�
(3.68)

Utilisons les relations suivantes :

(
)n = 
 (
 + 1) (
 + 2) :::::::::: (
 + n� 1) (3.69)

� (n+ 1) = n! (3.70)

� (
 + n)

� (
)
= (
)n (3.71)

� (p+ 1) = p� (p) (3.72)

alors



r�3
�
=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1)

� (2�)

(� (2� + 2))2
� (n+ 2� + 2)

(2� + 2)n

�
1 +

2n

(2� + 2)

�
(3.73)

et
� (n+ 2� + 2)

(2� + 2)n
= � (2� + 2) (3.74)

alors



r�3
�
=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1)

� (2�)

(� (2� + 2))2
� (2� + 2)

�
1 +

2n

(2� + 2)

�

=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1)

� (2�)

� (2� + 2)

�
1 +

2n

(2� + 2)

�
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=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1)

� (2�)

(2� + 1) (2�) � (2�)

�
1 +

2n

(2� + 2)

�
(3.75)

Donc



r�3
�
=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1) (2� + 1) (2�)

�
1 +

n

(� + 1)

�
(3.76)

on obtient la premier ordre de la théorie des perturbations



r�3
�
=

4

�r�
M2 � (E(0))2

��3
(n+ � + 1) (2� + 1) (2�)

�
1 +

n

(� + 1)

�
(3.77)

De meme ,on trouve que :



r�4
�
=

4
�p

M2 � E2
�4

(2� � 1) � (2� + 1) (n+ � + 1) (2� + 1)

�
1 +

3n

(� + 1)
+

3n (n� 1)
(� + 1) (2� + 3)

�
(3.78)

avec

�L = �Lz (3.79)

et

Lz = m (3.80)

on trouve

E(NC) = m��(�
(keq)2 � l(l + 1)

� 2
�p

M2 � E2
�4

(2� � 1) � (2� + 1) (n+ � + 1) (2� + 1)

�
1 +

3n

(� + 1)
+

3n (n� 1)
(� + 1) (2� + 3)

�

� (keqE)
�p

M2 � E2
�3

(n+ � + 1) (2� + 1) (�)

h
1 +

n

2�

i)
(3.81)

Finalement, on trouve que

E = E(0) + E(NC) (3.82)

3.3 L’équation DKP spin-1

Dans cette section, en utilise l’équation (3:6) pour la composante radiale R(r) :�
d2

dr2
+
2

r

d

dr
+ (E2 �M2c4)� j(j + 1)� (keq)2

r2
� 2keqE

r

�
R(r) = 0 (3.83)

De même maniéré comme la section précédente, on trouve que
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3.3.1 Le spectre des énergies

E = E(0) + E(NC) (3.84)

avec

E(0)n =M

266641 + 
2�
n+ 1

2
+

rh�
1
2
+ j
�2 � 
2

i�2
37775

�1
2

: (3.85)

avec la condition

a = �1
2
�

vuut"�1
2
+ j

�2
� 
2

#
(3.86)

et l’énergie pour l’espace non commutatif s’écrit sous la forme :

E(NC) = m��(�
(keq)2 � j(j + 1)

� 2
�p

M2 � E2
�4

(2� � 1) � (2� + 1) (n+ � + 1) (2� + 1)

�
1 +

3n

(� + 1)
+

3n (n� 1)
(� + 1) (2� + 3)

�

� (keqE)
�p

M2 � E2
�3

(n+ � + 1) (2� + 1) (�)

h
1 +

n

2�

i)
(3.87)

3.3.2 La fonction d’onde

R(0) (�) =

� p
M2 � E2n!

� (n+ 2� + 2) (n+ � + 1)

� 1
2

��+1e�
�
2L

2�+1

n (�) (3.88)
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Conclusion

Dans cette mémoire, l’objectif principal est de resoudre l’équation Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

corresponds aux particules des spin-0 (les bosons scalaires) et spin-1 (les bosons vecteurs), en

présence des potentiels Coulombien dans de l’espace commutatif et l’espace non commutatif.

La fonction d’onde ainsi que le spectre d’énergie, pour les deux espaces, ont été obtenus ( des

solutions analytiques et de plus exactes ), et nous avons trouvé que le spectre d’énergie dépend

de paramètre du potentiel Coulombien.

Dans le cadre de la non-commutativité, la situation est plus compliquée et la plupart des mo-

dèles ne peuvent pas être résolus avec précision. En raison de l’absence d’une solution analytique

exacte, nous utiliserons la méthode de Bopp-shift et la théorie de la perturbation simple mais

trés efficace. Le décalage d’énergie dû à la non-commutativité a été obtenu via la théorie de

perturbation du premier ordre.

Le spectre de l’énergie est calculé en utilisant la théorie des perturbations, l’énergie est transitoire

de l’espace commutatif à l’espace non commutatif.
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Annexe A : Les moments cinétiques
On écrit la différentielle totale de  (x; y; z)

d (x; y; z) =
@ 

@x
dx+

@ 

@y
dy +

@ 

@z
dz (A.1)

On éxprime les dérivées des composantes cartesiennes en utilisants les relations :

X = r sin � cos' (A.2)

Y = r sin � sin' (A.3)

Z = r cos � (A.4)

On remplace dx; dy; dz dans la différentielle et on trouve :

d (x; y; z) =

�
sin � cos'

@ 

@x
+ sin � sin'

@ 

@y
+ cos �

@ 

@z

�
dr

+

�
r cos � cos'

@ 

@x
+ r cos � sin'

@ 

@y
� r sin �

@ 

@z

�
d�

+

�
�r sin � sin'@ 

@x
+ r sin � sin'

@ 

@y

�
d': (A.5)

On écrit la différentielle totale de  (r; �; ') :

d (x; y; z) =
@ 

@r
dr +

@ 

@�
d� +

@ 

@'
d' (A.6)

En identifiant terme à terme on obtient :

@ 

@r
= sin � cos'

@ 

@x
+ sin � sin'

@ 

@y
+ cos �

@ 

@z
(A.7)

@ 

@�
= r cos � cos'

@ 

@x
+ r cos � sin'

@ 

@y
� r sin �

@ 

@z
(A.8)

@ 

@'
= �r sin � sin'@ 

@x
+ r sin � sin'

@ 

@y
(3.90)

En résolvant ce systéme ,on trouve les opérateurs :

@

@x
= sin � cos'

@

@r
+
1

r
cos � cos'

@

@�
� 1
r

sin'

sin �

@

@'
(3.91)

@

@y
= sin � sin'

@

@r
+
1

r
cos � sin'

@

@�
+
1

r

cos'

sin �

@

@'
(3.92)

@

@z
= cos �

@

@r
� 1
r
sin �

@

@�
(3.93)
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2-Le laplacien s’écrit :

�r =
@2

@x2
+

@2

@y2
+

@2

@z2
(3.94)

On éxprime chaque opérateur en notant que :

@2

@x2
=

@

@x
:
@

@x
(3.95)

Chaque dérivée seconde conduit à une expression contenant des dérivées premiéres et secondes

de combinaisons de r,�; ':Les opérateurs suivants x et y contiennent onzes termes alors que

l’opérateur suivant z en a cinq.On déduit le laplacien :

�r =
@2

@r2
+
2

r

@

@r
+
1

r2

�
@2

@�2
+

1

sin2 �

@2

@'2
+ cot �

@

@�

�
(3.96)

3- Par définition , le moment cinétique classique s’écrit :

�!
Lc =

�!r ^ �!p (3.97)

Ou �!p est la quantité de moument de l’électron .En appelant
�!
i ;
�!
j ;
�!
k les vecteurs unitaires sui-

vant x; y; z;on trouve :

�!
Lc = (ypz � zpy)

�!
i + (zpx � xpz)

�!
j + (xpy � ypx)

�!
k (3.98)

On déduit les composantes de l’opérateur de moment cinétique (régle de quantification) :

Lx = i~
�
z
@

@y
� y

@

@z

�
(3.99)

Lx = i~
�
x
@

@z
� z

@

@x

�
(3.100)

Lz = i~
�
y
@

@x
� x

@

@y

�
(3.101)

On exprime les coordonnées cartisiénnes en fonction de r,�; ' (l’étape 1), on obtient :

Lx = i~
�
sin'

@

@�
+
cos'

tan �

@

@'

�
(3.102)

Ly = i~
�
� cos' @

@�
+
sin'

tan �

@

@'

�
(3.103)

Ly = �i~
@

@'
(3.104)

On calcule le carré de l’opérateur de moment cinétique :

L2 = L2x + L2y + L2z (3.105)
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On trouve :

L2 = �~2
�
@2

@�2
+

1

tan �

@

@�
+

1

sin2 �

@2

@'2

�
(3.106)

Donc :

�r =
@2

@r2
+
2

r

@

@r
� L2

~2r2
(3.107)
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Annexe B :Fonction hypergéométrique
La fonction hypergéométrique confluente 1F1 (a; b;x) (ou fonction de Kummer) est :

1F1 (a; c; z) =
1X
n=0

(a)n
(c)n

zn

n!
, (3.108)

où (a)n est symbole de pochhammer.

Elle est solution de l’équation différentielle d’ordre 2 :�
z
d2

dx2
+ (b� z)

d

dx
� n

�
u (z) = 0 (3.109)

Les fonctions de Bessel, les fonctions gamma incomplètes, les fonctions du cylindre parabolique

et les polynômes de Laguerre peuvent être représentées à l’aide de fonctions hypergéométriques

confluentes. E. T. Whittaker a introduit des fonctions M�;�(z) et W�;�(z) qui sont également liées

aux fonctions hypergéométriques confluentes.

Le symbole de pochhammer définie par

(a)n =
� (a+ n)

� (a)
(3.110)
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Annexe C : L’espace non commutative

Dans un espace NC en utilise les relations de commutation suivantes

[bxi; bxj] = i�ij (B.1)

[bpi; bpj] = 0 (B.2)

En utilisant la transformation de Bopp shift, dont elle est définie par

bxi = xi �
�ij
2~
pj (B.3)

Donc

br = pbx:bx =s�xi � �ij
2~
pj

�
:

�
xi �

�ik
2~
pk

�

=

s�
xixi �

xi�ij
2~

pj + o
�
�2
��

=

s�
r2 � xi�ij

2~
pj + o

�
�2
��

= r

s�
1� xi�ij

2~r2
pj + o

�
�2
��

=

�
r � xi�ij

2~r
pj + o

�
�2
��

(B.4)

Avec

�ij =
1

2
"ijk�k (B.5)

Alors

xi�ijpj =
1

2

X
"ijk�kxipj

=
1

2
f("ij1xipj) �1 + ("ij2xipj) �2 + ("ij3xipj) �3g

=
1

2
f(x2p3 � x3p2) �1 + (x3p1 � x1p3) �2 + (x1p2 � x2p1) �3g

=
1

2
fL1�1 + L2�2 + L3�3g

=
1

2
(L:�) (B.6)

On trouve br = r � L�

4~r
(B.7)
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=)
1br = 1

r
+

L�

4~r3
(B.8)

1br2 = 1

r2
+

L�

2~r4
(B.9)
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