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Abstract

In this dissertation ,we have studied the exact solutions of the one-dimensional Schrodinger
equation under the influence of a localized mass in the presence of deformed Morse poten-
tial. The effect of the variable mass in space. and the deformation on the thermal properties

of selected molecules such as H2, CO, HCI, LiH, is well discussed.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les solutions exactes de I’équation de Schrédinger
unidimensionnelle sous I'influence d’'une masse localisée en présence de potentiel de Morse
déformé. Leffet de la déformation due aux paramétres 7 et ¢ sur les propriétés thermiques

des molécules sélectionnées tels que H2, CO, HCl et LiH est bien discuté.
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Introduction

Les groupes quantiques et les algébres quantiques ont beaucoup attiré l'attention des physiciens et des
mathématiciens au cours des huit derniéres années. Beaucoup d’intérét dans ce domaine a etait signalé,
notamment aprés l'introduction de l'oscillateur harmonique q-déformé. Les groupes quantiques et les algebres
quantiques ont trouvé des applications inattendues en physique théorique [6]. Du point de vue mathématique,
ce sont les q-déformations des algébres enveloppantes universelles de I'algébre de Lie correspondant a des
exemples concrets d’algébre de Hopf. Dans la limite ol le paramétre de déformation q est égal a 1, on obtient
lalgebre de Lie habituelle.

La réalisation de l'algebre quantique unitaire de spin SU (2) en termes de I'analogue q-déformé de
l'oscillateur harmonique quantique était le début des travaux sur ce sujet [7, 8]. Biedenharn et Macfarlane
[9,10] ont étudié l'oscillateur harmonique q-déformé basé sur une algebre de création et d’annihilation des
opérateurs. Ils ont trouvé le spectre et les valeurs propres d’un tel oscillateur harmonique en supposant
l'existence d’'une limite inférieure d’énergie. La méthode de la mécanique quantique q-déformée était basée
sur les regles de commutations de Heisenberg des bosons. Le parameétre principal tiré de cette méthode est
un nombre réel q [ [0, 1], appelée déformation.

Récemment, la théorie du q-déformé est devenue un sujet de grand intérét,a cause de ces applications
dans plusieurs branches de la physique . Ces applications touchent une vaste gamme de domaines, tels que
la déformation q de l'oscillateur harmonique [11], I'oscillateur de Morse-déformé [12], le q-déformé clas-
sique et quantique pour certaines systémes physiques [13], modele de Jaynes-Cummings, algebre q-déformé
d’un oscillateur [14], la super-symétrie q-déformée [15], certains potentiels q-déformés [16], les propriétés
thermostatiques d’un gaz de Fermi parfait q-déformé [17], loscillateur de Tamm-Dancoff q-déformé [18],
Approche algébrique des propriétés thermodynamiques des molécules diatomiques [19], symétrie quantique
des groupes de molécules diatomiques [20] et enfin la g-déformation fermionique et sa connexion avec la
masse effective d’une quasi-particule [21].

En physique atomique et moléculaire, I'interaction entre molécules diatomique, et méme dans les mo-
lécules polyatomiques, est généralement décrit par le potentiel de Morse [22] . Ce potentiel est le modele
d’un potentiel anharmonique le plus simple et le plus réaliste, qui a été largement utilisé dans la description
du mouvement vibratoire de molécules diatomiques. La relation quantique entre l'oscillateur Harmonique
q-déformé et le potentiel de Morse a été pris en compte et le modele SU (2) étendu (potentiel q-Morse)
a été mis en évidence [19,20].Des représentations analytiques des fonctions thermodynamiques des gaz sur
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toute la gamme de températures allant de zéro jusqu ’a la limite de dissociation thermique ont suscité beau-
coup d’intérét pour traiter les systémes diatomiques et polyatomiques. Grace a la forme exacte de son spectre
d’énergie,la fonction de partition vibratoire, a recu une grande importance pour de nombreux problémes dans
la chimie quantique. Suivant sa définition, la fonction de partition moléculaire vibratoire peut étre calculée
par une sommation directe sur toutes les vibrations possibles des niveaux d’énergies. De nombreux efforts
ont été déployés pour acquérir des expressions explicites de cette fonction pour les modeles d’énergies du
potentiel moléculaire pour les molécules diatomiques et polyatomiques : de cette maniére, et dans le cas
non relativiste, la recherche des fonctions thermodynamiques de certains types de potentiels tels que Morse,
Manning-Rosen, Rosen-Morse et de Tiez, a travers la fonction de partition et ses dérivés, était un domaine
important des recherches dans la littérature. Strekalov et Jia [23,24], en utilisant la formule de sommation de
Poisson, ont trouvé une expression exacte de la fonction de partition de l'oscillateur de Morse. Dans le méme
contexte, Jia et Wang [24,25] ont calculé les propriétés thermiques de certaines molécules diatomiques pour
différents types de potentiels.

Ces derniéres années, les effets de la dépendance de la masse des coordonnées sur les solutions des équa-
tions d’'ondes relativistes et non relativistes ont reu une grande attention [ 1], a cause de la large d’applications
dans différents domaines, dont on cite, ’étude des semi-conducteurs, [3] dans le domaine électroniques, les
puits quantiques des points quantiques (quantum dot) [26], les impuretés dans les cristaux et enfin plusieurs
domaines de la physique moderne.

Nous proposons dans ce travail de calculer les propriétés thermodynamiques des molécules diatomiques
pour un potentiel de Morse q- déformé, en présence d’'une masse dépendante de la position. Nos simulations
seront calculer par le biais de la fonction de partition Z en utlilisant la formule d’Euler-Maclaurin. Linteret
porté a ce travail est justifié par 'absence de I'étude des propriétés thermodynamiques en variant les deux
parameétres de déformation q et 17 dans la littérature,

Ce mémoire comporte trois chapitre composés de la facon suivantes : dans le premier, on fait un rappel
sur I’équation de Schrddinger en présence d’une masse dépendante de la position. Le deuxiéme chapitre
est consacré aux solutions exactes du potentiel de Morse déformé en présence d’une masse dépendante de
la position. Le troisieme chapitre donne les résultats concernant les propriétés thermiques de Morse g-
déformé en présence d’'une masse dépendante de la position. Nous discutons et comontons I'influence de ses
parameétres sur ces propriétés . Enfin, nous terminons par une conclusion soulignant les résultats les plus
marquants de cette étude.

B -2 - o



Chapitre

L'équation de Schrodinger en présence
d’une masse dépendante de la position

1.1 Rappel

Dans ce chapitre, nous étudions une particule avec une masse dépendante de la position (Position-
dependent masses PDM) [22]. Nous commencons par I'opérateur d’énergie cinétique dans lequel les condi-
tions physiques sont considérés et nous montrons que la forme générale de l'opérateur d’énergie cinétique
brise l'invariance de I’équation de Schrodinger sous la transformation galiléenne global [27-29].

La particule possédant une masse dépendante de la position (PDM ) a été considérée pour la premiére
fois dans I'étude des semi-conducteurs [1] [30]: au début, le probleme était comment réecrire I'opérateur
d’énergie cinétique pour une particule dont la masse dépendant de la position. Pour une particule unidimen-
sionnelle, on utilise 'énergie cinétique de la mécanique classique dont

. P2
T=— 1.1
2myo g ( )
ou 'opérateur d’ impulsion est donné par
p ih 0 1.2
= —th—. .
p oz (12)

En présence de PDM, ce dernier ne peut pas étre écrit comme

]52
o (:c) (1.3)

T:

En raison de la dépendance de la masse avec la position, Von-Roos [1] est arrivé a une expréssion de
l'opérateur d’énergie cinétique générale sous la forme suivante

T = (mpmPpm? + m? pmPpm®) (1.4)



Invariance galiléenne L@Jy/y[/oeﬁf/(////d/

ol a, fet v sont des nombres réels satisfaisant la contrainte suivante

a+B+v=-1 (15)
Avec ces condition, I'Eq. (1.4) devient
~ ~ 1 =«

dont "
1 m 1 !

Il a été démontré que si « =y [27,31] , les valeurs propres de I’ Hamiltonien, pour des potentiels exactes,
divergent. Néanmoins, le seule cas dont le terme cinitique s’écrit par

2 ALA

T=P—P. (1.8)

2m

donne un spectre fini réelle pour un choix de « =~ =0 [1].

1.2 Invariance galiléenne

La forme générale de 'équation de schrédinger pour un PDM est donnée par

HY (z,t) = ih%, (1.9)
dont ) R
H:PQm(x)P+W(x)’ (1.10)

avec W (x) = U(z) + V(). Ici, V () est le potentiel d'interaction et (x,t) est la fonction d’onde.
En premier lieu, nous allons montrer que I'équation (1.9)est invariante sous la transformation galiléenne.
On défini la transformation galiléenne par le systéme d’équations ci-dessous

— ! t/
{x SRCE (1.11)

At=t—t =0,

ol les deux observables x et 2’ a t' =t = (0 ont le méme origine. En utilisant le systtme (1.11) ou les
tranformations relient le repére fixe et mobile

0 0
5 = 5 (1.12)
0 0 0
oo ' (113)
I'équation de Schrodinger (1.9) devient
o1 , , L ov(a )y . ow(alt)
{P 2m(gﬂ/)P +W(x)}!7(x’,t)zhv 5 +ih 50 (1.14)
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Ici, v denote la vitesse du repére mobile par rapport au repére fixe. Dans le but d’avoir une équation de

Schrodinger invariante sous les transformations Galiléenne, Hvy = E1v = Ht)' = E4)/, il faut éliminer le
)

terme supplémentaire, —ihv%,’t).

Pour vérifier cette condition, nous conséderons la fonction d’onde sous la forme suivante,
(' t') = exp(iA(z’, t)p(2', t). (1.15)
Injectons (1.15) dans (1.14), on trouve

1 s L 0eliDy  9elil)y
<—h283;/ Wﬁx/ + W(x')) 6( A)(p = —ihv oz + ih GYY . (116)

Aprés un calcul direct, (1.16) se transforme a

1 ) )
—h%)ym (895/6(“1)30) + W (z ey = (1.17)

—ihwe(Y) (z/l 1+ g ) + ihel) (z/l 1o+ giﬁ) :

En collectant tous les termes, on obtient

1
2m(z’)

—h20,

[ @D (iAo + g)] e (1.18)

dy Oy
A iA
— e (i Ay + v ) + ihel™ D (iAo + at’)

ou simplement
(i4)
e

2m(z’)

— e (i Ay + g—) + ihel (iAy p +

—h%0y [ (idgp + O )] + W(z")el Ny = (1.19)

8 /

dp 9%,
ot

Encore plus d’expansions ménent a

B o) o)
_j2 iAo =0 7 i iA
" K “”ax')‘% (2m<x/>)+2m<x'>aﬂ” (

—ihvel) (ZA 1o+ g@) + ihel) <z/1t/cp + gf/) :

O N (i
8x’>} + W (2) eV = (1.20)

et par conséquent

Dy iy Oprm (x')
N A WO v O
(“1 “t o ) <2m<x'> 2m<z'>2)+ (121)
Qi)

(_hz) 2m(z’)

—ihvel) (z/l 1+ gp> + ihel) <z/1t/<p + g:ﬁ) .

o?
Z2) W @) e =

(Z'Ax/x/(p + 1Ay Oy

A plge -5- sl )8



Invariance galiléenne @Jy/y/(;o(’/)(/(’/l//d/

Finallement, on trouve

_p2 (i/lmlcp + gg) (2;1/1&,) - Zﬁgg?) - (1.22)
h?
2m (')

, . Oy . Oy
i (“ﬁ'w + ax> o <ZA“” Tar )
Si nous soustrayons cette expression de la forme standard de I’équation de schrédinger pour la particule
(PDM) Cest-a-dire

. . 8280 /
ZAm’m’SD + z/lz/&,;/go + 9272 +W (m ) ¥ =

32 1 ¢ _ dpm(z’) Oy NP:")
h |:2m(x’) Ox'2 2m(z')? Oa' +W(z)p = Zhat" (1.23)
Nous trouvons
_Az/go 0 /m(x') . A aso ) '
- 2 2 — o ! - a 7 1! ’ ’ = .
" K2m (') 2m(a’)? & “’) T om@yor T am (@) (Aarzrp + 142001 p) (1.24)

. . 0 o
—ihw <1Azx<p + 8;?) +ih(idp ).

Pour une fonction d’onde générale ¢, la séparation de cette derniére équation en deux facteurs par rapport
a ¢ et de 0,/ rapporte

+ pour ¢
hZA?c’ h281/m (IE,) iﬁQAz/r/
Ay — — = fwA, — hAy. 1.25
2m (a') 2m (a')? e 2m (a') Ve ! (1.25)
+ pour 0, ¢
hAy
m @) = . (1.26)
avec Ay = % et Ay = % A partir de cette derniére condition, on constate que A,/ est indépendant de
t’ et donc nous devons écrire
A2 t) = Ay (2') + Ax (F) . (1.27)
ainsi 'Eq(1.26) devient pour 0,/ ¢
h d/ll (ZL'/)
—_— = 1.28
m (.Z‘/) dx’ v, ( )
ou v
dAy (2') = 7m (x') da’, (1.29)

avec ces conditions I'équation (1.25) se transforme a

B (om @)\ BOem @) om (@) iR (om (@) om(@)
2m (z') ( h > T 2m (') 2 B 2m (x/)al" ( B > =h 7 hAy. (1.30)

Apres une simplification on abouti a

) = By, (131)

A plge -6~ sl )8
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donc

N L (132)

Cette derniére équation est seulement possible si m (2') est constante par rapport a la position : c-a-d,
m (z') = mg donc

A (2)) = %mox'. (1.33)
/ WLOU2 ’
Ao () = Tt (1.34)

ces relations permettent d’avoir I'expréssion de la fonction d’onde d’une particule de masse constante

2
U (2',t') = exp (z (2mox' + m;;} t’)) (2, t). (1.35)

Dong, I'équation de Schrodinger est invariante sous la transformation galiléenne seulement pour les particules
de masse constantes .

1.3 Invariance galiléenne instantanée

Nous avons montré que I’équation de Schrédinger pour une particule avec une masse dépendante de
position est variante sous la transformation Galiléenne. Dans cette section, nous montrons qu’il existe des cas
ou I’équation de Schrédinger pour une particule avec une masse dépendante de position peut étre invariante
pour des transformatins galiléenne instantané. Notez que dans le calcul suivant, nous considérons i = 1

1.3.1 IGI pour une particule quantique unidimensionnelle avec une
masse constante

Pour une particule unidimensionnelle de masse (m) ,la transformation galiléenne appliquée a to est

donné par
)=z () —ult—to, (1.36)
et
P (t) =p(t) — mu, (1.37)
ou u est la vitesse du repére mobile. Une transformation galiléenne instantanée (IGI) appliquée a t = tg
donne
' (t)=z(t), (1.38)
et
p' (t) =p(t) — mu. (1.39)

Maintenant, aprés avoir connu la forme de (/GI) dans la mécanique classique, nous définissons un opérateur
unitaire U/ (u) de transformation qui représente la transformation galiléenne instantanée dans la théorie quan-
tique unidimensionnelle pour une particule de masse constante (m). Le passage de la mécanique classique
vers la mécanique quantique permettera de faire les changements suivants

Uw) XU (u) = X, (1.40)

A g -7 - sl )8
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et
U (u) PUTY (u) = P — mul, (1.41)

avec Xet P sont des opérateurs canoniques de position et d’impulsion et est lopérateur d’identité. Ces

deux relations donnent un opérateur unitaire de la forme suivante ((7 )
U (u) = exp (zuf() . (1.42)

Dans cette expressions K estle générateur infinitésimal de U (u). La satisfaction que I'opérateur U (u) soit
unitaire impose que Ksoit hermitien c’est-a-dire K = K Vet donc

U™t (u) = exp (fzuf(> . (1.43)

L'injection des équations (1.42) et (1.43) dans I’équation (1.40) permet d’avoir I'expréssion de I'opérateur
cannonique de position

exp (zuf() X exp (—zuf() =X. (1.44)
La simplification de cette équation se fait par 'utilisation de la relation de commutation bien connu en
mécanique quantique

eABeA = B+ [4,B]+ &[4 [4.8]] + 5[4 [4.[4.8]]] + ... (1.45)
le résultat trouvé est le suivant
Xt [k, %] + o [iuk, [k, X)) + 3 [k, [k, [k X]]] 4= X, (146)

on peut voir clairement que {iuk, X} = 0 par conséquent [K, X] =0.

Ces conséquences implique que K est une fonction de I'opérateur de position X, c-a-d
K:F(X) (1.47)
Maintenant nous appliquons la méme formule sur I'équation.(1.45) on obtient
Pt [iuk, P] + o [k, [k, P]] + 5 [k, [k, ik, P])] 4. = P —mul,  (148)
en utilisant les relations de commutation suivantes
[X,P} =il (1.49)

[f(, P] _ [F(X), P

(1.50)
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Injectons cette derniére dans I'équation (1.48), on trouve

dF(X) 1| . dF(X 1 . dF(X .
— (A )—i—— ,— (A ) + — |iuK, |iuK, —u (A ) + ... = —mul, (1.51)
ax 2! dX 3! dX
par identification, on dégage I'expréssion suivante
dF(X A
(A ) =ml, (1.52)
dX
par intégration on trouve

F(X)=mX +CI, (1.53)

ou C est une constante d’'intégration. Cette constante n’influe pas sur la transformation donnée par I'équation
(1.40) ou I'équation (1.41) et donc nous le prenons égale a zéro.
Par conséquent,

K = F(X) = mX, (1.54)
U(u) = exp (iumX) . (1.55)

néanmoins, dans la transformation galiléenne habituelle, 'opérateur de vitesse V' est transformé comme suit

Uw) VU (u) =V —ul, (1.56)

l'opérateur de vitesse figurant dans cette transformation est lié avec 'Hamiltonien H et I'opérateur canonique
de position X par le comutateur ci-dessous

V:Z[HX} (1.57)

nous suivant la méme méhode pour obtenir la relation entre le générateur infinitésimal K et l'opérateur de
vitesse V. L'utilisation de I'équation (1.45) permet d'avoir:

V4 ik, 0] + 0 [iuk, [k, 0] +

BY l' [@uf(, [zuf{, [zuf(,f/H] +.=V —ul, (1.58)

3!
ce qui implique
[zuKV} = —ul, (1.59)

et en conséquence

& V] =i, (1.60)
jusqu’ici nous avons trouvé que [X7 ]5} =i, {X, f(] =0, {IA(, V} =il avec K = mX.

L'équation (1.60) devient alors
[mf(, f/} —if, (1.61)

ou

X,V =i, (1.62)
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ce qui implique clairement que ) o
mV = P — A(X), (1.63)

ou A(X ) est juste un opérateur arbitraire en fonction de X. En outre, on trouve
N 2 1 oo
K H—smV?| = [KH] — | & 3mV?| =
L Sl . .
m[X,H} -m X,imV =miV —miV =0, (1.64)
les résultals en haut découlent de I'expréssion suivante
H—-mV?=W(X). (1.65)

avec W (X ) est un opérateur arbitraire en fonction de X.

Combinant I'équation (1.63) et Iéquation (1.65) , la forme de I’ Hamiltonien pour un systéme quantique
unidimensionnel dans une transformation galiléenne intantanée (IGI) est donné par

A = Smi? 4 W(X), (1.66)
Jflzﬁ(ﬁ—jl()?)fjtﬁ/(f(), (1.67)

dans la théorie des champs, A(X ) et W(X ) sont des potentiels vectoriel et scalaire respectivement. Dans
un changement de jauge A(X) = 0, la forme générale de I’ Hamiltonien devient

-

H=—P*+W(X) (1.68)

cette derniére équation donne un Hamiltonien quantique unidimensionnel invariant par la transformation
galiléenne instantanée (IGI).

1.3.2 IGI pour une particule quantique unidimensionnelle avec PDM

Aprés avoir la forme (IGI) de 'Hamiltonien d’une particule avec une masse constante. nous allons,
dans cette section, trouver la forme possible de 'Hamiltonien d’une particule de masse dépendante de la
position toujour pour (IGT). Dans ce cas nous définissons un autre opérateur unitaire de transformation
Uu) = exp(iuK) tels que K = K+ et donc U~*(u) = exp(—iuK). Les transformations galiénnes
temporelles (/GT') sont donnés par

Uw) XU u) = X, (1.69)

et
Uu)PU (u) = P — M(X)u, (1.70)

ou M (X ) est U'opérateur de PDM de la particule. Comme nous avons montré ci-dessus

K = F(X), (1.71)
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nous appliquons la relation (1.45) mais cette fois ci on tient compte de la dépendance de la masse de la
position. Le calcul nous donne les équations suivantes

Pt [iuk, P] + o [k, [iuk, )] + 3 [k, [k, [iuk, P]]] 4+ = P Ni(R), (172)
par identification, on trouve
[iuk,ﬁ} = —M(X)u, (1.73)
P, K] = —in(X), (1.74)
En remplacant le générateur infénitésimal par sa définition conduit a
[P,F(X)} = —iNI(X), (1.75)
> dF(X)
—5 = M(X), (1.76)

nous rappelons que l'opérateur de vitesse défini par 'équation (1.57) ainsi que la transformation galiléenne
habituelle donnée par I'équation (1.56) donnent {k, V] =il

Une combinaison des équations (1.60) et (1.57) conduit a

{f(, [HX” =1, (1.77)
ou d’une maniére équivalente
[F(X), [HX” — 1, (1.78)
par l'utilisation de I'identité de jacobi
[4.[B.¢]] + [B.[¢.4]] + [¢.[4.B]] =0, (1.79)
on peut écrire
[sz), [ﬁ,f(” + [ﬁ, [X,F(X)H + [X, [F(X),ﬁ“ —0, (1.80)

nous avons défini précedement que [X , a (X )} = 0, la simplification de I'équation (1.80) méne a
[F(X; [HXH = [X [F(X)HH : (1.81)
a partir de I'équation (1.78) on trouve

[X’, [F(X),FIH =1, (1.82)

[F(X), H} = (P - A(X)) : (1.83)
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ou A(X ) est un opérateur arbitraire en fonction de X. Ce dernier s’identifie par un potentiel vecteur qu’'on
peut I'élinimer par un changement de jauge. En conséquence, I'Hamiltonien d’une particule avec(PDM) dans
la théorie quantique unidimensionnelle doit satisfaire

(%), 1| = iP, (1.84)

notons que

F(X)=K= | M(X)dX, (1.85)
a partir de I’équation (1.84) on peut conclure que si H= ﬁoou pour des Hamiltoniens H tels que H —I:IO =
W (X), W(X) représente le potentiel scalaire et Hyest ’Hamiltonien du systéme libre.
Le prochain but est de déterminé I'expréssion de I’ Hamiltonien d'une particule libre avec (PDM) et

I'équation trouvée est la suivante

A 1 B A D N DA D

Ho = 7 (NI PRI PAD + N PNPPII®) (1.86)
utilisons la condition (1.84) dans I'équation (1.86) on trouve

oA 1 P NP e D A B D A
{F(X), 7 (NrePirPPir + MVPMﬁPMa)] —iP, (1.87)

ayant trouvé a partir des équations (1.6) et (1.7) l'expréssion de I'opérateur d’énergie cinétique ainsi que le

potentiel (A]M (X ), la derniére équation devient

[mx),pgzm (x)] _ip, (1.88)

" [F(X), P p} _iP, (1.89)

en raison de la commutation suivante [F(X ), Uar ()| = 0, le coté gauche de I'équation (1.89) s'exprime

' {ﬁm,p&p} _ PR, 2}4@] 4 [F(X),PWI\AA p (1.90)

{F(X)’pzjl\lp} B

R <2]1\/[ [F(X),P] + {F(X), 2]1\4} P> + < {F(X), 2]1\4} + [F(X),P} 2;\4) P, (191)
finalemen

t {mx),pmlwp} _p (;w [F(X‘),PD + ([F(X),p] 2]1VI> 3 (192)

[ﬁ(x),pzjlwp] —p<2jwd§§f>> . <dfg>2;w>p—zp, (1.93)
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par le biais de la relation de commutation (1.84), quelque soit les valeurs de «, 3 et 7y figurant dans I’
Hamiltonien de von-Roos [1]satisfaisant les deux invariants instantané (IGI) et temporel (IGT), la nouvelle

relation recherchée s’écrit par

A = ; (M PN PRI + N1 PP PRI + V/(R) (1.94)

~ 1 4 2 " PP
_pP—P+0, (X)+VX, 1.95
o~ ¥ (X) (1.95)

dont I'expréssion du potentiel dans la transformation galiénne instantanée (IG) pour une masse dépendante
de la position est
orr2 1 Mn

-1t (196)

Ua,y(X)Z%(Ot-F’Y-FOKy)% 1

ot les dérivées des masses sont par rapport a X

B plas - 13 - s o



Chapitre

Les solutions exactes du potentiel de
Morse déformé en présence d'une masse

dépendante de la position

2.1 Rappel

Dans ce chapitre, nous allons étudier les solutions de I'équation de Schrddinger pour un poteniel de
Morse déformé avec une masse dépendante de la position d'une forme particuliére

2.1.1 La méthode de Nikiforov-Uvarov (NU)

La methode de Nikiforov-Uvarov (NU) [32] est une puissante méthode utiliser pour résoudre les
équations différentielles de deuxiéme ordre ayant la forme suivante

d? o —ags d | —&sP+E&s—E&|
ds® ' s(1—ags)ds M [s (1 — ags)]? I @1

Dans cette meéthode, les solutions propres satisfaient les relations ci-dessous
agn — (2n+ 1) as + (2n + 1) (V/ag + azy/ag) +n(n — 1) az + a7 + 2azas + 2y/agag =0, (2.2)

1/) (s) = g®12 (1 _ a38)*a12*(a13/a3) Pa1071‘(a11/a3)*0é1071 (1 o 20[38) ) (2.3)

Dans la limite a3 = 0, on a

lim (1= ags) /) _ e (.4
lim (1— ass)—alz—(als/%) poo—l.(ann/ag)—ao—1 _ Lo ! (ayys). (2.5)

&30
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Prenons en compte les relations en haut, I'expression finale de la fonction d’onde est donc,
P (s) = 5235 L2107 (ayy8), (2.6)

dont L&~ (a7 5)est le polynome général de Laguerre et a; sont les constantes de la théorie (NU) définit

par
a4:§(1—a1), (2.7)

g = ag + &1, (2.8)

ay = 2ag4a5 — &9, (2.9)

as = a2 + &, (2.10)

g = a3a7+a§ag+a6. (2.11)

2.1.2 L'équation de Schrédinger pour une masse dépendante de I'espace

L'équation de Schrodinger stationnaire a une dimension [33,34] est exprimé par

HY (z) = EV (x), (2.12)

ol H est 'hamiltonian d’une particule non relativiste , ¥ (z) est la fonction d’onde et E I'énergie
la masse dépend de la position , cest-a-dire [35]

m=m(x), (2.13)

donc ’hamiltonien d’une masse dépendante de la position est

P2
H= 2m (@) +V () + Uapy (), (2.14)
ou lopérateur d’impulsion est donné par
0
P=—ih—. 2.15
Ui )
On peut écrire que
p? 1
— _fﬁﬁ i) (2.16)
m (z) Ox m (x) Ox

donc l'équation de Schrodinger s’écrit sous la forme

{f(iml(x);ﬁv(xHUam (:c)}W(x) =BV (2), (217)
) [é)acc’mtx)]f: ml(ff);;+ (mtx)>,’ (219)
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et de nouveau I'équation de Schrédinger s’écrira sous la forme

K2 92 2 (' (x

m? (x)
ou V' (x) est le potentiel de Morse donné par 'expréssion [22,36]
V(z) = Viexp (—2d'z) — Vaexp (—a'z)
avec les facteurs pré-exponentielle sont
Vi =D,., Vo =2¢D,,

ou q est le paramétre de déformation et D, I'énergie de déssociation.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Le calcul du terme cinétique donne I'apparition d’un nouveau terme U, dont I'expréssion est

h2

U(XB’Y ({E) = _4m3 (I) (CL I 1)

pour le potentiel nul
Uapy (l‘) =0,

Cest-a-dire
a+vy—a=0,

et
a—oay—a—v =0,

donc o =y =a =0, ot o, 3, sont des nombres réelles [37,38].
Dans le cas d’'un potentiel nul, I'équation de schrédinger est donné par

_p2 2 2 [(m (2
(%&*Z{nﬂ(@};ﬁ””x)m)w&

¥ (2) = \/m (@) (),

Posons que

ou

’

6“78;”3) = @) o)t @ (@),

2/m (x)

O*W (z)  (2m (z)m(z)— m'? (z) m (z) .
o2 ( 4m (x) \/m (z) )4’(33) ' P,

alors I'équation de schroédinger devient

(550 + Wers @ - B}) (@) =0,

(a+vy—a)ym(z)m (z)+2(a—ay—a—7) m'? (x)} ;o (222)

(2.23)
(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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ol Uy () est le poteniel effectif donné par la relation 5]

h? 3m'2 (z) .
U, =V = . 2.31
s (@) @)+ 4m? () ( 2m (x) m (z) (231)
Choisissons la forme suivante de la masse
mo
m(x) = , 2.32
) (1 = nexp (—a'z))’ (232)
alors o/ ,
m (z) = —12 M0 Cyl e ?, (2.33)
(1 —nexp(—a/z))
m" () = 2na’?mg exp (fa’xg) 61%moa’? exp (720/2;5), (2.34)
(L= nexp(—a'z)® | (1—nesp(—a'a)
donc ,
m?(z)  4An*a/? exp (—2d/x)
) = e : (2.35)
m'” (x 2na’? exp (—a'z) (1 — nexp (—a'x 6m%a’? exp (—2a'z
_4n p 7] exXp 4 i p 236
m?(z) mo mo : (2:36)
A partir des équations (2.9), (2.20), (2.24) et (2.25) on obtient
2¢p —a 2
Po) | ewlaln) [ il
0z (1—nexp(~a/z)) h
1 2 12 2m0V1 > / 2m0E}
+ —n‘a’® — exp (—2a'x) + & (x)=0.
e o) {( U] = p( )+ =3 (x)
En utilisant le changement de variable suivant
z=exp(—ad'z), (2.38)
la différentiation de la fonction d’onde par rapport x donne
oD (x) 0P (z)
B —a'z 5y (2.39)
% (x) 09 (2) 2209 (2)
52 —% ¥, +az 5z (2.40)
Ainsi, I'équation de schrodinger prend la forme [39]
0?® (2) 1—nz 0P (z) 1 9
—122 — g9z —ep) D (2) = 0, 2.41
5% T 0r o mf o e T 20 @4
ou 9V,
9 moViy
—e1 =" = 5 (2.42)
W Ob"‘u - 17 - ;«L.w ijb
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2mo Vs
—€2 =1+ TR (2.43)
2m0E
~Ent = S35 (2.44)
On applique la méthode (NU), I'équation de Schrodinger est la suivante
L EE) L 5()
o ¢ P(z) =0, 2.45
() + 238 () + 52 () (245)
ou
7(2) =1—nz (2.46)
o(z)=z(1-nz), (2.47)
g(z)= —£12%2 —e9z — £y (2.48)
on éffectue les changements suivants
/ n(n—1) »
An = —n7 (2) — —G (2), (2.49)
ou
T(2) =7(2)+ 27 (2), (2.50)
avec
’ ~ ’ ~ 2
W(@:Wiﬂw) 54k (2) (251
donc
nz n?
w(z):—?i Z—kzn—&—sl 22+ (ea+k)z+en, (2.52)
pour le calcul de 7 (z)on pose
0
(4 —kn+61) 22+ (e2+k)z+en =0, (2.53)
la résolution de cette équation passe par le calcul du déterminant
2 N
A= (Eg—f—k}) —de (4 —k”l]-i—é‘l) =0, (2.54)
donc les solutions obtenues sont
k12 = —e2 — 2nen F Ve 4, (2.55)
ou
A= \/41725nl +4neg +n? + 4eq, (2.56)

la condition d’une dérrive négative de 7 (z) par rapport a zpermettra de calculer le polynome 7 (z) , nous
prenons donc la racine ko:

ko = —€9 — 2mEn; — VEnLA, (2.57)
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on trouve w(z):—ZZ—Kng"\/@)Z_@} (2.58)

A partir des équations (2.47) et (2.35) on obtient

T(z)=1+2m—2(g+n\/%+n)z7 (2.59)

avec la dérivée

’

T (2) =2 (;1 +NvEn + n) , (2.60)

nous avons
A=ky+7 (2), (2.61)
ou 4
T (2) = —g - (2 + Ww) , (2.62)
donc ]
A= —E&2 — 277577,1 — Vénl (A + 77) - 5 (A + 77) ) (263)
ou
o (2) = —2n, (2.64)

a partir des équation (2.49) et (2.53) on aura

A
Ap =21 (2 + vEm + n) +nn(n—1), (2.65)

pour trouver les valeurs propres, on pose
A=Ay, (2.66)
on trouve
2
2 4n—3ln-c -2+l yo - %

Enl = . (2.67)
(2n+1)n — \/4e; — 292

A partir des équation (2.33) et (2.31) le spectre d’énergie d’une masse dépendante de la position figure
dans I’équation ci-dessous

o2 [t n—4n—e-2[n+ 3] o+ G~ %

Ep =5 : (2.68)
m 2 Vi 2
. 2n+1)n—2¢/n*+ 5257 — %
v2+ 2"210 3/21 _ 2 o
dont les nombres quantiques 14, = +2 — 5 dénote la divergence de notre spectre et Tay
donne la valeur maximale de Iénergie. Ce nombre quantique se calcul a partir de I’équation % =0, ot on
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Tab. 2.1 : Parameétres spéctroscopiques

| ‘ m (u.m.a) | o/ (A°77) | D (eV) ]
H? 0.5 x 931.5 x 10° 1.440558 4.7446

CO | 6.8606719 x 931.5 x 10° | 2.59441 11.2255
HCI | 0.9801045 x 931.5 x 106 | 2.38057 | 4.61907
LiH | 0.8801221 x 931.5 x 10° | 1.7998368 | 2.515287

obtient 'équation suivante

[maz (¢,71, @, a,7)] = p -S|t (2.69)
2y/e1(a,0ym)~L ’ e2(a,a,vima)+y/e1(aa,r,n)— %
1 s )T 757 l 2\Q,,7,T), 1 YOI )T g
[1 - ; +4|5+ .
2

avec [] dénote la partie entiere de 7,4, Le signe & sera choisi selon le cas de la molécule en considération.

Dans ce qui suit, on va traiter quatre types de molécules H2, CO, HCI et LiH. Les differentes carac-
téristiques de ces molécules sont données dans les Tableaux suivants

Le signe de N4, sera choisi négatif! avec toujours la condition Nyqr < Mgiv c-2-d, notre spectre
d’énergie est continu.

Le Tableau. 2.2 regroupe les valeurs du nombre quantique 1,4, pour le cas ot @ = 0 dans différentes
situations. Par contre, le Tableau. 2.3 donne les valeurs du nombre quantique n4;, correspondant a la diver-
gence de la fonction du spectre d’énergie. Pour le cas ol a # O(Uam # 0), les valeurs de 1,44 €t 14, sont
données dans le Tableau 2.1. selon Weyl et al.

1. le signe positif de 71,4, donne lieu a des valeurs complexes

e olgp - 20 - o o
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Tab. 2.2 : Valeurs du nombre quantique 7,4, : @ =0 (U&g7 = 0)pour la molécule H2

() Roos etal [1] (a = a =~ =0)
| n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 [ 25.855 [ 22.885 | 20.006 | 17.211 | 14.493 | 11.845

0.4 | 31.816 | 27.026 | 22.885 | 19.183 | 15.805 | 12.679
0.6 \ \ 30.669 | 22.883 | 17.851 | 13.826

(<) Zhuetal [2] (a=0,a =7 = -3)
| n | q=1 [ q=09 | q=0.8 | q=0.7 [ q=0.6 | q=0.5
0.2 [ 25.851 | 22.881 | 20.002 | 17.207 | 14.488 | 11.84
0.4 | 31.807 | 27.018 | 22.876 | 19.175 | 15.797 | 12.67

0.6 \ \ 30.657 | 22.87 | 17.838 | 13.813

() Goraetal [3] (a=7y=0,aa=-1)
| 7 | gq=1 | q=09 | ¢q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 25.852 [ 22.882 ] 20.003 | 17.208 | 14.489 | 11.841

0.4 ] 31.818 | 27.025 | 22.882 | 19.179 15.8 12.673
0.6 \ \ 30.708 | 22.889 | 17.85 | 13.821

(2) Lietal [4] (a:azo,wz—%)

| 7 | gq=1 | q=09 | ¢q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 [ 25.854 [ 22.883 [ 20.005 | 17.209 | 14.491 | 11.843
0.4 | 31.817 | 27.026 | 22.884 | 19.181 | 15.803 | 12.676
0.6 \ \ 30.689 | 22.886 | 17.85 | 13.823
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Tab. 2.3 : Valeurs du nombre quantique 74, pour la molécule /12
(1) Roos etal [1] (a =a=~v=0)

| n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 q=0.5
0.2 1116423 | 116.423 | 116.423 | 116.423 | 116.423 | 116.423
0.4 | 57.965 | 57.965 | 57.965 | 57.965 | 57.965 | 57.965
0.6 | 38.48 38.48 38.48 38.48 38.48 38.48

(<) Zhu et al [2] (a=0,a=v=-3)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
021116419 | 116.419 | 116.419 | 116.419 | 116.419 | 116.419
0.4 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956
0.6 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467

(¢) Gora etal [3] (a=y=0,a=-1)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 116.415 | 116.415 | 116.415 | 116.415 | 116.415 | 116.415
0.4 | 57.948 | 57.948 | 57.948 | 57.948 | 57.948 | 57.948
0.6 | 38.454 | 38.454 | 38.454 | 38.454 | 38.454 | 38.454

(3) Lietal [4] (a =a=0v= —%)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 116.419 | 116.419 | 116.419 | 116.419 | 116.419 | 116.419
0.4 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956
0.6 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467
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Tab. 2.4 : Valeurs du nombre quantique 7,4, €t Mg, :a 7 0 (UOC/BAY # 0)pour la molécule

H2
(1) Weyl et al [5] : Nynaz

| n | g=1 | q=09 | ¢q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 | 25.854 | 22.883 | 20.005 | 17.209 | 14.491 | 11.843
0.4 | 31.817 | 27.026 | 22.884 | 19.181 | 15.803 | 12.676
06| \ \  [30.689 | 22.886 | 17.85 | 13.823

(<) Weyl et al [5] :ndiv
| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
02| 116.419 [ 116.419 | 116.419 [ 116.419 | 116.419 | 116.419
0.4 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956 | 57.956
0.6 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467 | 38.467
A s - 23 -
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Tab. 2.5 : Valeurs du nombre quantique 7,4, : @ = 0 (Uag7 = 0)pour la molécule CO

() Roosetal [1] (a=a=v=0)

| n | q=1 | g=09 | q=0.8 | g=0.7 | q=0.6 | g=0.5 |
0.2 | 82.877 | 73.481 | 64.373 | 55.53 | 46.929 | 38.552
0.4 | 101.738 | 86.584 | 73.481 | 61.769 | 51.081 | 41.189
0.6 \ \ 98.138 | 73.48 | 57.556 | 44.819

(») Zhuetal 2] (a=0,a=v=-3)

| n | q=1 | g=0.9 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 82.876 | 73.479 | 64.372 | 55.529 | 46.928 | 38.551
0.4 | 101.736 | 86.582 | 73.478 | 61.766 | 51.079 | 41.186
0.6 \ \ 98.133 | 73.476 | 57.552 | 44.815

(¢) Gora etal [3] (a=vy=0,aa=-1)

| n | q=1 | g=09 | q=0.8 | ¢q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 82.876 | 73.48 | 64.372 | 55.529 | 46.928 | 38.551
0.4 | 101.739 | 86.584 | 73.48 | 61.767 | 51.08 | 41.187
0.6 \ \ 98.15 | 73.482 | 57.556 | 44.817

(3) Lietal [4] (azazO,’y:—%)

| n | q=1 | g=09 | q=0.8 | ¢q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 82.877 | 73.48 | 64.373 | 55.529 | 46.929 | 38.551
0.4 | 101.739 | 86.584 | 73.48 | 61.768 | 51.081 | 41.188
0.6 \ \ 98.144 | 73.481 | 57.556 | 44.818
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Tab. 2.6 : Valeurs du nombre quantique 74, pour la molécule CO
(1) Roos etal [1] (a =a=~v=0)

| n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 q=0.5
0.2 | 369.403 | 369.403 | 369.403 | 369.403 | 369.403 | 369.403
0.4 | 184.452 | 184.452 | 184.452 | 184.452 | 184.452 | 184.452
0.6 | 122.803 | 122.803 | 122.803 | 122.803 | 122.803 | 122.803

(<) Zhu et al [2] (a=0,a=v=-3)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401
0.4 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45
0.6 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799

(¢) Gora etal [3] (a=y=0,a=-1)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 3694 369.4 369.4 369.4 369.4 369.4
0.4 | 184.447 | 184.447 | 184.447 | 184.447 | 184.447 | 184.447
0.6 | 122.795 | 122.795 | 122.795 | 122.795 | 122.795 | 122.795

(3) Lietal [4] (CL:(X:O,’y = —%)

| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401
0.4 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45
0.6 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799 | 122.799
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Tab. 2.7 : Valeurs du nombre quantique 7,4z €t Ngiy 1@ # 0 (Uapy # 0)pour la molécule

ol¢)
(') Weyl et al [5] :nmax

| n | q=1 | g=09 | q=0.8 | g=0.7 | q=0.6 | g=0.5 |
0.2 | 82.877 | 73.48 | 64.373 [ 55.529 | 46.929 | 38.551
0.4 | 101.739 | 86.584 | 73.48 | 61.768 | 51.081 | 41.188
0.6 \ \ [ 98.144 | 73.481 | 57.556 | 44.818

(<) Weyl et al [5] :ndiv
| n | q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 [ q=0.5
0.2 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401 | 369.401
0.4 | 18445 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45 | 184.45
0.6 | 122.799 [ 122.799 | 122.799 [ 122.799 | 122.799 | 122.799
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Tab. 2.8 : Valeurs du nombre quantique 7,4, : @ = 0 (Uag,y = 0)pour la molécule HCI

() Roos etal [1] (a = a =~ =0)
| n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 | 21.532 [ 19.049 | 16.643 [ 14.306 | 12.033 [ 9.82

0.4 | 26514 | 22511 | 19.049 | 15.955 | 13.131 | 10.517
0.6 \ \ 25.552 | 19.046 | 14.841 | 11.476

(g) Zhu et al [2] (a:(),a:ry:_%)
[ [ =1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 21.527 | 19.044 | 16.637 | 14.301 | 12.028 | 9.815

0.4 | 26.504 | 225 19.039 | 15.944 | 13.121 | 10.507
0.6 \ \ 25.537 | 19.031 | 14.825 | 11.461

(¢) Goraetal [3] (a =7 =0, =—1)
[ n ] q=1 [ q=09 [ q=0.8 [ q=0.7 [ q=0.6 [q=0.5 |
0.2 [ 21.528 [ 19.045 | 16.638 | 14.302 | 12.029 | 9.815

0.4 ] 26.516 | 22.51 | 19.045 | 15.95 | 13.125 | 10.51
0.6 \ \ 25.599 | 19.054 | 14.839 | 11.47

(2) Lietal [4] (a:a:O,W:_%)
[ [ q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 ] 21.53 | 19.047 | 16.641 | 14.304 | 12.031 | 9.318

0.4 | 26.515 | 22.51 | 19.047 | 15952 | 13.128 | 10.514
0.6 \ \ 25.576 | 19.05 14.84 | 11.473
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Tab. 2.9 : Valeurs du nombre quantique 74, pour la molécule HCI

(1) Roosetal [1] (a =a =~ =0)
| n | q=1 | q=0.9 | gq=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
02972421 97.242 1 97.242 | 97.242 [ 97.242 | 97.242

0.4 | 48.375 | 48.375 | 48.375 | 48.375 | 48.375 | 48.375
0.6 | 32.088 | 32.088 | 32.088 | 32.088 | 32.088 | 32.088

(gz) Zhu et al [2] (a:(),a:fy:—%)
[ | q=1 [ q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237

0.4 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365
0.6 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072

(¢) Goraetal [3] (a=vy=0,a=-1)
| n | q=1 | q=0.9 | =08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 ] 97.232[97.232 [ 97.232 [ 97.232 | 97.232 [ 97.232

0.4 | 48.355 | 48.355 | 48.355 | 48.355 | 48.355 | 48.355
0.6 | 32.057 | 32.057 | 32.057 | 32.057 | 32.057 | 32.057

(J) Lietal [4] (O,ZO[:O,’}/:—%)
[ [ q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 ] 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237 | 97.237

0.4 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365
0.6 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072
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Tab. 2.10 : Valeurs du nombre quantique 7,4, €t Ng;, :a 7 0 (Uaé/gaY # 0) pour la molécule
HCI

(1) Weyl et al [5] :nmax
[ n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 | 21.53 [ 19.047 | 16.641 | 14.304 | 12.031 | 9.818

0.4 | 26.515 | 22.51 | 19.047 | 15952 | 13.128 | 10.514
0.6 \ \ 25.576 | 19.05 14.84 | 11.473

(<) Weyl et al [5] :ndiv
| n | q=1 | q=09 | =08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 97.237 [ 97.237 | 97.237 [ 97.237 | 97.237 [ 97.237

0.4 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365 | 48.365
0.6 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072 | 32.072
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Tab. 2.11 : Valeurs du nombre quantique 7,4, : @ = 0 (Uag7 = 0)pour la molécule LiH

() Roos etal [1] (a = a =~ =0)
| n | q=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 ]19.878 [ 17.581 [ 15.355 | 13.194 [ 11.092 | 9.045

0.4 | 24.485 | 20.783 | 17.581 | 14.719 | 12.108 | 9.69
0.6 \ \ 23.594 | 17.578 | 13.689 | 10.577

(g) Zhu et al [2] (a:(),a:ry: _%)
[ [ =1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 19.872 | 17.576 | 15.35 | 13.189 | 11.087 | 9.04

0.4 | 24.474 | 20772 | 17.57 | 14.708 | 12.097 | 9.679
0.6 \ \ 23.578 | 17.561 | 13.672 | 10.561

(¢) Goraetal [3] (a=v=0,a=-1)

| n | gq=1 | q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 [ g=0.5 |
02]19.874 [ 17.577 [ 15.351 | 13.19 | 11.088 | 9.04
0.4 | 24.488 | 20.782 | 17.577 | 14.714 | 12.101 | 9.682
0.6 \ \ 23.644 | 17.586 | 13.687 | 10.57

(2) Lietal [4] (a:azo,wz—%)

| 7 | gq=1 | q=09 | ¢q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
02]19.876 [ 17.579 [ 15.353 [ 13.192 | 11.09 | 9.043
0.4 | 24.487 | 20.782 | 17.579 | 14.716 | 12.104 | 9.686
0.6 \ \ 23.619 | 17.582 | 13.688 | 10.574
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Tab. 2.12 : Valeurs du nombre quantique 74, pour la molécule LiH

(1) Roosetal [1] (a =a =~ =0)
| n | q=1 | q=0.9 | gq=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 89.903 [ 89.903 [ 89.903 [ 89.903 | 89.903 [ 89.903

0.4 | 44.706 | 44.706 | 44.706 | 44.706 | 44.706 | 44.706
0.6 | 29.642 | 29.642 | 29.642 | 29.642 | 29.642 | 29.642

(g)) Zhu et al [2] (a:(),a:'y: —%)
[ | q=1 [ q=09 | q=0.8 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898

0.4 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695
0.6 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625

(¢) Goraetal [3] (a=vy=0,a=-1)

| n | q=1 | q=0.9 | =08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 ] 89.892 [ 89.892 | 89.892 [ 89.892 | 89.892 [ 89.892
0.4 | 44.684 [ 44.684 | 44.684 | 44.684 | 44.684 | 44.684
0.6 | 29.609 [ 29.609 | 29.609 | 29.609 | 29.609 | 29.609

(J) Lietal [4] (G,ZO[:O,’}/:—%)
[ [ q=1 | q=09 | q=08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 ] 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898 | 89.898

0.4 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695
0.6 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625
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Tab. 2.13 : Valeurs du nombre quantique 7,4, €t ng;, :a # 0 (Uam # 0)pour la molécule
LiH

(1) Weyl et al [5] :nmax
| n | q=1 [ q=0.9 | q=0.8 [ q=0.7 | q=0.6 | q=0.5 |
0.2 19876 | 17.579 | 15.353 | 13.192 | 11.09 9.043

0.4 | 24.487 | 20.782 | 17.579 | 14.716 | 12.104 | 9.686
0.6 \ \ 23.619 | 17.582 | 13.688 | 10.574

(<) Weyl et al [5] :ndiv
| n | q=1 | q=09 | =08 | q=0.7 | q=0.6 | q=0.5
0.2 | 89.898 [ 89.898 | 89.898 [ 89.898 | 89.898 [ 89.898

0.4 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695 | 44.695
0.6 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625 | 29.625
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Chapitre

Les propriétés thermodynamiques du
potentiel de Morse déformé via 'approche
d’ Euler-Maclaurin

3.1 Les propriétés thermodynamiques

La simulation des propriétés thermodynamiques de notre probléme en question se fait par la détermi-
nation de la fonction de partition. Dans notre cas nous proposons d’étudier cette fonction pour quatre type
de molecules H2, CO, HC et LiH. L'accent sera mis sur I'étude de l'influence de la déformation ainsi que
leffet de la dépendance de la masse avec la position sur les quantité thermodynamiques.

3.1.1 Lapproche d’Euler-Maclaurin

La fonction de partition Z est définie par

Z=> e Fbn (3.1)
n=0

oupf = k[%T’ avec kp est la constante de Boltzmann .
L'énergie de Morse unidimensionnelle dépendant de la masse calculée dans le deuxiéme chapitre (Cf
Chapitre 2) s’écrit sous la forme

(32)

27n0

2
E.= a@f#{[n2+n—§]n—sz—2[n+§] n2+2g33%1—’§}

@n+1)np—2¢/n? + Imela 2

2moV; 2mq V-
9 oV1 . oV2
&= - h2a/2 —E2=n+ a2 (3'3)

avec
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Par la substitution de I'équation (3.2) dans I’équation (3.1), on obtient la fonction de partition

{[ 24n—3]n—ca—2[n+ 3] |2+ 2HOG L}

o)
B4 2mq 2mq Vy 2

7 Ze (2n+1)n—2\/ 2+l - , (3.4)

On transforme notre somme infinie en intégral, puis I'étude de la convergence de notre intégral se fait par
I'étude de la converge de notre série. Le passage de la somme en intégral est examiné par l'utilisation de la
formule de la transformation d’Euler Maclaurin [40].

o2 n2 { [n,2+né]n£22[n+%]\/m}2

Si on pose que

2mg 2mgVy 7?2

f(.%‘) —e (2n+1)n72\/n +5 3 ; (3.5)

dont f(z) est une fonction positive décroissante, alors la fonction de partition Z converge.
La formule d’Euler-Maclaurin est définie comme suit

S f@) = % £(0) + /O flayde =3 @szf@”—”(o) ~ Ry, (3.6)
x=0 p=1 :
dont -
Ry = / Wf@p)dx’ (3.7)
O .

est le terme résidu tendant vers zéro pour certaine valeurs de p, Ba, sont les nombres de Bernoulli et f(27—1)
sont les dérivées d’ordre (2p — 2).
En se limitant a Pordre p = 2, on trouve

Zf 0+ [ Hohs - 3BafO0) - £B£O0) (38)

dont By = % By = 30736 42738 f%. Dans ce cas, cette somme devient
o0 1 o'e)
> f@gnaay.f)=5f0.0m00670+ | flngnaay,pB)d (3.9)
n=0

- 7.}“(1 (0 q,1,q,a,7, ﬁ) + %f (0,%77,04,@7%5)«

A partir des équations (3.6) et (3.9), la fonction de partition devient [41]

Nmax

Z(q,n, &, a,7,B) = Z f(z) = z£0,q,m,0,a,7,5) +/ f@,q,n,a,a,7,8)de  (3.10)
0

1
- §B2f(l)(0aqvnaava777ﬁ) - EB4f(3)(07q1777a7a3775)'

Les propriétés thermiques comme I’énergie libre, 'énergie totale, 'entropie et la chaleur spécifique serons
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déterminées respectivement par la fonction de partition Z via les relations suivantes

F(g,n a,a,7,8) = —%IH{Z(q,n,a,a,%B)}v (3.11)
U(q,n,a,a,7,B) = —aln{Z(q’g’;’a’%m}, (3.12)

5 (0.1, 0,07,8) = n{Z (@ m.0,0,7,9)) - pL L LR LTI} ()
Cy (g, @, 0,7, 8) = B° O 1n{Z(m 2676} (3-14)

052
Dans ce qui suit nous présentons tous les résultats obtenus pour les quatres molécules H2, CO, HCI et
LiH : le choix des quatre moleécules est justifié par leur grandes utilisation dans la litérature, exactement
dans le domaine de la chimie physique ou la chimie quantique.

Passons maintenant aux discussions de tous les résultats obtenus : notons que

- tous les unités utilisées sont en unité (uma),
+ les énergies sont en eV,

+ nous nous somme consacré uniquement aux courbes de la chaleur spécifique car, en générale c’est la
quantitée accessibles expérimentalement : tous les autres quantités peuvent étre obtenues sont aucune
difficulté.

Premiérement, on peut voir que tous les figures de la chaleur spécifique des quatres molécules, pour diffé-
rents choix des parameétres de déformations ¢ et 7, ainsi que des paramétres d’ambiguités o, 3 et -y de la
théorie PDM, montrent une similitude apparante. Dans ce contexte, nous nous concentrons uniquement a
la discussion des résultats concernant la molécule H2. Notons ici que nous avons

+ varié les deux parameétres de déformations 7) et ¢ en méme temps,

+ choisie les parameétres d’imbiguités v, 3 et y de la théorie PDM a partir des travaux scientiques dans
ce domaines : citons par exemple les travaux de Roos et al [1], Gora et al [3], Zhu et al [2], Li et
al [4] pour le cas a = 0 et enfin Weyl et al [5] pour le cas a = 1 (Cf Chapitre 2) : ainsi pour chaque
choix de la valeur a, et les valeurs d’imbiguités «, 3 et 7y, nous avons pu réprésenter la variation de
la chaleurs spécifique en fonction de l'inverse de température 3 en fixant en premier lieu 7 tout en
variant g, puis gtout en variant 77 comme le montre les figures. 3.1 jusqu’a 3.40

pour les deux cas suivants

« fixant 7 € (0.2,0.4,0.6) tout en variant ¢ € (0.5,0.7,0.9,1) : on appercoit que tous les figures
de la chaleur spécifique en fonction de I'inverse de température 3 montrent la méme allure mais ne
coincident pas. A trés basses températures, annihilation de la chaleur spécifique devient rapide, en
augmentant les valeurs de ¢. Ainsi, 'annihilation de notre systéme dépend inversement du paramétre
de déformation g : physiquement, lorsque ¢ — 1, on obtient le potentiel de Morse habituel (Cf Cha-
pitre 2, Eq(2.20)), ce qui explique I'annihilation rapide de notre chaleur spécifique : cette annihilation
peut étre expliquer, a haute température, par la saturation de notre systéme, et donc y’a pas d’échange
en terme d'énergie(kpT') entre notre systeme et 'environnement (par exemple un bain thermique).
Ce qui traduit 'absence d’interaction entre notre systéme et 'environnement.Contrairement au cas
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de Poscillateur Harmonique, Ce résultat est la conséquence de la limitation des niveaux quantiques
alloués dans le cas du potentiel de Morse. Maintenant, a basses températures, on trouve directement
la troisieme loi thermodynamique

lim C, =0,
T—0

Enfin, les bosses dans les figures de la chaleur spécifique, s’étalent lorsque 1 — 1, elles se déplacent
en augmentant les valeurs de ¢ pour un 7 fixe. Notons que ces résultats sont les mémes pour les deux
choix de a = 0 [1-4] eta =1 [5].

« fixant ¢ € (0.2,0.4,0.6) tout en variant 7 € (0.5,0.7,0.9,1) :

- l'annihilation, quand ¢ — 1, est plus rapide dans les deux gammes de températures (hautes et
basses),

- labsence de deplacement des bosses enregistré sur les figures précédentes tout en signalant
l'existence d’une légére différence au voisinage de la bosse,

- Enfin, on peut étendre I'explication physique obtenue au-dessus & notre cas.

+ Lapparition de la bosse dans les courbes de la chaleur spécifique n’indique pas l'existence d’une
transition de phase du deuxiéme ordre selon Landau [42], mais une ré-orientation de spin.

dans le but de tester I'influence des paramétres d’ambiguités sur nos simulations, nous avons choisi des valeurs
pour «, 3 et v & partir de la littérature donnés par différents auteurs [1-4] pour a = 0. Nous remarquons
que ces paramétres n”influent pas sur les courbes de la chaleur spécifique pour les quatre type de molécules
H2, CO, HCI et LiH. Pour voir cette influence, on a tracé cette fonction, pour différents choix de ces
paramétres, dans une méme représentation. Les figures 3.41 jusqu’a 3.43 montrent la variation de la chaleur
spécifique en fonction de I'inverse de température 3 pour différents choix des paramétres d’ambiguités
B ety [1-4] : daprés ces figures, on peut voir que ces paramétres n'ont aucune influence sur la chaleur
spécifique. D’une autre part le changement de ces parameétres donne lieu a des énergies complexes selon la
litérature [1].
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3.2 La molécule H?2
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Fig. 3.1 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule H2 selon Roos et al [1] :

fixant 7 et variant ¢
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0,4 n=09 .
n=0.7

0,2 =05 B

0Wwt+—————

Fig. 3.2 : Chaleur spécifique C, en fonction de /3 de la molecule H2 selon Roos et al [1] :
fixant ¢ et variant
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Fig. 3.3 : Chaleur spécifique C, en fonction de /3 de la molécule H2 selon Zhu et al [2] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.4 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule H2 selon Zhu et al [2] :
fixant ¢ et variant
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Fig. 3.5 : Chaleur spécifique C', en fonction de 3 de la molécule H2 selon Gora et al [3] : fixant

7 et variant g
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Fig. 3.6 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule H2 selon Gora et al [3] :
fixant ¢ et variant
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Fig. 3.7 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule H2 selon Li et al [4] :
fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.8 : Chaleur spécifique C), en fonction de (3 de la molécule H2 selon Li et al [4] :
fixant ¢ et variant
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La molécule H2
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Fig. 3.9 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule H2 selon weyl et al [5] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.10 : Chaleur spécifique C,, en fonction de 3 de la molécule H2 selon weyl et al [5] :
fixant ¢ et variant
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3.3 La molécule CO
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Fig. 3.11 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Roos et al [1] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.12 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Roos et al [1] :
fixant ¢ et variant
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Fig. 3.13 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Zhu et al [2] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.14 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Zhu et al [2] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.15 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Gora et al [3] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.16 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Gora et al [3] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.17 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon Li et al [4] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.18 : Chaleur spécifique C, en fonction de 5 de la molécule CO selon Li et al [4] :

fixant ¢ et variant
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Fig. 3.19 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule CO selon weyl et al [5] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.20 : Chaleur spécifique C', en fonction de 3 de la molécule CO selon weyl et al [5] :

fixant ¢ et variant
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3.4 La molécule HCI
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Fig. 3.21 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule HCL selon Roos et al [1] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.22 : Chaleur spécifique C', en fonction de [ de la molécule HCL selon Roos et
al [1] : fixant g et variant 7
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Fig. 3.23 : Chaleur spécifique C), en fonction de 3 de la molécule HCL selon Zhu et al [2] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.24 : Chaleur spécifique C), en fonction de 3 de la molécule HCL selon Zhu et al [2] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.25 : Chaleur spécifique (', en fonction de 3 de la molécule HCL selon Gora et

al [3] : fixant 7) et variant ¢
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Fig. 3.26 : Chaleur spécifique (), en fonction de 3 de la molécule HCL selon Gora et
al [3] : fixant g et variant 7
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Fig. 3.27 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule HCL selon Li et al [4] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.28 : Chaleur spécifique C, en fonction de (3 de la molécule HCL selon Li et al [4] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.29 : Chaleur spécifique C, en fonction de [ de la molécule HCL selon weyl et

al [5] : fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.30 : Chaleur spécifique C, en fonction de [ de la molécule HCL selon weyl et
al [5] : fixant g et variant 7
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3.5 La molécule L:H

Fig. 3.31: Chaleur spécifique C', en fonction de 3 de la molécule LiH selon Roos et al [1] :
fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.32 : Chaleur spécifique C, en fonction de /3 de la molécule LiH selon Roos et al [1] :
fixant ¢ et variant

B g - 68 - o



La molécule LiH @J:%ﬂ[m()/mlmzlm/

Fig. 3.33 : Chaleur spécifique C', en fonction de [ de la molécule LiH selon Zhu et al [2] :
fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.34 : Chaleur spécifique C', en fonction de [ de la molécule LiH selon Zhu et al [2] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.35: Chaleur spécifique C), en fonction de /3 de la molécule LiH selon Gora et al [3] :
fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.36 : Chaleur spécifique C, en fonction de /3 de la molécule LiH selon Gora et al [3] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.37 : Chaleur spécifique C, en fonction de de la molécule LiH selon Li et al [4] :

fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.38 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule LiH selon Li et al [4] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.39 : Chaleur spécifique C, en fonction de /3 de la molécule LiH selon weyl et al [5] :
fixant 7 et variant ¢
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Fig. 3.40 : Chaleur spécifique C, en fonction de 3 de la molécule LiH selon weyl et al [5] :
fixant ¢ et variant 7
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Fig. 3.41 : Chaleur spécifique C), en fonction de [ pour les quatres molécules H2, CO,

HCl et LiH
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Fig. 3.42 : Chaleur spécifique C), en fonction de [ pour les quatres moléculesH2, C'O,
HClet LiH

Wubﬂ-ﬁu - 78 - ;«L\.«u ijb



La molécule LiH @JyM[mﬁ/ﬁ/ﬂ/z//ﬂ/

pour n=0.2 et q=0.6

0,84 u

0,6 u

0,4 E

Roos

Gora

0.2 Zhu 7]

0,0 T T T T T T T T T

IS
N
IS
=y
©
S
N
N
>
»

20

0,8 u

04 Roos |

Gora

0.2 Zhu _

0,0 T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Fig. 3.43 : Chaleur spécifique C), en fonction de [ pour les quatres molécules H2, CO,
HCl et LiH
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Conclusion

Dans ce travail, en utilisant les énergies vibrationnelles obtenues dans le modeéle de Morse q-déformé,
nous avons effectué un calcul de la fonction de partition vibrationnelle du potentiel de Morse de certaines
molécules diatomiques via 'approche Euler — Maclaurin. La fonction de partition obtenue, nous a permis de
dériver des expressions explicites pour les fonctions thermodynamiques telles que la chaleur spécifique C,,.

L'utilisation de la méthode NU pour un potentiel de Morse a permis d’avoir les valeurs propres d’énergie
et les fonctions propres correspondantes d’'une maniére analytique. Ces solutions dépendent fortement du
paramétre de déformation 7. L'étude de la limite donne le cas d’une masse constante. Nous avons calculé les
valeurs numériques du nombre quantique 7,4, pour les molécules H2, CO, HC' et LiH pour différentes
valeurs des nombres de déformation q et 7). Ces valeurs ont été utilisé dans la simulation des propriétés
thermodynamiques des quatre molécules,H2, CO, HC! et LiH. Lexploitation de ces propriétés a permis
d’avoir la variation de la chaleurs spécifique en fontion de I'inverse de la température pour différentes valeurs
des parametres de déformation q et 7.

Tous les résultats obtenus peuvent etre recapituler comme suit

« fixant 7 € (0.2,0.4,0.6) tout en variant .¢ € (0.5,0.7,0.9,1) : on appercoit que tous les figures
de la chaleur spécifique en fonction de l'inverse de température S montrent la méme allure et ne
coincident pas. A trés basses températures, I'annihilation de la chaleur spécifique, en augmentant les
valeurs de ¢, devient rapide. Ainsi, 'annihilation de notre systéme dépend inversement du paramétre
de déformation gq. A basses températures, on trouve directement la troisieéme loi thermodynamique
limp_,g C, = 0. Aussi, les bosses enregistrées sur les figures de la chaleur spécifique s’étalent lorsque
n — 1 : elles se déplacent en augmentant les valeurs de ¢ pour 7 fixe et ¢a pour les deux choix de
a=0eta=1.

« fixant ¢ € (0.2,0.4,0.6) tout en variant € (0.5,0.7,0.9,1) :
- lannihilation, quand ¢ — 1, est plus rapide,

- l'absence de deplacement des bosses sur les figures avec U'existence d’'une legére différence au
voisinage de la bosse,

+ Lapparition de la bosse n’indique pas I'existence d’une transition de phase du deuxiéme ordre selon
Landau, mais une ré-orientation de spin.
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