
 



 

 

  



 

 

  



 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

 

  

  
دراسة إمكانية تعايش  سياق مذكرة الماستر هذه هو تقديمالهدف من هذا العمل  في     

(coexistence)  عدة تزامنات في الأنظمة الفوضوية، حيث بدأنا في الفصل الأول بتقديم بعض
التعاريف والمفاهيم العامة عن الأنظمة الدينامكية الفوضوية مع التركيز على دراسة إمكانية 

  .هاتحقيق  مزامنة نظامين فوضويين بتقديم دراسة لبعض أنواع التزامن وكذا طرق
التزامن التام  (Coexistence)ي تطرقنا  بإسهاب إلى دراسة إمكانية تعايش في الفصل الثان    

لتزامنين مع اقتراح لسيد وتعريفين  -مع التزامن  المضاد وذالك بتقديم  هيئة  المزامنة عبد 
خوارزمية  لاختيار متغيرات الحالة القابلة للمزامنة المضادة من بين متغيرات الحالة الثلاثة 

، تطبيق  (Le système unifié)وهو النظام الموحد  مزامنته رح لدراسة للنظام المقت
الخوارزمية مكننا من اختيار متغيري الحالة الأولين للمزامنة المضادة، ومتغير الحالة الثالث 
للتزامن  التام وقمنا بحساب أخطاء التزامن الثلاثة، ثم انهينا العملية باختيار دالة التحكم المناسبة 

ان ثبات حلول معادلات أخطاء التزامن بين النظام عبد المتحكم فيه والنظام السيد وذالك مع بره
  . (Lyapunov)باستخدام طريقة ليابينوف 

  ، قمنا بمحاكاة النظام الموحد(Euler)في الفصل الثالث  على أساس طريقة أويلر      
(Le système unifié) لفوضوية وهي حساسيتها بإعادة اكتشاف الخاصية المهمة للأنظمة ا

المفرطة للشروط الابتدائية ، وكذا رسم جواذب النظام الموحد، ثم قمنا بمحاكاة لدراسة التطور 
الزمني بين  متغيرات الحالة للنظام السيد ومقابلاتها في النظام العبد في  حالة غياب دالة التحكم 

المحاكاة مكنتنا من  ، ء التزامنوفي حالة وجودها،أخيرا قمنا بمحاكاة التطور الزمني لأخطا
 .التأكد من فعالية مقاربتنا للتحقق من إمكانية تعايش التزامن التام مع التزامن المضاد

 
   .الفوضوي الموحد، ليابينوف ، المحاكاة الفوضى ، التزامن ، النظام ،التعايش: الكلمات المفتاحية
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Abstract 
    The purpose of our work in this Master dissertation is to provide a study of 

the possibility of the coexistence of several synchronizations in chaotic systems. 
The first chapter presents some general definitions and concepts of chaotic 
dynamical systems, focusing on the possibility of synchronizing two chaotic 
systems and the presentation of some types of synchronization as well as the 
methods to realize them. 

      In the second chapter, we examined in detail the possibility of coexistence 
of complete synchronization with anti-synchronization. We presented the master-
slave configuration and the definitions of the two types of synchronizations. We 
have suggested an algorithm for the choice of the state variables that execute the 
anti-synchronization among the three state variables of the unified chaotic system 
proposed for the synchronization, the application of the algorithm allowed us to 
choose the first two state variables for anti synchronization and the third state 
variable for complete synchronization. We calculated the three synchronization 
errors, completed the process by selecting the appropriate controller, and finally 
demonstrated the stability of the errors system solutions of the synchronization 
between the controlled slave system and the master system using the Lyapunov 
stability method. 

      In the third chapter and based on the Euler method, we simulated the 
unified chaotic system by rediscovering one of the important properties of chaotic 
systems which is their high sensitivity to initial conditions. We plot the attractors of 
the unified system, then simulated a study of the temporal evolutions between the 
state variables of the master system and their corresponding ones of the slave 
system in the absence of the controller and also in the presence of the controller. 
Finally, we simulated the temporal evolution of synchronization errors. The last 
simulations performed allowed us to show the effectiveness of our approach to 
ensure the coexistence of synchronization and anti synchronization. 

 
 
 

Keywords: coexistence, chaos, synchronization, anti synchronization, unified 
chaotic system, Lyapunov, simulation.  

 

 
 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Résumé 
Le but de notre travail, dans le cadre de ce mémoire, est de présenter une 

étude de la possibilité de  la coexistence de plusieurs synchronisations dans des 
systèmes chaotiques. Le premier chapitre présente quelques définitions et concepts 
généraux des systèmes dynamiques chaotiques, en mettant l’accent sur la possibilité 
de synchroniser deux systèmes chaotiques et la présentation de quelques types de 
synchronisation ainsi que les méthodes pour les réaliser. 

 Dans le deuxième chapitre, nous avons examiné en détail la possibilité de  la 
coexistence de la synchronisation complète avec l’anti synchronisation. On a 
présenté la configuration maitre-esclave et les  définitions des deux types de 
synchronisations .Nous avons  suggéré un algorithme pour le choix des variables 
d'état qui exécutent  l’anti synchronisation parmi les trois variables d'état du 
système chaotique unifié proposé pour la synchronisation, l'application de 
l'algorithme nous a permis de choisir les deux premières variables d'état pour l'anti 
synchronisation et la troisième variable d'état pour la synchronisation complète. 
Nous avons calculé les trois erreurs de synchronisation,  complété le processus en 
sélectionnant le  contrôleur approprié et enfin  nous avons démontré la stabilité des 
solutions des systèmes d’erreurs entre le système  esclave contrôlé et le système 
maitre en utilisant la méthode de stabilité de Lyapunov. 

  Dans le troisième chapitre et  en se basant sur la méthode d'Euler, nous 
avons simulé le système  chaotique unifié  en redécouvrant l’une des propriétés 
importantes des systèmes chaotiques qui est leur grande sensibilité aux conditions 
initiales. Nous avons tracé  les attracteurs du système unifié, puis simulé une étude 
des évolutions temporelles entre les variables d'état du système maître et leurs 
correspondantes du système esclave en l'absence du contrôleur et  aussi en présence 
du contrôleur. Nous avons simulé, finalement, l'évolution temporelle des erreurs de 
synchronisation. Les dernières simulations exécutées  nous ont permis de montrer 
l’efficacité  de notre approche pour s’assurer  de la coexistence  de la 
synchronisation et de l’anti synchronisation. 

Mots-clés: coexistence, chaos, synchronisation, système chaotique unifié, 
Lyapunov, simulation. 
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INTRODUCTION GENERALE 

INTRODUCTION GENERALE 

La synchronisation des systèmes dynamiques  chaotiques a été observée pour la 

première fois par Pecora et Carroll en 1990 [1 ,2]. Depuis lors, un intérêt croissant a été 

porté à l'étude de la synchronisation du chaos en raison de plusieurs applications 

potentielles. Récemment, plusieurs phénomènes de synchronisation typiques ont été 

identifiés, tels que la synchronisation complète (CS), la synchronisation de phase (PS), la 

synchronisation en retard (LS), la synchronisation généralisée (GS), l’anti 

synchronisation  (AS), la synchronisation projective (PS), etc. Divers travaux ont été 

consacrés à la réalisation de ces types de synchronisations (voir les références [3-10]). 

      Si on prend l’exemple les deux types de synchronisations : la synchronisation 

complète (CS) et l’anti synchronisation  (AS), il est bien connu que la synchronisation  

complète, entre le système maître présenté par la dynamique de ses variable d’états 

ݔ̇ = F (x)  et le système esclave présenté , aussi, par la dynamique de ses variable d’états 

ݕ̇ = F y)  , est équivalente à la stabilité asymptotique globale (GAS) du système 

dynamique des erreurs e qui représente la différence entre les états des systèmes maître et 

les états du système esclave. De même, l’anti synchronisation entre le système maître et 

le système esclave est équivalente à la stabilité asymptotique globale (GAS) du système 

dynamique des erreurs E qui est définie par la somme des états du système maître et des 

états du système esclave.  

       Pour concevoir un contrôleur  simple et pratiquement réalisable du point de vue 

de la théorie du contrôle, il est nécessaire que les origines des systèmes d’erreurs  e et E 

soient des points d'équilibre des systèmes d'erreurs ݁̇ = F (y)  − F (x) et ̇ܧ = F (y) +

F (x), respectivement, où e = y − x et E = y + x. Evidemment, e = 0, c’est-à-dire que y = 

x, est un point d’équilibre du système d’erreur  ݁̇ = F (y)  − F (x). Alors que E = 0, c’est-

à-dire que y = −x est un point d’équilibre du système d’erreur  ̇ܧ = F (y) + F (x)si et 

seulement si F (−x) = −F (x). Ainsi, réaliser l'anti-synchronisation est plus complexe et 

difficile que la synchronisation complète. En fait, cette condition nécessaire n'est pas 

prise en compte dans la plupart des travaux existants sur l'anti-synchronisation des 

systèmes chaotiques (voir, par exemple, Refs. [11- 13]). De plus, les contrôleurs obtenus 

pour réaliser l'anti-synchronisation des systèmes chaotiques sont structurellement 

complexes, c'est-à-dire que certains contrôleurs sont nécessaires pour contrecarrer les 

termes redondants qui font de sorte que E n'est pas le point d'équilibre du système des 

erreurs ̇ܧ = F (y) + F (x). 
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  Les travaux existants sur la synchronisation sont principalement axés sur la 

recherche du même phénomène de synchronisation dans un système chaotique donné, 

c'est-à-dire que toutes les variables d'état du système esclave se synchronisent de manière 

identique avec les états correspondants du maître. Par exemple, si deux systèmes réalisent 

une synchronisation (ou une anti synchronisation, ou une synchronisation retardée, ou 

toute autre forme de synchronisation), cela implique que chaque paire de variables d'état 

entre les deux systèmes maitre et esclave est complètement synchronisée (ou anti- 

synchronisée, ou retardée synchronisée, …etc.). Dans les références [14-16] et quelques 

autres travaux, il a été souligné que la synchronisation et l'anti-synchronisation pourraient 

coexister dans des systèmes chaotiques. Puisqu'il existe plusieurs variables possibles 

pouvant synchroniser ou anti synchroniser dans un système chaotique typique, mais les   

conditions de sélection des variables de synchronisation appropriées du maître pour l'anti-

synchronisation n’est pas   étudier profondément. 

  Ce mémoire est organisé comme suit. Dans le premier chapitre, nous avons 

présenté quelques définitions et concepts généraux des systèmes dynamiques chaotiques, 

en mettant l’accent sur la possibilité de synchroniser deux systèmes chaotiques et la 

présentation de quelques types de synchronisation ainsi que les méthodes pour les 

réaliser. 

 Dans le chapitre deux, nous discutons de la coexistence de la  synchronisation 

complète (CS) et l'anti synchronisation (AS)  par le biais de la synchronisation de deux 

systèmes chaotiques unifiés continus identiques en présentant un algorithme pour 

déterminer les variables d’états du système maître devant être anti-synchronisées avec les 

variables d’états correspondantes du système esclave. Dans le chapitre trois, des 

simulations sont exécuter sous MATLAB pour redécouvrir la grande sensibilité aux 

conditions initiales du système chaotique abordé dans le présent mémoire, à savoir  Le 

système unifié. La coexistence de l'anti-synchronisation et de la synchronisation dans les 

systèmes chaotiques étudiés est illustré par la simulation des évolutions temporelles cote 

à cote des variables d’états maitres avec les variables d’états esclaves correspondantes 

ainsi que évolution temporelle des erreurs de synchronisation ce qui dénote de l’efficacité 

de la stratégie de contrôle  étudiée, enfin une conclusion générale résume les principaux 

résultats obtenus dans ce mémoire.



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE I :  
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CHAPITRE I                                                               généralités sur les systèmes dynamiques chaotiques 

I.1  Introduction : 

La majorité des références qui stipulent que ce sont les travaux d’Henri Poincaré 

sur la mécanique céleste et la mécanique statistique, vers 1900, qui sont à l’origine 

de la découverte de la dynamique chaotique des systèmes non-linéaires. Le  but  de  

ce  chapitre  est  de  mieux  faire  connaître  les  conditions  nécessaires  pour qu’un 

système dynamique ait un comportement chaotique. Nous partirons de quelques 

définitions préliminaires permettant de cerner les caractéristiques essentielles des 

systèmes dynamiques chaotiques Nous proposons ensuite quelques définitions et 

concepts du chaos avec leurs caractéristiques. Enfin, nous nous sommes concentrés 

sur la synchronisation et mentionnés ses types et méthodes. 

I.2 Quelques définitions: 

I-2-1 Le chaos et ses caractéristiques: 

 Le chaos est défini généralement comme un comportement particulier d’un 

système dynamique, déterministe, non linéaire, la notion de déterminisme 

provenant du fait que le système considéré est complètement caractérisé par son 

état initial et sa dynamique. La théorie du chaos est un domaine des études en 

mathématiques, avec des applications dans plusieurs disciplines comme la 

physique, l’ingénierie, la biologie, l’économie, la météorologie, la sociologie et la 

philosophie. [17-21] 

Les  propriétés du chaos peuvent être résumé dans les caractéristiques suivantes : 

 La non-linéarité : l’évolution irrégulière du comportement 

d’un système chaotique est due aux non linéarités. 

 Le déterminisme : un système chaotique a des règles 

fondamentales déterministes et non probabilistes. 

 La sensibilité aux conditions initiales : le système manifeste 

une très haute sensibilité aux changements de conditions. 

 L’imprévisibilité : en raison de la sensibilité aux conditions 

initiales, qui peuvent être connues seulement à un degré fini de 

précision. 
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I-2-2 La synchronisation des systèmes dynamiques : 

La synchronisation du chaos a trouvé des applications importantes dans 

domaines tels que les communications sécurisées, le cryptage des données, etc… 

En 1990, Pecora et Carroll ont développé des techniques de contrôle pour 

synchroniser deux processus chaotiques identiques et ont montré que certains 

systèmes chaotiques pouvent être complètement synchronisés. Depuis lors, la 

synchronisation du chaos a été largement explorée dans divers domaines, 

notamment dans: les systèmes physiques, les systèmes chimiques, les systèmes 

écologiques et les systèmes de  communication. [22-25] 

I-2-3 Les  type de synchronisation dans les systèmes chaotiques : 

Soient deux  systèmes chaotiques définis par les systèmes (1.1) et (1.2) et qui 

présentent le système maitre et  le système esclave respectivement : 

(ݐ)௠ݔ̇                                                   =                                                    (1.1)                                                 (௠ݔ) ܩ

(ݐ)௦ݔ̇                                          =                 (1.2)                                                    (௦ݔ)ܩ

Où ݔ௠(ݐ) ݁ݔ ݐ௦(ݐ) ∈ ℜ௡×ଵ sont les vecteurs d'état  des systèmes maitre et 

esclave respectivement .et  ܩ: ℜ௡ → ℜ  est une fonction numérique non linéaire. 

La relation des erreurs  (1.3),  nous  donne les types de synchronisation 

‖(࢚)࢏ࢋ‖           = ቛ(ݔ௜௠
�(࢚) − ∑ ቁ௡(ݐ)௝௦ݔ௜௝ߙ�

௝ୀଵ ቛ → ૙  ; ࢏  = ૚, ૛, …  (1.3)                  ࢔

Où ߙ௜௝(݅ = 1,2, … ݊ ;  ݆ = 1,2, … ݊)   représentent les éléments d’une matrice. 

L’avantage remarquable  de l’expression de l'erreur de synchronisation donnée par 

l’équation (1.3) est qu'elle inclut tous les types de synchronisations définies jusqu'à 

présent. 

 Quand ߙଵଵ = ଶଶߙ = ⋯ = ௡௡ߙ = 1   et ߙ௜௝ = 0  ݅ ≠ ݆  L’erreur est 

celle d’une synchronisation complète (CS). 

 Alors que pour ߙଵଵ = ଶଶߙ = ⋯ = ௡௡ߙ = −1    et ߙ௜௝ = 0, ݅ ≠ ݆  cela 

représente l'anti-synchronisation (AS). 

 Quand ߙଵଵ = ଶଶߙ = ⋯ = ௡௡ߙ = ௜௝ߙ et ߙ = 0, ݅ ≠ ݆ la 

synchronisation  est dite projective. 
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 pour :  ߙଵଵ ≠ ଶଶߙ ≠ ⋯ ≠ ௡௡ߙ ≠ 0  Eߙ ݐ௜௝ = 0  ݅ ≠ ݆.   

la synchronisation  est dite projective hybride d’état complet (FSHP). 

 Quand ߙଵଵ = ଶଶߙ = ⋯ = ௡௡ߙ = 0 et ߙ௜௝ ≠ 0, ݅ ≠ ݆ la 

synchronisation  est dite disloquée. 

 Enfin  quand ߙଵଵ ≠ ଶଶߙ ≠ ⋯ ≠ ௜௝ߙ,௡௡  etߙ ≠ 0  ݅ ≠ ݆  un type plus 
général de synchronisation peut être obtenu, étant donné que ce cas 
chaque variable système maitre  ݔ௜௠(ݐ) synchronise avec une 
combinaison linéaire des variables du système esclave ݔ௜௦(ݐ).  

                           ൫ߙ௜ଵݔ௦ଵ(ݐ) + (ݐ)௦ଶݔ௜ଶߙ + ⋯                                                      ൯                          (1.4)(ݐ)௦௡ݔ௜௡ߙ

I.3  Méthodes de synchronisation : 

Cette section est consacrée à la présentation de diverses méthodes de       

synchronisation les plus performantes et les plus rencontrées. 

I-3-1 Méthode du contrôleur actif : 

L’application du contrôle actif pour la synchronisation des systèmes 

chaotiques a été proposée par Bai et Lonngren [26], c’est une technique efficace qui 

a montré sa puissance non seulement pour la synchronisation des systèmes 

identiques, mais aussi pour la synchronisation des systèmes non identiques. De 

plus, cette méthode offre une simplicité remarquable pour l’implémentation de 

l’algorithme  Soit deux systèmes chaotiques à synchroniser, maître et esclave, 

définis par : 

(ݐ)௜௠ݔ̇              = (ݐ)௠ݔܩ + ݂൫ݔ௠(ݐ)൯ ;                                                    (1.5) 

et 

௜௦ݔ̇               = (ݐ)௦ݔܩ + ℎ൫ݔ௦(ݐ)൯ +  (1.6)                                                  ;    ݑ

Pour que les deux systèmes se synchronisent, il faut que l’erreur entre les 

trajectoires des deux systèmes converge vers zéro lorsque le temps tend vers 

l’infini.   

Cette erreur est obtenue comme suit : 

(ݐ)̇݁                             = ௦̇ݔ −                              ௠̇                                                               (1.7)ݔ

                                     = (ݐ)௦ݔܩ + ℎ൫ݔ௦(ݐ)൯ − (ݐ)௠ݔܩ − ((ݐ)௠ݔ)݂ +  ݑ
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L’erreur peut être exprimée comme suit :    

(ݐ)̇݁                  = (ݐ)݁ܩ + ℎ(ݔ௦(t))−݂൫ݔ௠(ݐ)൯ +   (1.8)                                    ݑ

 

Le contrôleur u est proposé comme suit : 

ݑ                                         = ݒ + ((ݐ)௠ݔ)݂ − ℎ൫ݔ௦(ݐ)൯                           (1.9)                                             

D’où ݒ est le contrôleur actif, défini par : 

ݒ                                                   =  (1.10)                                                (ݐ)݁ ܮ

D’où ܮest une matrice de contrôle inconnue. On obtient donc, la formule 

finale de l’erreur : 

(ݐ)̇݁                                         = ܩ) −        (1.11)                                          (ݐ)݁(ܮ

Donc le problème de la synchronisation entre le système maître (1.5) et le 

système esclave (1.6) est transformé en  problème  de zéro-stabilité du système  

(1.11). Maintenant, le Théorème qui suit est un résultat immédiat de la théorie de la 

stabilité des systèmes dynamiques linéaires continus. 

Théorème : 

Le système maître (1.5) et le système esclave (1.6) sont globalement 

synchronisés sous la loi du contrôle (1.10), si et seulement si la matrice de contrôle 

L est choisie telles que les valeurs propres de(ܩ −  se trouvant à l’intérieur du(ܮ

disque de l’unité,  

 Avantage de la méthode 

- La technique du contrôleur actif est efficace non seulement pour la 

synchronisation des systèmes identiques, mais aussi pour la synchronisation  des  

systèmes  non identiques. 

- cette méthode  offre une simplicité remarquable  pour l’implémentation  de 

l’algorithme. 

I-3-2 Méthode du Backstepping: 

La méthode du Backstepping est une méthode récursive qui se base sur le 

choix d’une fonction de Lyapunov  avec  la conception du contrôleur 

nécessaire[27].  En considère que le système maître et le système esclave sont 

définis comme suit : 
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⎩
⎨

⎧
ẋ୫ଵ =  fଵ(x୫ଵ;  x୫ଶ)

ẋ୫ଶ = fଶ൫x୫ଵ;  x୫ଶ; x୫ଷ൯
⋮                                            

 ẋ୫୬ =  f୬(x୫ଵ;  x୫ଶ; … x୫୬)

�                          (1.12) 

et 

                                      ൞

ẋ௦ଵ =  fଵ(xୱଵ;  xୱଶ)
ẋ௦ଶ =  fଵ(xୱଵ;  xୱଶ;  xୱଷ)

⋮                                      
ẋ௦௡ =  f୬(xୱଵ;  xୱଶ … . ;  xୱ୬)

�                              (1.13) 

D’où fଵest une fonction linéaire, f୧;  (݅ = 1;  2;  3; ݊),sont des fonctions non-

linéaires et u est un contrôleur qui doit être choisi convenablement pour obtenir  la 

synchronisation entre les systèmes (1.12) et (1.13). L’erreur de synchronisation est 

définie comme suit : 

                                    

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧eଵ  =  xୱଵ– x୫ଵ

eଶ  =  xୱଶ– x୫ଶ
⋮                          
e୬  =  xୱ୬– x୫୬

�                                                   (1.14) 

Alors, la dynamique du système d’erreur s’écrit : 

                                    ൞

eଵ̇ =  gଵ(eଵ;  eଶ)
eଶ̇ =  gଶ(eଵ;  eଶ  ; eଷ)
⋮                                     

e୬̇ =  g୬(eଵ;  eଶ ; ⋯ e୬) + u

�                                (1.15) 

D’où gଵ est une fonction linéaire, etg୧ ,(݅ =  2;  3; …  ݊), sont des fonctions 

non-linéaires. L’objectif est de calculer une loi de contrôle  ݑ  qui assure la 

convergence du système ݁௜ ; (݅ =  1;  2; … ;  ݊); Vers l’origine en utilisant 

l’algorithme backstepping. Pour cela le système d’erreur (1.14) doit être décomposé 

en sous-système : 

eଵ , (eଵ, eଶ ), (eଵ, eଶ , eଷ) … … (eଵ, eଶ , … e୬) 

Et pour chaque sous-système on définit une fonction de Lyapunov  V  

positive : 

                         ఫܸ̇൫ ௝݁, ,௝ݑ                                                            ௝൯                                                                     (1.16)ߙ
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D’où  ݆  est l’ordre du sous-système,  ݑ௝ ,α୨représentent, respectivement, la loi 

de contrôle et le contrôleur virtuel du sous système d’ordre ݆;  ௝ et α  ୨sont calculésݑ

à chaque fois de tel sorte que ఫܸ̇ < 0 

 Avantages  de la méthode : Il existe plusieurs avantages dans cette 

méthode : 

- Elle présente une procédure systématique pour la sélection du contrôleur. 

- Elle peut être appliquée à différents systèmes chaotiques. 

- Elle offre la possibilité de réaliser la synchronisation avec un seul 

contrôleur. 

- Le contrôleur calculé offre une simplicité dans l’implémentation de 

l’algorithme. 

I-3-3  Méthode du mode glissant : 

Dans la théorie du contrôle robuste, la méthode du mode glissant est souvent 

pratiquée en raison de ses avantages inhérents, telles que la réalisation facile, la 

réponse rapide et une bonne performance transitoire ainsi que sa sensibilité aux 

incertitudes des paramètres et des perturbations externes.  

Soit  les systèmes chaotiques maîtres et esclave donnés par les formés 

suivantes :  

(ݐ)௜௠ݔ̇                     = (ݐ)௠ݔܩ +  (1.17)                                            ;((ݐ)௠ݔ)݂

   et 

௜௦ݔ̇                        = (ݐ)௦ݔܩ + ℎ൫ݔ௦(ݐ)൯ +                                 (1.18)                                            ;  ݑ

Où ݔ௠(ݐ) ݁ݔ   ݐ௦(ݐ) ∈ ܴ௡, sont les états des systèmes maîtres et esclave, 

respectivement,          

ܩ ∈ R୬×୬ Une matrice constante, ݂ ∈ R୬×୬ est une fonction non-linéaire  

et ݑ ∈ R୬est un contrôleur à déterminer. L’erreur entre le système maître 

(1.17) et le système esclave (1.18) est définie par : 

(ݐ)̇݁ = ௦̇ݔ −  ௠̇ݔ
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La dynamique de l’erreur peut s’écrire comme suit : 

                 ė = Ae + η(x୫, xୱ) +                                                                        (1.19)                                                         ݑ

D’où  η (x୫, xୱ) = ൫ܩx୫(t)൯ −  Si on se base sur le principe du (xୱ(t)ܩ)

contrôle actif pour éliminer  la  partie  non-linéaire  du système d’erreur (2.19),  la 

loi de contrôle u est choisie comme suit : 

ݑ               = Bv −  η (x୫; xୱ)                                                                 (1.20)                                                           

D’où v est le contrôleur actif et B un vecteur constant de gain qui doit être 

calculé de telle sorte que le couple (ܣ,  soit contrôlable. En substituant (1.20) (ܤ

dans (1.19), la dynamique de l’erreur est simplifiée comme suit : 

            ė =  Ae + Bv                                                                                 (1.21)        

Ainsi, le problème de synchronisation peut être remplacé par un équivalent 

problème de la stabilisation de la solution  e = 0  du système (1.20) par un choix 

approprié du contrôleur en mode glissant. 

Dans la méthode du mode glissant, nous définissons la surface de 

glissementݏ, comme suit : 

(݁)ݏ                     = Ce =  ∑ c୨e୨
୬
୎ୀଵ                                                          (1.22)                                                                                      

Où c : est un vecteur constant à déterminer, et le système contrôlé doit 

satisfaire :  

(݁)ݏ = (݁)ݏ̇ ,0 = 0Alors, on peut écrire :  

                           ṡ(e)   =  C(Ae + Bv)                                                      (1.23)                                                          

Donc  le  contrôleur ݒ est donné par :         

ݒ               = −(CBିଵ)CAe                                                                                 (1.24)                                                             

D’où C est choisi de telle sorte que CB ≠ 0. L’existence de (CBିଵ) est une 

condition nécessaire. La nouvelle forme de l’erreur de synchronisation est donnée 

par : 

         ė = [I − B (CBିଵ) C]Ae                                                                   (1.25)                                                                                    

Pour assurer la stabilité asymptotique du système contrôlé, le vecteur  C doit 

être choisi de telle sorte que les parties réelles des valeurs propres de la matrice 
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[I − B (CBିଵ) C] A  Soient toutes négatives. 

I.4  Méthodes d’étude de la stabilité des systèmes dynamiques continus 

non linéaires : 

        Pour l’analyse de la stabilité et, principalement, lorsque les systèmes non 

linéaires ne permettent pas une linéarisation ou lorsque le modèle linéaires est loin 

de représenter le comportement réel du système, on utilise généralement des 

méthodes plus ou moins difficiles à mettre en œuvre, parmi ces méthodes, on peut 

citer : la méthode des portraits de phase, le critère de Popov, la méthode directe de 

Lyapunov et  la méthode des normes vectorielles. Dans tout ce qui suit et pour la 

vérification de la stabilité des systèmes d’erreurs, on se limite à la méthode de 

Lyapunov. [28,30] 

I-4-1  La méthode de Lyapunov :  

La méthode de Lyapunov, permettant l’analyse de la stabilité directement à 

partir des équations décrivant les systèmes, ne nécessite pas la détermination 

explicite des solutions de ces équations. En effet, la détermination d’une fonction 

scalaire v(x), dite de Lyapunov, définie positive dans l’espace d’état, dont la 

dérivée par rapport au temps v (x) est une fonction définie négative, suffit pour 

pouvoir conclure à la stabilité asymptotique du système dynamique continu non 

linéaire du type (1.1). 

I. 5 Conclusion 

       Nous avons présenté dans ce premier chapitre  quelques définitions et 

concepts généraux des systèmes dynamiques chaotiques, en mettant l’accent sur la 

possibilité de synchroniser deux systèmes chaotiques et la présentation de quelques 

types de Synchronisation ainsi que les méthodes pour les réaliser. 
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II. 1 Introduction 

      Dans cette partie, nous présentons quelques définitions et résultats sur la configuration 

maitre-esclave pour mettre en évidence l’étude de la coexistence des deux types de 

synchronisation : la synchronisation complète  et l’anti synchronisation lors de la 

synchronisation de deux systèmes chaotiques identiques.  

II. 2 Définitions de la synchronisation complète  et l’anti synchronisation 

Considérons  le système chaotique suivant: 

ݔ̇                       =  (2.1)                                                                                         (ݔ)ܩ

Où  ݔ ∈ ℜ୬est le vecteur des variables  d’états, (ݔ)ܩ = ൫ܩଵ(ݔ); ;(ݔ)ଶܩ … ൯்(ݔ)௡ܩ
  

est un vecteur de fonctions continues tel que  (0)ܩ = 0. 

Le système (2.1) est dit  système maitre.  Le système esclave est donné par 

ݕ̇                     = (ݕ)ܩ +  (2.2)                                                                                    ݑ

Où  ݕ ∈ ℜ୬est le vecteur des variables d’états  et u est le contrôleur  à déterminer. 

Premièrement,  commençons par définir l’état de l’erreur de synchronisation 

comme e= ݕ −    : alors la dynamique de l’erreur sera donnée par  ,ݔ

           ݁̇ = (ݕ)ܩ − (ݔ)ܩ +  (2.3)                                                                               ݑ

Où  ݁ ∈ ℜ୬est le vecteur des  variables d’états  des erreurs. 

 Définition 1  

Le système maitre (2.1) synchronise Le système esclave (2.2)  si et seulement si  la 

condition suivante : 

lim
௧→∞

‖(ݐ)݁‖ = 0 

est  satisfaite. 

Deuxièmement, considérons l’erreur de l’anti synchronisation définie par  

ܧ = ݕ +  : alors la dynamique de l’erreur sera donnée par ,ݔ

ܧ̇                                           = (ݕ)ܩ + (ݔ)ܩ +       (2.4)                                                  ݑ
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Où  ܧ ∈ ℜ୬est le vecteur des  variables d’états  des erreurs et ݑ est   le contrôleur 

à désigner ultérieurement. 

Définition 2  

Le système maitre (2.1) anti synchronise Le système esclave (2.2)  si et seulement 

si  la condition suivante : 

lim
௧→∞

‖(ݐ)ܧ‖ = 0 

est  satisfaite. 

 Algorithme 1. 

Dans la  cette section  nous présentons un algorithme pour déterminer les variables 

d’état du système maitre qui vont anti synchroniser les variables d’état 

correspondantes du système esclave. 

 Étape 1: nous sélectionnons d’abord la variable ݔଵ 

             Si  ܩଵ(ݔ) = (ଵݔ)ଵଵܩ + ,ଶݔ)ଵଶܩ ⋯ ,   ௡)  est une fonction impaire, ouݔ

(ଵݔ)ଵଵܩ           = ଵܧ   ଵ  , nous  pouvons définirݔଵߙ = ଵݔ +  ଵest un nombreߙ ଵ, oùݕ

réel. 

 Étape 2: Si   ܩଵଶ(ݔଶ, ⋯ , (௡ݔ = ଶݔଶߙ + ;ଷݔ)ଵଷܩ ⋯ ;  ௡)  nous devons définirݔ

ଶܧ       = ଶݕ +  .ଶ est un nombre réelߙ ଶ, oùݔ

     Sinon, si   ܩଶ(ݔ) = (ଶݔ)ଶଵܩ + ;ଵݔ)ଶଶܩ ;ଷݔ ⋯ ;  ,௡) est une fonction impaireݔ

ou si   ܩଶଵ(ݔଶ) = ଶܧ ଶ, nous pouvons définirݔଷߙ = ଶݕ +  ଷest unߙ ଶ, oùݔ

nombre réel. Ensuite, nous déterminons si  ܧଶ = ଶݔ +  ଶ  convient ou non enݕ

fonction de la condition selon laquelle l'origine est un point d'équilibre du 

système d'erreur. 

 Étape 3: Lorsque ݅ → ݊ nous pouvons définir ܧ௜ = ௜ݕ +   ௜ ouݔ

݁௜ = ௜ݕ −  .௜ Par la procédure similaire à l’étape 2ݔ
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II. 3 Étude de la coexistence de la synchronisation complète et de l’anti-

synchronisation lors de la synchronisation de  deux systèmes chaotiques unifiés 

identiques. 

II- 3-1 Présentation de la configuration maitre-esclave : 
Nous considérons le système unifié  suivant comme étant le système maitre: 

    ൞
ଵݔ̇  = ߠ25) + ଶݔ)(10 − (ଵݔ

ଶݔ̇ = (28 − ଵݔ(ߠ35 + ߠ29) − ଶݔ(1 − ଷݔଵݔ

ଷݔ̇ = ଶݔଵݔ − ଼ାఏ
ଷ

                   ଷݔ
�                                (2.5)                                          

Et le système suivant comme étant le système esclave non contrôlé                                                 

     ൞
ଵݕ̇  = ߠ25) + ଶݕ)(10 − (ଵݕ

ଶݕ̇ = (28 − ଵݕ(ߠ35 + ߠ29) − ଶݕ(1 − ଷݕଵݕ

ଷݕ̇ = ଶݕଵݕ − ଼ାఏ
ଷ

                   ଷݕ
�                              (2.6)                                           

Où (ݔଵ, ,ଶݔ ,ଵݕ) ଷ)etݔ ,ଶݕ  ଷ)  sont les variables d’état du système  maitre  etݕ

système esclave ; ߠ est une constante réelle présentant.                                      

II- 3-2 Choix  des variables d’états pour l’anti synchronisation 

Selon l'algorithme 1, nous pouvons définir    ܧଵ = ଵݔ +  ଵ  puisqueݕ

(ݔ)ଵܩ   = ߠ25) + ଶݔ)(10 −   (ଵݔ

La dynamique de l’erreur    ܧଵ peut être donnée par : 

ଵܧ̇    = ଵݔ̇ +    ଵݕ̇

         = ߠ25) + ଶݔ)(10 − (ଵݔ + ߠ25) + ଶݕ)(10 −    (ଵݕ

                    = ݃ଵ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = ߠ25) + ଶܧ)(10 −  (ଵܧ

 

De même nous devrions définir    ܧଶ = ଶݔ +  ଶ   et la dynamique de l’erreurݕ

 : ଶ peut être donnée parܧ   

ଶܧ̇    = ଶݔ̇ +    ଶݕ̇

      = (28 − ଵݔ(ߠ35 + ߠ29) − ଶݔ(1 − ଷݔଵݔ + (28 − ଵݕ(ߠ35 + ߠ29) − ଶݕ(1 −

 ଷݕଵݕ              
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      =(28 − ଵݔ)(ߠ35 + (ଵݕ − ଵݔ) + ଵݔ)ଷݔ−(ଷݔ−ଷݕ)(ଵݕ + (ଵݕ + (ଷݔ−ଷݕ)ଵݔ +

ߠ29)          − ଶݔ)(1 +    (ଶݕ

       = ݃ଶ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = (28 − ଵܧ(ߠ35 − ଵ݁ଷܧ − ଵܧଷݔ + ଵ݁ଷݔ + ߠ29) −  ଶܧ(1

Et puisque Si on défini : 

ଷܧ̇    = ଷݔ̇ +       ଷݕ̇

                 = ଶݔଵݔ − ଼ାఏ
ଷ

ଷݔ + ଶݕଵݕ − ଼ାఏ
ଷ

 ଷݕ

                 = − ଼ାఏ
ଷ

ଷܧ + ଶݔଵݔ +                                                                     ଶݕଵݕ

         = − ଼ାఏ
ଷ

ଷܧ + ଶݔଵݔ + ଵܧ) − ଶܧ)(ଵݔ −                                                           (ଶݔ

         = − ଼ାఏ
ଷ

ଷܧ + ଶܧଵܧ − ଶܧଵݔ − ଵܧଶݔ +  ଶ                                     (2.7)ݔଵݔ2

 

Il est clair que   ܧ௜ = 0 (݅ = 1,2,3) n'est pas un point d'équilibre du système 

des erreurs. En fait, le côté gauche de l’équation  (2.7) est égal à zéro. Cependant, le 

côté droit n'est pas égal à zéro, mais égal à 2ݔଵݔଶ Par conséquent, nous devrions 

définir ݁ଷ =  : ଷ  et la dynamique de l’erreur    ݁ଷ peut être donnée parݔ−ଷݕ

               ݁̇ଷ = ଷݕ̇ −  ଷݔ̇ 

                    = ଶݕଵݕ − ଼ାఏ
ଷ

ଷݕ − ଶݔଵݔ − ଼ାఏ
ଷ

 ଷݔ

ଵݔ) =                      + ଶݔ)(ଵݕ + (ଶݕ − ଵݔ)ଶݔ + (ଵݕ − ଶݔ)ଵݔ + (ଶݕ − ଼ାఏ
ଷ

൫3ݔ−3ݕ൯ 

                    =݃ଷ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = ଶܧଵܧ − ଵܧଶݔ − ଶܧଵݔ − ଼ାఏ
ଷ

݁ଷ 

 

Et enfin on obtient  le système d'erreur indiqué par (2.8). 

Puis laissez    ܧ௜ = ௜ݕ + ݅) ௜ݔ = 1,2)  et  ݁ଷ = ଷݕ −  ଷ   de sorte que leݔ

système d'erreur  obtenu  

൞
ଵ̇ܧ = ݃ଵ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = ߠ25) + ଶܧ)(10 − (ଵܧ

ଶ̇ܧ = ݃ଶ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = (28 − ଵܧ(ߠ35 − ଵ݁ଷܧ − ଵܧଷݔ + ଵ݁ଷݔ + ߠ29) − ଶܧ(1

݁ଷ̇ = ݃ଷ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ , (ܧ = ଶܧଵܧ − ଵܧଶݔ − ଶܧଵݔ − ଼ାఏ
ଷ

݁ଷ

�     (2.8)   

Ou  ܧ = ,ଵܧ)                                      .   ்(ଶܧ
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CHAPITRE II       Coexistence de la synchronisation et anti-synchronisation dans les systèmes chaotiques 

II-3-3 Choix du contrôleur  u 

Remarque 2 :  
Le système (2.5) étant chaotique, pour le système d'erreurs non contrôlé (2.8), 

il existe 

௜ߣ > 0(݅ = 1,2), qui satisfait 

    ݃௜(ݔ, ,ݕ ݁ଷ, (ܧ ≤ ௜ܧ௜ߣ
ଶ  , ݅ = ,ݔ)ଷ݃ଷ݁ ݐ݁  1,2 ,ݕ ݁ଷ, (ܧ ≤ ଷ݁ଷߣ

ଶ                          (2.9)                        

Notez que si  ܧଶ = 0, le sous-système  du system (2.8) suivant  

൝
ଵ̇ܧ = ߠ25)− + ଵܧ(10

݁ଷ̇ = ଵܧଶݔ− − ଼ାఏ
ଷ

݁ଷ

�                                                                                       (2.10)                                                                              

Est Globalement asymptotiquement stable (GAS) quelle que soit la valeur 

de ߠ.  

Par conséquent, nous pouvons ajouter le contrôleur  ݑ = (0, ݇ଵܧଶ, 0)்  au système 

esclave non  contrôlé  (2.6) et  le système des erreurs contrôlées  devient     

൞
ଵ̇ܧ = ߠ25) + ଶܧ)(10 − (ଵܧ

ଶ̇ܧ = (28 − ଵܧ(ߠ35 − ଵ݁ଷܧ − ଵܧ௠ݖ + ௠݁ଷݔ + ߠ29) − ଶܧ(1

݁ଷ̇ = ଶܧଵܧ − ଵܧ௠ݕ − ଶܧ௠ݔ − ଼ାఏ
ଷ

݁ଷ

� + ݇ଵܧଶ         (2.11)            

Le système esclave contrôlé  sera présenté comme 

൞
ଵݕ̇  = ߠ25) + ଶݕ)(10 − (ଵݕ

ଶݕ̇ = ߠ28) − ଵݕ(35 + ߠ29) − ଶݕ(1 − ଷݕଵݕ + ݇ଵܧଶ

ଷݕ̇ = ଶݕଵݕ − ଼ାఏ
ଷ

                   ଷݕ
�                               (2.12)                                   

Où le gain de rétroaction  ݇ଵ est adapté conformément à la loi  suivante. 

                              ݇ଵ̇ = ଶܧߛ−
ଶ                                                           (2.13)                                          

Et ߛ > 0est un nombre arbitraire. 

Ensuite, nous allons prouver que la coexistence de  la synchronisation et de l’anti-

synchronisation dans les systèmes chaotiques unifiés est réalisée par le contrôleur  

ݑ = (0, ݇ଵܧଶ, 0)் Où ݔଵ ݁ݔ ݐଶ anti-synchronisent ݕଵ ݁ݕ ݐଶ respectivement, tandis 

que ݔଷ synchronise ݕଷ. 
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CHAPITRE II       Coexistence de la synchronisation et anti-synchronisation dans les systèmes chaotiques 

II.4  Preuve de la réalisation de la coexistence de synchronisation et d’anti-

synchronisation dans les systèmes chaotiques unifiés 

Afin de faciliter l'analyse, nous nous référons aux systèmes (2.11) et (2.12) en 

tant que systèmes d'augmentation, et introduisons la fonction de Lyapunov définie 

positive suivante. 

,ܧ)ܸ                   ݁ଷ, ݇ଵ) = ଵ
ଶ

(eଷ
ଶ + E୘E) + ଵ

ଶஓ
(݇ଵ +                           ଵ)ଶ                         (2.13)ܮ

Où 

ଵܮ                            >   ܯ
02

sup
E

௘య
మାா೅ா

ாమ
మ ,   M =

3

1
max

i
λ୧                                          (2.14)                          

Ensuite, nous donnons le résultat principal suivant. 

Théorème (1) 

 Partant de n’importe quelles valeurs initiales du système  des erreurs contrôlé 

(2.11), les orbites ൫(ݐ)ܧ, ݁ଷ(ݐ)൯்
convergent vers l'origine comme  ݐ → +∞, c'est-à-

dire  que la coexistence de la synchronisation et de l'anti-synchronisation des 

systèmes chaotiques unifiés est réalisée par le contrôleur   ݑ = (0, ݇ଵܧଶ, 0)் .   

 Démonstration  

En dérivant la fonction de Lyapunov  le long des trajectoires du système 

d’augmentation, on obtient 

ܸ̇ = ଵܧଵܧ +̇ ଶܧଶܧ + ݁ଷ݁ଷ +̇̇ 1
ߛ

(݇ଵ +  ଵ)݇ଵ̇ܮ

     = ,ݔ)ଵ݃ଵܧ ,ݕ ݁ଷ, (ܧ + ,ݔ)ଶ(݃ଶܧ ,ݕ ݁ଷ, (ܧ + ݇ଵܧଶ) + ݁ଷ݃ଷ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ, (ܧ

− (݇ଵ + ଶܧ(ଵܮ
ଶ 

     = ,ݔ)ଵ݃ଵܧ ,ݕ ݁ଷ, (ܧ + ,ݔ)ଶ݃ଶܧ ,ݕ ݁ଷ, (ܧ + ݁ଷ݃ଷ(ݔ, ,ݕ ݁ଷ, (ܧ − ଶܧଵܮ
ଶ 

      ≤ ଵܧ)ܯ
ଶ + ଶܧ

ଶ + ݁ଷ
ଶ) − ଶܧଵܮ

ଶ < 0 

Selon la théorie de  stabilité de Lyapunov, le point d'équilibre du système des 

erreurs (11.8) est GAS. Ceci complète la démonstration. 
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II.5. Conclusion 

On s’appuyons sur un algorithme prédéfini, nous avons choisi les variables 

d’états  du système à anti synchronisé, déterminer le contrôleur approprié, poser la 

dynamique du système des erreurs, proposé un théorème pour la coexistence et 

enfin démontrer le théorème  en se basant sur  la théorie de  stabilité de Lyapunov 

Pour valider les résultats théoriques ci-dessus, nous allons effectuer des simulations 

numériques dans le prochain chapitre. 

 

 



 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE III :   

 simulations des différents résultats. 



 
 
 

 
18 

 

CHAPITRE III                                                                                                       simulations des différents résultats. 

III.1 Introduction 

Dans ce chapitre, on va simuler le système dynamique chaotique unifier par 

l’étude de la sensibilité initiale avec leurs attracteurs , et simulé la probabilité de la 

coexistence de la synchronisation complète et de l’anti synchronisation entre deux 

système chaotique unifier . 

III.2 Méthode utilisée: 

La méthode la plus simple pour transformer les équations différentielles en 

des équations de différence est la méthode d’Euler  

ௗ௬
ௗ௧

= ,ݔ)݂ ,ݕ (ݖ → ௬೙శభି௬೙
∆௧

= ,௡ݔ)݂ ௡ݕ , ௡ݖ , … )                                            (3.1) 

Qui nous permit d’écrire ݕ௡ାଵ comme : 

௡ାଵݕ = ,௡ݔ)൫݂ݐ∆ ௡ݕ , ௡ݖ , … )൯ + ௡ݕ .                                                            (3.2) 

L’approche nous a permis de transformer les équations différentielles en des 

équations de différence: 

Le système unifié sera donné par : 

ቐ
௡ାଵݔ = ൫(25θ + ௡ݕ)(10 − ௡)൯Δtݔ + ௡ݔ

௡ାଵݕ = ൫(28 − 35θ)ݔ௡ + (29θ − ௡ݕ(1 − ௡൯Δtݖ௡ݔ + ௡ݕ
௡ାଵݖ = ௡ݕ௡ݔ) − ((8 + θ)/3)ݖ௡)Δt + ௡ݖ

�                        (3.3) 

Ont a opté pour la méthode simple d’Euler pour sa simplicité et son efficacité 

pour modéliser les équations et tracer les trajectoires                               

III.3 Quelques simulations sur le système chaotique unifié : 

III-3-1 Les tracés des attracteurs : 

Nous considérons le système unifie  suivant [31] :                   

൞
ݔ̇  = ߠ25) + ݕ)(10 − (ݔ

ݕ̇ = (28 − ݔ(ߠ35 + ߠ29) − ݕ(1 − ݖݔ
ݖ̇ = ݕݔ − ଼ାఏ

ଷ
                   ݖ

�                                                    (3.4)                                 

  Où  (x; y; z) T, est le vecteur des variables d’états du système unifié, 

 .est une constante réelle présentant le seul paramètre du système unifié ߠ
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Ce système présente un comportement chaotique dans une large gamme du 

paramètre ߠ . 

 Pour  0=ߠ   , on obtient le système (3.5)  dit système de Lorentz avec ses 

attracteurs en 3D et 2D présentés sur la figure  Fig.3.1 pour conditions 

initiales (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) : 

                ቐ
ݔ̇ = ݕ)10 − (ݔ

ݕ̇ = ݔ28 − ݕ − ݖݔ
ݖ̇ = ݕݔ − ଼

ଷ
                   ݖ

�                                                                      (3.5) 

 

Fig.3.1  attracteurs du système chaotique de Lorentz en 2D et 3D pour les 

conditions initiale (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2). 
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 Pour  3/4 =ߠ   , on obtient le système (3.6) dit système de ܥℎ݁݊  avec ses 

attracteurs en 3D et 2D présentés sur la figure Fig.3.2 pour les même 

conditions initiales. 

ቐ
ݔ̇ = ݕ)28.75 − (ݔ

ݕ̇ = ݔ1.75 + ݕ20.75 −           ݖݔ
ݖ̇ = ݕݔ − ଼.଻ହ

ଷ
                   ݖ

�                                                        (3.6)              

 
Fig.3.2  attracteurs du système chaotique de Chen en 2D et 3D pour les 

conditions initiales (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) 

 Pour  8, 0 =ߠ   , on obtient le système (3.7) dit système de  Lu  avec ses 

attracteurs en 3D et 2D présentés sur la figure 3.3 : 

ቐ
ݔ̇  = ݕ)30 − (ݔ
ݕ̇ = ݕ22.2 − ݖݔ

ݖ̇ = ݕݔ − ଼.଼
ଷ

                   ݖ
�                                                                  (3.7) 
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Fig.3.3  attracteurs du système chaotique de Lu en 2D et 3D pour les 

conditions initiales (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) 

III-3-2 Sensibilité aux conditions initiales du système chaotique unifié : 

      Dans cette partie et pour vérifier la sensibilité aux conditions initiales, on a 

lancé des simulations sur le système (1) avec ses trois variantes : le système de 

Lorentz (θ=0) , le système de L̈ݑ (θ=0.75) et enfin le système de Chen (θ=0.8) et 

cela pour deux conditions initiales très peu différentes (différence d’un sur dix 

mille), (x (0), y (0), z (0)) = (3, - 4, 2) et (x (0), y (0), z (0)) = (3.0001,- 4.0001, 

2.0001) . Les évolutions temporelles sont données sur les figures : Fig.04, Fig.05 et 

Fig.06 qui montrent  la grande sensibilité à la condition initiales remarqué par les 

divergences dans le temps entre les mêmes états présentant une différence d’un sur 

dix mille entre les conditions initiales.  
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Fig.3.4  Evolutions temporelles des variables d’états x, y et z pour différentes 

conditions initiales pour le système de Chen  (θ=0.75) 

 

Fig.3.5 Evolutions temporelles des variables d’états x, y et z pour différentes 

conditions initiales pour le système de Lorentz  (θ=0) 
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Fig.3.6 Evolutions temporelles des variables d’états x, y et z pour différentes 

conditions initiales pour le système de L̈ݑ   (θ=0.8) 

 

Les évolutions temporelle sont données sur les figures : Fig.04, Fig.05 et 

Fig.06, qui montrent  la grande sensibilité aux conditions initiales remarqué par  la 

divergence dans le temps entre les mêmes états présentant une différence d’un sur 

dix mille entre les conditions initiales. La rapidité de la divergence est remarquée 

dans le système de Chen après cinq (05) seconde puis vient le système de L̈ݑ  après 

huit (08) secondes et enfin vient le système de Lorentz après dix huit (18) secondes. 

 

III.4 Résultats de la simulation de l’étude de la coexistence de la 

synchronisation complète et de l’anti synchronisation entre deux systèmes 

chaotique unifiés : [31-34] 

Le système maitre et le système esclave contrôlé  sont donnés  par   

les équations des systèmes (2.5) et le système (2 .12) respectivement du 

chapitre précédent.  

Le système des erreurs contrôlées, issues de la synchronisation de la variable 

d’état ݕଷ  du système esclave avec la variable d’état ݔଷ du système maitre ainsi que 

l’anti synchronisation des variables d’état  ݕଵ   et ݕଶ du système esclave avec les 
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variables d’état ݔଵ  et ݔଶ du système maitre respectivement, est donné par le 

système (2.11) du chapitre précédent. 

Avec le choix suivant des conditions initiales :                                                                                                                     

ଵ(0)ݔ = −2 , ଶ(0)ݔ = 3, ଷ(0)ݔ = 4  et  ݕଵ(0) = 4, ଶ(0)ݕ = −1, ଷ(0)ݕ = −2 

et ߠ = ଵ(0)݇ ݐ݁  0.75 = −1, on a lancé des simulations sous MATLAB pour tracer 

les évolutions temporelles  des variables d’état du système (2.5)  maitre et   du 

système esclave contrôlé (2.12).    

Les figures Fig.3.7, et Fig.3.8 montrent ces évolutions en l’absence et en 

présence du contrôleur respectivement. La figure Fig.3.9 montre   l’évolution 

temporelle des erreurs de synchronisation. 

 
Fig.3.7 Evolutions temporelles des variables d’états   des systèmes maitre et 

esclave en l’absence du contrôleur  ݑ = ݇ଵܧଶ 
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Fig.3.8 Evolutions temporelles des variables d’états   des systèmes maitre et 

esclave en présence  du contrôleur  ݑ = ݇ଵܧଶ 

 

Fig.3.9 Evolutions temporelles des variables d’états   des erreurs contrôlées. 

 

Les  figures de la Fig.3.9 présentent  la dynamique des erreurs et montrent 

bien qu’elles sont stabilisées ce qui implique que le contrôleur choisi réalise bien la 

coexistence de la synchronisation et de l'anti synchronisation  lors de la 

synchronisation des deux  systèmes  chaotiques unifiés. De plus,  les figures de  la 

Fig.3.8 présentent les dynamiques des variables d’état ; dans lesquelles, il est 

clairement montré que ݔଵ ݁ݔ ݐଶ anti-synchronisent   ݕଵ ݁ݕ ݐଶ  respectivement, tandis 

que  ݔଷ synchronise  ݕଷ  . 
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III.5 Conclusion 

En conclusion, nous avons réalisé la synchronisation et l'anti-synchronisation 

simultanément dans les systèmes chaotiques unifiés. Un algorithme nous a permis 

de déterminer les variables d’état du système maître devant anti synchronisés les 

variables d’état correspondantes du système esclave. Une loi de contrôle  pour les 

systèmes chaotiques uniformes a été présentée pour garantir la coexistence de la 

synchronisation et de l'anti-synchronisation. Enfin, des simulations numériques, 

sous MATLAB, ont été réalisées pour valider les méthodes proposées et montrer 

l'efficacité de leurs approches.  
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Conclusion générale  

Conclusion générale 
La théorie du chaos propose pour l'univers un modèle déterministe tout en 

laissant un espace au hasard, et une dimension à l'imprévisible. Le travail 

développé dans le cadre de ce mémoire a eu pour objectif  une étude sur la 

possibilité de la coexistence de deux types de synchronisation des systèmes 

chaotiques identiques continus. L’application a été faite sur l’étude de la 

coexistence de la synchronisation complète  et de l’anti synchronisation lors d’une 

synchronisation de deux systèmes chaotiques unifiés continus identiques. 

L’approche présentée est confirmé par des   simulations sous MATLAB basées sur 

la méthode d’Euler pour la résolution des équations différentielles. Nous avons pu 

voir les évolutions temporelles des états des  systèmes maitre et esclave ainsi que 

les erreurs de synchronisation pour confirmer l’efficacité de l’approche et la 

possibilité de la coexistence de plusieurs  types de synchronisation des systèmes 

chaotiques , chose qui peut être bénéfique pour d’éventuelles applications dans 

différents domaines : la sécurisation de l’information, la cryptographie ... etc. 
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