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AVANT-PROPOS
Cet ouvrage a été rédigé du point de vue du mathématicien dont l'intérét pour les séries et les
intégrales impropres. Nous avons cherché a combiner un exposé solide et précis de la théorie
¢lémentaire des séries et intégrales généralisées avec beaucoup d'accent sur les méthode de
résolution.
Ce support de cours s'adresse d'abord aux étudiants de deuxiéme année mathématiques ou en
ingénierie qui suivent généralement un cours sur les séries et les intégrales généralisées a leur
deuxiéme année d'études.
Avant d'amorcer 1'é¢tude des séries numériques, il convient de se faire un rappelle sur les suites
numériques. Pour certains étudiants, l'intérét intrinséque du rappelle est une motivation
suffisante pour comprendre la majorité des théorémes indiqués dans le premier chapitre tels que
les critéres de convergence pour les séries a termes positifs, alternés ou quelconques . Le
premier chapitre est aussi bien équipé avec des exemples et des exercices avec solutions.
Les chapitres suivants sont consacrés respectivement sur les suites et les séries de fonctions, les
séries entieres, rappelle sur les intégrales définies, les intégrales impropres et les intégrales
généralisées dépendant d'un paramétre.
Une bibliographie a été placée a la fin de l'ouvrage, a I'usage des étudiants qui désiraient étudier

de fagon plus approfondie les séries numériques et les intégrales généralisées.



Quelque notes importantes:

e Apres chaque exemple, un espace a été crée pour Ecrire la
solution présentées par les etudients (es).

e Chaque chapitre contient des applications, exemples et
exercices avec solutions.

o (e travail est fini mais pas de facon ultime, on a toujours
accepter le FEEDBACK des etudients (es) pour
I'amélioration.

e Pour tous questions vous pouvez contacter Dr. MERGHADI
Faygel avec : merghadi_faycel@yahoo.ca
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Chapitre 1
Suites et Séries Numériques

I. Rappelle sur les suites numériques

Définition 1: Une suite est une fonction f : N—>R. On note f(n) par a,. On dit alors que
a, est le terme général de la suite, tandis que la suite elle-méme est notée par :

{a,}={a\, ay, ..., a,, ...} ou(ay) = (a,,a, ...,a, ...).

Exemple 1: {2n+7} =

Exemple2: {1,4,9,16,25, ...} estune suite dont le terme général est a,, =

Graphique d’une suite numérique
Dans un repére du plan, on représente

une suite par un nuage de points de +6
coordonnées(n, a,,).

Exemple 3 : {a } = {n?} =

F .

[} ¥)

Définition 2 : Une suite numérique {b, }est dite alternée si les termes successifs ont des
signes opposés. D'une fagon plus formelle, si b, = (—1)"a, ou b, = (—=1)"*1a, avec
a, > 0.

Exemple 4

> {a}={(-D"}

> {a} = {—(_1)n_1}

n
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Limite d’une suite numérique
Comme toute fonction, ce qui nous importe dans 1’étude d’une suite est le sens de variation
de la suite. Pour cela, on étudiera la notion de limite (qui n’a de sens que pour n — +00)

Définition 3: On dit que la suite{a,} est lirP a, = L € R. Si cette limite
n—-—+oo

est infinie ou n’existe pas, on dit que {a,} est divergente.

Une suite est par définition une fonction f : N—R tel que pour tout entier n,

ona: f(n) = a,. Par conséquent, pour étudier la convergence de la suite, il est évident
qu’on pensera a la relier a la limite de la fonction f(x). Le théoréme suivant résume cette
situation.

Théoréme 1.

Soit f(x) une fonction définie pour tout x = n, et telle {a,} est une suite de nombres réels

pour lesquels a,, = f(n) pour tout n > n,. Supposons que lim f(x) existe, ¢’est-a-dire,
X—00

limf(x) =L € Rou limf(x) =L = too. Alors,ona:lima, =L
X—00 X—00

n—-oo

Exemple 5: Soit la suite { = } On considere la fonction associée a cette suite qui est

n+1
définie par f(x) =

Exemple 6 : Soit la suite {2n2}. On considére la fonction associée a cette suite qui est

définie par f(x) =

Attention : La réciproque du théoréme 1 est fausse. C’est-a-dire, si lim f(x) n’existe pas
X—00

on ne peut pas alors conclure que lim a,, n’existe pas. Une étude directe de lim a,,
n—>oo n—->0oo

s’impose.

Exemple 7 :Soit la suite {cos(2mn)}.
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N.B. : Il arrive qu’on ne puisse guere associer de fonction a variable réelle pour la suite.

Exemple 8 : Soit la suite {{(—1)"}}.

Remarque : Les propriétés concernant les limites des fonctions restent valides pour
les suites.

Présentons certaines de ces propriétés des limites en omettant la preuve.
Propriétés

L. On considere {a,} et {b,} deux suites de nombres réels tels que lirP a,=A€ Ret
n—>+0oo

lim b, = B € R. Alors, on a les propriétés suivantes :
n—+oo

1. lim (a,xb,) = lima, + lim b, =A+B
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

2. nl_i)rpoo(anbn) = (nl_iHlooa")( lim bn) = AB.

n—+oo
3. lim (ka,) =k ( lim an) = kA ou k est un nombre réel quelconque.
n—-+oo n—+oo

lim (a) .
4. lim (a—")zm—émBiO

n—+oo \bp nl—lvl-zloo(bn) B
I1. On considere {c,} une suite numérique divergente, c’est-a-dire, lim c, n’existe pas ou
n-+oo
lim ¢, = oo. Alors, la suite {kc, } est divergente ou k # 0 est un nombre réel non nul.
n—-+oo
III. On considere deux suites de nombres réels {a,} et {b,} tels que lim a, n’existe pas et
n—-+oo

liIP b, = L # 0 (la limite L peut étre égale a +00). Alors, liIP (a,b,) n’existe pas.
n—+oo n—>+oo

Exemple 9 : Soit la suite de terme général {a,, }avec a,, = (—1)"n.

N.B.:Ona{(—-1)"n}={—1,1,—-2,2,—3,3 ...}. Onremarque que la valeur

4
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absolue des valeurs prises par la suite croissent indéfiniment et de plus le signe s’alterne
indéfiniment. Donc la suite n’admet pas de limite, et donc la suite diverge.

Attention : Si deux suites {a,}, {b,} n’admettent pas de limite, alors on ne peut pas
conclure que lim (a,b,) n’existe pas.
n—-+o

Exemple 10 : {(—1)" cos(mtn))}=

Lorsqu’on observe la convergence des valeurs de la suite vers une valeur, mais sans que la
suite soit constante et sans qu’on puisse associer une fonction a variable réelle. Dans ce cas,
on applique le théoréme de « sandwich » (théoréme du « gendarme »,« d’encadrement » ou
« d’étau »).

Théoréme 2 (Théoréme d’étau ou de sandwich)

On considere{a,}, {b,} et {c,} trois suites de nombres réels tel que pour tout entier n

supérieur a un entier fixé N,onaa, <b, <c,.Si lim a, = lim ¢, =L, alorsona
n—-+oo n—+oo
lim b, = lim a, = lim ¢, = L.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Exemple 11 : Soit la suite de terme général {a,,} avec a,, = n+(-1)
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Une conséquence du théoréme de sandwich est le corollaire suivant.
Corollaire

On considere{a,}, {b,} deux suites de nombres réels tels que la suite {a,} est bornée

(ayant un majorant et un minorant) et lim b, = 0. Alors, lim (a,b,) = 0.
n-+oo n—->+oo

Exemple 12 : Soit la suite {(_i)n}

—_1\n —_1\X
N.B :Notez qu’on ne peut pas associer une fonction a la suite {%} car f(x) = %

n’est pas une fonction (au sens donné au collégial) car la fonction exponentielle y = a* est
définie seulement si a > 0, ce qui n’est pas le cas dans cet exemple avec a = —1 !

6
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Sens de variation (monotonie : croissance ou décroissance) d’une suite
On a représenté ci-dessous le nuage de points des premiers termes d'une suite{a,,} :

70 A B
65 1 |n u_n
7 [+]
60 | 2 0 9
55| 3 1 4
50, 4 2 1
@
s 5 3 0
6 4 1
40 |
7 5 4
35 [+]

T 8 6 9
0 9 7 16
25 e 10 g 25
20 11 9 36
15 | ] 12 10 49
10 13 11 64

[+] [+]

5] 14

@ [+]
0 2 . @ 15
T T el T T T T T T T T
|01 2 73 4 s e 7 8 s 01 g

A travers cette représentation graphique, on peut conjecturer que la suite est croissante a
pour n = 3. On dit alors que la suite {a,} est croissante a partir du rang 3 ou croissante.
Pour établir la croissance ou la décroissance d’une suite, il revient a étudier le signe de

An4+1 — Qy pour tout n. La définition suivante exprime le sens de la croissance et de la
décroissance.

Définition 4

Soit la suite numérique{a,} et ny un entier naturel (entier positif ou nul).

1. Sia,y1 = a, pourtout n = ng, alors{a,} est dite croissante.

2. Siauyq < a, pour tout n = ng, alors{a, }est dite décroissante.

En général, si on peut associer une fonction f(x) a la suite, alors il suffit d’étudier le sens
de var

iation de la fonction f pour en déduire directement celui de la suite.

Donc on serait amené a étudier le signe de la dérivée f(x). D’ou, la propriété ci-dessous.
Propriété

Soit la fonction f définie sur [p, +oo[ et considérons la suite {a,,} définie pour tout

n = ppar a,,., = f(n), c’est-a-dire f est la fonction associée a la suite {a,}. On considére
un entier ny = p.
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1. Sila fonction f est croissante sur I’intervalle [n,, +oo[, alors la suite{a,,} est croissante
a partir du rang n,.

2. Si la fonction f est décroissante sur I’intervalle [ng, +oo[, alors la suite {a,} est
décroissante a partir du rang n,.

Exemple 13: La suite{%}.

Exemple 14: La suite{lnTn}.
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II. Séries numériques
Définition 5: Soit {a,}x>1, une suite. Alors )}, axest la série associée.

Chacun des a; est appelé terme de la série et on appelle a,, le terme général de la série.
S, =a, +a, + ..+ a, =X;_10a; est appelée somme partielle d’ordre n ou tout
simplement somme partielle.

Définition 6: Une série ),,51 a, est convergente si lim; S, = SeR. Si cette limite
n—>0

n’existe
pas ou vaut + oo, la série est dite divergente.
Exemple 16 : ¥,.. k

Exemple 17 : ¥;50(—1)!
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1

Exemple 18 (Série « téléscopante »): Etudier la nature de la série )\p—1 m .

Définition 7 :Une série }.,>p,, anest dite « téléscopique » lorsque son terme général a,, peut
s’exprimer comme suit : a,, = b, — b4, ou a,, = b, 41 — b, pour tout n = n, avec b,, est
le terme général d’une suite définie pour tout n > n,.

N.B.: Toute somme partielleS,, d’une série téléscopique peut éEtre exprimée
explicitementen termes de n. En effet, pour tout n > ny,ona:

1

Nature de la série ), p—q D)

10
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Propriétés des séries

Théoréme 3 : Si Y ;>q ay €t Y= by convergent, alors Y.»q(ay + by) converge aussi.
Dans ce cas, ona: Ygsq g + Lk=1br = Lk=1(ax + by)

Théoréme 4: Pour tout ¢ # 0, )Y a, converge <), ca, converge. C’est-a-dire, les séries
Y. ay et Y. ¢ a; sont de méme nature. De plus, on a :

Théoréme 5: Si on ajoute ou on enléve un nombre fini de termes a une série ) ay, alors,
la nouvelle série obtenue sera de méme nature que la série initiale ), ay.

Séries de référence

L’¢tude de la nature d’une série (convergence ou divergence) est un probléme ardu. On
utilise alors une comparaison avec des séries bien connues dont on connait la nature. Nous
les appelons des séries de référence. Nous en donnerons dans ce qui suit deux classes de

séries de référence.

L. Séries géométriques
Définition 8: Y72, ar'™! = a + ar + ar? + ---est une série géométrique de premier
. A JOR4 . a
termea et de raison r. Elle peut étre caractérisée par le fait que pour tout n, on a : Z—“ =r.
n

n

. . . 3 .
. I3 3 [o'e) r r
Exemple 20: Vérifier si la série )54 a1 CSt géométrique.

11
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Exemple 21 : Vérifier si la série ).,,—; n 2™ est géométrique.

N.B. La somme partielle d’une série géométrique est donnée comme suit :

= Premier terme

n
- a(l1-r") (1- pnombre de termeS)
Sy = ar - - '
I-r 1 —raison

k=1

Théoréme 6: La série géométrique ),;2, ar'
__ premier terme

o a
1. converge si|r| < 1 et alors sa somme S vaut— = .
1-r 1—-raison

2. divergesi |r| = 1.

Remarque : Il est intéressant de connaitre la valeur de lim r™.

n—-oo
» Si|r| < 1,alors lim r™ =

n—->0oo

» Si|r| = 1, alors deux cas se présentent :
e Sir>1,alorslim r" =

n—-oo

e Sir < -—1,alorslim r"

n—->0oo

Exemple 22 : Vérifier si la série ).;5 —n €st géométrique. Si c'est le cas, déterminer sa
nature et sa somme dans le cas ou la série est convergente.

12
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Exemple 23 : Mémes questions, que celles de l'exemple 22, concernant la série suivante :

en+1
22*1'

nz1

13
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IL. Séries a termes positifs.
I1.1 Séries de Riemann

Définition 8 : On appelle série de Riemann toute série de type Error!ou p est un réel
(rationnel ou non).

Théoréme 7:

Yns1 nipdiverge pour p < 1 et converge pourp > 1.

Exemple 24 : La série harmonigueZnZli
Exemple 25 : La série). ;> n—13

Exemple 26 : La série), ;> \/iﬁ

Criteres de convergence des séries

Pour étudier la nature d’une série, on utilise souvent des critéres qui nous permettent d’en
déduire la convergence ou la divergence de la série. Tous ces critéres reposent sur le terme
général de la série.

Théoréme 8 (Critere du terme général)

Si Ynsn, @y converge, alors  lim a, = 0.
X—+00

Conséquence : Si nl_i)rpooan;é 0, alors Y.p>p, an diverge.

Si lim a,= 0,alors on ne peut rien conclure.
X—>+00

Exemple 19 : Etudier la série Y,,5, ”T“ .

Théoréme 9: Critére de comparaison a une intégrale

Soit Ypsn, An avec a, = 0 pour toutn = N = ny.
14
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Soit £, une fonction positive, continue et décroissante sur [N, +oo [ telle que:
f(n) = a, pour toutn > N.

Alors,

Yinsn, AnCONVErges ) ; * f (x)dx converge.

. , . e s . + n
C’est-a-dire, la série }.;,5, @y, et I’intégrale impropre ) N * f (x)dx sont de méme nature.

Illustration graphique:

YA

a |a,|a, |a, as\\
X

Le fait que Error!/Error!dx diverge implique que 1’aire sous la courbe est infinie d’ou on

déduit que la série diverge.

Exemple 27 : Y-, —

nlnn

15
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Critére de polynome

Soit Y.,51 4, avec a; = %01‘1 P et Q sont des polyndmes de degré pet q. Alors,
1. Si=q—p > 1,alors ),»; a, converge.

2. Sid=q—p < 1,alors )5 a, diverge.

Exemple 28 : -1 %

Remarque : Ce critére se généralise lorsque P et Q sont des expressions de somme finie de

monodmes avec des exposants rationnels (entiers ou fractions d’entiers).

16
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NG

n
5n+n?

Exemple 29 :),..,

Théoréme 10:Critére du rapport (Critere de D’ Alembert)

An+1

Soit Y.51 ap OU @, > 0 pour n assez grand. Supposons queR = lim existe. Alors,

n—oo dn
1.si R < 1, alors ),;51 a, converge.
2.si R > 1, alors ), ,5; a, diverge.
3.si R = 1, alors on ne peut rien conclure.
Remarque : Ce critere s’applique, généralement, lorsque le terme général contient des

factoriels ou des exponentielles simples (bases constantes et des exposants de degré 1).
Attention ! On n’utilise jamais ce critére lorsque le terme général est une fraction
polynomiale car R = 1, et donc le critére n’est pas concluant.

Définition9 : On appelle factorielle d'un entiern (notéen!), le nombre égal au produit de
tous les nombres entiersde 1a n. Clest-a-dire, n! =nx(n—1) X ---x3x 2 x 1.
Ainsi,ona: 1! = , 2l =et3! =

Par convention, 0! = 1.

Propriété importante (passage a la factorielle précédente)

72’(
Exemple 30 : Y-, -

17
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2n
Exemple 31 : Y50 ;T

Théoréme 11:Critére de la racine n-iéme (Critére de Cauchy)

Soit Y1 @ oU @, > 0 pour n assez grand. Supposons queR = lim %/a, existe. Alors,
n—->oo

1.si R < 1, alors ), ,51 a, converge.
2.si R > 1, alors )51 a, diverge.

3.si R = 1, alors on ne peut rien conclure.

Remarque :On utilise ce critere, en général, lorsque le terme général contient des facteurs
sous forme d’exponentielle simple ou composée avec d’autres fonctions ¢lémentaires

18
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comme les polyndmes ou des logarithmes (I’exposant n’est pas nécessairement de degré 1).
Dans ce cas, il est trés utile de connaitre le résultat suivant : lim y/p(n) = lou p(n)est un
n—-oo

polynéome ou plus généralement une somme finie de termes de la forme c n%avec ¢ une

constante réelle et « a » un exposant rationnel (entier ou fraction rationnelle)de degré

quelconque ou son coefficient dominant (le coefficient du terme du plus haut degré) est
1

positif. On pourra montrer ce dernier résultat en considérant la fonction y = [p(x)]* et en
utilisant la régle de L’Hospital.

Ainsi, vous pourriez utiliser ce résultat directement sans le montrer dans une évaluation. Il
suffit seulement de mentionner que p(n) est un polyndéme ou sous la forme précédente.
Exemple 32 : Y% ——

n=2 (Jnpn)5n

10,2n

Exemple 33 : Y, n'"e

Théoréme 12: Critére de comparaison directe (par des inégalités)
Supposons que nous voulons étudier la nature de la série };>1 @i €t que nous connaissons
la nature de série). ;1 by avec ay et by, sont positifs pour k assez grand.

1.Si 0 <ay < by, Vk> kg, alors Y.;sq1 by converge = Y ;»1 aj converge

2.81 0 < by <ayg, Vk> kg, alors Y i1 by diverge = Y i»1 ay diverge

Remarque : Ce critére est trés puissant, mais demande une habileté a manier et maitriser
les différents types d’inégalités. Pour cela, nous aurons besoin de comparer la « puissance »

19
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des suites selon le type de leurs fonctions associées. Cette puissance est caractérisée par le
concept de « prépondérance » ou « équivalence ».

Définition 10 : Soient f et g deux fonctions de la variable réelle x. On suppose qu’il existe
un réel N tel que pour tout x > N, g(x) # 0 (g ne s'annule pas pour x assez grand).
1. Ondit que f est négligeable devant g (ou que g est prépondérante devant f) a I’infini

(ou pour x assez grand) si et seulement si lim @ _ g,
x—+00 g(X)
2. Ondit que f et g sont équivalentes si et seulement si lirp % =1.
X—>+ 0o

Comparaison des différents types de fonctions

Le diagramme suivant ordonne les différents types de fonctions selon I’ordre croissant de

leur puissance a I’infini (pour x assez grand).

Fonctions trigonométriques— fonctions logarithmes — fonctions puissances— fonctions

exponentielles.

Remarque :

» Entre deux fonctions puissances x™et x1a comparaison se fait selon le degré. Celle qui
a le degré le plus grand « prédomine ». Par exemple, si m > n, alors x™prédomine
devant x™.

» Entre deux fonctions exponentielles a*et b*, celle avec la plus grande base prédomine.
Par exemple, si b > a, alors b*prédomine devanta*.

» Entre deux fonctions exponentielles avec des exposants de degré différents (avec
coefficients du terme dominant positifs), alors celle avec I’exposant le plus grand
prédomine.

Exemples illustratifs

Comparer les suites suivantes, par ordrecroissant de prédominance, lorsque n est assez

grand (n — +o0) et spécifier celle qui sont équivalentes.

1. 2n3 +2n% — 1,2", Inn, Vn, 2n3

2. (100000)", 2™, sinn, In(e™ + 1)

Sur les deux exemples qui suivent, nous tenterons de vous donner la démarche la plus
adéquate pour utiliser ce critére.

o Nh+5
=1n346n

Exemple 34 : Y}

1¢r¢ étape : Déterminer la série de référence a une constante prés (par prédominance,
équivalence ou inégalité connue)
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28me étape : Déterminer la nature de la série de référence et I’inégalité adéquate

3¢me étape :Obtenir I’inégalité recherchée (adéquate) et appliquer le critére
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N.B. : Si la prédominance ou I’équivalence n’est pas possible, alors on cherche a utiliser
des inégalités connues.
+o0 2+cosn

Exemple 35 :).;, 2}

n

n-1 y n—1 1 , . .
Exemple 36 : Y1 n2+3nRep. —van = o, bour toutn > 3. Donc la série diverge

Critére de comparaison a la limite

Théoréme 13: Supposons que nous voulons étudier la nature de la série Y.z, a; et que
nous connaissons la nature de la série Y»q1 by avec a; et by sont positifs pour k assez
grand.

Supposons que la limiteL = [lim Z—"existe.

n—-+oo On

1. SiL estnonnul (L # 0) et fini, alors ),;51 @i €t X.x>1 b sont de méme nature.

Clest-a-dire, Y51 @y converge si Y.;»1 by converge et Yj»; @y diverge si Y1 by diverge.
2. SiL =0 et)sq by converge,alors),;s; a; converge.

3. SiL = +ooet Y sq brdiverge, alors) ;s aidiverge.
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Remarque : Ce critére est une conséquence du critere précédent et il est moins puissant car

<\ . a . o8 .
dans le cas ou lim b—” n’existe pas, alors le critére n’est pas applicable.
n—+oo bn

Vn

5n+n2

Exemple 37: Y.,

Exemple 38 :),°_, ne™

Séries a termes quelconques

Séries alternées

Définition 11:Une série alternée est une série ou les termes successifs ont des signes
opposés. D'une facon plus formelle, c'est une série de la forme Y,(—1)"a,, ou Y.(—1)" 1a,

avec a, > 0.

Théoréme 14 : Critére de la série alternée (Critére de Leibniz)

Soit les séries alternées Y.(—1)"a,, et Y.(—1)" 1a,avec a,, > 0.

Si la suite {a,, }est décroissante a partir d’un certain indice et si lim a,= 0, alors

n—-oo
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les série Y.(—1)™a,, ou Y.(—1)"*1a,, convergent.

Exemple 39 : ), %

Exemple 40: 3,2,(—1)" (=)

Erreur d’approximation d’une série alternée convergente

Soit la série ¥,,5,(—1)* ak une série alternée convergente dont S est la somme. On a
S=Yi8(=D*a, = X0 (- D*ay + Xi8 . 1(—D¥a, = S, + R,ouS,est la valeur

Sn Ry
obtenu en utilisant les n premiers termes et R,, = Y12, 1 (—D*a, = (1) a4 + -
est le reste qu’on a négligé. Dans ce cas, R, =S — §,, représente I’erreur
d’approximation. Alors, une estimation E = |R,,| de I’erreur commise est donnée comme
suit : E = |R,| < apqq.
Exemple illustratif

(= 1)"
Soit la séries alternée Y. ,50—— -
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1. Etudiez la nature de la série.

2. Estimez I’erreur commise en utilisant les quatre premiers termes de la série.

Convergence absolue et conditionnelle

Définition 11:) a, est absolument convergente si ).|a, | converge.
Y. ayestconditionnellement convergente (semi-convergente) si :
Y.|a,|diverge mais ) a,, converge.

Exemple 41: Y5, "

n
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Exemple 42: .., (_n;z)n

Théoréme 14 (critére de la convergence absolue)

Si Y.|a,| converge, alors ), a,, converge.
cosn

Exemple 42 : ). —
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I. Séries géométriques

Résumé

La série Y, ,51 a,est-elle géométrique ?

Afin de le déterminer, calculez le rapport% - Si ce rapport est constant, c'est-a-dire qu'il
n

ne dépend pas de n, alors ce rapport constant nous le noterons r (raison de la série) et la

série ).,»1 @yest géométrique.

Si la série est géométrique

Forme

Suite de sommes partielles

Convergence

On écrit la série comme suit :

anl a, = anl ar™?t,

Ouaest le premier terme de la

o a .
série et Z—“ = r est la raison
n

de la série géomérique.

La somme partielle d'ordre n

est :
S 1—r"
=q—-
" 1—r
Cette formule permet de
calculer la somme desn
premiers termes de notre série
géométrique.

a
Calculer r = 2L

an
Si-1 < r < 1 alors la série converge

. a
etonalim S, =§ =—
n—-oo 1-r

Sir < -1, la série divergeet lim S,
n—-+oo

n'existe pas dans.

Si r> 1 alorsla série diverge et
lim S, = oo (de signe de a)

n—-+oo

II. Séries non géométriques et a termes positifs

Si la série est non géométrique a termes positifs, alors nous pouvons veérifier sa

convergence a l’aide des critéres suivants :

Critére

Calculs a faire

Conclusion

des séries-p de Riemann

Déterminer la valeur de p

La série converge sip > 1

La série divergesip < 1
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o0 .
du polyndme > 0}

p = degré du numérateur

Sid > 1 alors la série converge.

-1 QU = degré du dé inat
i=120) ¢~ Cegre du genofmmateut Sid < 1 alors la série diverge.
P et O sont des polyndmes d=q-p

Ao SiR < 1 alors la série converge.

de D'Alembert R = lim a SiR > 1 alors la série diverge.

" SiR = 1, il faut utiliser un autre test.

SiR < 1 alors la série converge.

. . L SiR > 1 alors la série diverge.

De Cauch R = lim Y/a, = lim (a,)» , . .

¢ Lauchy n-oo V1 n—>oo( n) SiR = 1, il faut utiliser un autre

critére autre celui de D’ Alembert

de l'intégrale

pour les séries a termes
décroissants

Soit f une fonction ou a,, = f(n)
tel que f(x) = 0, continue et
décroissante, c'est-a-dire :f (x) <
0 pour x = m = n,.

+ o0
Calculer fno f(x)dx

Yinz>ny Anest de méme nature que

l'intégrale impropre fr:;oo f(x)dx.

De comparaison directe

Trouver une série de référence
Ynsn, bn (en général une p-série
ou une série géométrique) tel que

» a, < b,pourn=m=n,
et Xpsn, bn converge
ou

> ay = by et Ypsp, by diverge

>

>

Ynsn,y An CONVErge

Yinzng An diverge
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De comparaison a la limite

Trouver une série de référence
Ynsn, bn (en général une p-série
ou une série géométrique) tel que :

> lim2=1+0 etfini

n—-oo Un
ou
> limZ2=L=0 et

n—»oo Un

Ynsn, bn converge

ou

> limZ=1=+cw et

n—oo Un

Yinsn, bn diverge

> Ynzng @n CV i Xpon, by CV
ou

Ynzng An div si Ypon by div

> Ynzny n CV

> Ynsng An div

II1. Séries non géométriques a termes alternées :Y.(—1)"a, ou}.(—1)"*1a,oua, > 0.

Si la série est telle que les signes des termes sont alternés alors nous pouvons vérifier sa

convergence a l’aide du critére suivant :

Critere spécial
des séries alternées

Calcul a faire

Conclusion

(critére de Leibniz)

1° vérifier la décroissance de la suite {a,, }

a partir d’un certain rang. Pour ce faire,
soitf la fonction a variable réelle
xassociée a la suite {a, }(c’est-a-
dire,a,, = f(n) ). Il faut alors calculer
£ (x). 1 suffit alors de montrer que la
fonction f est décroissante a partir
d'une certainevaleur x,, c'est-a-dire
:f(x) < 0 pour x > x,.

2°  Vérifier que lim a, =0

n—-oo

Les séries Y.(—1)"a, et X(—-1)"*1a,
convergent.

Elles divergent si l'une des
conditions 1.) ou 2.) n'est pas
satisfaite.
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Démarche a suivre pour étudier une série ) a,,
A. Si a,, est un rapport de somme de termes de puissance, appliquer le critére de
polynome.
B. Sinon suivre, en ordre, les étapes suivantes :
I.  si lima,est facile a calculer et querlli_)lglo a, # 0, alors la série diverge d’aprés le

n—-oo

critére du terme général.

II. si lim a, estdifficile a calculer ou lima,, = 0, alors on procédera comme suit :

n—->0oo n—>oo

1. sile terme général est de signe positif a partir d’un certain rang (pour n
assez grand) on suit la démarche suivante :

a. sile terme générala,, contient de la factorielle comme facteurs ou des
exponentielles du type b™, on appliquera le critére de D’ Alember.

b. si le terme générala,, contientdes exponentielles composées de
type(c,))% ou ¢, et d,, sont des expressions qui dépendent de n, on
utilisera le critere de Cauchy ou en dernier recours le critére de
comparaison directe ;

c. si le terme général a,, = f(n)est décroissant et la fonction associée f

est positive, continue, décroissante sur [N, +oo[ et son intégrale est
facile a calculer, alors on utilisera le critére de comparaison a une
intégrale impropre.

d. siaucune des situations décrites précédemment ne se présentent, on
utilisera alors le critére de comparaison directe ou a la limite.

2. sile terme général est de signe non constant (ni positif ni négatif a partir
d’un certain rang), alors on suit la démarche suivante :

> si la suite (a,), est alternée (de signe alterné), alors on applique le
critére des séries alternées (critére de Leibniz) ;

> silasuite (a,),n’est pas alternée (le signe se réparti d’une fagon
quelconque), alors on appliquera le critére de convergence absolue.
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Exercice d'entrainement
Série Critéres utilisés

n!
L 221 e

1
2. Xm0 s

31’7.
3. ZnZOF

4.y 1 e ™

5211.
5. ZnZl n3

n-—1

6. —_—
anl n2+3n

DR
2n+1

7. Xn>1

/i
8-27121 ﬁﬁ

n273n

9.-Zn21 Gy

10,352 ———

n(lnn)3

32n(n-1)!

L ) e

31
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Criteéres utilisés
Série

@2n-1)"
12,8021

13.521(Vn3 + 1 — Vn3)

1
14. Ynz2 a7

n
15.Xn22 aays

|sinn|

16. Ynz1—3—

2n+1)2”
5n+1

17, Znaa (1) (

18.Y 51 (=)™ arctan (L_)

3n—-1

2+cosn

19. anl vn

N.B. : « D » signifie diverge et « C » converge.
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NO

10

11

12

13

Indications et réponses
Critére(s) qu’on peut utiliser par ordre de préférence

D’Alembert (R = +o0 > 1),

e (1 : 1 1
Comparaison a la limite (;)ou directe (Z) car = —pourn = 1.

1
V3+n2
D’Alembert (R =0 < 1),

Cauchy (R=0<1)

Cauchy (R = 25 > 1), D’Alembert (R = 25 > 1)
Critere de polyndme ou bien comparaison directe ou a la limite(%)

Leibniz

\/iﬁ) ou directe (L)

n e e e (] e T
Polynome généralisé (d = 5= 1), comparaisona la limite ( s

D’Alembert (R =0 < 1)

. \ ., +00 dx 1
Comparalson a une 1ntegrale (fz ~(n )’ = 20n 2)2)

D’Alembert (R =9e™1 > 1)

Cauchy (R=0<1)

En premier lieu, on transformevn3 + 1 — vn3? en multipliant et divisant par son
conjugué comme suit :

AT = = (J 1 - ) W L V)

VB L4V
(VB F I -V (VT 1 + V)
} g P

33
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1
C VB LtV

On utilise une comparaison a la limite ou directe avec la série de terme général
1. i 3 -
75 qui est convergente (p-série avec p = 3> 1), et donc la série converge.

dx
x(In x)%7

14 Comparaison a une intégrale ( f;oo = +oo)

15  Critére de polynome (d =g —p =2 > 1)

. . 1 |sinn| 1
16 Comparaison directe (—3) car —— < —-
n n n

17 Convergence absolue par Cauchy (L = 24—5 < 1) ou Leibniz

18 Leibniz

. . o) 2.z 1 2+cosn
19 Comparaison directe avec la série de terme général 7 car =

TR

-
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Exercices supplémentaires corrigés

Exercice 1

Etudier la nature des séries données ci-dessous. Dans le cas d'une série a terme de signe non
positif, étudier la convergence absolue et\ou conditionnelle.

1. Yns1 n—(z+%)

2 Zpz1 Eln (1 +j—ﬁ)

Inn
3. an1m

3Mn!

4.1
4_571
5. anl

3Mn!

=t n3+sinn
(arctann)3
17. —_—
ZTLEO n2+1
18. _—
anl n2(3+lnn)
3+Inn

19. 21—~
20. sy LI

n
2
21. anz 3+n1nn\/_
Aarctanvn
22. Ynet ool
Exercice 2
Transformer les nombres a développement décimal périodique (rationnels) suivant sous
forme de fraction rationnelle.
l.x = 3,15
2. y=3,023
Exercice 3
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Montrer de deux manicres différentes les égalités suivantes :

1.0,9 = 1.
2.0,3 = g
Exercice 4

Une balle de plastique est lachée, sans vitesse initiale, d’une hauteur de 5 métres du sol. A
) 4 o
chaque rebond, elle atteint les ;de la hauteur précédente.

1. Exprimer la hauteur h, (en meétre) atteinte par la balle aprés son nieéme rebond, en
fonction de n.

2. Evaluer la hauteur atteinte par la balle aprés son 4iéme rebond.

3. A partir de quel nombre de rebond la balle atteindra-t-elle une hauteur maximale de 5cm
o

4. Quel est le nombre minimal de rebond nécessaire pour que la balle parcoure au moins
une distance de 11 métres a partir de sa chute initiale.

5. Calculer théoriquement la distance totale parcourue par cette balle jusqu’a son arrét.

Exercice 5 (les 3 derniers numéros sont seulement pour les curieux)

Pour chacune des séries suivantes, trouver 1’expression de S, en fonction de n et évaluer la

limite de lim S,,. En déduire la nature de la série et sa somme dans le cas de convergence.
n—->oo

221’7.
1. ZnZOW
2. anznzz_l
3. an1m
4. T In (21
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Solutionnaire

Exercice 1

Notation :

C : convergence

D : divergence

CC : convergence conditionnelle

CA : convergence absolue.

NO

Critere(s) utilisé(s) par ordre de préférence

Comparaison directe :2+21>2=—(2+1) <-2= () < p2 = niz -

série avec p = 2 > 1, et donc converge). D’ou, la série converge.

. . .. . 1 ~i . In(1+x) _ 1
Comparaison a la limite : In (1+\/ﬁ) 7 ear }CILI(I) — = 1 (x—ﬁ—>
1 1 11 1 - _
Olorsque n — +), donc \/—Eln (1 + \/_ﬁ) YEE S (p-série avec p=1<1
. . 1 1Y o
donc diverge). Ainsi, }.;>1 \/—Eln (1 + \/_ﬁ) diverge.
. . o g Inn Inn _ Inn ~ln_n_
Comparaison a la limite e —D — mertie™) — minti—e=™ "~ n Or,
Inn
nprédomine devantlnn. On pose b, =%-A10rs, lim Mz +c0. Or,
n—0oo -

n

1 o : \ Inn
Znﬂz est une p-séric avec p =1 <1, donc diverge. D'ou, ZMlm

diverge.
3+ 141y (n41)
. a . TomF . 3(n+1
D'Alembert avecR = lim ==+ = lim —Z7—— = lim —— = 400 > 1. Donc
n—-oo an n—oo 7—n n—oo
la série diverge.
45M+5
! . Optq . 3n+1(p4q) . 3
D'Alembert avec R = lim — = lim — = lim = (0 < 1. Donc la
n—ooo Aan n—oo 4'n_ n—ooo 3(n+1)
3"n!

série converge.

Soit a,, =

EI?I =

37

4

Rép.

CC



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

» Onaa:lima, = liminzo;

n—-oo n—>0o nz

> Soit f(x) = 7r,pourx 1.0na f'(x) = — 17[<0pourx 1. Donc f
4x 4

, . . 1 , .
est décroissante, et par suite (a,) = (—E) est décroissante.

n4

Conclusion : D’apres Leibniz la série converge.

Etude de la convergence absolue

1 1 9 Jon) T o
On aY,s1 |— = ) = Yn=1 = diverge car p-série avec p = " < 1. Donc la série
Tl4- n4
1 . .
Yn>1—7 converge est semi-convergente (convergence condionnelle).
n4
7  D'Alembert avec : C
(n+1)3 5 )
n—oo an n—oo ("3) n—>oo n3(2n+2)(2n+1) n—oo 2n3(2n+1) ’
2n)!

Donc la série converge.

8 n [ent1 nlgnFT C
n ~e  _ 2 Ron+l —
Cauchy avec R = hm a, = hm = 11m T = 111_1)510 e
“nn 1 :
car lim Ve™?! = lime = = lime'*n = e. Donc la série converge.
n—->oo n—>0o n—->oo
N.B. : On aurait pu également utiliser le critere de D’ Alembert. En effet,
ent2
- a - 2n+2 - e e
R=Ilim—22=lim3+F=Ilim==-<1.
n—oo an n—oo & n—oo 32 9
321
. e e
9 Comparaison et D'Alembert. On a = Or, en utilisant D'Alembert pour la C
© o nt
, - 2n _ _ (n+1) BT 2
série ),,>1 — on obtientR = lim 22 = |im = lim — =0 < 1. Donc la
= n! n—oco Aan n—oo _| n-ooo n+1
7 " 7
série Zn>1 converge. D'apres le critére de comparaison directe, Zn>1 - On

n

2
pourrait apphquer D'Alembert directement sur Zn>1 — et on trouvera R =0
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10

11

12

13

14

15

16

(en utilisera le fait que n!prédomine devant les polyndmes). Faites-le c’est un bon
exercice d’entrainement.

Cauchy avec :

nin(Inn)"* lim \/_\/(lnn)"

R = lim%/a, = lim

n—oo n—-oo n2+1 - n—oco \/n2+1
1 ...
lim Vn limInn || —s== | = +o0 > 1. Donc la série diverge.
n—oo \/— n—oo r%inolon\/nz+1 g
=1 =400 =1
D'Alembert avec

(n+1)!(n+2)!

] . n+2)(n+1) . . n+2 1
R = lim =22 —hm%= — = im——=-<1.
n-oco Aan n—oo '(2 5 : n-o (2n+2)(2n+1) n-oon—-oo 2(2n+1) 4
n):
Donc la série converge.
- T 1\" e . 1] 1
La serleznﬂz—n =Y T 5) estune série géométrique avec |r| = S =5 < 1,

et donc converge.

N.B. : On aurait pu utiliser le critére de D’ Alembert ou de Cauchy. Dans ce cas,
R=r= % <1

e . (1 1
Comparaison a la limite : sin (Z) ~ - car lim 225 = 1 (x = g Olorsque n —

) x>0 X
sin(—
+00) , donc lim # =1.La serleZn>1 est une p-série avec p =1<1

—- 00
n—-+ o

donc diverge. Ainsi )51 sin ( ) diverge.

: : . 1 1 1
Comparaison directeou a la limite : ——== < — pour n > 1. Or, ;51 —sest une
. 3 = = 1. ) n=>1"5
nvn>+1 nz nz

, . 5 .. 1
-S€ri€ avec ==->1,et dOHC converge. Ainsi —— converge.
p p 2 9 g 5 anl nn3+1 g

. . n n 1 11 1 .
Comparaison directe : ———=>—=—" Or — == — est une serie
p nZ+cosn ~_ 2n%2  2n ’2n21 2n 2 anl n
de Riemann avec p = 1 < 1 donc diverge. Ainsi, Y, ,51 P diverge.
o o n
Comparaison directe : ey < ln3 = Or, anln =2 Zn>1 est une série
2

. . . n
de Riemann avec p = 2 > 1 donc converge. Ainsi, ), ,51 ey, converge.
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17

18

19

Comparaison a la limite : on a lim arctann = - donc arctann ~ =+ De plus,

n—>0oo

(arctann)3 - (E)3

3

T

1 2 2. . (E)
——. Donc la série de comparaison est an17

1
~—, et donc

n2+1 n n2+1
3 (arctann)3
s - 2
ou tout simplement Zn>1 (sans la constante (5) ). En effet, lim —251— =
n—->oo -
n
\3 , . (arctann)?3
;) * 0. Donc les deux séries Y,50————— —oCt Zn>1 sont de méme nature.
1 2.0 0 <\
Or, Znﬂﬁ est une série de Riemann avec p =2 > 1 donc converge. D'ou, la
série ), (arctann)? converge
nz0 n2+1 g 0

(E)3

3
T
(arctann)? < (5)
n2+1 T n?+ 1

N.B. : On aurait pu utiliser 1'inégalité : —pourn = 1.

Comparaison directe : on a car 34+Inn>1. 0r, Zn>1 — estune
__r
n2(3+lnn)

converge.N.B. : On aurait pu utiliser le critére de comparaison a la limite

n2(3+Ilnn) —
série de Riemann avecp = 2 > 1 donc converge. D'ou, la série Y51

n2(3 +ln n) __

= lim

car: lim
n—-oo 3+lnn

n—->oo

1
= 0. Comme }.,>; — converge, alors on peut
nz n
conclure pour la convergence de la série ). SN
p g n=152(3+Inn)

Comparaison a la limite avec la p-série an1nip avec 1 <p < 2 (par exemple

3+lnn
0z 3+lnn

= S) qui est convergente. En effet, lim = lim =0 (utiliser

n-ooo — noo Vn

n2
L'Hospital ou simplement le fait que les fonctions polynomes prédominent
devant les fonctions logarithmes a o0). On peut donc conclure que la série

Zn>1

converge

N.B. :I'utilisation du critére de comparaison directe est plus délicate dans ce cas,
car il y a présence de la fonction Inn au numérateur. D'ou, il faudrait bien
maitriser les inégalités liées aux fonctions logarithmes et polyndmes.

On aurait pu également utiliser le critére de comparaison a une intégrale car la
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20

: 3+lnx , . one o one :
fonction f(x) = ——— vérifie les condition de ce critére (positive, continue et

f3+lnxdx = f;—zdx +

x2

décroissante  sur  [1,+o[). De  plus,
f2ax

. hv—/ .
par une intégration par partie

=_3_2% lic=_l(4+mx)+C.
X X X X
+00 3+Inx g t3+Ilnx
Donef,; —; dx—th_glof ——dx

.1 o _ .
= — th_)rg [; (44+1n x)]1 — gl_)rg (? (44+1Int) — 4) = 4 (finie).

. r+o3+lnx
D’ou, . 1 — dx converge, et par suite on a la convergence de notre série.

On utilise Leibniz. Soit a,, = =2
» Onaa:lima, = lim L 0;
n—oo n—-oo N
> Soit f(x) = ,pourx> 1.0na f'(x) =

. 1
est decrmssante, et par suite (a,) = (nT) est decrmssante.

Conclusion : D’apres Leibniz la série converge.

Etude de la convergence absolue

(- 1)" Inn

On a la série )51 Zn>1 * On utilise la comparaison a la limite
Inn
avec la série Zn>1 En effet ans 2l —pour n = 3ou bien lim 4~ = lim Inn =
n—-oco — n—00

n
+o00. Or, Zn>1 est une série de Riemann avec p = 1 < 1 donc diverge et par

(=D"Inn 1) Inn (- 1)"1

suite la série ),s; |———| diverge. Donc Yns1——— converge

conditionnellement.

N.B. :On aurait pu également utiliser le critére de comparaison a une intégrale
pour la convergence absolue.
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21  Comparaison directe et critére de comparaison a une intégrale :
2 2 1 . 1
on a > = pour tout n = 2. Or, la fonction f(x) =
3+nlnn 2nlnn nlnn xInx
vérifie les condition du critére de comparaison a l'intégral (positive, continue et
décroissante sur [2, +oo[). De plus,
+00 1 t 1
f dx = lim dx = lim[InInx]5
, xlnx = too J, xInx t—oo
lim (In(Int) —In(In 2)) = 400 qui est alors divergente.On conclue, en utilisant
t—+oo
. NPT 1
la comparaison a l'intégral, que la série ),,5p —— —— est divergente. D'apres le
" . . 2
critere de comparaison directe, la série ).,,5» e est aussi divergente.-
o Q ° . 0 V[ T
22 Comparaison a la limite : on a lim arctanvn = 7 donc arctan/n ~~ - De plus,
1 1 tanvn i >
arctanvn ) . o >
~—, et donc ———=——==~ £. Donc la série de comparaison est < ou
Jnm+1) n’ nn+l) n p L1 n
Arctann
o Vs
tout simplement Zn>1 (sans la constante —) En effet, lim & =J# 0.
n—->oo ;
. arctanv/n 1
Donc les deux séries Y., —— NoTore) et Zn>1 sont de méme nature. Or, Zn>1—
nmn
est une série de Riemann avec p=1< 1 donc diverge. D'ou, la série
3 Arctann diverge.
n=1 \/—
Exercice 2

= 1
Lx=315=3+=+5(+ o+ ++)=3+=+5 N5

102 ° 103 = 104
1

34513, 1, 5 264
10 1 X 10 90 90
10 1
3 _ 1 103 _ 2993,
2. y=3,023=3+23%}2 17g2n+1 3+23 #_990

Exercice 3

1. On peut répondre a cette question de deux manicres différentes.

Premieére méthode (méthode générale utilisant les séries)
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1
— SN I S I IR to 1 _g_ 10 _ (l):
Ona0,9=9 (10+102+103+104+ ) 9Z"=110n 91_1_10 9 9 L

Deuxieme methode

En multipliant I'égalité x = 0,9 par 10, on obtient : 10x =9,9 =9+ 0,9 = 9 + x.
Doncona: 10x = 9 + x, et par suite 9x = 9. D'ou, on en déduitque x = 1.
2. Idem que le numéro 1.

Exercice 4

1. h, =5 (%)n (en métres)

4
2.h,=5 (i) = 1280~ 19,5 x 1072 métre=19,5 cm
9 6561

ln10—2

a\" a\"
=5(=) < =2 -) <1072 > — = =
3. b =5(3) <5x10?% e () 10?2 n> ) = 5,68. Donc 1 = 6.
4. Soit D, la distance parcourue par la balle aprés n rebond et juste avant son (n+1)-iéme
rebond. On a alors :

Dn=5+20 b =5+ 1080 () 08 Dot e =Tt (2 =24 () + (&) +

ols ||

y . y 2,0 . 4 X ) i ’
est une série géométrique de raison r = 5 et de premier terme h; = - - Ainsi, on obtient :
n
- L 4 k 1— rnombre de termes 4 1— (g)
hy = Z (—) = 1°"terme S .
k=1 k=1 5

Il s’en suit que :

4 N\
Z" z" N ;(1-G)) 4"
D,=5+2 h, =5+ 10 (—) =5+10—4=5+8 1—(—)
9 1-2= 9

Or,ona:

Daz11 o [5+8<1—(§)n>211 @[1—(§)n2%]© () S%anizgg

Ainsi, la distance de 11 metres sera atteinte apres le deuxiéme rebond et juste avant le
troisiéme rebond.

5. Soit D la distance totale qui sera parcourue par la balle (distance théorique car ce n'est
qu'une limite du fait qu'on suppose que le mouvement sera continue sans amortissement et
donc perpétuel).

Ona:
k
D =1lim Dy =5+2%f% by =5+ 1052 (5) =5+10-25 =5+ 8 = 13 métres

n—->oo

ou directement :
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D = lim D, = lim [5+8(1~ (£)")] =5+ 8~ lim ()" = 5+ 8 = 13méres

n—oo n—-oo n—->oo

car lim r™ = 0 si |r| < 1 ou dans notre cas |r| = g <1.

n—oo

Exercice 5

4 n
22k 174\ 1 1—(—) 9 4\
_ \n —_ yn 1 _1 27) _ (£ .
1. Sp = Xk=03sr1 = k=03 (—27) = —== (1 (27) ) Doncona:
27

. .9 4\1 9 S e
lim S, = lim = (1 = (—) ) = — (somme d’une série géométrique).
n-oo n—oo 23 27 23

252~ Bl = Do (5 -2) =Bl ()~ (-2
22 (5 -2) () =G - () -2

Doncon a:

) ) 1 1
i‘lﬂ‘osn-&‘lﬁ‘o(z‘z+n+1)—z

N | =

1
—yn 1 _yn (2__1 —yn |1 _ 1y _1/1 1
L Sn_Zkzlk(k+1)(k+2)_zk=1<k k+1+k+1>_zk=1[2(k k+1) 2(k+1
_12“:<1 1 ) 12( 1 1 )_1(1 1 ) 1(1
C24\k k+1 2&4\k+1 k+2/ 2\1 n+1) 2\2 n+2
) 1 1, 1
4 2n+1) 2(n+1)

Doncon a:

lim S, = Ii (1 LI )—1
et T e \a T 2+ ) 2+ D)) 4

5= B (1) = B () = 5 (n () - ()
+1

k+1

2
= Yk=1(bx = bg41) = by — bpyy =In(2) —1In (Z—;)avec by =1In (T)
Doncona:

: : n+2
711_1;1;10 Sp = 711_1;1;10 (ln(Z) —1In (n n 1)) = 1n(2)
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Chapitre 2
Suites et séries de fonctions

2.1 Convergencesimple

OnsupposeauekK estl'un descorpsR ou C etqueD estunepartienonvide de K.

2.1.1 Définition. i) Une suite de fonctiongfy)ney de D dansK est une applica-
tion n— f, deN dans I'ensemble des fonctions de D d&hs
i) Une suite de fonction§fp)neny de D dansl§ corverge simplemené \>/ers la fonc-
tion f siquelque soit (= D, la suite numériqt@é”(t neN converge vers f't/.

On peutreformulerla propriétéii) dela fagconsuivante

2.1.2 Propasition. La suite de fonctionsfy)nenyde D dans K converge simplement vers
la fonctionf si et seulement si :

VteD,Ve>0,3INeNtelquen>N=|{f(t) —f ()| <E€.

2.1.3 Définition. i) Unesériedefonctionsdetermegénéralu, de D dansk estun couple
formé de deux suites denctions définies sur D et a valeurs dans K

{(un)nen, (Sn)nen} tellesque

n

VteD,Vne N, g(t) = Z}ui(t).
=

i) Pourtout ne N, u, s’appelle le terme général d’ordre n de la série de fonctions
et s, s’appelle la somme partielle d’ordre n.

iii)  Une série de fonctions de terme général wéfini sur D, a valeurs dankK
converge simplement et a pour somme s si quel que sodtla série numérigue de
terme général y(t) converge et a pour sommé s

iv)  Sila série converge simplement, pour toe D et n€ N, ry(t) = s(t) — s (t)
s’appelle le reste d’ordre n de la série de terme général u

Comme dans le cas des séries numériques, on a :
+00

2.1.4 Notations. Onnotes= Z}ui. Ce qui veut dire :
i=

n

vteD, st) = n"Tw U;(t).
if
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Si la série de fonctions de terme généraktonverge simplement et a pour somsen
peut donc écrireVt e D, Vne N,

k n k ~+00
F(t) = k[n;wi: ui(t) — i;Ui (t) = kﬁrgwizélui (t) = i:;Hui (t).

La convergencele la sériede termegénéraluy(t) s’exprimepar la convergencale la
n

suitedessommegartielless,(t) = Z)Ui (t). Onpeutdoncreformulerla propriétéiii) de
i=

la définition 4.1.3 en:

2.1.5 Proposition. La série de fonctiorde terme généralide D dans K converge sim-

plementeta poursommes si etseulemensi,Vt € D, Ve> 0, IN € N telque :

n

Eoun(t) —5(t)

=

N>N=|s(t) —s(t)| = =Irn(H)[ <&

Remarquongjuedanscesdéfinitionset propositionssur la convergenceimple,l’'entier

N peutdépendralet : il n'y apasengénéralun entierN qui marchepourtoutt € D. A
causedecela,la convergencsimpledessuitesou sériesdefonctionsnetransmepas,en
générallespropriétégdela suitea salimite ou dela sériea sasomme.

Donnonsdesexemples
2.1.6 Exemple. i) La suite de fonctions continues définie pour toat[D, 1] par

fn(t) — tn,
converge simplement vers la fonction discontinue f telle que :

{ ft) =0 site0,]]
f(1) =1

ii) La série de fonctions continues définie pour togt D, 5], de terne général

Un(t) = sinftcod't,

converge simplement et a pour somme la fonction s, discontinue en 0, telle que :

_ sinft
~ 1—cog
=0.

Tt
ite]0, =

2.1.7 Exemple. i) La suite de fonctions dérivables définie poutnl et pour
t € [0,71/2] par
_sinnt

fa(t) = V.

converg simplement vers la fonctidn
Par contre la suites des dérivées

. n cosnt

fit) = "n = Viicost
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ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la limité fies-n.
i) La série de fonctions dérivables définie pour 2 et pour te [0, 11/2], de terme

général

sinnt  sin(n— 1)t

Un<t) = — 5
/N vn—1

converge simplement et a pour somme la foncti@mnt.
La série des dérivées ne converge pas.

2.1.8 Exemple. i) La suite de fonctions définie pap(t) = nt(1—t2)" pour tout
t € [0,1] converge simplement vers la fonction nulle. Par contre,

") - t)dt = "
/0 o) t:n/o (L 9)dt= o

Cette siite converge vers/2 qui n’est pas égal a I'intégrale de la limite d¢$,)nen SUr
[0,1].
i) La série de fonctions continues définie pourr, de terme général

Un(t) = nt(L—t3)"— (n— (1 —t?)"Y),

pour tout te [0,1] converge simplement et a pour somme 0. L'intégrale dsun [0, 1]
R N n—1 . .y o
vaut d’apres le |)T_|_2 ~ o La sére dont le terme général est I'intégrale dg sur

[0,1] converge donc verk/2, puisque

n < i i—l) n 1
. - - - —n——+o0w <
2\ @2 3 ) " ez 2

qui n’estpasl’intégrale dela sommealela sériedetermegénéralu, sur [0, 1].

Pourqueles propriétésde la suiteou de la série,setransmettené la limite de la suite
ou a la sommede la série,on estdoncamenéa définir une convergenceplus forte, la
convergenceniforme.

2.2 Convergenceuniforme

2.2.1 Définition, Une suite de fonctior(sfp)neny de D dans K converge uniformément
vers la fonctiorf si :

Ve>0,3INeNtelquen>N=VvteD, |[fo(t) - f(t)| <E€.

Cettedéfinitions’écrit encore :

2.2.2fPr_oposition. La suite de fonctionsfy)nende D dans K converge uniformément
versfsi:

Ve >0, IN e Ntelque n> N = sup|fa(t) — f(t)| < €.
teD
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2.2.3 Définition. Une série de fonctiorge terme généralqde D dans K converge uni-
formémeneta poursommessi:

Ve >0, IN € N tel que

N>N=VvteD, |s(t)—st)|= 'i)Ui(t) —9(t)

— Irn(t)| <e.

On peutégalementeformulercecien:

2.2.4 Proposition. La série de fonctionsde termegénéralu, de D dansK converge
uniformémeneta pour sommes si etseulemensi :

Ve >0, IN € N tel que

n

3 un(t) ()

On peutdéfinir unenormesur 'ensembledesfonctionsbornéessurun ensembleD, qui
estdirectementeliéeala convergenceniformedessuitesou sériesdefonctions:

N> N = sup|sn(t) —s(t)| = sup
teD teD

— suplr(t)] < .
teD

2.2.5 Définition. Soit f une fonctiobornée sur D, alors on appelle norme de la conver-
genceuniformede f, le nombredéfinipar :

1]l = supf[f(t)] |t < D}.

Gracea cettenorme,on peutécriretressimplementa convergenceniformedessuiteset
sériesdefonctions:

Remarque. 1) La suite de fonction$f,)neny cOnverge uniformément verfssi et
seulement si la suite numeériquef, — ||, )nen converge vers 0.

2) La seérie de fonctions de terme généuglconverge uniformément et a pour
sommes si et seulement si la suite numériguis, — 9|, )nery converge vers 0.

La différence essentielle entre les définitions 4.2.1 et 4.2.3 sur la convergence uniforme
des suites et séries de fonctions et leurs analogues pour la convergence simple, définitions
4.1.1 et 4.1.3, est qu’ici I'entidd ne dépend pas de= D : il est le méme pour tous lés

dansD. Cette constatation permet de montrer la proposition suivante :

2.2.6 Proposition. i)  Si une suite( fy)nen converge uniformément vers f, elle
converge simplement vers f et la réciproque est fausse.

i) Siune série de terme générg| converge uniformément et a pour somme s, elle
converge simplement et a méme somme. La réciproque est fausse.

Démonstration. i)ll suffit de remarquer que si syp, | fa(t) — f(t)| tend vers 0 quand
n — 4o, alors, pouty fixé dansD, fy(to) — f(to) tend vers 0.

Voici un contre-exemple montrant que la réciprogue de cette proposition est fausse :
la suite de fonctions de I'exemple 4.1£(t) =t" pourt € [0,1] converge simplement
vers la fonctionf telle quef(t) =0sit € [0,1] et f(1) = 1.

Or suRc(o,q) | fn(t) — f(t)| = SURc(o 1 t"| = 1 ne tend pas vers 0 quane- + donc cette
suite ne converge pas uniformement gud].
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i) De la méme maniere, si syp |s(t) —s(t)| tend vers @uandn — -+, alors, poutg

fixé dansD, sy(tp) — S(to) tend vers 0.

De méme, pour montrer que la réciprogue de cette proposition est fausse, donnons un
contre exemple :

la série de fonctions de I'exemple 4.1.6, de terme géngta) = sir’tcos't défini pour

t € [0, 11/2] converge simplement mais non uniformément car :

P - sirftcod 1t
sup |r(t)|= sup siftcost| = sup |[——Mm—| =2,
te[0,71/2] telo,n/2) i1 xelo,r/2)|  1—codt
puisque :
. sirftcodtlt
im—————— =

t—0 1-—cost

Il existeun critere de Cauchyuniforme, qui permetde testerla convergencainiforme
d’'unesuiteou d’'une sériesansconnaitresalimite ou sasomme:

2.2.7Théoreme. Critere de Cauchyuniforme.

j[) . Unesuitedefonctions( fn)ney deD danskK convergeuniformémensi etseule-
mentsi:

ve >0, IN € Ntel que p,q> N = sup| fp(t) — fq(t)| < &.
teD

i) Une série de fonctions de terme généralde D dandsK converge uniformément
si et seulement si :

<E&.

p
Z Ui ('[)

ve >0, 3N e Ntel que p,q > N = sup|sp(t) — sq(t)| = sup
teD =1

teD

Démonstration. iSupposons quéfy)ner converge uniformément vefssurD. Alors :
Ve>0,3INeNtelquen>N=VvteD, [fo(t) - f(t)| <e.
D’ou

pg>N=VvteD,

folt) — fo(t)] < [ (1) — F(0)] + | fg(t) — F(1)] < 22.

On a donc bien le critere de Cauchy uniforme.
Réciproguement, si

ve>0,3NeNtelquep,q>N=WteD, |fp(t) - fy(t)| <&,

pourt € D fixé, la suite de nombred(t))nen €st de Cauchy daris, donc converge vers
un nombref(t). Dans le critere de Cauchy, on peut alors faire terpvers +o et on
obtient :

ve>0,3INeNtelquep>N=VteD, |fo(t)— f(t)| <e.

Ceci montre que la sulitef ) neny converge uniformément vers

i) La démonstration de cette propriété pour les séries est la méme que pour les suites en
raisonnant sur la suite des sommes patrtielles.
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Commedansle casnumériqueproposition2.3.6,pourles sériesde fonctions, le critéere
de Cauchyuniformea un corollaire,quel’'on utilise beaucouppar sacontraposéepour
montrerqu’unesériede fonctionsne converggrasuniformément

2.2.8 Corollaire. Sila série de fonctionsde termegénéralu, de D dansK converge

]chniformémensur D, alors ||un||., = SURep |Un(t)| — O quandn — o. La réciproqueest
ausse.

Démonstration.ll suffitd'écrire:
[|Unl[c, = Sup|un(t)| = sup|sn(t) — sn-1(t)],
teD teD

et d’appliquer le critere de Cauchy uniforme.

Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de prendre une série dont le terme
général est une fonction constante, qui diverge et dont le terme général tend vers 0 a
I'infini comme en 2.3.6. Par exemple la série de fonctions constantes, de terme général

1 ,
un(t) = N> 1, pour tautt convient.

On a pourlessériesde fonctions, unenotionde convergencela convergencenormale,
qui impligue la convergenceuniforme et qui dansla pratique est souventfacile a
veérifier :

2.2.9 Définition. Une série de fonctions de terme génératanverge normalement sur
D

si la série numérique a termes positifs de terme générgl || supp |un(t)| converge.
Le termeconvergencaeormalecorrespond au faju’elle s’exprime a l'aidede la norme
de la convergenceniforme définie dans la définitich2.5 :

Cettenotionde convergencestplusforte quela convergenceniformecarona:

2.2.10Proposition. Sila sériede fonctionsde termegénéralu, convergenormalement
sur D, elle convergeuniformémensur D.

Démonstration.On peutécrire: P P
supl H ui(t)| < S suplui(t)].
teD |i=qF1 i=q+1tebD

Si la série numérique de terme general;sgfun(t)| converge, elle vérifie le critere de
Cauchy et I'inégalité ci-dessus prouve que la série de terme génémalifie le critere de
Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément3ur O

Remarque. La récproque de cette propriété est fausse : la série de fonctions de terme

- —1)" ) :
généralup(t) = (n-i-)t , n> 1 est unformément convergente mais non normalement

convergente sup, 1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalement convergente car

(="

n4t

1

:—7

n

[[Unle, = sup
te[0,1]

et cete série numérique est divergente.
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Pour montrer la convergence uniforme, on utilise la majoration ste idune série alter-
née, voir 2.5.2 :

vt e [0,1], |ra(t)| <

(=" 1
n+1-+t n+1|

Par suie, sup|rp(t)| — 0 quandn — o et on a bien convergence uniforme §irl].
te[0,1]

. L L. sinnt e
2.2.11Exemple. i) La série de terme généraj(t) = 2z ,n> 1, définie suilk

convergenormalementar :

1

sinnt
n2’

Junll = sup 25

teR

i) Soitr€]0,1]. La série de terme général(z) = Z" définie sur le disque Dcentré
a l'origine, de rayon r, converge uniformément sur ce disque car :

[Un|l = SUP|Un(2)| =r".
zeDy

Remarque. Danstoutesles définitionset propriétésde ce paragraphele domaineD est
fondamentalDansl’exempleii) ci dessuspn a convergenceniformesurD, pourr < 1
maispassurD;.

2.3 Continuité deslimites et dessommes
pour la convergence uniforme

. Théoréme.Soit (fy)nen Une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour taui¥ f, est continue en
un point b de D, f est aussi continue ef t
On peut alors écrire :

f(to) =im f(t)=lim lim fo(t)

t—ton—+4o
= lim fu(tg) = lim lim fu(t
n—-co I’]( 0) n—+4ot—ty I’]( )’

ce qui est un cas d’interversion de limites.

Démonstration.Puisque la suitéfy),cn converge uniformément veffs on a :

Ve>0,3INeNtelquen>N= VteD, |fo(t)—f(t)| <

Wl m

€ > 0 étant fixé, écrivons la continuité de la fonctifjpenty :

dn > 0tel quelt —tg| < n = |fn(t) — fn(to)] <

Wl m

Pour tout € D, on peut alors écrire :

[f(t) = f(to)] = [f(t) — fn(t) + fn(t) — fn(to) + fn(to) — F(to)]
[F(t) — fn ()[4 [ fn(t) — fn(to)] 4| fn(to) — f(to)] .

IA
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Doncsi|t—tp| <n,ona
() - f(to)| <

Ceci prouve la continuité dé enty.

Corollaire. Soit (fn)ney Une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers unefonction f sur D. S pour tout n € N, f,, estcontinue aur
D, f est aussi continue sur D.

Théoréme.On considere une série de fonctions de terme géngradéfini sur un
domaine D, qui converge uniformément et a pour somme la fonction s sur D. Si pour tout
n € N, uy est continue en un poing tle D, s est aussi continue gn t
On peut alors écrire :

+00
S(to) = tlﬂlo ui(t)
i=

+oo - +o00
= U(tp) = lim ui(t),
= iSpt—to
ce qui est un cas d’interversion de limite et somme infinie.

Démonstration.On appliquele théoreme2.3.1a la suite (Sne)” y des sommes partielles

de la série de termgeénéralu,, qui sont continues commsammes finies de fonctions
continues.

2.3.4 Corollaire. On considere une seérie de fonctiaes terme genéralg) défini sur un
domaineD, qui converge uniformément et a pour somme la foncisar D. Si pour tout n

€ N, u,est continuesur D, s est aussi continue sur D.

On utilise souvent ces résultats par contraposée : en reprenant 'exemple 4.1.6, on retrouve
immédiatement :

2.3.5Exemple. i) Lasuitedefonctionscontinuesf,(t) = t" convergesimplement
vers unefonction f, discontinuesur [0, 1]. Elle ne convergedoncpasuniformémensur
cetintervalle.

i) La sériedefonctionscontinuesde termegénéralsin’t cos't convergesimple-
mentsur [0, 71/2] et a pour sommeunefonctiondiscontinue Elle ne convergedoncpas
uniformémensur cetintervalle.

La convergenceniformedessuitesou sériesdefonctionsestsuffisantemaisnonnéces-
sairepourassureta continuitédeslimites ou dessommesDe plus,engénéralpnnepeut
pasappliguerdirectementes résultatsde continuitédeslimites de suitesde fonctions,
théorémet.3.1,etdesommeslesériesdefonctions théoremet.3.3,surle domaineD en
entieret on estobligéd’utiliser un argumentgdit de saturationDonnonsdeuxexemples

2.3.6 Exemple. 1) La suite de fonctions,ft) = n’te™™ ne converge pas unifor-
mément suf0, +co[ mais sa limite est continue s{0, +oo|.

2) La mme de la série de fonctions de terme gén(%&h > 1, est continue &
J1, oo
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Démonstration. 1) .a suite de fonctiong f,)nen cOnverge simplement vers 0 §0r+oo|
qui est bien une fonction continue.
Par contre, la convergence n’est pas uniforme. En effet, t 3= ne " (1 — nt), cette

. 1 n
fonction s’annule eh=—et sup fy(t)= fn(ﬁ) =ghne tendpas vers 0 quanal— +-co.

te[0,4-o0]

En revanche, il est facile de voir que la suite de fonctiding,cy converge uniformément
vers 0 sur tout intervallg, +o[, poura > 0.

2) Soita> 1. On peut écrire :
1 1
- S i

vt e [a7-|—00[7 0< nt na’

La sére numérique de terme genernai est conergente. La série de fonctions de terme

o1 , .
generalﬁ est nomalement convergente donc uniformément convergentéastro| et

sasommes estcontinuesur cetintervalle.Commeceraisonnemengstvalablepourtout
a> 1, sestcontinuesurtouslesintervalles|a, +o[ aveca > 1 doncaussisurleur réunion
qui est exactemeittiintervalle |1, +oo]. O

2.4 Dérivablilité deslimites et dessommes
pour la convergence uniforme

Pour pouvoir parler de dérivatioan va se placesur un intervalleouvert | C R.
2.4.1 Théoréme. Soit (fincy Une suite de fonctiordefinies et dérivables sur un inter-
vallel € R telle que: _ .

1) Il existe p € | tel que la suite numeriquef,(to) )nery CONVerge

2) La suite des dérivédd])neny converge uniformément sur tout sous-intervalle
borné de | vers une fonction g.
Alors, la suite( fn)neny converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de | vers
une fonction dérivable f telle qué £ g.
On peut alors écrire, pour toutd 1,

/

f'(t) ={ lim fu(t)

N—-o00

i !
_ nI—I>r-T|-]oo fn(t),

ce qui est un cas d’interversion de limite et de dérivation.

Démonstration.Soit 1’ un sous-intervalle borné decontenanty et soit|l’| sa longueur.
Soite > 0 fixé. On peut écrire le critere de Cauchy uniforme pour la ujfg .y surl’:
€
IN e Ntelquep,g>N=Vtel’, |fi(t)—fy(t)| < 20

Pour claque couple,q > N, appliquons le théoreme des accroissements fintg arta
fonction f, — fq : pour toutt € 1,

[[fp(t) — fa(t)] — [p(to) — fa(to)]| < [t —to| sup| f5(t) — fa(t))]

tel’
<|t—to| 57
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Donc pour tout €', on a:

[1o(6) = fa()] < | folto) — falto)| + 5.

Par hyothese, la suit¢f,(tp))neny CONverge; par suite, elle est de Cauchy et il existe
N’ € N tel que

p.a> N = |fp(to) — fq(to)| <

NI ™

On en eduit que :
£ €
p.a>sup(N,N'} = vtel’, |[fo(t) — fy(t)| < sts=¢

Ceci prouve la convergence uniforme de la s(ftgcn surl’. Soit f sa limite.
En reprenant la formule des accroissements finis ci-dessus en utygolhet en divisant
par|t —ti|, on peut écrire p,g> N =Vt € I', t # 1,

fp(t) — fqt)  fp(t) — fq(ts) fot) = fplty) _ fq(t) —fq(t)| _ ¢

t—t1 t—1; t—11 t—11 _2“/‘.

En revenant au début de la démonstration, on a vu que I'on a aussi :

&
pa>N= Vtel, |[fi(t)—fyt)| < 2

En défnissant la suite de fonctiori$n)ncw par :vn € N,
) = )=t

-t
$n(tr) = falta),

ces propriétés montrent que la sufis)neny converge uniformément suf. Soit ¢ sa
limite.

La suite(¢n)nen €St une suite de fonctions continuestgnar puisque par hypothese, les
fonctionsf, sont dérivables ey et on peut écrire :

im () = lim O I _ gy g,

t—ty t—ty t—11
En appliquante théoréme.3.1, on voit que la limite de (¢n)ney €St coOntinuesn 4 et
que

pourt #tg

b(t) = glt) = lim (ty) = fim fim (0= fnta)

Nn—--o0 n——4ot—ty t_t<1

. . fn(t) — fu(t . f(t) —f(t
= lim lim M = lim A

t—ty n—+oc0 t—1; t—tg t—1tq

On en aduit que la dérivée dé au pointt; existe et vaut
F(t) =g(tr) = lim_fa(te).

Puisque ceci est vrai pour tayte I/, ceci prouve bien qué est dérivable sul’ et que sa
dérivée est la limite de la suitd/ )<y, C'est-a-dire qug = f'.

Comme on a choisi pour' un sous-intervalle borné quelconque Ideontenanty, le
raisonnement précédent prouve que la Uity converge uniformément sur tous sous-
intervalles bornés decontenantp. Donc la limite f de la suitg fy)nen €St dérivable, de
dérivéeg sur tous sous-intervalles bornésldmntenanty et par suite surtout entier. [
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2.4.2Corollaire. Soudeshypotheseduthéoreme?.4.1,sideplus,lesfonctionsf;, sont
continuessur |, alorsla limite f a unedérivéef’ continuesurl.

Démonstration.Comme sous les hypothésesdu théoréme2.4.1, la guite ( f ')pen
converge uniformémentsur tout sous-intervalleborné de I, il suffit d’appliquer le
théoreme2.3.1 :

la limite f ' de la suite ( ?)nEN est continuesur tout sous-intervallborné de | et doncsur
| tout entier.

Remarquons que la convergenggforme de la suite de fonctions ne suffit pas a assurer
la dérivabilitéde la limite:

. . - 1
2.4.3Exemple. La suite de fonctionsdérivablesfa(t) = (t*+ ?)1/2

uniformément suR vers la fonctiont|, qui n’est pas dérivable en 0.

, h> 1 converg

En effet, pourtout e Ron a:
1 1
t] < (24 S)V2<t|+=.
< @+ )< i+
D’ou L
VER, [folt) ~ It < -

Cetteinégalitéimpliquela convergenceniforme de la suite (zjhcyVvers la fonction |t|.
D’aprésle théoreme.4.1,la suitedesdérivéeme converggpasuniformémensurR.

On utiliserabeaucoupe casparticulierduthéoreme2.4.1 suivant:

2.4.4 Corollaire. Sila suite de fonctionsdérivables( fn)neny convergesimplemensur |
versf et si la suite des dérivéesnverge uniformément sur tous les sous-intervalles

bornésdel versg, alors f estdérivableet f’ = g surl.
Onvamaintenanétudierla dérivabilittdessommesie séries:

2.4.5Théoreme. Soitl unintervalledeR. On considéreunesériedefonctionsdeterme
généraluy,, dérivablesur| telle que

1) Il existe p €| tel que la série numérique de terme générgltg) converge

2) Lasérie des dérivées, de terme généfatanverge uniformément sur tout sous-
intervalle borné de | et a pour somme une fonctmn
Alors, la série de terme généra) sonverge uniformément sur tout sous-intervalle borné
de | et a pour somme une fonction dérivable s telle Jues.
Avec la notation des sommes infinies, ceci s’écrit :

. /
S(t) = ( Zoun(t)>

ce qui est un cas d’interversiate somme infinie et de dérivation.

Démonstrationll suffit d’appliquerle théoréme2.4.1 ala suite (sy)ney dessommegar-
tiellesdela sériedetermegénéralu,, qui sontdérivablescommesommediniesde fonc-

tionsdérivables.
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Onobtientégalementescorollairessuivantpourlessériesdefonctions:

2.4.6Corollaire. Soudeshypothéseduthéoreme2.4.5,sideplus,lesfonctionsu;, sont
continuessurl, alorsla sommes a unedérivées continuesurl.

2.4.7 Corollaire. Sila sériede fonctionsdérivables,de termegénéralu, convergesim-
plementsurl eta poursommesetsila suitedesdérivéeonvergauniformémensurtous
les sous-intervallebornés de | et a pour somnag, alors s est dérivable ets o sur I.

2.4.8 Exemple. Soit 0 < r < 1 ét=[—r,+r]. On considére la série de fonctiodgfinies
tn+l

sur |, de terme généralt) =

n+1

La sérienumériquede termegénéralu,(0) convergec’estla sérienulle!) etla sériedes

dérivéedetermegénéral" convergeuniformémensurl d’apresi’exemple2.2.11(ii).
+oo N+l

La sommes(t) = Z) — est donc érivable et sa dérivée vaut :
n=

+00 N 1

+00
Commes(0) = 0, on en déduit qus(t) = Zo
n=

tn+1
=—In(1-1).
n+1 ( )

2.5 Intégration deslimites et sommespour la convergenceuniforme

2.5.1 Théoreme. Soit ( f)nery Une suite de fonctiordefinies et continues sur un
[AteV@deR et qui converge uniformément vers une fonction f [sub]. Alors, la suite
b

b
numérique(/ fa(s)d converge et a pour Iimit?/ f(s)ds.
a

a S) neN
On peut alors écrire :

b b
/ f(sds = lim [ fn(s)ds

N—+o0o Jo

:/ab (nm]w fn(s)> ds

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrales.

t
Démonstration.Pour toutn € N et pour toutt € [a,b], on poseR(t) = / fn(s)ds Les

a
fonctionsF, sont dérivables syga, b] comme intégrales de fonctions continues et de plus

vt € [a,b], F(t) = fa(t).

D’aprés I'hypothése, la suitéF!),n converge uniformément sia,b] et comme pour
toutn € N F,(a) =0, la suite numériqu(aFn(a))neN converge. On peut donc appliquer le
théoréme24.4.1 & la suitén )y : cette suite converge uniformément $ayb| vers une
fonctionF telle queF’ = f etF(a) = 0. On en déduit :

vt e [a,b] F(t):/tf(s)ds

a
En particulier pout = b,
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2.5.2 Exemple. Soit (f)nen la suite de fonctions définies sur [0, 1] par :

fa(t) =t"(1-t)".

1 1 o
Comme pout € [0,1], 0<t(1—t) < gona VneN, 0< fy(t) < ik Ceci implique
que la suite de fonctions continug,)nen converge uniformément vers 0 90r1].
1
La suite(/ s'(1—9)"ds),,, converge vers 0.
0

2.5.3 Théoréme. On considere une série de fonctidaserme généraly) défini et
continusur [a, b, qui converg uniformémensur [a, b] eta poursonmes Alors, la série

numérique de terme gener@/ Un(t dt) converge et a pour somn}é t)dt.
On peut alors écrire :

b +0 b
s(t)dt = un(t) dt
/a n/?fi‘-’n“)) dt,

ce qui est urtas d'interversiorde somme infinie et d’intégrale.

DémonstrationOn appliquele théorémeprécéden?.5.1 a la suite (Sy)ney dessommes
partiellesde la sériede termegénéraluy, qui sontcontinuessur [a,b] commesommes

finiesdefonctionscontinues ]

2n
2.5.4Exemple. Onconsidérda sériedefonctionsdetermegénéralu,(t) = v défini

(2n)!”’
sur0,1].
t2n

1
(2n)! — (2n)
mément (proposition 4.2.10) s{0,1]. D’apres le théoréme précédent, on a donc, pour
toutx € [0,1] :

400 X2|+1 X t2l X [+ t2i "X
dt—/ cosht dt = sinhx.
Z) 2i+1)! / /o Z)(ZI) 0

2.6 Exercicessur le chapitre 2

Commevt € [0,1], 0 <

cette grie converge normalement donc unifor-

2.1 Exercice.Pour n > 1 et x €]0,+oo[, on définit la suite de fonctiong)qfn par :
fn(x) = n|Inx|".

1) Déterminer le domaine de convergence sinipkge cette suite de fonctions.

2) Etudier la convergence uniforme de la suifg)neny SurD et sur les sous-intervalles
fermeés bornés db.
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2.2 Exercice.Soit a un nombre réel strictemepbsitif. On considére la suite de
fonctions définie sur 'intervall¢0, 1] par :

n>1, fo(x) =nx'(1—x)%.

1) Montrer que la suite de fonctioridn)ney converge simplement sur l'intervall@, 1] et
trouver sa limite.

2) Montrer que la suite de fonctior{$n)ncny cOnverge uniformément vers sa limite sur
I'intervalle [0, 1] si et seulement gt > 1.

3) On suppose & a < 1. Montrer que la suite de fonctiofi$,)nen coOnverge uniformé-
ment sur le segmeiid, a] pour touta € [0, 1[.

2.3 Exercice.Soit a un réel strictememositif. Pour tout n € N, on désigne pagla
fonctiondéfiniepourx € [0, 4-oo[ par:

Un(X) = e "

1
1) Calculer lim =1 .
) Calcu er lim — Nunp(X) pourx >0

2) En déduire que pour toat> 0, la série de fonctions de terme générglx) converge
simplement suf0, +oo].

3) a)Pour|z] < 1, calculer’)’ nZ".
n=1

+00
b) En faisant un changement de variable, en déduire la sos(xne- Z un(X) pour
n=1
toutx € [0, 4-oo].

4)a) Calculer sup un(X).
x€[0,+-o00]

b) En déduire que la série de fonctions de terme géngfa) converge normalement
sur[0, o] si et seulement € > 4.

5) Soit a = 4. On cherche a montrer que dans ce cas, la série de fonctidxsne
converge pas uniformément g0 +oo|.

a) Trouver un réeC > 0 tel que

2N

2

YN* e N, Z\‘un(xN) > C avecxy = “N'
n=

2N
b) En dédiire que sup Zwun(x) ne tend pas vers 0 quaht— +oo.

X€]0,+00[ n=
c) Conclure.
6) On suppose toujours que= 4.
a) Montrer que lin}_,g+ S(x) = 1.
b) Retrouver la conclusion de la questidhn
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2.4 Exercice.Démontrer les inégalitépour 0 < x < 1:
0<e&—1-x<2&

Soit

Up(t) =exp2™—1,t e R,ne N*.
1) Déterminer I'ensembl® des réelg € R pour lesquels la série de fonctions de terme
généraluy(t) converge.

2) Soit a > 0. Etudier la convergence uniforme sur l'intervale+o[ de la série de
fonctions de terme général.

3) Soitsla somme de la série de fonctions de terme géngrdttudier la continuité de la
fonctionssurD.

4) Trouver un équivalent pows(t) quandt tend verst-oo.

2.7 Corrigé desexercicessur le Chapitre 2

Corrigé del'exercice2.1

1) Pour|lnx| < 1, la suite numériquéf,(x)) . converge vers 0 et polinx| > 1, la suite

neN
- : 1

numérique( fa(x)) . diverge. Dond :]E,e[.

2) On remagque que sup|Inx|" = n donc la suite de fonctionsfy)neny NE converge pas

) ; xeD
uniformément sub.

. 1
Soit [a, b] C]é, e[ un sous-ensemble compactde
Alors sup n|Inx|" =nsugInal,|Inb|)" — 0 lorsquen — 4o, donc la suite de fonctions

x€[a,b . ;
( fn)nen cONverge uniformémersur [a, b).

Corrigé del'exercice 2.2

1)Sio<x< 1,nX"— 0lorsquen — +oo.
Six=1, f(x) =0.

Doncla suitedefonctions( f,)n>1 convergesimplemenwvers0 lorsquen — —+o.
2) On cherchde maximumdela fonction f, surl’intervalle [0, 1]. Pourcela,on calcule:

/() =" 11— x)?Yn— (n+a)x).

n

n : . ..
En posank, = ——— on voit quef, est croissante su®,x,| et décroissante six,, 1].

fn atteint donc son maximum eq et celui-ci vaut :
)anl—a_

_ _ a.n @
Mp = fa(Xn) = Nn(1+ n) (n+a

)~ (

|

CommeM;, — 0 lorsquen — +oo si et seulement st > 1, la suite de fonction&f,)nen
converge donc bien uniformément vers 0 Jd| si et seulement s > 1.
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3) On suppose & a < 1. Sia€ [0,1] est fixé, comme lim, Xy = 1, Sin est assez
grand,x, > a, donc la fonctionf, est croissante sur le segméta] et de plus, lorsque
n— oo :

sup | fa(X)| = fn(a) — 0.

0<x<a
La suitedefonctions( fn)nen convergedoncbienuniformémensurle segment0, al pour
touta € [0,1].

Corrigé del'exercice 2.3

1) Pourx >0, 0na: ﬁInun( X) = n(Inn+alnx né).

1
Dol lim =Inup(x) = —x2

n—-o N
2) Pou x > 0 fixe, la série a termes positits(x) vérifie nIir+n V/ Un(X) = e <1.0n

peut donc appliquer le critere de Cauchy : la série de fonctions de terme génréal
converge. Ceci étant vrai pour taxut- 0, on en déduit que la série de fonctions de terme
généraluy(X) converge simplement si®, +o[. Enx = 0, la série de fonctions est nulle
donc convergente de somme nulle.

(o]

z
3)a)Pourz<1l, ——— =Y nZ\.
22" &
—X2 (ee]
b) Posmsz= e . On en déduit que pour 0, xa<1_ee7x2)2 = Z Un(X) = s(X).

4) a) Etudions le maximum de, sur]0,+oo] :

U, (x) = m@Le ¢ (a—2n¢). Doncup(x) =0 <= X=X, = \/7

up admet tn maximum au poink, etun(X,) = We na/2 7"

L. - . : a
b) La sére numérique de terme generaim convege si et seulement Sé —-1>1

c’esta-direa > 4, ce qui implique le resultat
5) Poura = 4, la série de fonctions de terme générdlx) ne converge pas normalement
sur]0, +-oo].

2\2 4
a) PourN < n < 2N, un(xn) > n<N> e N> N e 4.

2N
Dol § un(xy) >4e 4=C.
2N 2N 2N
b) Onen déduitque sup $ un(x) > Zwun(XN) >Cetdonc sup Zwun(x) ne tend
X€]0,+-00[ n= n= X€]0,+0[n=

pas vers 0 quand — oo,

c) La série de fonctions de terme générgdlx) ne vérifie pas le critere de Cauchy uniforme
et donc ne converge pas uniformément|Su#-oo|.

6) a) On remarque quél — e*XZ)2 ~ x* quandx — 0. Doncs(x) ~ e¥ 1 quandx — 0.
b) Commes(0) = 0, la somme de la série de fonctions de terme génmeda "
discontinue suf0, +oo[ et par suite la convergence ne peut pas étre uniforme sur cet inter-

valle.
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Corrigé del'exercice 2.4

On posef(x) =& —1—x etg[ — x— 2x2. On vérifie que ( ) =g(0) =0,
quef estcroissantesur[0,1] € queg estdecrmssanteur[o 1]. Celaimpliquebienque

f(x) >0etg(x) <Osur [O 1].

1) Sit <0, aorslasuite (un(t))nen+ NeconvergepasversO quandn tendvers+-oo, donc
la sériedetermegénéralu,(t) diverge.

Sit>00ona2"™ - 0lorsqgue n — +o, et par conséquent, Un(t) ~ 2~™ (N — +o0).

L a série geométrique de terme ?eneral 2~ éant convergente car 127t <1, il résulte du
theoremedesequwalentspour es sériesa termespositifs quela sériede termegénéral

un(t) converge.
Conclusion D =R*.

2) Pourchaquen € N*, la fonctiont — un(t) estpositiveet décroissantsur [a, 4|, car
U, (t) = —n(In2)2 "exp(2~™) < 0 quelquesoitt € [a, +o].
DoncsuR_(a 4e[ [Un(t)| = Un(a).

Puisquda sérienumériquedetermegénéralin(a) convergela seriedefonctionsdeterme
généralu, convergenormalementoncuniformemensur|a, +oo|.

3) Fixonstg € D = R*.. Soita > 0 tel quea < tg. Pourchaquen € N*, un estunefonc-
tion continuesur [a,+[. De plus, la sériede fonctionsde termegénéralu, converge
uniformémentsur [a, +-|. D'aprésle théorémede continuitépourlessériesdefonctions
uniformémentonvergenteda fonctions estcontinuesur [a, +o[. En particulier,elle est
continueenty cartp €a, +].

Le pointtg € R etantquelconquepn déduitques estcontinuesurR? .

4) Puisque O< & — 1 —x < 2x% pour toutx € [0,1], on a 2™ < uy(t) <27 2.2-2
guels que soiert> 0 etn € N*.
Ceci impligue que

N N
2—nt < un(t) < 2—nt 42 2—2nt,
Z Zl n( ) nzl nZl

pour toutN > 1 et toutt > O
En faisantN tendre verst-o on obtient, pout > 0 :

2t 2t 22
Tt U w = S -3
22 2t
Comme - — = o(27) et T Mot 2'ona:

2t L
S Mot 7o Mot 2

En condusion,s(t) ~t_ 4w 27t
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Chapitre 3
Séries entiéres

I11. Les Séries de puissances et développement de Taylor-Maclaurin
(Séries entieres)

A. Séries de puissance

Définition 13:Une série de puissance en (x — a) est une série ayant la forme
K

D=0 Cr(x — @)™,

Une série de puissance en x est une série de la forme Y51 cpx*.
k x2

Exemple 43 : ZZSOJ;—, =1+ x +—-+ - est une série de puissance en x.

k Sk k
Lyt @Xx=D° oo 2°(=2)° 1
Exemple 44 : /%, Takt1 T Ak=0"gke1 T 3

+§(x -2) +24—7(x —2)2+4+ -+ est une
série de puissance en (x - 2).

Définition 14:Une série de puissance Y. x»o Ci (x — a)*converge en x = b R si la série

Y =0 Ck (b — a)*converge. Sinon, la série divergeen x = b.

Définition 15:L.’ensemble de toutes les valeurs de x pour lesquelles la série de puissance

Y =0 Ci(x — a)*converge est appelée 1intervalle de convergence de cette série.

Cet intervalle contient forcément x = a.

N.B. : Pour déterminer I’intervalle de convergence, il serait, au préalable, préférable d’en
déterminer le rayon de convergence.

Définition 16: Si une série de puissance converge pour |x — a| < ret diverge pour

|x — al| > r, on dit que r est le rayon de convergence de la série.
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Pour déterminer le rayon de convergence, on utilise fréquemment le critére de D’ Alembert

ou de Cauchy généralisé.

Théoréme 15 : Critére de D’Alembert généralisé

Ck+1

Soit la série de puissances Ysq Cx(x — a)¥et supposons quel = klim . existe. On
—400 k
k+1
- . . . C xX—a . C
consideére la limite R(x) = lim % = |x —a| lim |=|pour x # a.
k—+o0 cx(x—a) k—>+oo | C
Alors,
. 1 1 ;. .
I. SiR(x) < 1,donc |x —al < —Taal T 1 alors la série de puissance converge.

lim —|
k—+oco| Ck

2. SiR(x) = 1, alors on ne peut rien conclure.

3. SiR(x) > 1,donc |x —al| > L

1 T
—— = -, alors la série diverge.
lim k+1 l

k—+co| Ck

Le rayon de convergence r est alors donné comme suit :

1
1 TSi [ est fini non nul
r=————=
lim [t +00 sil=0
k—-+o | Cg 0 sil =+

Remarque : Pour x = a, la série converge nécessairement. Il suffit de le vérifier !

N.B. : On peut également appliqué le théoréeme de Cauchy généralisé.

Théoréme 16 : Critére de Cauchy généralisé

Soit la série de puissances Y1 cx(x — a)*et supposons quel = klim V/lck| existe. On
—+00

considere la limite R(x) = lim Vick(x —a | =|x —al lim v |Cr|-
( ) K | k( ) | | |k | kl
AlOI‘S,

I. Si R(x) <1, donc |x—al| < L

——=-, alors la série de puissance
kln-lpoo |Ck| !

converge.

2. SiR(x) = 1, alors on ne peut rien conclure.

2 1 1
3. SIR(X) > 1,dOHC |X—QI>W—T

Le rayon de convergence r est alors donné comme suit :

, alors la série diverge.

1
1 TSi [ est fini non nul
= e = )
lim /|cgl +00 sil=0
feotoo 0 sil = +oo



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

Remarque importante : Forme de ’intervalle de convergence

L’intervalle de convergence de la série Y1 ¢k (x — a)*n’est jamais vide et son rayon de
convergence 7 = 0. Ainsi, il y a trois situations possibles pour I’intervalle de

convergence :

» L’intervalle de convergence I est un ensemble réduit a un seul point x = a. Donc
I ={a}etr =0.

» L’intervalle de convergence est fermé, ouvert ou semi-ouvert et est centré au point
x = a. Plus précisément, il est de I’un des types suivants : [ =]la —r,a + |,
I=la—r,a+r],I=[la—7r,a+71[,] =[a—71,a+r].Danscecas, r > 0.

» L’intervalle de convergence est tous les réel (I = R =] — o0, +oo[ et r = +0c0.

k
Exemple 45 : Trouver I’intervalle de convergence de la série )1 %
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Exemple 46 : Trouver ’intervalle de convergence et le rayon de convergence de la série
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Exemple 47 : Trouver ’intervalle de convergence et le rayon de convergence de la série
Yrs1 k! (x + 5)F.
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Exemple 48 : Trouver ’intervalle de convergence et le rayon de convergence de la série

(x-a)k
Zkzl sk
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Théoréme 17 (dérivation et intégration d’une série entiére):
Soit Y0 @i (x — a)* de rayon de convergence r > 0.
Soit £(x) = Y s0 ax (x — a)*pour |x —a| < 7.
Alors, pour | x — al<r,
L f(x) = Zke1 kay(x — a)*?
2. [f(0)dx = Tpao e (x =) +C=F(x) +C

De plus, le rayon de convergence de f’(x) et de [ f(x)dxest 7.

N.B. : Dans le cas ou le rayon de convergence r est fini, alors une étude doit étre faite
concernant la convergencepourx =a—retx =a-+r

k
Exemple 49 : Soit f(x) = Zkzo%' Montrer que f(x) = f’(x) pour tout x € R. En
déduire que f(x) =
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Exemple 50 :

1. Etudier la série de puissance en x : ¥ so(—x)%.

2. Trouver sa somme dans son intervalle de convergence.

69



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

1

3. En déduire alors que 1'égalité suivante : f(x) = = 3 =0 X est vraie sur une

intervalle appréciée (résultat a connaitre absolument !).

4. Montrer alors que la fonction g(x) = In(x + 1) est une somme d’une certaine série de

puissance en xsur un intervalle a préciser.
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-1
(14x)2

5.Montrer que la fonctionh(x) = est une somme d’une certaine série de puissance

enxsur un intervalle a préciser.
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6. En utilisant le développement de la fonction f(x) = i, développer L(x) = ﬁ en une

une somme d’une certaine série de puissance en xsur un intervalle a préciser. Préciser le

rayon de convergence.
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B. Séries de Taylor et de Maclaurin

Théoréme 18 :Soit f,une fonction infiniment dérivable telle que f(x) = Y0 ar(x — a)*

r®(a)
k!

dont le rayon de convergence r est positif. Alors, a, = pour tout k = 0,1,2,---

Preuve:
S =Ygs0 ax(x — a)=f(a) = qa,
f'(x) = Y1 ka(x — a)*'=f"(a) = a;
F/(0) = izalk = Dy (x - ) ?=f"(@) = 20,50, =72 etc

On définie le polyndme de Taylor d'ordre n autour de a, le polyndme noté par T, (x) et

En particulier, le polyndme de Taylor d'ordre n autour de 0(polynéme de MacLaurin), est

définie comme suit :

donné comme suit :
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Exemple 51 : Développer f (x ) =Inx en série de Taylor autour de x = 1.

Donner le polyndme de Taylor d’ordre 4.
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Exemple 52 : Soit la fonction f(x) = cos x. Donner le développement de Maclaurin de la
fonction f en précisant son intervalle de convergence.

2. Puis donner les trois premiers termes non nuls en précisant de quel polynome de Taylor

il s'agit.
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Exemple 53 : Développer f(x) = 5%en série de Maclaurin de 2 fagons différentes et

déterminer son intervalle de convergence.
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Exemple 54 (trés important)

xZ.

En utilisant le polynéme de Taylor d'ordre 5 de la fonction f(x) = e~

, 1 . . , .
1. évaluer f(x) pour x = o Puis comparer au résultat donné par la calculatrice.

: .1
2. évaluer I"intégrale définie | e dx.

3. Estimer I’erreur commise en utilisant les trois premiers termes de la série obtenue.
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Application

L’intensité¢ F de la force gravitationnelle exercée par la terre sur un objet de masse m situé¢
a une altitude h de la surface de la terre, est donnée par

mR?

" ®rm?

oug est I’intensité de ’accélération gravitationnelle et R est le rayon de la terre.

1. Retrouver I’expression F =mgde ’intensit¢ F de la force gravitationnelle
lorsqu’un objet se trouve a la surface de la surface de la terre.

2. En utilisant la substitution x = 2 démontrer que si h est assez petit par rapport au

rayon de la terre R, alors F = mg. Indication : Calculer les deux premiers termes
1

non nuls du polyndme de MacLaurin de la fonction f(x) = T
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Exercices

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence et l'intervalle de convergence des séries suivantes.

o (=2)"x"
Ly s

o 3M(x—-1)2"
2. anzw

o (D"
3-Zn=2—x

3 Inn

o nx+2)™
4‘ ZTL:l 7n

5. %0 ,nix"
o (2x-3)"
6‘ ZTL:l Sx‘n\/ﬁ
o X"
7. Zn=17
o (DM
8. Zn:lT
o 3"
9. anln_nxn
10. Z,‘lenin(x +6)"
o 5"
11. anlﬁxn
o (D"
12. anlmxzn
13. 3% (7x — 1)"
14 Z‘;‘lozon(_x)n

o) (x—)"
15200 —

. (_1)n—1x2n—1
16. Xn=1 (2n-1)!

o (=D"@En)!x™
17. ano—n o

© xn—l

18. Z"=1_n34"

19. Ypon! (x — D™
Exercice 2

En utilisant le développement de Maclaurin des fonctions f(x) = e*et f(x) = i ,

déterminer celui des fonctions suivantes avec leur intervalle de convergence et leur rayon
de convergence :

1. F(x) = e?*
2. G(x) = ex’
3.H(x) = &2
4. L(x) = xe3*
1
5.T(x) = 1+5x
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X

6.1(x) = o
2
7. M(x) = —

Exercice 3
On considere le développement en série de Maclaurin de la fonction cos x donné comme

2n
suit Y r %, —1)"%pour tout x € R.

1. Donner le polynome de TaylorT;(x) d'ordre 3 de la fonction cos x.
1-cosx
dx.

3. Approximer la valeur de cette intégrale en utilisant les trois premiers termes de la série
obtenue. Estimer |’erreur commise.

2. Evaluer l'intégrale définie [ 01

Exercice 4
On considere le développement en série de Maclaurin de la fonction sin x donné comme

. oo X2+
suit Xn=o(—1) (2n+1)!

pour tout x € R.

1. Donner le polynome de Taylor T,(x) de la fonction sin x.

2. Evaluer I’intégrale définie I = fol S0 g,

3. Approximer la valeur de cette intégrale en utilisant les trois premiers termes de la série
obtenue. Estimer |’erreur commise.

Exercice 5

Evaluer I’intégrale indéfinie suivante sous forme d'une série.
e* -1
dx
X

Exercice6

D’apres la théorie de la relativité restreinte, I’énergie cinétique d’un objet en mouvement de
masse m ayant une vitesse d’intensité vest donnée par :

ouc est la vitesse de la lumiére (célérité).

1. Déterminer le polynome de de MacLaurind’ordre 2 de la fonction f(x) = ﬁ -1

2. En déduire que si I’intensité de la vitesse v est négligeable devant ¢ (dans la pratique si
10 v < ¢), alors I’énergie cinétique est donnée par la formule classique E, = %mvz.
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Exercice 7

On considere deux charges ¢électriques opposées q; et q, tel que |q1] = |g2| = q (charges
équivalentes). Supposons que les charges se trouvent a une distance r 1’une de 1’autre.
Lintensité du champ ¢lectrique E ressenti en un point M situé sur la ligne reliant les deux
charges q; et g,et du coté de la charge g a une distance Rest donnée comme suit :

=3 ___ 9
R? (R+r17)?
. q . r
1. Exprimer Ry on fonction du rapport =
2. Déterminer les trois premiers termes non nuls de la série de Maclaurin de la fonction
1
f(x) - (1+X)2 ’

3. En déduire que si r est négligeable devant R, alors E est approximativement
proportionnel a % .

Exercice 8 (dans vos poches !)

Si une somme C, (en dollars par exemple) est investit a un taux d'intérét annuel i (en
représentation décimale) et supposons que les intéréts sont composés k fois par années.

Alors, la valeur C(t) du capital accumulé aprés t années est donnée par :
.kt

c) = ¢, (1 + %)

Les institutions financieres approximent souvent le temps de doublement du capital investi
tq (temps requis pour que la somme investie soit doublée) par la formule suivante :

0,7
ta =— (A)

i
1. Montrer que le temps de doublement est donnée par la relation suivante :

_ In 2 ®)

kln(1++)
2. Utiliser le premier terme de la série de Maclaurin de la fonction appropriée pour obtenir
la régle empirique formulée dans 1'énoncé (relation A).

ta
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Exercice 1

NO

10

11

12

13

14

15

16

17

Indications et réponses

Critere(s) utilisé par ordre de préférence Réponses

Cauchy

D'Alembert

Cauchy
Cauchy
Cauchy ou D'Alembert

Cauchy

Cauchy
Cauchy
Cauchy
Cauchy
Cauchy
D'Alembert

Cauchy

Cauchy ou D'Alembert
Cauchy
D’Alembert

D'Alembert

82

RETES
1=h—%4+%LR=%

I=]-3,3,R=3
[=]-9,5LR=7
I=]-1,1[R=1
I=[-14[R=2
I=[-1,1R=1
I=[-1,1,R=1
| =R =]—0,4o[,R =0

I=R=]-0,+0[,R =
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18 Cauchy [=[-44],R=4
19 D'Alembert I={1},,R=0
Exercice 2
LF(x) =% = 5% 25 [ = ]—o0, +o0[ = R, R = +oo.
2. GO = = T2 I = ]-o0, +oo[ = R, R = +o,
3.H(x) = Z;wo(’;n),,I = ]—o0,+00[ = R, R = +00,
3nxn+1

4. L(x) = xe3* = ¥+, ——, 1 =]~0,+0[ =R, R = +0o.
5.T() = —— = THS(-D)" 5" I = |-3,5[ R =3

145x 5
6I(x)—1+3 Yre (=3t 1 =1-1,1[,R =1

_ 4o 3MAZMFL _l— l— B —lg

7 M(x) 4— 3x2 _Zn 0 22n+1 ) _] \/—I: ] [ R 3

8. Indication : Utiliser le développement de g'x) = = anlnxn Lsur ]-1,1[.

(a- x)2

. - V5 V5 V5
Rép. :K(x) = = sz)z = Yyro n5n1ix2n1l [ = ]—?,?[,R ==
9. Indication : utiliser la complétion du carré.

; 1 o _ (x=2)%"
Rép.:D(x) = = ,J{:O—xgn?, I = ]2 —/3,2 + \/§[, R =+/3.
Exercice 3

P

2
LOnaTs(x) =1->=1-=
1 1—cosx (=pm+t
2. fO x Zn 1 (2n)'(2n)
3.0 1‘C°”dx = 215 ~ 0248842,
x 864
L’erreur E est estimée comme suit : E < 3,1 x 107°.

Exercice 4
x3  x° x3
1. On a T5(x) =x—gto=x——
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1sinx v+ "
2'fo x d?c T 4n=0 (2n+41)1(2n+1)
3.0 = [ = dx = 22 = 0,54305.

L’erreur E est estimée comme suit : E < 2,83 X 1075,

Exercice 5

xn

[z Ldx = fo:lm"‘ Cavecl = ]—oo, +o0].

X
Exercice6
XZ
l.Tz (x) = 7 "
2E =|—=—-1 chE%mvz.

Exercice 7
q q

g

2. OnaT3(x) =1 — 2x + 3x? — 4x5,

Exercice 8

_ In2
bt = D
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Solutionnaire
Exercice 1
. (_Z)nxn ( 1)1’1.21’! n
1. Soit Y- —="= Zn=o
n+1 n+1
) (—1)" 2N (- 1)“2" n 21 x|
Soit a,, = ——=———" Alors |a,| = =2k,
Vn+l n+1
2le 2|x|
Ainsi, ona i/|a,| = =
2|x| . 1
D’ou, lim 4Y/|a =11m = 2|x| lim =— = 2|x]|.
i n—+oo | nl n—-+oo ZW | | n—+oo ZW | |
S e e

=1
1 1 1 , .
Donc pour 2|x| < 1 & |x| < SO —;<x<s, la série converge.

Etude aux bornes

(-2)" (-pn2n (-2 (- 1)“
> Pourx—-OnaZn 0% P O?O_Zno Jnil Zno
Cette dernicre série numérique est alternée. On applique alors le critéere de Lelbnlz.

1
Posonsb,, = \/n:- Ona:
1
b. Pour tout n, bn+1 = <= \/_ = b, car Vyn+ 2 >+n+ 1. Donc

b, +1 < b, pour tout n, et donc la suite (b,,) est décroissante.

. . . (-n)" \ " o
Ainsi, la série numérique Y.n—, — est convergente d’apres le critére de Leibniz.

1 e E Comn-on(d)”
> Pourx=—5,0na2n=0% P — G) =¥y,

1 ) 1
Vnrl | “n=ln

. y . 5 . 1
Cette dernicre série numérique est une série de Riemann pour p = > < 1, et donc

diverge.
g o 2o 11
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est [ = ]— E’E] et son rayon de

1
convergence est R = 2

. 3™ (x—1)2"
[ee]
2. Soit anzw
. 3M(x—-1)" 3M(x—1)2"| _ 3™|x—1|*"
Soit a, = Tgntr Alors |an| = | c2Zn+l son+l
Ainsi, on a \/|a,| = ol e
> n Reanti 52nn+1 52+%
. . . 3|lx—1]? 1 3|x—1|2
D’ou, lim Y/|a,| = lim — =3lx - 1]? — ek
B=ArEd notoo gty lim 5°"n
n-+oo
52
|
Donc pour —— <1<:)3|x—1|2<25<:>|x—1|2< @lx—1|<7
(:)——<x—1<—<:)1 < x < 1+ -, la série converge.
NE] V3 f NER &

Etude aux bornes

3"(1-= 1)2n
; _5_
» Pourx =1-— ona: Yo, ——B_r -

s2n+1
5121
n —_ ne_ 2ne2n
Z ( ) Zoo SIS (/3)2" _Zoo l
n=2 52n+1 n=0 52n+1 — 4an=0g
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2n

car (v/3)?" = (3%) = 3",

Cette derniére série ),n— s diverge d'apres le critére du terme général.

> Pourx—1+ ona:

\/_)
[e9) 371 (1 + = oo o5} 3n52n (f —
Z 52n+1 Z 52n+1 = Z 52n+1 Z 5
n=2 n=0

. s , - 1 .. N cin S
Cette derniére série Y n—, : diverge d'apres le le critére du terme général.

Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est [ = ]1 = j_g' 1+ %[ et son rayon

5
de convergence est R = —*
g NG

3. Soit 2., S
i S
Soit a,, = " Inn - Alors |ag| = 3%nn | 3%Inn
Ainsi, on a /|a,| = 3|19;|n
\ ] x x| . 1 x 1 x 1
D,Ou, n1—1>r-Poon |Cln| - nhr-Poo 314/|_ |3| nl—l>I-Poo Vinn = %ngrfwm - % lim (lnn)% |
S———— n—-+oo

=1

1
Or, lirp VInn = lir_{l (Inn)z[FI: (+)°].Pour lever la forme indéterminée, on
n—>+oo n—->—+oo

1
introduit la fonction f(x) = (Inx)x pour x = 2 associée é la suite (a,) avec a, =

YInn = (In n)n pour n = 2. On évaluera alors lim (In x)x en suivant la procédure

X—>+0o0

présentée au chapitre 1 a la page 18.En effet, ler (In x)x[FI: (+)°].
X—>+ 00

1
On pose 4 = lir+n (In x)x.

Ona:
A= lim (In x)x = lim — ln X [FI: 0 X (+0)]
X—+00o
1 ) ln X +o00
lim —In x = lim — FI:—]
x—+0 X X—>+o00 X +oo
1
En appliquant la regle de L’Hospital, on obtient : 4 = hm "T th == lil’gl i = 0.
——+00 X—

D'ou, 11m (lnx)x =e4 =1. Ainsi, lim VInn = lim (lnn)n = 11m (lnx)x =1.

n—+oo n—-+oo
.. . |x| |x| . 1 ||
Ainsi, lim Y/|a,| = lim — lim 7/—=—"-
> no+oo | nl n—-+oo 3 nn 3 no+oo nn 3
~————

=1
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Donc pour% <le x| <3 —3<x <3, lasérie converge.

Etude aux bornes
» Pourx = —3 on a:
(—1)"(=3)" Z (—D)"3"(-D" o (=D i 1
~ 3"lnn 3%lnn - Inn Inn
n=2 n=2 n=2
Or, on sait que e™ > n (voir le graphlque de l'exponentielle qui est situé au dessus
de la droite y = x). En compoqnt par la fonction In qui est croissante, on aura

e">noen>Inn 1:) < —n Etant donné que la série harmonique Y, - 2 2 est

une p-série avec p < 1, alors elle diverge. Ainsi, Y:p—> H diverge ¢galement

d'aprés le critére de comparaison directe.

» Pourx =3,ona:
- D" o (D"
3nlnn Inn
n=2 n=2
Cette dernicre série numérique est alternée. On applique alors le critére de Leibniz.

1
Posons b,, = — Ona:
1

a. lim b, = lim —=0.
n-+oo n—-+o Inn
. 1 oz 2 i
b. La fonction g(x) = pour X € [2,+0oo[, associée a b, n =1, est

décroissante car g'(x) = — < 0 pour tout x € [2,+[. Donc la

x(lnx)2

suite (b,,) est décroissante.

-1
D'ou, la série Y-, (1 L converge d'apres le critére de Leibniz.

Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = |—3, 3] et son rayon de
convergence est R = 3 -

) 2)n
4. Soit Y04 n(x;; )
n n
Soit a,, = n(x+2) - Alors |a,| = |n(x+2) = nlx;lzl .

2
Ainsi, ona i/|a,| = \/—lx+ L.

Wnlx+2] _ |x+2| . |x+2|
D’ou, lim Y|a,| = 11m = lim Vn
n—+co n—+co 7 notoo

=1
Donc pour |x—:2|<1(:>|x+2|<7(:>—7<x+2<7<:)—9<x<5, la série

converge.
Etude aux bornes
> Pourx = =9, ona N, WD _ g |1 Z) =y M 1,)1 2 ye (-1

71’!
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Or, lim (—1)™n n’existe pas, et donc la série diverge d’apreés le critére du terme général.

n-+oo
n(5+2)"
7n

» Pourx =5,ona),;_, = ) =Yn—on Or, lirp n = +oo # 0, et donc
n—>+oo

n=0 n

7

la série diverge d’apres le critére du terme général.
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = |—9, 5[ et son rayon de
convergence est R = 7 -

5. Soit Y2, n?x™
Soit a, = n2x™ - Alors |a,| = [n?x™| = n?|x|"-

Ainsi, on a tf|a,| = Vn2|x|* = Vn2|x| -
D’ou, lim Y|a,| = lim VYn2|x| = |x| lim VYnZ = |x|.
n——+oo n—-—+oo n—-+oo
=1
Donc pour |x| < 1 & —1 < x < 1, la série converge.
Etude aux bornes
> Pourx = —1,0onaYs  n?(—1)" =Y (—1)"n?
Or, llr_El (- 1)"n2 n’existe pas, et donc la série dlverge d’aprés le critére du terme
n—>—+oco
général.
> Pour x =1,0na Yo n?(1)" = Y>_,n% Or, lim n? = +o # 0, et donc la série

n—-+oo

diverge d’apres le critére du terme général.
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = ]—1, 1] et son rayon de
convergence est R =1

. (2x-3)"
6. Soit Yp—q il
. _ (2x—3)"_ _|@x=3)" _ |2x—3|”_
Soit a,, = e Alors |a,| = i e
Ainsi, on a \/|a,| = i LG |
) n Sn/_,—n+1 521’Ln_|_1
Dot lim n |a I — T |2x—3]| _ |2x—5]| 1 _ |2x—3| .
> no+oo L n—+oo SW 5 ngglmnm 5
note
Doncpour|2 |<1<:)|2x—3| <56-5<2x-3<56-2<2x<8

o-1<x< 4, la série converge.

Etude aux bornes

@2(=1-3)" —1)"5" (="
T snvn ansn\/— ans an n.

Cette dernicre série numérique est alternée. On applique alors le critére de Leibniz.

» Pourx =—-1,ona)

1
Posons b, =—=-Ona:

vn 1
a. nl_l)IPoobn = nli‘.PooT 0.

1

—< \/_ = b,,, car Vn + 1 > +/n. Donc b,,; < b,, pour

tout n, et donc la suite (b,,) est décroissante.

b. Pour tout n, b, =
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(—1)
Ainsi, la série numérique Y- g——=—

% Zn 1gn \/— = Zn 1 \/—
Cette dernicre série numérique est une série de Riemann pour p =
diverge.
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = [—1,4][ et son rayon de
convergence est R = g

est convergente d’apres le critére de Leibniz.

» Pourx =4,ona),;_;

| =

> < 1, et donc

o ey ST
7. Soit Zn=17
— T,

. x™
Soit a,, = =— - Alors |a
n n | n n

Ainsi, ona i/|a,| = ,lg;l_
5 N Qi M _ 1 _
D’ou, nlirf‘oo‘”“nl 11m ’%/_ |x| o W = |x| -

—1
Donc pour |x| < 1 & —1 < x < 1, la série converge.

Etude aux bornes

> Pour x =—1, on a 2??:1(_,11)

applique alors le critére de Leibniz.
Posons b,, = i -Ona:

a. lim b, = 11m 1-o.

n—-+oo n—-+oon )
b. Pour tout n, b, 1 = — < ; = b,,carn+ 1 > n. Donc b,,,; < b, pour tout n,
et donc la suite (b,,) est décroissante.

(—1)"

Ainsi, la série numérique Z;‘f_o est convergente d’apres le critére de Leibniz.

» Pourx =1,0ona) - 1 = Zn 1 - Cette derniére série numérique est une série

de Riemann pourp =1 < 1, et donc diverge.
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = [—1, 1] et son rayon de
convergence est R = 1.

X (_1)nx2n
8. Soit ¥, ——-
Zn—l %
X (_1)nx2n (_1)nx2n |x|2n
Soit a,, = ——" Alors |a,| = = .
n % | nI 3 ?VE
.. n _x12 Ix?
Ainsi, on a +/|a,| = el v
. 9. |2 2 1 2
D’ou, lim Y/|a,| = 11m x| ——== |x|* -
5n_)+ | Tll 31v— | | 112100311" | |
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Donc pour [x|? < 1 & |x| <1 —1 < x < 1, la série converge.

Etude aux bornes

(=D"(=1)*"
Yn m
est alternée. On applique alors le critére de Leibniz.

» Pourx =—1,0na ),

1
Posons b, =3=-Ona:

n
. . 1
a. lim b, = lim =—==0.
n—+oo w n—>+oo%

1 1
b. Pour tout n, b1 = By < B

n, et donc la suite (b,,) est décroissante.

.. , . , . -1)" s o o
Ainsi, la série numérique Y.n—, % est convergente d’apres le critére de Leibniz.
=Dt
T = Yn=1 3\/—
alternée identique a la précédente, et donc convergente d’aprés le critére

» Pourx=1,ona)

G0l TR »
= e - Cette derniére série numérique

b,,carn + 1 > n. Donc b, < b,, pour tout

+ Cette derniere série numérique est

de

Leibniz.

Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = [—1, 1] et son rayon de
convergence est R = 1.

I
9. Soit anln—nx”.

: 3" 3" 37 |x|"
Soit a,, = —x"-Alors la,| = "| =3,

. 3
Ainsi, ona i/|a,| = %

D’ou, lim Y/|a,| = lim
n—+0o n—+00

nn nn

S 3|x| lim l-0< 1 pour tout x € R.
n—+ocon
=0
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = |—00, +oo[ et son rayon de

convergence est R = +oo -

10. Soit X5 — (x + 6)"™.

Soit @, = — (x + 6)™ - Alors |a,| = |= (x + 6)*| =
nn nn
|x+6|

|x+6|™

nn

o 5 n
Ainsi, on a +/|a,| = ~
\ . . |x+6| : 1
D’ou, lim Y/|a,| = lim =|x+ 6] lim == 0 < 1 pour tout x € R.
. tim /Ta] “S = lx+6| lim = p

n—-+oo

=0
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = |—00, +oo[ et son rayon de
convergence est R = +oo -

. weo 5"
11. Soit anlﬁx".

2 nan

. 51
Soit a,, = ﬁx" - Alors |a,| = "| = |-
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L 5
Ainsi, ona i/|a,| = = x| -

s q n _ . |x+6| _ . i _
D’ou, nl_lH]oo‘/la"l = nl_lH]oo_n = 5|x]| nl—l>r-|poo —= 0 < 1 pour tout x € R.
=0
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = |—o0, +oo[ et son rayon de

convergence est R = +oo -

12. Soit ¥~ y2n.

22n(n!)z

Notons que pour x = 0 (centre de la série), la série converge.

- I Gk DL __ (pmt 2n+2
Soient a, = WX n et An+1 = m n
Alors pour tout x # 0, on a :

Gy CD™ L 2D @) )

a, 22n+2((n 4+ 1)1)2 (=1)nx2n 4(n!(n+ 1))2 4(nN)?2(n+ 1)2

~ 4(n+1)2

.. Clensa] | x2 _ x? )

At G an _| 4n+1)2]  4(n+1)2
2 2
Dou, lim [2 = lim —~—— =% |im —— = 0 < 1 pour tout x € R.
no+oo |l an n-+oo 4(n+1)2 4 nstoo (n+1)2
~———

=0
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = |—o0, +oo[ et son rayon de
convergence est R = +o00 -

13. Soit Yo (7 — 1)™.
Soit a,, = (7x — 1)™. Alors |a,| = |(7x — D"| = |7x — 1|™.
Ainsi, on a y/|a,| = |7x — 1].
D’ou, nl_lH]oo‘/la"l = nl_l)rpoo|7x -1 =|7x-1]|- 2
Doncpour [7x =1 <1 -1<7x-1<1©0<7x<2&0<x <z,

la série converge.
Etude aux bornes
» Pourx =0,ona)_,(7(0) — 1" =Y (=™
Or, lim (—1)" n’existe pas, et donc la série diverge d’aprés le critére du terme

n-+oo
général.
2 [o') 2 n [0} n (Ce]
> Pourx = ~,ona P (7(;) — 1) = Y=o =200 1.

Or, lirll 1 =1 # 0, et donc la série diverge d’apres le critére du terme général.
n—->+oo

: : " 2
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = ]0, ;[ et son rayon de

1
convergence est R = >

14. Soit Yoo n(—x)™ = Yo o(—1)" n x™.
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Soit a, = (—1)" nx™. Alors |a,| = |[(-1)" nx™| = n|x|™.
Ainsi, on a \/|a,| = |x|Vn.
5 N . n 1 n _ . n _
D’ou, lim Ylay| = lim |x[Vn = |x| lim ¥n = |x|.
=1
Donc pour [x] <1 —1 < x <1, lasérie converge.

Etude aux bornes
> Pourx =—1,onaYeo(—D)"n(—1D)" =X (-1)*"n =Y, n.

Or, lirp n = 4o # 0, et donc la série diverge d’apres le critére du terme général.
n—>+oo

» Pourx =1, ona)Y,_o(—1)"n (D))" =X"o(—1)"n.

Or, lim (—1)™n n’existe pas, et donc la série diverge d’apreés le critére du terme général.

n-+oo

Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = ]—1, 1] et son rayon de
convergence est R = 1.

15. Soit ., S

(x—4)"
7’12

_x—a®

n2

(x—4)"
7’1

Soit a,, =

.. |[x—4|

Ainsi, ona i/|a,| = T

LAY . n _ |x 4’| _ _

DOU,nEme/|an|— 11m | = = = |x 4|n \/_ = |x — 4] -
noteo

=1

Doncpour |[x —4|<1e -1<x—-4<1&3<x<5, lasérie converge.

Etude aux bornes

> Pourx=3,0n32§?=1(3,_:) = %;1(—1112) '

Cette dernicre série numérique est alternée. On applique alors le critére de Leibniz.

1
Posons b, =—=-Ona:
. 1
a. lim b, = 11m = =0.
n—-+oo n—-+oon
1

b. Pour tout n, by, = et

tout n, et donc la suite (b,,) est decrmssante.

.. , . , . (=" . s o
Ainsi, la série numérique Y., —— est convergente d’apres le critére de Leibniz.

» Pourx =5,ona) O(Sn:) = Yine 0(111)2 = Z;‘{;O%
Cette dernicre série numérique est une série de Riemann pour p = 2 > 1, et donc
converge.
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est I = [3, 5] et son rayon de

convergence est R = 1.

= by, car (n + 1)? > n?. Donc b,,,; < b,, pour

(_1)n—1x2n—1

16. Soit Yo 4 Z—
Notons que pour x = 0 (centre de la série), la série converge.
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X _ (_1)n—1x2n 1 ( 1)n 2n+1
Soient a,, = o et anyq = N
Alors pour tout x # 0,ona:
Apeq  (—1D)x2nt1 (2n - 1)! x?(2n —1)! x?
= X = — — — .
a, 2n+ 1)! (=il ye=tggain=i. 2n+1)(2n)(2n — 1)! (2n+ 1)(2n)
Ai an+1| _ |_ x2 _ x? .
insi, ona: an Cn+)enl — @n+1)(2n)
5 N . Ant1] _ s x? — 2 i e —
D’ou, nlii“oo o nl_lgloo amines = X nl_l)rpoo eI 0 < 1 pour tout x € R.

=0
Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = |—o0, +oo[ et son rayon de
convergence est R = +o00 -

17. Soit Y., TECRE

Notons que pour x = 0 (centre de la série), la série converge.

. _ (=DMBn)!Ix™ _ =D™1@En+3)
Soient a,, = ——n ot Gny = D) 2
Alors pour tout x # 0, on a :
Aner (D)™ (Bn +3)! x™ o n2" . (Bn+3)'x
a, (n + 1) 2n+1 (-D"@Bn)! x* 2+ 1)(3n)!

n Bn+3)3n+2)3n+1)(3n)! x

2(n+ 1)(3n)!
3 3n(n+1)Bn+2)Bn+1!x  3nBn+2)Bn+ x .

2(n+ 1) T 2
Ai Ansa| _ |_ 3n(3n+2)(3n+1)x| _ 3n(Bn+2)(3n+1)|x| .
1n51 ona: o > = >
D’ou, lim [%| =y SRCr2Gnibld _ Sl nBn+2)Bn+1)=40>1
n-+oo | an n—-+oo 2 2 n-o+oo

=400
pour tout x # 0.
Conclusion : Le domaine de convergence est I = {0} et son rayon de convergence est R =
0 .

n-—1

18. Soit z;‘;lzm-

. xn—1 xn—l |x|n—1
Soit a, = ——+ Alors la,| = = =
n-1
\/ xI” Pl
Ainsi, on a i/ |a,,| . s
n— 1
- . xTm 1. it 1
D’ou, lim Y|a,| = lim = ==>( lim |x| " |——==
> no+oo |2y no+o 4 Vn3 4 n—>+oo| | lim_"Vn3
n—>+¢:>_01
lim =
1 I In—»+oo n |x|
= X =1 - "
4
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Donc pour% <1le|x| <& —4 < x <4, lasérie converge.

Etude aux bornes

(_4)1’1—1 (_1)7’!—14_1'1.—1 1)1’1. 1

— o — (o]
> Pourx =—4,0ona Xy = Yno1 o = Ln= 1
série numérique est alternée. On applique alors le critére de Lelbnlz.

- Cette derniére

1
Posons b, =—-Ona:
. 1
a. lim b, = 11m —=0.
n—+oo n—+oo 4n
1 1

b. Pour tout n, b, = o <

tout n, et donc la suite (b,,) est décroissante.
(G
Tl

= b,, car n+ 1 > n. Donc b, < b, pour

Ainsi, la série numérique Y., est convergente d’apres le critére de Leibniz.
(4)1’1 1
“n3an
série de Riemann pourp =3 > 1, et donc converge.

» Pour x =4,0na ), = D 05" Cette derniére série numérique est une

Conclusion : L’intervalle de convergence de la série est | = [—4, 4] et son rayon de
convergence est R = 4.

19. > on! (x — 1"
Notons que pour x = 1 (centre de la série), la série converge.
Soient a, = n!(x — D" et ay.; = (n+ 1)! (x — 1)L,
Alors pour tout x # 0,ona:

ant1 _ (m+D)!(x—1)"t? _ (+Dni(x-1) _

an nl(x-1)" n! (Tl t 1)(x - 1)
Ainsi,ona: || = |(n+ 1)(x — 1)| = (n + D) |x — 1].
Doy, lim [ = lim = nm+1D|x—1] =[x—1]| lim (n+ 1) = +oc0 > 1 pour tout
n-+o | an n-+oo n—-+oo
=+
x + 1.

Conclusion : Le domaine de convergence est I = {1} et son rayon de convergence est R =
0.

Exercice 2
2
Onaf(x)=e e Oku 1+x+%+---,pourtouth]R
etg(x)— =Y i%x¥=1+x+x%+ -, pourtoutx € |-1, 1[.
1.0naF(x) =e? = f(2x) = X%, (2:;) = ;‘”02 —— pour 2x € |—0o, +oo], clest-a-dire
x € R. Ainsi, F(x) = ;2 02— ou l'intervalle de convergence [ = |—o0, +oo[ = Retde

rayon de convergenceR = +co.
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3n
2.0naG(x) =e* = f(x3) = Vi (x ) = Je x—l, pour x3 € ]—o0, +00[, c'est-a-dire

x € R. Ainsi, F(x) = x— ou 1'1ntervalle de convergence I = |—o0, +o[ = R et de
rayon de convergenceR +oo,

3.0ne™ = f(—x) = +°°%— ;mo(lr)l , pour —x € |—oo, +oo[, c'est-a-dire x €

R. D'ou, pour tout x € R, on a :

+22_+2L:Z(_+L) “Yarems

2k+1
(Zk)' Ck+1D! Z (2k)!
termes de rang palr termes de rang 1mpa1r

Ainsi,pour tout x € R,H(x) = < +2e— = l(ex +e™) = ( Ziso (Zk),) 2o (Zk)u Par

2k
conséquent, H(x) = Y%, (Zk)'ou l'intervalle de convergence I = |—oo, +oo[ = R et de

rayon de convergenceR = +oo.

n
4.0nae3 = f(3x) = 3} (3:3 = ;‘”03 —— pour 3x € |—0o, +oof, clest-a-dire x € R.
. . 3 31’! n+1
Ainsi, pour tout x € R, ona: L(x) = xe3* = x Y& — Sl R ou l'intervalle de

n!
convergence | = |—oo,+oo[ = R et de rayon de convergenceR = +00.

5.0naT(x) = = g(—5x) = Z o(— Sx)" =Y+ (—1)" 5"x™pour tout x

1+5x il= ( 5x)
tel que —1 < —5x < 1, c'est-a-dire pour tout — = < X < ==
Ainsi, T(x) = ¥ %,(—1)™ 5™x™ ou l'intervalle de convergence | = ]—%,i[ et de rayon de

1
convergenceR = z

x 1
6.0nal(x) = =x .
X %+x 1+x3

= = g(—x3) = 35 (—x3)" = Y15 (—1)"x3" pour tout x tel que —1 <

T 1+x3 1-(-x3)
—x3 < 1, c'est-a-dire pour tout —1 < x < 1-
Il s'en suit que pour tout x € |—1,1[,ona:

() = 7 = x5 = x TS (=D = TpS (- D),
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Ainsi, I(x) = X12,(—1)"x3"*1 ou l'intervalle de convergence I = |—1, 1] et de rayon de
convergenceR = 1.

2x 1 x 1
7.0naM(x) = 3x2 T a g g P
4
1 3x2 oo (3% 3n 2n
or, 132 g( 4 ) B n=0( 4 ) Zn 04" Zn 0(22)" Z 22n HOHE

4

3x? < 4
tout x tel que —1 < i <le-4<3x’<4o - f <x?< %, c'est-a-dire pour tout

f<x<\[<:> Zox<i @—£< <£

\/_
2\/— 2\/—

I1 s'en suit que pour tout x € ] NeL f[ ] [

M(x) =z _ﬁ = E 14;=022_nx2n = T-I;=0 22n+1 x2n+1.

3" 2n+1 | _2/3 2v3
Ainsi, M(x) = Y2 022n+1x ou l'intervalle de convergence] NeL \/_[ ] [et
_ 2 _ 23,
de rayon de convergenceR = A

Exercice 3

1. On a cosx = X5, (— 1)"

x%  x*
T =1 —5 + 5+ pour tout x € |-, 40| . Donc

T3(x)—1———1—7
2. Etant donné que lintervalle d’intégration [0, 1] est contenu dans l’intervalle de

2n
convergencel = |—oo, +oo[ de la série Y- 5 (—1)™ %, alors on a :

2 2n
1—cosx=1-Y+% (1)"x —1_(1_%4_’;_‘:4_...) Y (-1t E—

(2n)! (2n)!
tout x € |—oo, oo,

pour

Ainsi, on obtient : “ﬂ = Z —ntl— i =Y+e (- )"+1 our tout x # 0.
) = @mn  &n=1 2n)! P
Par ailleurs, lirgn COSx[FI —]
X—
En utilisant la régle de L’Hospital, on aurait : lir(r)l+ 1ocosx lirgl+ s1111x = 0. Donc x =0
X— X—

n’est pas une singularité, et par suite [ n’est pas une intégrale impropre.
Ainsi, en utilisant le théoréme sur 1’intégration des séries de puissance, on aura :

+ 00 1.2n—-1

1 1
j‘ 1 —;osxdx _ j%Zt’ (—1)m+ (;2 . e — Zn=1(_1)n+1 }Ezn)! do

_ el 400 ( 1)n+1
- Y [(Zn)'(Zn)l Zn L2l (2n)

3. En utilisant les trois premiers termes de cette dernicre série, on obtient :
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1

I_fl—cosxd _Z+m ™t 1 1 N 1 1 N
B x X = @n)l(2n) 212 414 616 88

0
1 1 N 1
T212 414 616

1 ! +— ! 215 = (0,248842.

4 96 4329 864
L’erreur E est estimée comme suit : E < = ~31 x107°.

8!8 35280
Exercice 4
_ XX xS _

1. On a sinx =Y;%(-1) (2n+1)'—x 5 5+ pour tout X € ]|—00, +oo[

x3 x3
DonT;(x) = X—5=X——

2.Etant donné que l’intervalle d’intégration [0, 1] est contenu dans I’intervalle de

2.0 el e . ., .
convergence de la série Y525, (—1)" alors en utilisant le théoréme sur I’intégration

(2n+1)!
des séries de puissance on aura :
sin x 2n+1 +00 1 x2n
= " dx Z -1 "f —d
f dx = f Z - )(2 T 1)1 NI e Tk
+00 2n+1 1
= —1)"
Zn=0( ) l(Zn +1D!2n+1) 0
_ Z*“’ (=D"
T Lo 2n+ 1! 2n+1)
3. En utilisant les trois premiers termes de cette dernicre série, on obtient :
1
f 1nx +°° =" _ 1 N 1 1
n oCn+1D!'2n+1) = 3!3 5!5 717
0
=1 1 N 1
~ " 313505
=1 ! + L = 0,54305.
- 18 600 - 720
L’erreur E est estimée comme suit: £ < — = = 2,83 x107°.
717~ 35280
Exercice 5
2
Onae*—-1= ;‘”Ox—— = (1+x+ = )— 1 =x+x?+--- = ;§°°1 ,pourtout

X € |—o0, +o0][, c'est-a-dire x € R. D'ou, pour tout x € R, on a:

+ oo
e*—1 1 X
= —(e —-1)=x"
X n'
n=1

n
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On en déduit, en utilisant le théoréme d'intégration des séries entieres :

o — =y gl =1 oy

f dxzf Z dx=z<—fx"‘1dx)= +C

x n! n! n(n!)
n=1 n=1 n=1

avecl = |—o0,+0o[ comme intervalle de convergence et R = 4+oco comme rayon de
convergence.

Exercice6
1.0On a
> f(0)=0;
> f'(x) = \/7)3, et doncf (0)=0;
> f"(x) = et donc f"'(0) = 1.

Tae Ty (1 2)5’
Donc le polyndme T, (x) de MacLaurln d’ordre 2 est donné comme suit :
2

f(0 ) £ (0) X
TZ(x):;) = kK=0+0+ = xzz?-

2. Si l’intensité de la vitesse v est négligeable devant c, c’est-a-dire, v «< c, alors % est

° v
proche de 0. Donc si on pose x = > alors

\ o
E.= ! -1 mc2=( ! —1)mc2zx—mc2= J mc2=1mv2
¢ v / V1—x2 2 2 2
e
Exercice 7
q q
E=—
R? (R+r1)?
[.Ona:
q _ q _ q
2 2 2
® P iy wG)
2.0na:
> f(0)=1,;
> fl(x) = — )3,etd0ncf ) =
f"(x) = (1+x)2, et donc f"'(0) = 6.
Donc le polynome T; (x) de MacLaurin d’ordre 3 est donné comme suit :
F®(0 ) i 6 24
T3(x)=z k! =0-—2x +§x —ix — 2x + 3x?% — 4x3.

k=0
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3.0na:
q 9 q q _q 1

Sir est négligeable devant R, ¢’est-a-dire r < R, alors% est proche de 0. Donc si on

pose x = %, alors on a approximativement :
q < 1 ) q q
E = 1- =—(1-— ~—(1-T.
Rz (1 + x)z RZ ( f(x)) RZ ( 3(x))
Or, 1 —T;(x) =1— (1 —2x + 3x% — 4x3) = 2x — 3x% + 4x3. Puisque x est proche de
0, alors les termes —3x? et 4x3 sont négligeables devant le premier terme 2x.
Par suite, 1 — T3 (x) = 2x. Ainsi, il s’en suit que :
q 1 q q q qr _2qr
E=pe (1‘<1+—x)z) ~p (17 B00) ~ e (B0 = 2gex = 2pep = 35
Donc E =~ 2 , c€ qui montre que E est approximativement proportionnel a i

Exercice 8
1. Par définition du temps de doublement, on a C(t;) = 2C,. Ansi, on a I'égalité :

Kt
Co (1 + i) ‘= 2C,. En divisant les deux membres de cette derniere égalité par C,

et en prenant le logarithme népérien de chaque membre, il s'en suit :
ktg - ktg

[ [

i\t In2
=2<:>ln(1+;) =ln2 ot; =

kln(l +i’)m(B)

2. Dans le monde des finances, étant donné que le taux d'intérét annuel i <1 (en
représentation décimale) et que le nombre k de capitalisation annuelle est un entier plus

grand ou égal a 1, alors il advient que iE]O, 1[. Or, on a vu en cours que le
développement de In(x + 1) en série de Maclaurin est donné comme suit :

In(x + 1) = X35 ¢ i)l xP*! pour toutx € |—1,1].

Par conséquent, on peut utiliser le premier terme de cette série (ou le polyndme de Taylor
d'ordre 1 : T;(x)) pour approximer In(x + 1) par T;(x) pour tout x € ]1—1,1]. C'est-a-
dire, In(x + 1) = T;(x) = x pour tout x € ]—1 1]. Commei 10, 1[c]—-1, 1], alors on
peut appr0x1mer In(x + 1) par T;(x) pour x = —- Plus précisément, on a : In (1 & ) = i .
En rapportant ; comme valeur approchée de In (1 + —) dans la formule (B), on obtient :

In2 In2 ln2 07

() KO

99
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Remarque :

a. On remarquera que autant que la valeur de k est plus ¢€levée, plus l'approximation est
meilleure car i —> 0 (centre de la série de Maclaurin), et donc une convergence plus
rapide.

b. A premicre vue, il apparait bizarre que le temps de doublement ne dépend pas du
nombre de capitalisation k par année dans la formule approximative (A). Un exemple
nous convaincra de la justesse de cette approximation.

Exemple numérique avec k trés petit (donc convergence lente)

Si le taux d'intérét annuel est de i = 6 % et que les intéréts sont composés deux fois par
année (k = 2).

In 2 In2 In 2 -~
» La formule exacte (B) donne : t; = kln(1+—,ic) = 21n(1+¥) = Snon = 11,72ans.
» La formule approchée (A) donne : t; = % = % = 11,67 ans.

Le résultat parle de lui-méme !
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Chapitre 4
Intégrales impropres

Dans ce chapitre, on introduira la nouvelle notion d'intégrale impropre. Historiquement, ce
concept a été déja connu antérieurement a la notion d'intégrale généralisée.

I. Rappelle sur les intégrales définies

Dans ce chapitre, on introduira la nouvelle notion d'intégrale définie. Historiquement, ce
concept a été¢ déja connu antérieurement a la notion d'intégrale indéfinie, et ce
contrairement a la présentation que nous avons suivi dans le plan de notre cours.

A- Les sommations

Définition 1: On appelle sommation une expression de la forme Y-, a;, ou le symbole
Y. (lettre grecque sigma) est appelé symbole de sommation. Le terme a; est le terme
général de la sommation. L’indice i, appelé indice de sommation, prend toutes les valeurs
entieres de la borne inférieurei = r a la borne supérieureni = n.

On a donc :

n
A =ar +Qpyq T Apgpy T Appy +Ap_1 T ay

L=r

Remarque :La portée d’un symbole de sommation est I’expression algébrique qui est
affectée par le symbole de sommation.

4
Exemplel1: Y i*=1"+2"+3"+4’

i=1

6
Exemple2: » 3=3+3+3+3+3+3

i=1 6 fois

Exemple3: 3+5+7+...+21

Exemple4: 4+9+16+...+625=

Exemple5: 2-4+6-8+...-20=
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2-Propriétés des sommations

1. Yrq(a; £ b)) =Y a; + X b; (regroupement par commutativité et associativité)
2. Yiika; = k)i, a; (mise en évidence d’une constante qui multiplie chaque terme)
3. YI,a = na (I'addition de n termes égaux a une méme constante)

4. Yiia; = Ygoq1ar = Yt=1 a; ('indice est muet : possibilité de le renommer)

5. 3" a; =YMS51a, .., (possibilité de changer la valeur initiale de ’indice)
Théoréme 1: Pour tout entier naturel n non nul (VneN*), ona:

i=1
Preuve:Facultative

D’une part, Z (i*=@G-1)Y) = Z Qi-1) =2 Z i—n

i=1 i=1 i=1

—_

D’autrepart,Z(iz—(i—l)z) = > iz—Z(z‘—l)z:Z 2% 2= g

i=1 i=1 i=1 i=1 i=0

n 2
. +n _nm+l)
D =2 = .
onc, Y i 3 >

i=1

6'i ;2on(nt 1)6(2n+ 1)

i=1

Démontrons cette derniere propriété.

Théoréme 2: Pour tout entier naturel n non nul (Vn eN*), ona:

n

5 _n(n+1)(2n+1).
Z‘ - 6

i=1

102



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

Preuve: Facultative

D’une part,y (i —(i— 1)) =3 (3i*-3i+1) =3 Y iz_gﬂnlel +n
i=1 i=1 i=1
n n n n n—1
D’autrepart,Z(i3—(i—1)3) => i3—2(i—1)3zz i3_z =
i=1 i=1 i=1 i=1 i=0
izzn(n+1)(2n+l)
6 .

n
Donc, )’

i=1

n 2 2
3_n (nt1)
7. Zl 2

i=1

Théoréme 3 :Pour tout entier naturel n non nul (Vn eN*), ona:

n

Z 4 n*(n+1)°
3=—-
4

i=1

Preuve: (en exercice).

Exemple 6: Y/ i=

Nn+10 ;2 _
Exemple 7 :),; 5,0 i“ =

4/5

3/5
2/5

1/5

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 x

Exemple 8 : Y7_.(k? — 2k)
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B- Calculs d’aires a ’aide de sommes

On considére la fonction f(x) = x? sur I'intervalle [0, 1]. Nous allons tenter de calculer
une valeur approchée de ’aire sous la courbe.

I. Premier calcul :

i) Somme inférieure avec cinq rectangles

1. Décomposer la région sous la courbe de la fonction f et ’axe des abscisses (axe des x)
dans I’intervalle [0, 1] en 5 rectangles de méme base et ayant comme hauteur de chacun
des rectangles 1’image de sa fronti¢re gauche par la fonction f.

Réponse : Les intervalles obtenus sont :

Six)

4/5

3/5

2/5
2. Estimer ’aire de la région sous la courbe a I’aide de ces

rectangles. &

Réponse :
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ii) Deuxieéme calcul : somme supérieure avec cing rectangles

1.

Décomposer la région sous la courbe de la fonction f et I’axe des abscisses (axe des x)
dans ’intervalle [0, 1] en 5 rectangles de méme base et ayant comme hauteur de chacun
des rectangles 1’image de sa fronti¢re droite par la fonction f.

Réponse : Les intervalles obtenus sont :

fx) A,

Estimer I’aire de la région sous la courbe a I’aide des ces
rectangles.

Réponse :

1/5 2/5 3/5 4/5 5/5 x
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Remarque :En augmentant le nombre de rectangles, on peut obtenir une meilleure
estimation de cette aire.

I1. Deuxiéme calcul :

i) Somme inférieure avec dix rectangles

3. Décomposer la région sous la courbe de la fonction f et I’axe des abscisses (axe des x)
dans I’intervalle [0, 1] en 10 rectangles de méme base et i
ayant comme hauteur de chacun des rectangles 1’image de S
sa frontiére gauche par la fonction f.

Réponse : Les intervalles obtenus sont : /5

3/5
2/5

1/5

4. estimer ’aire de la région sous la courbe a 1’aide des ces
rectangles.

Réponse :
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ii) Deuxieme calcul : somme supérieure avec dix rectangles

3. Décomposer la région sous la courbe de la fonction f et I’axe
des abscisses (axe des x) dans ’intervalle [0, 1] en 10
rectangles de méme base et ayant comme hauteur de chacun des
rectangles 1’image de sa frontiere droite par la fonction f.

Réponse : Les intervalles obtenus sont :

4. estimer ’aire de la région sous la courbe a I’aide des ces rectangles.

Réponse :
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Démarche rigoureuse par les limites pour le calcul
exact

Dans I’exemple précédent, en augmentant le nombre de
subdivisions del’intervalle, on

augmente la précision de 1’estimation. On devrait pouvoir
obtenir 1’aire exacteen prenant la

limite, si elle existe, lorsque le nombre de sous-intervalles
tend vers I’infini.

Par les frontiéres de gauche : sommes inférieures

Par les frontiéres de droite : sommes supérieures

108
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Dans ce cas, I’aire recherchéed; ; ' de la courbe de la fonction fsur[0, 1] est:

1 . . —_—
A; = lim; S, = lim; Sn
n—+o — n—+ o

En général, pour une fonction positive f sur[a, b], on a$, = Yol f (&) Ax; et S, =

. f(c)Ax; avec c; et ¢; sont les points ou le minimum et le maximum sont atteints,
respectivement, sur I’intervalle [x;_;, x;] pourtouti € {1, 2,~,n} avec x, = a et x,, = b.
Remarque importante

Si f est une fonction croissante sur [a, b] et positive, alors on a :
Sn = 2iea f@DAx; = X £ () Ax; et Sy = Ty f(xi-1)Ax; = T f () Ax
2. Si f est une fonction décroissante sur [a, blet positive, alors on a :
Sn = Ziy o)A = T8 F () Axy et Sy = B f () Axi = By £ () A
Exercices

Exercice 1

Expliciter les termes des sommations suivantes.
8. 2]_2(2j% +1)

2k
b. Y85

k2+3
¢. Xroo(=5)F3
d. X2, (=112 +s)

e.anz(,%f (2 + %) ou f est une fonction définie sur [2, 3].

f. Yr_;sin (g k)
Exercice 2
Utiliser le symbole de sommation ) pour exprimer les sommes Ssuivantes.

a.S=1+3+5+7+9+11
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b.S=1+4+9+16+25+36+49+64+81+ 100
c.S5=2-4+6-8+10—-12+14-16+18—-20

1 1 1 2 1 3 1
ds==f1+)+=f(1+2)+=f(1+3)++=f(2)
1 ,.(1 2 (2 3 (3 20
oS =5/ () 5/ () +if () + /@
Exercice 3
n 4 _n° nt N n s 1, 4
Sachant que 2, i* =—+ =+ — calculer lintégrale fo (x*+2x+1)dx en

utilisant la définition formelle (somme de Riemann).
Exercice 4 (probléme de modélisation)

Le sang arrive au coeur, du reste du corps, par les veines, entre par l'oreillette droite ou il
est pompé en direction des poumons par les artéres pulmonaires pour y étre oxygéné. Il
revient alors dans l'oreillette gauche par le biais des veines pulmonaires d'ou il est envoyé
dans tout le corps a travers l'aorte. Le débit cardiaque F est alors défini comme le volume
de sang que le coeur ¢jecte par unité de temps, c'est-a-dire, la vitesse du flux de sang dans

av _ o : o ..
l'aorte : F = pr Pour mesurer ce débit, on utilise la technique de dilution d'un indicateur.

Celle-ci consiste a injecter un colorant dans I'oreillette droite ce qui permet a ce colorant de
circuler a travers le cceur jusqu'a 'aorte. Une sonde introduite a l'intérieur de 'aorte mesure
régulierement la concentration de l'indicateur lorsque celui-ci sort du coeur pendant un
intervalle de temps [0, T] jusqu'a ce que le colorant ait disparu.

Sachant que C(t) désigne la concentration du colorant a l'instant t, et Q la quantité de
colorant injectée au départ, établissez la relation suivante donnant le débit cardiaque :

_ Q
=TT .
J, C(®dt
Exercice 5

Exprimer les limites des sommes suivantes sous forme d’intégrales. On ne vous demande
pas de calculer ces intégrales.

1
: n
a. lim n) ., ——
n-+oo Z1_17’12+i2
1
: n
b. lim YL, —=

n-+oo Vn2+i2

.1 (k-1
c. lim =¥} _,sin (—n)
n—+oo N n
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Solutionnaire

Exercice 1
a. Y ,(2j2+1)=9+19+33+51+73+99
2k
b Yi-s s =
0. Xi=o(=5)% = (=5) + (=5)2 + (=5) 71 + (=5)° + (=5) + (-5)?

6 8 10 12 14 16 1 8 5 4 7 16
e e e e e e i S S
12 19 28 B9 52 67 2 19 14 13 26 67

= 1—F1 1+1 5425
125 25 5§
d.Y0 (-1)"'2+s)=3-4+5-6+7-8+9—-10+11—12
1 2 1 3 1 4
Do (2 i (B

@+ (243)+;
Y 5

5 (7)+3/ () + 2/ (3) 5 (D)

e.an=0%f (2 + %) =
1
=g/ @3 8

£y>_, sin (g k) = sin (g (1)) + sin (g (2)) + sin (g (3)) + sin (g (4)) + sin (g (5))
—1+0-1+0+1
Exercice 2
a.S=1+3+5+7+9+11 =332k +1)

b.S=14+4+9+16+ 25+ 36+49 + 64 + 81 + 100 = Y12, k?

.S=2—-4+6-8+10—12+14—16+ 18 —20 = X0 (-1)"1(2n)
kzlﬁ

dS=2f(1+2)+=f(1+2)+2f(1+2)++2f@) =3
k

s =30/ () = () + 2/ () + =/ @ = 2 S ()

111
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Exercice 3

On a Axizszb%azﬂz ,xi=a+iAx=0+(%)i=i pour tout { = 0,1,---,n,

.4 ,

— 4 _ (L l _ i .4 E . .
fxi))=x*+2x;+1= (n) + 2 (n) +1= il +nl + 1. La somme de Riemann est
donnée alors comme suit :

n n
1, 1
Zf(xl)Axi:Z:(Fl +—l+1)g
i=1 =1
11 n5+n4+n3 n +2n(n+1)+
“a\nt\5 T 273 30)"n 2 "

n 1 1

Y G on +1
n(5+2+3n T ERR )
141n 3°1 1
=—(—+—+—— )

D'ou, on obtient

1 n
f (x*+2x +1)dx = lim Zf(xl-) Ax;
L e

_ i (11+ 3 N 1 1 )
~ aodw\5 20 3pZ  30n*
_11
5
Exercice 4

Considérons une partition quelconqueP = {t,, tq, ", t,_1,t,} de l'intervalle de temps
[0, T]. Alors, la quantité de colorant Q;qui passe devant le point de mesure entre les
instants (de la partition) t = t;_; ett = t; (durée At; = t; — t;_1) est égale a :
(volume)(concentration) = FAt; C(t;) ou F estle débit recherché.
—— ~——

volume concentration
Ainsi, la quantité totale de colorant qui passe devant le point de mesure n’est tout

simplement que la quantité totale Q injectée au départ est représentant : )i, FAt; C(t;).
DOHC, Q = Z?=1 FAtl C(tl) = FZ?=1 C(tl)Atl °

Ainsi, par passage a la limite lorsque t — +o00 (donc max At; — 0), on obtient :
T

n n n
Q = lim Fz C(t)At; =F lirP z C(t)At; =F lim Z C(t)At; = Fj C(t)dt
n—->+0oo
i=1 i=1 i=1

n—+oo maxAt;—0
0

D'ou, on obtient le résultat escompté.
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Exercice 5

a.Ona:
n n 1
i 1 1
lim nz = lim — f
noto  Lanc +1 n—>+oon
i=1 i=1 — 0
b.Ona:
n 1 1
i Yol Z . f
n—-+oo — n2 SIS i2 n-+on L + J 1+ x2
c.Ona:
k—
lim - Lyn_ sin (— n) = lim = S sm( ) f sin(xm) dx.

Théoréme 2 (Théoréme fondamental du calcul intégral)
Soit fune fonction continue sur [a, b] et considérons la fonctionA(x) = f; f)dt oux €
[a, b]. Alors:

Si F(x) est une primitive de f(x), alorsf: f(t)dt = F(b) — F(a).

2. A'(x) = f(x).

N.B. : On note en général F(b) — F(a) = [F(x)]5 = F(x)]% = F(x)|%.

Changement de variable dans une intégrale définie

Soit a calculer l'intégrale f: h(x)dx, ou h est une fonction définie sur un intervalle I = [a, b] tel que
h(x) = flg(x)]g(x). Avec f définie sur un intervalle J ayant F comme primitive, et g: [ — J
(définie sur I et & valeurs dans J) une fonction continue ainsi que sa dérivée g'sur ’intervalle 1.

Supposons que nous voudrions effectuer le changement de variable t = g(x), alors les bornes
d’intégration a et b sont a changer en g(a) et g(b). Plus précisément, on a la formule de
changement de variable suivante :

b b 5 g(b)
f h(x)dx = f flg@1g(x)dx = [F(g(x))]. =F(g(b)) — F(g(a)) = N
a a g(a

N.B. : La continuité de g et g’ sur I = [a, b] est primordiale (voir exercice 12).

Exemple: [ = [?cos®xsinxdx
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Intégration par partie dans une intégrale définie

Soient u,v,1u, ¥ des fonctions continues sur un intervalle I = [a, b]. Alors, on a :

b b
J udv = [uv], — f vdu
a a

Ou d'une fagon équivalente :

b b
f u(x)v(x)dx = [u(x)v(x)], —f u(x)v(x)dx

Exemple 19

Calculer l'intégrale suivante [ = [ OE x sinx dx.

Solution
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Application physique de I’intégrale définie
Le changement de position, ou déplacement, du mobile dans un laps de temps [t;, t;]
est donné par la formule :

2
j v(t) dt = s(t,) — s(ty).

1
Si t; = 0 (l'instant initial) et s(t;) = 0 (la position initiale coincide avec 1’origine des
positions), alors le déplacement vaut

ftzv(t)dt = s(t,).
t

1
Dans ce cas, on voit bien que le déplacement représenterait la position du mobile a 1'instant

final t,.
Tandis que la distance parcourue par le mobile dans ce méme laps de temps peut étre
différente du déplacement. Elle est donnée par la formule :

ftt12|v(t)| dt.
Exemple 20

La vitesse d’un mobile a I’instant ¢ (exprimé en secondes) est v(t) = t? — 2t métres par
seconde.
1. Evaluer le déplacement du mobile entre les instants ¢t = 0sett =2s?

2. Evaluer la distance totale parcourue durant les 3 premiéres secondes?

115



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

I1. Intégrales impropres ou généralisées

Nous avons vu que la notion d’intégrale est définie pour des fonctions continues sur un
intervalle borné [a, b] (a et b finis). Lorsqu’on n’est guére dans cette situation, c’est-a-dire
vouloir étendre une intégrale a un intervalle non borné (a et/ou b infini) ou que la fonction
intégrande f admet des points de discontinuité infinie, on parle alors d’intégrale impropre.

11 .
Exemple 21 (contextuel) : f_ 13 dx = ? (Pourquoi la réponse n’a pas de sens ?)

Définition 21 : L’intégrale définie f; f(x)dx est appelée une intégrale impropre ou
généralisée si

1. f tend vers ’infini en un ou plusieurs points de [a, b] (points de discontinuité
infinie)

ou si

2. au moins une des bornes d’intégration est infinie (£ 00).

Remarque :Pour abréger le texte, nous utiliserons les termes suivants :
» singularité finie pour décrire un point de discontinuité infinie ;
» singularité infiniepour décrire une borne infinie (+0).

Dans les exemples suivants, vérifier si on a a faire a une intégrale impropre ou classique.

21
Exemple 22: f 0% dx (enx=0, f(x) tend vers)

1
Exemple 23: f7+oo o dx (il y a une borne infinie)
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3 1
Exemple 24 : f_oo - dx

4 1
Exemple 25: [ ey dx

Exemple 26 : [ = fol sinx

Principe de calcul d’une intégrale impropre

1. Utiliser la régle de Chasles pour diviser I’intégrale impropre en somme d’intégrales
impropres de manicre a ce que chaque intégrale impropre contient une seule
singularité.

2. Remplacer I'intégrale (impossible a évaluer directement) par une limite d’intégrales
définies standards.Pour ce faire, on utilise le tableau présenté dans la page suivante.
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Cas Forme Conditions Représentation par des

limites d’intégrales

f est continue sur [a, b [

b
1 I=J f(x)dx et

lim; _ f(x)=+o
x—b

t
I = tl_l>rbn_Lf(x)dx

f est continue sur |a, b]

b
2 I=f f)dx et

lim; L fx)==xo
x—a

b
I = tl_lggrft f)dx

f est continue sur |a, b |

I t=_)al;rmj; f(x)dx

et
b . -
| = reodr | T e /@ o
a
et tlirgl_ f f(x)dx
lim;  _ f(x)=%oo ‘
x—>b ouc €]la,b[
est continue sur [a, b] \ {c ¢
4 te} I = limf f(x)dx
et toc™ ),
b . 3
o | 1= rooax |l s /0= +
a b
ou lim j f(x)dx
. t-ct
lim;  f(x)=+o ‘
x—c
+o n’a pas de discontinuité ¢
5 I=j f(x)dx ! , p, I = limff(x)dx
a infinie sur [a, +o0[ to+oo |

f n’apas de discontinuité

b b
6 ]=f f(x)dx I = tl_i)r_noof f(x)dx

infinie sur | — oo, b]

f n’apas de discontinuité

c
I = lim f x)dx
+oo infinie sur | — oo, 400 t==Jy )
7 I = f(x)dx I

t
tl—1>£-noo . f(x) dx

Lpe see < . b . . \
Définition : Une intégrale impropre [ = fa f(x)dx est dite convergente si aprés sa

décomposition en limites d’intégrales définies standards (telles que présentée dans le tableau

précédent), toutes les limites sont finies. Sinon on dira que 1’intégrale
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est divergente.

Exemple 27 : [ = folﬁ dx
+oo 1
Exemple28:/ = [[ '— dx
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Exemple 29 : Décomposer seulement sous forme de limite d’intégrales définies standards.
I — f+00 X

-2 (x+8)(1-x)(x—4)3sinx
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Exercices
Exercice 1

Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes

L= [ ——dx

(x-3)3
20 =[] Zrsdx
30 = [ 7 —dx
41=[° Sdx

5

5.1 =", —dx

6.1=[""—

2 x(Inx)2
Exercice 2

Décomposer l'intégrale suivante en somme de limites d'intégrales standards.
I — f0+00 1-cosx
x(x+1)(x—m)2
Exercice 3
Apres un tremblement de terre, un gouffre s'est créé au bas d'une colline ou se déverse

l'eau d'une riviere. On a constaté que l'eau se déverse dans le gouffre a un rythme donné
par la fonction D (t ) = 150000 e ~%%° Jitres par heure sachant que le tems t est
mesuré en heure a partir du moment ou le déversement a commencé. On suppose que le
gouffre est tellement profond qu'il peut contenir toute I'eau du lac.

.y + . Sy
Calculer I’mtegraleofoD (t )d et donnez-en une interprétation.

Exercice 4

Considérons un module de 1'espace ayant une masse de 10 tonnes sur la surface de la terre.
Nous négligerons l'effet de la résistance de l'aire. Calculer le travail nécessaire pour
propulser le module a une distance illimitée de la surface de la terre. On rappellera que le
rayon de la terre est estimé a environ 6 371 km et on prendra comme valeur moyenne de
'accélération gravitationnelle (intensit¢é du champs gravitationnel ou intensit¢ de la
pesanteur)

g =981N/kg.
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Solutionnaire
Exercice 1 (Réponses)
Dans toutes ces intégrales, il faudrait vérifier au préalable que les points de discontinuité
sont des discontinuités infinies (singularités finies) et qu'elles appartiennent au domaine

d'intégration. Je vous laisse le soin de le faire.

1. Onal = llggrf o 3)3dx

Onposez=x—3=dz=dx
» pourx =t,onaz==t-—3;
» pourz=4,onaz=4—-3=1.
11t 1., 1
D’ou, I = lirsgf 32—3dx tllggr _ﬁtg—_ztllrgﬁ(l_m)—“"'

Donc I’intégrale diverge.

5 x+1 . 1 x+1 u x+1
2. 1= 0x(x_S)dx— tlir(r)grft d +ulL5_f x(x_s)dx

x+1 A | B _ A(x—5)+Bx . .
T, s + 5 xe=5) ce qui donne pour tout x :
x+1=A(x—5)+ Bx -+ -+ (%)

ou A4 et B sont des constantes a déterminer.
Calcul des constantes

» En substituant x = 5 dans (*), on obtient 6 = 5Bs, et donc B =
» En substituant x = 0 dans (¥), on obtient 1 = —5A4s, et donc A = —%

U‘llm

A B 1 1
=f(;+;)dx=Af;dx+Bfde
1 6
=Aln|x|+ Bln|x — 5|+ C = —glnlxl +§ln|x—5| +C

1
= g(—lnlxl +6In|lx —5|)+C

. 1
Ainsi, hm f (x 5) dx = tlirg;rg[6 In|x — 5| — In|x|]}
1
=§tlirg1+(6ln4—6ln|t—5| +Int) = —
— Tia L el _ u
et ulggl_f T _5) dx = 1}3?—5[61n|x 5| — In|x|]¥

1
=3 lim (6Inlu — 5| —Inu—6In4) = —o
u-—
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D'ou, I’intégrale diverge. (On aurait pu conclure que l'intégrale diverge dés que la
premicre intégrale diverge).

Il y a une seule singularité, c’est la singularité (+o0).

Donc on a :

400 1 t
I = dx = lim dx = lim[arctan x]¢
fo 1+x2 t-w Jo 1+ x2 t—>oo[ Jo

= hm <arctan t — arctan 0) = lim (arctant) =
—_— t—>o0

t—oo
=0

NS

. .rtoo 1 T . 99 Iz
Ainsi fo Ton? =3 (finie), et donc I’intégrale converge.

2 1 . t -2 : 2 2
=[" Zdx=1lim [ x"3dx+ lim ["x3dx.Or,ona:
=L = t-0- "1 u—-0t U

L2 1t 1
lim x 3dx =lim 3 xs] =1im3(t3+1)=3
t—-0" 1 t—-0— -1 t—-0—
et
1 3
lim, f X 3 dx = hm 3 xS] lim 3( 7l = u3) = 3V 2. Donc, on obtient

u—-0*t u—-0t

I = 3(1 + \/E) D'ou, I’intégrale converge.

I=f_2 1dx—llmf x 2dx+11mf x"?dx.Or,ona:

) _ _ 1 1 — zos
tllrgl_ f x“dx = tllrgl_ H = tll m ( 3) +o0 (on peut déja conclure que

I'intégrale I diverge)

et
lim, f x7?dx = lim — [ ] (— — l) = 400, D'ou, l'intégralel diverge.
u—-0t u—0t u—>0+ u
: +oo 1 t 1 . : . 1 1 1
Soit I = fZ x(In x)? dx = tl—1>$loo f2 x(In x)2 dx = tl—l>I-Eloo - E]z - t1—1>r-Poo (E - ln_t) ~ In2

On pose On pose z = Inx = dz =;dx
» pourx =2,onaz=1In2;
» pourz=t,onaz=Int.

Donc on a :
L e ) N [1z‘|lnt i < 1 1 ) 1
- t—1>£-noo In2 z2 Z= t—1>£-noo In2 ~t>+o\In2 Int In 2
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Donc l'intégrale Iconverge.

Exercice 2 (Réponse)
+0oo 1-cosx
I'= fO x(x+1)(x—m)2

Il y a trois discontinuités, a savoir : x = —1,x = 0 et x = m. Or, on remarque que :
» x = —1 n'appartient pas au domaine d'intégration [0, +oo[. Donc ce n'est pas une
discontinuité qui nous intéresse.
» Ona:
¥ 1—cosx (1_ 1 —cos x) I 1
im = ({lim ———— [ lim
x~0x(x +1D(x—m)? x>0 x x-0 (x + 1)(x — m)?
[IND: 5] 2
. 1—cosx\ /1
= (in——))
x—0 X T
[IND:%]

Or, d'apres la régle de L'Hospital, on aura :
. 1- . i : 1- 1 .
(llm o2 x) = lim (s1111x) = 0. Donc, lim ———~__ = (0) (;) = 0 (limite

x—0 X(x+1)(x—1)2

x—0 X x—0
0.
[IND: 7]
finie).

On conclue que x = Oest une discontinuité finie. En d’autres termes, x = 0 n’est
pas une singularité..
q 1-cosx o . 2.z 8 2 3 .
» Ona:lim———— = 400, donc x = 7 est une discontinuité infinie, c’est-a-
x—1 X(x+1)(x—1)2
dire une singularité. Ainsi,

f+oo 1-cosx _ (T 1-cosx j-S 1—cosx f+oo 1-cosx

0  x(x+1)(x—m)?2 0 x(x+1)(x—m)?2 T x(x+1)(x—1)>2 5  x(x+1)(x—-m)?2

c t 1-cosx g 5 1-cosx c v 1-cosx

e e O e o AR O Yy G
Exercice 3
Ona

+00 +00

f D(t)dt = 150000 f e~%%0tdt = 150000 lim [~1000 e~*%*]j

0 0

= —150000000 ul_i)eroo[ e 0001t — 150000000 ul—i>I—Poo[ e=0001u _ 1]
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= 150000000 Litres.
L'intégrale représente la quantite totale de l'eau du lac qui se déversera dans le gouffre ou

autrement la quantité d'eau que le lac en contient avant le déversement.
+ o . o
Donc fo “D(t)dt = 150000000 litres est la quantite d'eau que le lac en contient avant

le déversement.

Exercice 4

Le module lors de son ascension est sous l'effet seulement de la force gravitationnelle de la
terre (l'effet de la résistance de l'aire est négligeable par hypothése). L'intensité de cette
force gravitationnelle (le poids) a chaque point distant de x kilomeétres du centre de la terre
est donnée par la formule de Newton (le poids du module varie inversement par rapport au

. . k , )
carré de la distance au centre de la terre): F(x) = = (en newton : N). Déterminons la

valeur de la constante de proportionnalité k, et ce en utilisant les données du probléme.
Ainsi a x = 6371 km = 6371 x 103meétres,ona:
F(x) = 6371g = 6371 x 103 X 9,81 = 62499,51 X 10°> N.Doncona :

62499,51 x 103 = mﬁ k = 62499,51 x 103 x (6371 x 103)? =

253 6832673576 x 10°.
L'augmentation du travail AW entre deux points est donnée comme suit :
AW = (Intensité de la force au point final) (augmentation de la distance)
k 2536832673576 x 10°
( 2) Ax = >
X x
Comme le module est propulsé du sol (x = 6 371 km) a une distance illimitée de la surface
de la terre (x — +00), alors le travail a effectuer serait des lors donné par :W =

Ax.

+ oo 2536832673576 _
[ g e SR 5T8 gy = 2.536 832 673 576 [ NS
t
— 2536832 673 576 x 10° lim x~2dx = —2 536 832 673 576 lim [ ]
t>+0 Joany totoo 6371
) ene 832 673 576 x 10° 1 <1 1 ) 2536832673576 x 10°
= ot \t 6371 x 103/ 6371 x 103

=~ 398 184 378,2 X 10° joules
Ainsi, le travail nécessaire pour propulser le module a une distance illimitée de la surface
de la terre est évalué a 398 184 378,2 x 10° joules.
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Chapitre 5
Intégrales généralisées dépendant d’'un paramétre

Soitl un intervalle ouvert d®. On considére un intervalle semi-ouvgtb| et une fonc-

tion de deux variable§(t,x) out € [a,b[ etx € |, a valeurs dan& = R ouC. On suppose

ou bien québ = 40 ou bien qué < + et que pour certainse |, la fonctiont — f(t, x)

n’est pas définie eb. On suppose que pour tauk |, la fonctiont — f (t, x) est intégrable

sur l'intervalle semi-ouveria, b[ au sens des intégrales généralisées et on s'intéresse aux
propriétés de la fonction définie supar I'intégrale généralisée

F(x) = /:f(t,x)dt.

On étudiela continuitéet la dérivabilitédeF surl.

5.1 Théoreme deconvergencedominée

Dansce chapitre,nousallons utiliser le théoremede convergencelominéequi estune
conséquencdu théoremeale convergencéorné,5.1.1:

5.1.1 Théoréme. Soit (#fincry Une suite de fonctionatégrablessur un intervallesemi
ouvet [a,b[ telleque:

1) La suite(fy)nen converge simplement sie, b[ vers une fonction localement
intégrable f.
2) Il existe une fonctio, intégrable sur 'intervalle semi ouvefa, b| telle que :

vne N, vt € [a,b], |[f(t)] < ().

Alors f est intégrable sur I'intervalle semi ouvéat b| et

/f t)dt = lim fn()d

Nn—oo

Démonstration.Remarquons d’abord que I'’hypothé®amplique en particulier que :

vt e [a,b],[f(t)] < @(b).

Pour montrer I'intégrabilité de la fonctioh sur I'intervalle semi ouverfa, b[, on écrit,

pour toutA € [a,b, :
/A|f(t)\ dt < /Aw(t)dt.
a a
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Puisque par hypothése, la fonctigrest intégrable sur I'intervalle semi ouvéat b[, cette
inégalité implique que la fonctioh est absolument intégrable donc intégrable[aLl|.

Pour calculer 'intégrale dé sur[a, b[, on se donné € [a, b| et on utilise le théoréme de
convergence bornée, 7.1.1 sarA| : puisque la fonctiorf est intégrable sug, A elle est
bornée sur cet intervalle. Donc, on a bien, pour toet[a, b :

/f t)dt = lim fn()d

Nn—oo

De plus,e > 0 étant fixé, on peut choisk € [a, b[ tel que

fvwass

b € b
VneN,/ ()] dit g—et/ I£(t)] dt
A 4 Ja
Alors, il exigeN € N tel que, poun > N :

On en déduit :

IN
Alm

g (t)dt—/:fn(t)dt' < g

Donc, poum > N, on a:

[rwa [Mnwal <| [“ra- [Cuoaf+ o oo

/E;Af(t)dt—/a;Afn(t)dt

Ceci prouve bien que l'intégrale desur[a, b est égale & la limite des intégrales dgs
sur cet intervalle.

< —|—2£<8
J— 4_ .

5.2 Continuité de l'intégrale généralisée

5.2.1 Théoréme Soit f: [a,b[x| — K, une fonction continue par rapport a chacune
des deux variables sum, b[xI. On suppose gu'il existe une fonctign: [a,b[— R,
intégrable sur l'intervalle semi-ouvefd, b| telle que :

v(t,x) € [abxI, [f(t,X)] < @(t).
Alors la fonction t— f(t,x) est intégrable sur I'intervalle semi ouveg, b| et la fonction
F, définie pour x | par
b
F(x) :/ £(t,X)dt,
a
est continue sur I. En particulier, on a :
/ Ftxg) dt= [ lim f(t.%) dt
a X—>X0

=limF(Xx)=li f(t,x) dt
Jim F(x) legoa (t,%) dt,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’'intégrale généralisée.
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Démonstration.Remarquonsl’abordque,pourtoutx € I, la fonctiont — f(t,x) estlo-
calemenintégrablesur [a, b[ carelle estcontinueparhypothése.

Pour montrer I'intégrabilitéle la fonctiont — f (t,x) sur I'intervallesemi ouvert [a, b|
pour tout x € I, on écritcommedans le théorémeu convergencdominées.1.1, pour
toutA € [a,b], :

/A\f<t,X>|dt§/Aqo<t)dt.

Puisqwe par hypothésela fonction ¢ estintégrablesur l'intervalle semiouvert[a,b|, la
fonctiont — f (t, x) est absolumenntégrabledonc intégrableur [a,b].

On procédealorscommepourle théorémet.2.1.
Soitxg € | . Onveutmontreda continuitédeF enxg : soita > Otelque[xp—a,Xp+a] C |
etsoit (Xn)neny UNesuited’élémentsde [xo —a,Xg+a] C | convergeanversxo.

Onpose,pourtoutn € N : fo(t) = f(f,X,). Onremarquequelesfonctions f, sontinté-
graglessﬂwntervarl\e semlé'&\)ert[a,(t)[&) U n

Parcontinuitéde la fonctionx — f(t,x) , la suite (fn)ney COnvergesimplementversla
fonction f (t,Xo), qui elleaussiestintégrablesur[a, b[. Deplus,cettesuitedefonctionsest

majorée par la fonctiop. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée,
4.1.1: lasuite (F (xn) ), CONVerge vers (xo).
Comme ce résultat est valable pour toute sukg,cn convergeant vergy, on en dé-
duit bien la continuité dé& enxg et donc par suite surtout entier puisqueg € | est
guelconque, ce qui prouve le théoreme.

]

5.2.2Exemple. Soit

e—xt
f(t,X) — m,

définie pour(t,x) € [0, +oo[x]0, +oo].
La fonction f est continue par rapport a chacune des deux variablg®,stw|x]0, 4-oo|

et

V(t,X) € [0, +oo[x]0, 400 , [f(t,X)] < e

qui est une faction intégrable suj0, - (voir chapitre 3).

La fonction
+o00 eth

F(x) = —dt
) /o 1+t277
estdonccontinuesur]0, 4-oo].

Remarque. Commepour la continuitédesintégralesde Riemanndépendant’un para-
meétre,en général,on ne peutpasraisonnersur l'intervalle | tout entier.On cherchedes
dominationssur dessous-intervallesle | et on utilise un argumentde saturationpour
obtenirle résultatsurl toutentier.Voir I'exempledela fonctionGammeci-dessous.

5.3 Dérivabilité

5.3.1Théoréme.Soitf : [a,b[x] — K, unefonctioncontinuepar rapport a chacunedes
deuxvariablessur [a,b] x |. Onsuppose&ue f admetunedérivéepartielle par rapporta
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of : R -
X, Ix’ continue par rapport a chacune des deux variables/aLl] x |.
On suppose qu'il existe deux fonctiopset ¢ : [a,b[— R™, intégrables sur l'intervalle

semi-ouverfa, b telles que

AN

V(t,x) € [a,b[xI, |f(t,x)] < @(t) et Ix

< Y(t).

: of o :
Alors pour tout x 1, les fonctions t— f(t,x) ett— &(t,x) sont intégrables sur l'inter-
valle semi ouverfa, b] et la fonction F, définie pour % | par

F(x) = /abf(t,x)dt,

est dérivable sur | et

Foo=( [ 1ena) = [ Tena

ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d’'intégrale généralisée.

Démonstration.Remarquons d’abord que, pour tout |, les fonctions — f(t,x) et

of o . :
t— &(t,x) sont localement intégrables sur 'intervalle semi ouVar| car elles sont
continues par hypothése.

i - : of : .
Pour montrer 'intégrabilité des fonctions- f(t,x) ett — W(t,x) sur l'intervalle semi

ouvert[a, b[ pour toutx € I, on écrit, comme dans le théoréme du convergence dominée
5.1.1, pour toul € [a,b], :

/A|f(t,x)|dtg/A(p(t)dtet/A %(t,x)

dt < /A(,U(t)dt.

Puisque par hypothése, les fonctignet ¢ sont intégrables sur l'intervalle semi ouvert

[a,b], les fonctionst — f(t,x) ett — %(t,x) sont absolument intégrables donc inté-
grables sufa, b.

On procédealorscommepour le théorémet.3.1.0nfixe a > O tel que[xg —a ,Xo +O |
C | etsoit (xn)neny Unesuited’élémentsde [Xp — o ,Xo + a | C | convergeanversxg. On

peut supposer que ¥ Xgpour tout n € N,
Pourdémontreila dérivabilitédela fonctionF enxg, on écrit, pourtoutn € N :

Fla) —Fx0) :/b<f(tv"”>‘ f(t”‘°>) dt.

Xn—Xo Xn—Xo
On définit b suite de fonctiorh,)nen pourt € [a,b] par :

f(t,xn) — f(t,%o0)
Xn —Xo
Puisque lgonction f est dérivable par rapport a la varialdlen xp, cette suite converge

hn(t) =

simplement vers la fonctlo% (t,Xo), qui bien est intégrable par rapport a la variable
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De plus, par le théoréme des accroissements finis, il existe]xo — o, %+ a] tel que

hn(t) = a—)f((t,yn). Donc, les fonction, sont donc dominées par la fonctignsur [a, b.

Enappliquante théoremede convergencelominée 5.1.1,on endéduitquela suite

F(xn) —F
(%XO(XO))%N

b
converge vesr/ %(t,xo) dt quandn — oo,
a

Comme ceci est valable pour toute sUig)neny CONvergeant versy, on en déduit que

X—Xo X—Xp

bof
) = A &(t,xo)dt,

ce qui prouve la dérivabilité deé enxg et I'égalité
bof
F(xo) = / 9Tt %) dt.
(Xo) o (t,%0)
Puisqe X € | est quelconque, ceci montre bien la dérivabilitd=deur]| .
Remarque. Pour la dérivation sous le signe somme, on a la méme remarque que pour la
continuité : en général, on ne peut pas raisonner sur l'interiadiat entier. On cherche

des dominations sur des sous-intervalle$ deon utilise un argument de saturation pour
obtenir le résultat surtout entier. Voir I'exemple de la fonction Gamma ci-dessous.

5.3.2 Exemple. La fonction T".
Pourx €]0, +oo][, on pose

40
r(x) = / et Ldt.
0
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Définition:
Comme il y a deux problemes d’intégration, en O et4en, on sépare cette intégrale
généralisée en deux intégrales généralisées :

F1(x) = 1e‘ttx‘ldt Mo(X) = ™ ety
1 A ; 2(X) . :

On a bien sdr,

Fr=rp+rs.
La fonctiona intégrerf (t,x) = e"'t*~Lest positiveOn peut donc pour x > 0 fixé, appli-
quer lethéoreme:

-Soit x €]0, +oof fixé. Quand t — 0, f (t,x) est équivaledt& ! qui est intégrablen 0
d’aprésla proposition . Donc [(x) est bien définie pour x @]+oo|.

-Soit Xx€]0, +-oo[ fixé. Quand t — +o, on a

lim &/2f(t,x) = lim e /2t 1=0.
t—+4o t

— 00

Donc f(t,x) est dominée au voisinage deo pare'/2 qui est intégrable en-c. Donc
2(X) est également bien définie poug]0, +-oo|.

On vérifie sans difficulté quel (1) = 1 et que Vx> 0, I'(x+ 1) = X" (x). On en déduit
en particulier que Vn € N* | I'(n) = (n—1)!. Lafonction I' apparait donc comme une
extension & de la fonction “factorielle”.

Continuité: La fonction f (t,x) = e~'t*~* est continue suj0, +oo[x]0, +oo].
Soita >0.0na:
VX € [a,+w[, vt €]0,1], [t <e 't L

La fonctionyn (t) = e 't?! est intégrable en 0. D'aprés le théor« 12.8, la fonction
1(X) est continue sufa,+o[. Ceci étant vrai pour toutr > 0, on en déduit qu€(x)
est continue su0, +oo|.

Soit3 > 0. On a de la méme facon :

¥x€]0,B], Vt € [1,+oof, [e 't < e 'tPL

La fonctiony,(t) = —1tB~1 estintégrable en-. De nouveau, d'aprés le théoré 128,
la fonctionl™»(x) est continue sulO, B3]. Ceci étant vrai pour toy# > 0, on en déduit que
2(X) est continue sU0, +o|.

La fonctionl” est donc continue sy@, +o|.

Dérivabilité : La fonctionf (t,x) = e 't*~! admet une dérivée partielle par rappoxtGui
est continue su, +[x]0,+o]. En effet, pour touft, x) €]0, 4-o0[x]0, +oo],

%(t,x) = e 't dint.
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Soita, 3 > 0. Commepour la continuité,on écrit :
vx e [a, 4o , vt €]0,1], [e 't* tInt| < e 't int,

Vx €]0,B] , Vt € [1, +oo],

La fonction e 't®~1 Int estintégrableen O et la fonction e 'tf 1 Int estintégrableen
+0o. On en déduit par le théoreme5.3.1 que les fonctions "1 et ', sont dérivables
respective-mensur [a , 4| et |0,8 ]. Commec’estvrai pourtousa ,f3 > 0, cesdeux
fonctions sontérivablessur |0, 4. Il en est de mémmour MNeton a :

e 't int] < e 'tB int.

~+0o0
Wx €]0, +oo[, ' (X) = / et Lintdt.
0

Remarque.L’hypothése de domination de la fonctid(t, x) ou de la dérivée partleII%?

par unefonction intégrabley surl'intervalle semi-ouverta, b dansles deuxthéorémes
5.2.1et5.3.1esttresforte. On peutenvisageunehypothésanoinsforte, la convergence
uniforme:

5.3.3Définition. On dit que l'intégralegénéraliséalépendant’'un parametre
b
F(%) :/ £t x)dt,
a
estuniformément convergente sur | si:

b
Ve >0, dce [a,b[ tel quevx el , / f(t,x)dt‘gs.
Cc

On peutmontrerquela conclusiondesthéoremes.2.1 et 5.3.1 restevalide si on rem-

place I'hypothése de domination (stiou sur% ) par cette hypothese de convergence

uniforme.

5.4 Application : transformée de Laplace

5.4.1 Définition.On pose :
& ={f cC(R",K)|3IM; >0,3r; >0,vt e R" |f(t)] <M}

et pour f € &, on définit la transformée de Laplace de f, quand elle existe, par :

L(F)(X) = /O+°° f(t)e dt.
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5.4.2Proposition. 1) Soit fe E. Alors, pour tout x> r, L(f)(x) est bien définie.

2) L'application L est une application linéaire de I'espace vectoretians I'es-
pace des fonctions de class& C

3) Pour toute fonction &£ L, L(f)(X) tend vers 0 ainsi que toutes ses dérivées
lorsque x tend versg-co.

Démonstration.: 1) Pour f € &, la transformée de Lapladg(f)(x) est définie par une
intégrale généralisée si@);, +oo[. Pour toutx > r¢, on peut écrire :

| f(t)e ™| < Meel 0,

La fonctionel"t )t est intégrable sul0, +o[. Donct — f(t)e ™ est absolument inté-
grable surf0, +oo[ pour toutx > r¢ et L( f)(x) est bie définie pour ces valeurs de

2) Il est facile de voir que& est un sous-espace vectorield&R ™, K) et quel est linéaire.
Montrons que pouf € &, L(f) est de class€™ :

La fonction(t,x) — e f(t) est continue sul0, +oo[x]r ¢, +oo[, dérivable par rapport@
avecs (e7f(t)) = —te ™f(t) qui est continue sUO, +-oo[x]r ¢, oo

OX
De plus, sit a>r¢. On peut écrire, poure [0, +-o[ etx € [a, +] :

9
OX

(e‘th(t))‘ = [—te ™ f(t)| < Mytel 3N,

La fonctiont — tel"r~est intégrableur [0, +-c0[. On peut donc appliquée théoréme
5.3.1 :pour tout x € [a, 4|, on a

d [te o
—/ e X f(t)dt= —/ te ™ f (t)dt.
dx.Jo 0

Commea > r; est quelconque, cette égalité est vérifiée|sur-oo].

Le méme argment appliqué a la fonctioie ! f (t) permet d'itérer le raisonnement. Le
résultat a I'ordren est alors immédiat et on obtient bien quéf ) est de class€®.

3) Pourx > r¢, la majoration :

ilnplique que ’e th(t)} < Mfe(rf X)t,
— M
[ < xt < / (1t f |
’ (f)(X)| _/ |e f(t)‘dt Mf e dt v—

Donc|L (f) (x)| tend bien vers 0 quand— +o.
Pour la drivée, un calcul analogue donne, pous r :

|—te ™ f (1) < MytelT T,
dou:

L (X

+00 +00
i g/ \te—"tf(t)|dt§|\/|f/ tel =gt

0 0
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Or par une intégration par parties, on a, pour ¥ut O :

X
/Xte(rf—x)tdt = telr =t — 1 /X elr =Xt
0 s —X 0 rs —X.Jo

Le terme tout intégré tend vers 0 quaxd— + et le second terme tend v

+oo 1
T | ———
/o (x—rf)2

X—r¢)?
donc,

On en déduit que

d Mi¢
S0 < s

doncla dérivéede L( f) tend bien versO al’ infini.
Cetargument’appliqueaussiatoutesles dérivéesde cettefonction.

5.4.3Proposition. Soitf € €. Alors, six >+ a,
L (eatf(t)) (x) =L(f)(x—a).
Démonstration.: Six > r¢ + a, par 'argument précédent, les deux intégrales :
+0o0

~+o00
etf(t)e dt et / £ ()@t dit

0 0

existentet sontévidemmengégales.
5.4.4 Proposition. Bur x > A, pour toutn > 1

n!

L(t"eM) (x) = XA

Démonstration.: Soitx > A. Pour toutX > 0, par intégration par parties, on a :

X
X Na(A —x)t X $n—14(A —x)t
/ NeA Xt g — [t e ] —n/ e gt
0 0

A —X A —X
QuandX — +oo, le terme tout intégré tend vers 0. Donc on obtient I'égalité :

/ g xtgp - N / T 1Aty
0 A —xJo

On itére ce calcuh fois et on trouve :

/+°°tne()\ *X)t dt — —nN /+°°tn1e()\ *X)t dt — ...
0 A —XJo

n! +oo n!
= | — n ()\*X)t =
(—1) (/\—x)”/o e dt X_ AL
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5.4.5 Proposition. Soit f € €. Pour x> r¢, pourtoutn > 1,

L") (9 = (—1)”0?—):1 (L(F)(x))-

Démonstration.On procédepa récurrencesurn.
Vérifions cettepropriétéal’ordre 1 :
D’apresla propositions.4.2,ona:

d [+ +oo
il / e X (t)dt = — / te X f (t)dt.
dx.Jo 0

D’ou q
L{Af0)) (x) = =4 (L(HX).

Le méme calcul appliqué a la fonctive > f (t) permet d'itérer le raisonnement. Le ré-
sultat a I'ordren est alors immédiat.

5.4.6Proposition. 1) Sifetfecg, alors, pourx>rs,r :

L () (%) = XL () (x) — (0).

2) Sif,f, ..., fWe¢g, alors, pourx>re,re,... rw

L (f<“>) (X) = XL () (X) —x"LF(0) — ... — £-D(Q).

Démonstration.La deuxieme propriété se démontre par une récurrence immeédiate a partir
de la premiere.

Montronsl) : SoitX > 0. Par intégration par parties, on trouve, pour tour¢,r¢ :

X

/OX f'(t)e dt = [f (t)e—Xt}g< +x/ f(t)e *dt.

0
QuandX — +oo, le terme tout intégré tend versf (0) et on obtient :
~+00

+00
/ #/(t)e Xt = —(0) +x / F(t)edt,
0 0

c'est-a-dire
L (1) (9 =x& () (x) = £(0).

Les propriétés que nous venons de démontrer permettent de résoudre des systémes diffé-
rentiels linéaires a coefficients constants et des équations différentielles linéaires a coef-
ficients constants, par la méthode de la transformée de Laplace, si I'on admet le résultat
suivant :
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5.4.7Théoreme. La transforméede Laplacel estuneapplicationinjectivesur €.
5.4.8Exemple. On considérd’équationdifférentielle:
y'(t) = 3y/(t) +2y(t) = €,y(0) = 1,y (0) =

On sait que cetteéquationadmetune solutionuniquesur R. On cherchecettesolution
dansé. Ontransformecetteéquationpar L :

L(y'(t) —3L (Y(t) +20(y(t) =L ().

En utilisant les propositions 8.4.2 et 8.4.6, on écrit :

L(y'(1) () =xL(¥(t))(X) —xy(0) =¥ (0) = XL (y(t)) (x) — X
Lym)x = 1( y(1)) (x) —y(0) = XL (y(1)) (x) -1

L)X =3_1
La fonctionL (y(t)) vérifie donc :

(= 3x+2)L(y(t))(X) —x+3= lel

D’ou
—4x+4 X—2 -1 1

:<x—1vu—2>:éx—nzz<x—nz+<x—n
=L (te)(X)+L () (x) =L ((L-t)&) (x).

Parl'injectivité de L (théoremes.4.7),on obtientdonc:
y(t) = (1-1)é.

Parsuite,cettefonctionestl'unique solutiondel’équationdifférentiellesurR.

L(y(t)) ()

5.4.9Exemple. On considerde systemadalifférentiel:

D =2xt)+2v(0) +¢.
dy

O =XV +3y(t) &,

avec lesconditions initiales ¥0) = 1,y(0) = 4.

Comme dans I'exemple précédent, on sait que ce systeme admet une solution unique. On
cherche cette solution dafiset on transforme ce systeme garOn obtient :

1
u—1’

1
(u-1)2’

ul (x(t)) (u) =1 =20 (x(t)) (u) + 2L (y(1)) (u) +

ul (y(t)) (u) =4 =L (x(t)) (u) +3L (y(1)) (u) -

Oou encore




Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

Ce systéme admet pour solution :

3_ 2 _
£00) () =

3_ 2 _
£ 00) () =

On décomposeesfractionsrationnellesen élémentssimpleset on utilise la proposition
5.4.4pourinversera transforméeale Laplacegraceauthéoremes.4.7.

Remarque.Cetteméthodenes’appliquequesil’on connaitla transforméele Laplacedu
deuxiememembredel’équationdifférentielleou du systemedifférentiel.

5.5 Exercicessur le chapitre 5

5.1 Exercice.On étudie ici I'intégralegénéraliséelépendant’'un parametrex € R

F(x) :/;oof(t,x)dt,

avec

1) a) Montrerque cette intégrale existe pour tout R, c’est-a-dire qué est définie sur
R tout entier.
b) Montrer queF est continue et bornée st
2) Montrer queF (x) est paire et calculd? (0).
3) Montrer que poux > 0, on a
F(x) = xG(x),

G(X)Z/ ﬂdu
0

u+x2

ou G(x) est donnée par

4) Montrer que G(x) est deux fois dérivable s, +[ et exprimerG'(x) et G”(x) sous
la forme d’intégrales généralisées dépendant du paramé&te +oo|.

5) En déduire qud- est deux fois dérivable syf, | et que sa dérivée seconde est

donnée par
© 2x% — 6U2
F”(x :x/ ——————=cosudu
() 0 (LZ+x2)3

6) a) Montrer que pouru,x) # (0,0), les fonctions

2x2 — 6U? -1
h — 2 7" etk - =
(U7X) (U2+X2)3 Et (U7X) U2+X27
vérifient )
2k
h(U,X) = W(LI?X)'

b) En déduire qué& vérifie sur]0, +oo[ I'équation différentielle="” = F.
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[On pourra faire des intégrations par parties en les justifiant, a phatitexpression :
400 aZk
F”(x :x/ — (X, u) cosudu

c) En déduire qué& est de la forme
F(x) =ae'+be™, a,beR,

pourx €]0, +-oo].
7) Calculerlesvaleursdea etb al'aide desinformationsobtenuesurF enl) et2) eten
déduireune expression simphie F valablepour tout x € R.

5.2 Exercice.Pour tout n € N et pour taut x > 0, onpose :
T dt
hn(X) = —_.
n( ) /0 (t2+X4>n
1) Montrer quehy, est bien définie suR; .
2) Montrer queh,, est continue suR; .
3) Montrer quehy, est dérivable suR; et que sa dérivée vérifie :

h,(X) = —4nxChns1(X).

4)a) Calculerhy(x).

4)b) Montrer par récurrencgue h est de la forme f{x) = ax*~*"ol &, € R vérifie une
relationderécurrenceuel’on précisera.

4)c) En déduirehy(x) pour tout n € N.
5.3 Exercice.Soitf une fonctionindéfinimentdérivablesurRR telle que f (0) =1 et
0 < f(t) < 1pourtoutt €]0,1]. Onnoteg(x) = suRex q f(t), pourx < 1.

t
7 - yd 7 7 - 7 +w eﬁ dt -
1) Pour quelles valeurs réelles del'intégrale généralisé ta existe-t-elle? On
0

notel (1 — a) la valeur de cette intégrale généralisée si elle existe.
2) Montrer que sk €0, 1], alorsg(x) < 1.
3) Montrer quef’(0) < 0.
Désormais, on fixe un réel €]0,1[ ; on suppose qué’(0) # 0 et on notef’(0) = —A
avecA € RY.
4) Montrer que
f(t)—e M

im—-———=u—A\.
th t H

[Pour la suite, on rappelle que toute suite de réels admet une limite supérieure et une
limite inférieure (éventuellement infinies) et que la suite converge si et seulement si la
limite supérieure et la limite inférieure sont finies et égales]

5)a) Soit 4 > A. Montrer a l'aide de 4) qu'il existe, €]0,1] tel que f(t) > e M pour
toutt € [0, X].
5)b) En déduire que poyr > A,

Lo dt % dt
/Of”(t)t—az(nu)“ /O et
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5)c) En déduire que poyr > A,

o rMl—o
liminf nt~ "/ () > ——— ).
n—-+oo t u

puis que
1 —
liminf nl"/ it [l=a)
0

n—-4o ta — )\17(1
6)a) On suppose maintenant quecQu < A. Montrer a l'aide de 4) qu'il existg, €0, 1]
tel quef (t) < e M pour toutt € [0,x,].
6)b) En déduire que pour@ u < A,

1 n dt a—1
/Of(t)t—ag(nm M(1—a)+ 2 (1-x),

(%)@

our :=g(Xy).
6)c) En déduire (en utilisant 2)) que pourOu < A,

: o [t dt r(1-a)
| ! O’/ i) < — 2.
msupnt [0 < g

puis que

. rl-a)
limsupn!~ "/ fN(t .
n~>+oop ta - )\l a

7) Déduire des questions 5) et 6) que

1 dt r(1-a)
/0 fn(t>t—aNW, n— 400,

5.4 Exercice.l) Soit z € C, telque ez > 0. Montrer que l'intégragnéralisée

+00
/ e Zdt,
0
existe et donner sa valeur.
2) Soitx € R?.. Déduire de 1) que l'intégrale généralisee
o0 _
G(X) = / e sintdt,
0

existe et montrer que
1

3) Soitx € R%.. Montrer que l'intégrale generalisée

+oo
F(x) :/ *X‘S'”t dt,
0

existe.
4) Montrer queF est dérivable suR’, et queF’(x) = —G(X).
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(R - A
5) Montrer que pour toux € R* , |[F(x)| < -’ puis en utisant 2) et 4), en déduirg (x)
pour toutx € R*, .
6) Montrer que l'intégrale généralisée

+t sint
| — / S gt
0 t
estsemi-convergente.

7) Le theorémede continuitédesintégralesgénéraliséedépendantd’un parameétreper-
met-il de conclurgque | = limy_,oF (X) ?

5.6 Corrigé desexercicessur le Chapitre 5

Corrigé del'exercice5.1
1) On remarque que

1
< = —.

—+00
Ceci nous matre tout d’abord qué& (x) est bien définie puisquf h(t) dt est conver-
0

gente (théoréme de comparaison). D’autre part puisque) est continue, et uniformé-
ment dominée par la fonctidmt), on peut appliquer le théoreme de continuité des inté-
grales généralisées dépendant d’'un paramétre. La forfefionest donc continue siR.

+00 T
De plusF(x) est bornée pa/ h(t)dt= >

0

2) Il estimmadiat queF (x) = F(—x) puisque co@x) = cog —tx). D’autre part,

T 1 .
F(O):/O 1+t2dt: lim arctgT)—arag(0) = /2.

)

3) En utilisant le changement de varialble- xt, on obtient

+®  cosu du +® cosu
F(x)= — = ———du= xG(x).
) /o 1+ (u/x)2 x X/o T A X

4) On calcue tout d’abord
@ —2xcosu

ax WX = Ga 22
C’est une faiction continue sujO, 4| x]0, +oo[. Soita > 0 donné. Poux > a, on a
2X 2X 2 2

a9

400 2
Puisque ——du converge,on peut appliquer le théoréme de dérivation des
q /0 @+ ) g p pphq

intégrales généralisées dépendant d’un parameétre qui nous monteeegtide classe!
sur[a,+oo[ et sa dérivée est donnée par

ey +°°@ _/+°° —2xcosu
G(x)_/o dx(u,x)du_ A 7(x2+u2)2du'
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De méme, on calcule

9°g 8x?cosu 2 cosu (6x% — 2u?) cosu

2 WX = CCrW@)R (w2 (@rw)3

C’est unefonction continue suj0, +-oo[x]0, +oo|.
Pourx>a,ona

6x2 — 22U B6(X2+UP) 6

9% <
Z+w2)3 = (+w2)3 = (@+w)2

x| <

+00
Puis ue/ ————duconvere, ceci nous permet d’appliquer le théoréme de déri-
q o (@) ® P pphq

vation des intégrales généralisées dépendant d’'un parametre qui nous mor@feegtie
Cl sur[a, [, c’est-a-dire queés est de class€? et que sa dérivé&” est donnée par

+° §2g + (6x2 — 2u?) cosu
// pu— —_— pu—
G'(x) = A 0X2(u,x)du /0 CARTAE du.

5) Puisqe F (x) = xG(x), F est aussi deux fois dérivable giat+o[ pour touta > 0 et
par conséquent s, +oo[. Sa dérivée est donnée g&x) = xG (x) + G(x), et sa dérivée
seconde par

F’(x) =xG"(x) +2G'(x) =

/+°° X(6x%> —2u?)cosu  4xcosu
0

B /+°° (2x% — 6U?) cosu .
- 0 (X2 + u2)3 :

6) Pour(u,x) # (0,0) onpeut calculer les dérivées partielleskda, x) et on trouve

ok 2u

%(ua)() = (X2+U2)27
et
d_2I<(u ) = 2 8u?  2¢—6u?
oul' - (X2—|—u2)2 (X2—|—u2)3 - (X2+u2)3 -

Ceci monte que

h(u,x).

F’(x) =x +0° azkk(u X) cosudu
T Jo 0w
On effectue deux intégrations par partie successives sur un intefydfleouB > A > 0.
On remarque que les termes tout intégrés tendent vers 0 lofsgue etB — +o, et on

trouve donc :
—+00 ak +00

F”(x):x/0 %(u,x)sinudu:—x/o k(u,x)sinudu= F(x).

Toute solution de cette équation sur un intervalle est une combinaison linéaire des solu-
tions élémentaireg’ ete ™ d’ou la forme deF.
7) PuisqueF (x) est bornée quand— -+, on a nécessairemest= 0 (sinonF (x) tendrait
vers+o ou —o). CommeF est continue en 0, onta= F (0) = 7—2T SoitF (x) = 7—2Te‘X sur
[0, +oo[. Parparité, on a donc

F(x) = 7—2Te*\x\.

141



Cours Analyse 03 Session automne 2019-2020

Corrigé del'exercice 5.2

1) La fonction posmvem est définieet continue suf0, +o[xR;". Elle est donc

s : 1 .
intégrable sur tout intervall@®, A] C [0, 4. Pourt — o0, on a 0< o < 20 QUi
est int@rable ent-c0o. On en déduit que cette fonction est intégrable[8uoo|.

2) Soita> 0. Pourt € [0, 4| etx € [a, 4|, On peut écrire :

1 1
0< < .

: 1 . : :
La fonctiont — ————— est intégable surfa, +-«| et donch, est continue sur l'inter-
(te4at)n
valle [a, +oo].
Comme ceci est vrai pour toat> 0, on en déduit qub, est continue su0, +oo|.
3) Soit0< a < A. Pourt € [0,+o] etx € [a,A], on peut écrire :

o 1 | —2nd _ 2nA3
. nA3 .y iy
La fonctint — 2+ ol est intégable sur{0, +oo[ et donchy, est dérivable suja, Al

et sa dérivée vérifie bien :
h,(X) = —4nxChns1(X).

Comme ceci est vérifié pour toutfa < A, on en déduit qué,, est dérivable suR; et
que cette relation est également vérifiée pour xaaiR;".
® 1 t® s
4)a) hy(x :/ —— _dt= [xzarctan—} = .
J) () o (t2+x%) x2lo 2%

4)b) Sin =1, on abienhy(x) = a;x 2, aveca; = g

Supposonsjueh, est de la formé,(x) = ax?~*" et calculongh, 1, pourx > 0, par la
relation trouvée en 3) :

1 1 a1 An—2,
Mns1(X) = =7 —3Mh(0) = = —5(2— dn)anx® " = ap——x° 4(n+1)

L'hypothése de récurrence est bien vérifiée au rangl eta, € R vérifie la relation de
, m 2n—1
récurrencey = — = :
u 1 2 , Ant1 an on
m(2n—-3)(2n—5)...1 5 4,

4)c) Onendéduitquehn(x) = > Zn—2)@n-4) 5% pour toutn € N*.

Corrigé del'exercice 5.3

1) En appliquant le résultat du cours sur la fonctignon voit aisément que l'intégrale
+oo gt . . .
existe si et seulementai< 1.

énéralisée/

2) Il est clair queg(x) < 1 pour toutx €]0,1]. Supposons gu'il exista €]0,1], tel que
g(a) = supeja g f(t) = 1. Alors, puisque la fonctiorii est continue, elle atteint sa borne
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supérieure et donc il existec [a, 1] tel quef (b) = 1. Ceci contredit I'nypothése suret

on a donc biemy(x) < 1 pour toutx €]0, 1].

3) Supposons qué& (0) > 0 et soit 0< € < f/(0). La formule des accroissement finis nous
dit qu'il existea > O tel que si0<t < a, alors|f(t) — f(0) —tf'(0)| <te.

On en déduit que, si@t <a, f(t) > 1+t (f'(0) — ) > 1. Ceci contredit I'hypothese et
donc on a bierf’(0) < 0.

4) On applique la formule des accroissements finis aux 2 fonctiostse™ ! : il existe
deux fonctions; et ey, tendant vers 0O lorsque— O telles que

f(t)=1-At+te(t), eM=1—put+te(t).

On en déduit que
f(t)—e M
Uf =U—A+e(t)+eAt).
D'ou : ‘(o "
. t)—e
M=t =HA

5)a) Soit u > A. Supposons que pour toxiE]0, 1], il existet € [0,x] tel quef(t) < e M
etsoit0< € < u—A. Alors, d'apreés 4), il exister tel que pour tous € [0, a],

|f(s)—e M= (u—A)s| <es.

Ceci implique en particuliers que pour ta [0,a], f(s) > e 5.

Ceci contredit I'hypothése que nous avons faite et donc on a bien I'existenge=d@, 1]
tel que pour tout € [0,x,], f(t) > e H.

5)b) Pouru > A, on peut écrire

1 dt Xu dt Xu dt NEXy dt
n > n > —nut It a—1/ ~t2h
/o : (t>t°’ _/o : (t)t“ _/o © ta — (nw) 0 © ta

en ayant effectué le changement de variablenpt.
NHXe _ dt
ta

NMl—oa)

5)c) Lorsquen — «, la suite (u“‘l/ ) tend vers————. Donc toute
0 neN H

, 1 dt - . -
valeur d’adhérence de la sw(ml‘“/ f”(t)t—a) est supérieure a cette limite. En
0 neN

particulier, on en déduit bien que pour> A,

. o [t dt _ Fl—a)
m 1-a n
IrIHLnoIn /o f <t)t"’ = pl-a -

Cette inégalité étant vraie pour tqut> A, on a aussi :

- o [t dt _ F1l-a)
m 1-a n
II!I—>J0p0;f : /O f (t)ta = A l-a -

6)a) SoitO< u < A.
Supposons que pour taue |0, 1] il existet € [0, X] tel quef (t) > e H. Soit 0< £ <A — L.
Alors, d'aprés 4), il exister tel que pour tous € [0, a],

|f(s)—e M- (u—A)s| <es.
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Ceci implique en particulier que pour tasi€ [0, a], f(s) < e HS.
Ceci contredit I'hypothése que nous avons faite et donc on a bien I'existenge=i@, 1]
tel que pour tout € [0,x,], f(t) <e M.

6)b) Pour O< U < A, on peut écrire :

1 dt Xu dt 1 dt
Mg < [ Mog+ [ Mo
JSACE Y ACE R UG

X dt 1dt
< e "Mt 4 g"(x —

<o [ e S g g

6)c) Or, lorsquen — oo, les suites

nUx 1—
<Ilal/o “e‘%) et (nlag”(xu)( Xaxu>)
neN H neN

MNl1-—a)

tendent Versw et 0 respectivement cg(x,) < 1. Donc, toute valeur d’adhérence

: 1 dt o . -
de la swte(nl" / f”(t)t—a) est inférieure a la somme de ces 2 limites.
0 neN

En particulier, on en déduit bien que poutQu < A,
rl-a)
ul a '

et puisque cette inégalité est vraie pour taut A, on a aussi I'inégalité :

1—g r,dt ri- a)
[ g < S

H 1-a n
limsupn /f ta—

n— 4o

limsupn
n—-o

1
7) On déduit des questions 5) et 6) que la SLGtel“/ f”(t)?—at) a mémes li-
0 neN

mites supérieure et inférieure, elle est donc convergente vers cette valeur commune qui

M1
t% D’ou le résultat :
1 dt r(1-a)
n
/0 P& ~ yapma N+

Corrigé del'exercice 5.4

1) SoitA > 0O fixé. En intégrant par parties sj@; A], on trouve :

A —zt7A
/ e Zdt= {e } :}(1—e‘AZ).
0

—Z ]y V4

Or|e 7 = e A7®2 —, 0 quandA — +o car Oez> 0.

SR At 1 —A
D’ou:/ e Zdt= lim =(1-e Z)_—
0 AH+OOZ
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_ e —xt e —e _i 1 — 1 = -
2)G<X>—/O & 2i )dt_Zi(x—i x+i)_x2+1'

sint
3) La fonciont — ’IT

—+o0
reste bonée par 1 et I’intégraI?[ e 'dt converge. Donc
0

o sint
/ e*X‘T dt converg absolument.
0

4) Soit a > 0. Lapplicationg : [0,4[x[a,+o[— R telle queg(t,x) = e_Xt%nt est

continue par rapport au coupl@,x) ainsi que;—xg(t,x) = —e *sint. De plus, pour
(t,X) € [0, +oo[x [a,+oo],

d [t= _thmt to 9 - _/+°° it B
dx/o : dt_/0 axg(t,x)dtsonF (X) = A e 7 sintdt = —G(x) sur tout

intervalle[a, +oo[ (aveca > 0 quelconque), donc sil, +oo|.

5)Ona:
400 1
Fool< [ eddi=
0 X

D’ou limy_.» F(x) = 0. CommeF'(x) = —

e sint| < e ™ qui est intégrable su0,+c[. On a donc

1
alorsF(x) = —ardagx+C, on a donc
o 1+ x2 ) gx+
C= lim arct _—etF = — —arct.
Jim_arct= 2 () > X

: sint . .
6) La fonctiont — —— est conthue en 0, donc le seul probleme de convergence est en
+0. SOitA>0.0na:
A
sint —cost Acost
[ g [

Cette deniére intégrale est absolument convergente. On peut prendre la limite quand
A — 4o et on trouve :

+% gint +oo cost
/ ——dt=cos1- /
1

e sint
Donc/ Tdt converg.
0

Par contre, I mtegraI?/ ——| dt divergecar elle a le méme comportement que la série

o, (”+1) sint
de terme generaun:/ dt. Or up, Vérifie :

nrm

1 (n+m 1 n+hm
m/ |sint| dt < up < WT/ |sint| dt,
nrm nrm

soit
2 <l
(n+1)mr~ "~ nm
La série est donc divergente et I'intégrale aussi.
7) Soitb > 0. L'applicationg : [0, +[x[0,b] — R telle queg(t,x) = eX‘SITm est conit
nue par rapport au couple,x) mais il n’existe pas de fonction intégrabgetelle que
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' *thmt < ¢(t) sur[0,+o0[x[0,b] car sinon, pouk = 0 on aurait ,

'<¢()cequi

+o00
implique/0 ¢ (t)dt = +oco. Donc le théoréme ne s’applique pas.
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