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Résumé

L’objectif essentiel de ce travail est 1’étude de 1a stabilité sous la forme
de la décroissance générale de I'énergie de (la solution) pour un probleme
de membrane élastique.

Le travail consiste en une introduction générale et deux sections et se
termine par un index.

La premiére section se spécialise les notions de base il s’agit des espaces
fonctionnels, et quelques théories et des (inégalités) utilisé dans le
mémoire.

Dans la deuxieme section nous d’abord utiliser la méthode de
multiplicateur pour trouver la fonctionnelle de 1’énergie et aprés on
’utilise la fonctionnelle de Lyapunov vibrante et quelques propriétés des

fonctions convex pour prouve le problem asymtotiquement stable.



abstract

The main objective of this work is the study of the stability in the form of
the General decay of the energy of the solution for an elastic membrane
problem.

It composed of two chapters and at the end of a bibliography.

The first chapter is deals with the preliminary notions on the theory of
functional spaces, and some theorems and inequalities used in this
research.

In the second chapter: we first use the multiplier method to find the
energy functional then we use it with some perturbed Lyapunov
functionals and some properties of convex functions to show that the
problem posed is asymptotically stable.
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Introduction Générale

Notre compréhension des phénoménes du monde réel et notre technologie d’aujourd’hui sont
largement basées sur les équations aux dérivées partielles (EDP). C’est en effet grace a la mo-
délisation de ces phénomenes par des équations avec les dérivées partielles, qui permettent de
comprendre le role de tel ou tel parametre, et surtout d’obtenir des prévisions parfois tres précises.
En particulier, les équations d’onde modélisent plusieurs phénomenes naturels en : Physique, Chi-
mie, La biologie...

Les modeles mathématiques pour les probléemes mixtes avec des contraintes au bord non locales se
presentent dans de nombreux modeles d’ingénierie tels que la conduction de chaleur, désintégra-
tion radioactive nucléaire dans les flux de fluide, flux non-newtonienne, déformations viscoélas-
tiques des matériaux a mémoire (en particulier polymers), la modélisation des semi-conducteurs,
le plasma de la physique, la dynamique des populations, thérmoelasticité, Les problemes de vi-
brations, la diffusion chimique, dynamique des réacteurs nucléaires, la théorie du controle, les
sciences medicales, écoulement souterrain de l'eau, la théorie de la transmission et de certains
processus biologiques.

Les conditions standard Dirichlet, Neumann, dynamique (qui correspond a une conbinaison li-
néaire entre la dérivée temporelle et la dérivée spatiale de la solution ) ...ext qui sont prescrites
ponctuellement ne sont pas toujours suffisantes car elle dépendent du contexte physique dont les
données peuvent étre mesurés au bord du domaine physique.

Beaucoup de phénomenes sont modélisés par des problémes aux limites non classiques qui relient
les valeurs de la fonction inconnue sur la frontiere et a 'intérieur du domaine comme la condition
intégrale sur le domaine spatial d’une fonction de la solution cherchée. Les conditions aux limites
non locales apparaissent principalement lorsque les données sur la frontiere ne peuvent pas étres
mesurées directement, mais seulement leurs valeurs moyennes sont connues. Plus precisement,
dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution u (pression, température, ...) ponc-
tuellement, parce que la valeur moyenne de la solution peut étre mesurée le long de la frontiere
ou sur une partie de celui-ci.

La signification physique des conditions non locales, telle qu'une moyenne, la masse totale, mo-
ments, etc, a servi comme cause fondamentale de l'intérét considérable de ce genre de problemes
aux limites.

Physiquement, les membranes remplissent tous les coins du monde. Il peut étre vu et utilisé tous
les jours. Ils ont des définitions différentes dans différents domaines. Dans ce travail, nous n’avons
développé que I'étude d’un type de membrane d’un point de vue mathématique. le modele étudié

dans ce travail, est 1ié a ’équation du panneau flottant avec un terme de mémoire cette équation




apparait dans une expérience en soufflerie pour un panneau a des vitesses supersoniques. Pour
une dérivation de ce modele voyez par exemple, Goujon [14] Holmes [24, 25], Basse [5].

La stabilité a pour but d’atténuer les vibrations, elle consiste donc a garantir la décroissance de
I’énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

A cet égard, I'objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement asymptotique de la solution
du probléme définit ci-dessous, ou la dissipation est introduite par la présence d’un terme visco-

élastique, nous pouvons nous référer [26]

( (ele]

utt—M(t)Au—l—/g{s}Au(t—s)ds:O, dans Q x (0, 400),

u =0, sur I'g x [0, +00), 11

e (£) = 220 _ () /g ()2 (¢ — ) — h (u) — f (u), sur Ty x [0, +00) |

u(x,—t) =up (x),u (z,0) = uy (), dans .

Ou € est un domaine borné dans R" de bord lisse 0N tel que 90 = Ty U, et [y NI, = 0, et
[, I'; ont une mesure positive A\, ; (I';), i = 0,1, v désigne le vecteur normal extérieur unitaire

pointant vers 'extérieur de (2 et
M (1) =&+ & [Vu@®)l; + 0 (Vu(t), Vu (1)),

ol u est le déplacement transverse de la plaque x est la coordonnée spatiale dans la direction du
flux du fluide, et ¢ est le temps.

Les termes de dissipations sont par des termes qui ont tendance a stabiliser la solution du pro-
bleme De point de vue mathématique, ces effets d’amortissement sont modélisés par des opéra-
teurs intégro-différentiele

Les termes d’amortissement structurel viscoélastique dans le probléme sont désignés par o, ¢, est
la rigidité non linéaire de la membrane, ,est une charge de traction dans le plan. Toutes les quan-
tités sont physiquement non dimensionnées &, £, et osont fixes positif. Le type de conditions aux
limites sont généralement appelées conditions aux limites dynamiques. Ils ne sont pas seulement
importants du point de vue théorique mais se présentent également dans plusieurs applications
physiques.

Pour plus de résultats concernant '’équation de Balakrishnan-Taylor, on peut référer a Zarai et
Tatar [2, 3],pour 'équation d’onde viscoélastique avec condition aux limites de Dirichlet, les pro-

blémes sont vraiment surmenés. De nombreux résultats d’existence et de stabilité ont été établis,




Cavalcanti et Oquendo [10], Fabrice et Polidoro [15],Messaoudi [31, 35]. Pour le probléme visco-

élastique linéaire de Cauchy, on peut se référer a Kafini et Mustafa [27]. Par rapport a ’équation

d’onde viscoélastique avec frontiere de stabilisation, Cavalcanti [8 — 11| a considéré le systeme

suivant :

u (t) — Au (t) + /g (s)Au(t —s)ds =0, dansQ) x R*,
0
u =20, sur 'y x R,
agg) —/g (t—s) %% (s)ds+ h(u) =0, sur I'; x R,
0
u (0) = uo (x) g (0) = ur (1), e

\

Sous les hypothéses suivantes sur les fonctions A,

o lsl” < Jh(s)] < ealsl?, si|s| <1,

csls| < Jh(s)] < cqls|, si|s|> 1.

Les auteurs ont d’abord prouvé I'existence globale de solutions, et obtenu que I'énergie décroit de

facon exponentielle si p = 1 et décroit polynomialement si p > 1. Les résultats ont été généralisés

par Cavalcanti et al.[9] . Ils ont obtenu les mémes résultats sans imposer de condition de croissance

a h et sous une hypothese plus faible a ¢ Messaoudi et Mustafa [27] ont étendu ces résultats et

établi un taux de décroissance explicite et général résultat en exploitant certaines propriétés des

fonctions convexes. Récemment, utilisant la méme méthode que dans [27]|, Messaoudi et al.[34]
[e.9]

considéré le systeme d’onde ci-dessus avec une mémoire infinie, / g (s)A(t — s)ds et obtenu un

0
résultat de décroissance générale en utilisant la méthode du multiplicateur. Gerbi et Said-Houari

[21]ont étudié une équation d’onde viscoélastique avec conditions aux limites dynamiques sous la

forme

(

u (1) — Au (t) — aAuy + /g (t —s)Au(s)ds = |[ul' " u, dans() x R,
0
u=0, sur 'y x R,
Upy(r) = — —8git) + o — /g (t—s) ag—gf)ds +h(u) |, surly xR,
0
0 (0) = up () (0) = s (). vl




En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et le théoreme du point fixe, ils ont prouvé 'existence
et 'unicité d’une solution locale dans le temps, et ont prouvé que la solution existe globalement
dans le temps sous certaines restrictions sur les données initiale. Ils ont également prouvé si
a > 0, la solution est non bornée et croit comme une fonction exponentielle, si a = 0, alors
la solution existe de maniére discontinue et explose en temps fini. Ferhat et Hakem [11] ont
considéré la méme équation d’onde viscoélastique que dans [14] mais avec les conditions aux

limites dynamiques suivant,

[e.9]

Ou (t 9] 9]
u () = — | — gi) —/g(t—s) giS) +aﬂu1h(ut)+u2h(ut (t—71))=0], sur'; x R,
0

ov

Ce type des conditions aux limites n’est pas seulement important du point de vue théorique mais
se présente également dans plusieurs applications physiques. Les auteurs dans [14] ont établi un
résultat de décroissance générale en introduisant une énergie approprié et les fonctions de Lya-

punov et certaines propriétés des fonctions convexes. Ferhat et Hakem [12] ont étudié le systéme

suivant :
U (t) — Au(t) — olu, + 6 (1) [37 g(t — s)Au(s)ds = |ul’ " u, dans Q x RT,
u =0, sur Iy x R,
uy(t) = — [— —a(t) [T gt— s) 0uls) g 4 e
o fu™ g 4 gy g (=)™ g (8= 7)] sur I'; x RT,
[ u(0) = uo (x),u (0) = uy (), xe.

IIs ont prouvé l'existence globale et la décroissanced’énérgie des solutions pour ce systéme. Fe-
rhat et Hakem [18] ont considéré une équation d’onde viscoélastique faible avec des conditions
aux limites dynamiques et un amortissement de Kelvin Voigt et un terme de retard agissant sur la
frontiére dans un domaine borné, et prouvé le comportement asympotique en utilisant une fonc-
tionelle de Lyapunov appropriée. Récemment Benaissa et Ferhat [6] ont considéré une équation

d’onde viscoélastique avec des conditions aux limites dynamiques et une mémoire infinie

( wg (t) )+ fo° 9(s)Au(t — s)ds = 0, dans Q x R¥,
u =20, sur 'y x R,
u(t) = [ — I g(s)% (t — s) ds| sur Iy x RT,

\ w(0) = uo(z), u(0) = uy(x), dans = € Q.

Et établi un résultat de décroissance exponentielle de I'énergie en exploitant la méthode du do-

maine fréquentiel qui consiste a combiner un argument de contradiction et une analyse spéciale




pour la résolvante de 'opérateur sous ’hypothése

—Cog(t) < g'(t) < Cog(t)

. Pour plus de résultats concernant 'équatoin d’onde avec frontiere de stabilisation, on peut se
référer a Dornin et Larkin [13], Munoz Rivera et Andrade [36], Gerbi et Said-Houari [20 — 22], Liu
et Yu [30], Car il existe peu de travaux sur '’équation d’onde avec condition aux limites dynamique.
Un probleme de membrane élastique avec un terme source et un amortissement faible non linéaire
localisé sur une partie de la frontiére et d’historique, a étudié dans ce travail.

Le mémoire est composée de deux chapitres et d’une bibliographie

Nous commencons par une introduction ou nous présentons , par la suite dans le premier chapitre
nous rappellons certaines notions préliminaires qui seront utilisées ultérieurement.

Dans la deuxiéme chapitre nous donnons la position du probleme de membrane elastique, et nous
avons présenté les différents espaces de fonctions utilisées .

Dans le dernier section nous avons vérifié la décroissance générale par 'usage de certaines pro-
priétés des fonctions convexes sans imposer d’hypothése de croissance restrictive sur le terme
d’amortissement.

Nous avons donné a la fin les différentes références utilisées dans cette mémoire.




Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans tout ce chapitre k est le corps des réels R ou le corps des complexes CDans cette section
nous avons défini quelque différents symboles, certains opérateurs (avec leurs normes), et les
espaces utilisés dans notre travail comme suit

2 un domaine borné inclus dans R", avec frontiere réguliere 02 = I' et do est une mesure de
surface sur I'.

Le gradient d’une fonction u est défini par

gradu = Vu

_,0u Ou ou 2, Ou .,
- (axl’axz’“"axn)’ alors |Vu| _Z(axﬁ .

=1

La divergence d’'une fonction est également définie par

divy = V-u

_ Ou N ou A ou
Oxy Oxy Oz,

B " u

a i—1 (91:1

Le laplacien de u

Ay — 02u+02u+ +82u
T a2 ol T a2

e

N ox?



Chapitre 1. Notions préliminaires

ou ., . . - , y 1 -
o désigne la dérivée normale de u extérieure & 09, C’est-a-dire : % =Vu-v, oul 7/ est le vecteur
14

unitaire de la normale extérieure a I'.

C*(Q), 0 < k < oo désigne l'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k existent et sont continues dans (2.

CE(Q), 0 < k < oo désigne le sous-espace vectoriel des fonctions de C*(2), & support compact
dans €.

Lespace C§°(€2) que nous noterons également D((2), s’appelle 'espace des fonctions tests sur €.

1.1 Espace Normés et Espace de Banach et Espace de Hilbert

1.1.1 Espaces normés

Un espace vectoriel E est appelé espace normé si a tout x € E correspond un nombre positif || z||
(appelé norme de x)

tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont vérifiés :

1°. ||z|]| > 0; ||z|| = 0 si et seulement si x = 0 (la norme est non dégénérée) ;

2°. || Az]| = |A| - ||z|| (1a norme est homogeéne) ;

3% lz + yll < |l=|| + ||y|| (inégalité triangulaire) ;

Ainsi donc, la norme est une application définie sur F, prenant des valeurs positives et

vérifiant les propriétés 1° a 3°

1.1.2 Espaces de Banach

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy y est convergente.

Un espace normé complet est appelé espace de Banach
Exemple 1.1 On définit Uespace de Banach L? (§2) par
1
L’ (Q) = {u€Q— R, mesurable / / lulf dz | < oo

Q
avecl < p < oo,

Lorsque p = +oco on dit que f est essentiellement bornée ou encore que f € L* () si il existe
CeRytq|f| <C p.p..sur Q.

1.1. Espace Normés et Espace de Banach et Espace de Hilbert



Chapitre 1. Notions préliminaires

La norme dans L* (2) donnée par

il = | [1aPar| s avect <p<oc,
Q

||U||Loo(Q) =inf{C € Ry;lul <C pp}.
On peut considérer comme sous espaces dans L (2) les espaces

a) C* ().
b) Censemble de tous les polynomes.
) G ()

1.1.3 Espaces de Hilbert

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace de Hilbert s’il est complet au
sens de la norme associée au produit scalaire. Les espaces de Hilbert qui sont des espaces

de Banach particuliers sont des généralisations des espaces I R" et C™.

Définition 1.1 On appelle un produit scalaire sur E et on note (.,.), tout forme sésquilinéaire,
hermitienne, définie positive définir de £ x E dans k, c.a.d.
(1) Linéarité a gauche : Vx,y,z € E, Va, 5 € k,

(az + By, =) = alz, 2) + Bly, 2).

(2) Hermitienne : Vx,y € E, (z,y) = (y, z).
(3) Définie positive : Yx € E — {0}, (z,z) >0et (z,2) =0 =z =0,

Naturellement si k = R, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Exemple 1.2 Sip = 2, L? () est un espace de Hilbert muni de la norme et le produit scalaire suivant
fullry = | [de ]

(u,v)L2(Q) = /uvdm.

Q

Définition 1.2 Lespace de Sobolev W (Q) est définit par

391, g2, ..., gn € LP(Q) tels que

1,P — P —
WEH) = que L(Q) fug—;’;dx = —[gipdz Vo e CX(Q),Vi=1n
0 0

1.1. Espace Normés et Espace de Banach et Espace de Hilbert E
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Pour u € WP (), on note

ou of Vu— (8u ou ou

= Yis 3 PIEEEY) - d .
ox; 9 0x1’ Oxa 8xn) gracu

1.2 Espace de sobolev "7 (Q)

Définition 1.3 Lespace W' () est un espace de Banach pour la norme

p

1/p
, 1<p<oo.
Or; (9)]

_ p 3
HUHWLP(Q) = [HUHLP(Q) +¢§1 P

Définition 1.4 Soit m > 2 un entier. On définit par récurrence Uespace de Sobolev W™ (Q) par

WP (Q) = {u e W hP(Q); g;f e W tP(Q) Vi = ﬁ} :

Il revient au méme d’introduire

Yo avec |of <m  dg, € LP(Q) tel que

m,P _ b
WD) = € PO 1y pogds = (—1) [gapde Ve € C2(Q)
Q Q

Ot pour

a=(ag,09,...,ap), «a; €IN, i=1n.
Un muli-indice ; on pose

n 8‘04
— Sa; e D=——2
|a| ’i=1@ ¢ 8£E18!L‘281’n

Pour uw € W™F(Q), on note  D“u = g,, .Lespace W™F(Q) muni de la norme

1
T (;m ||D”‘u||ip(m) T icpew
Est un espace de Banach.
Définition 1.5 Pour m € IN, on note :
WP Q) = {ue®(Q); DueL”(Q) |a|<m}.
Ou ©'(Q) est Uespace des distributions sur 2.Alors pour m = 0, on a
WoP(Q) = L¥(Q)

et pour m > 1, on retrouve les espaces introduits dans les deux définitions 1 et 2.

1.2. Espace de sobolev W™7(Q)



Chapitre 1. Notions préliminaires

Remarque 1.1 Dans les applications on rencontre fréequemment le cas ott p = 2. On utilise alors la

notation
W’”Q(Q) = H™(Q).

Lespace H™(£2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

0<|er|<m

(u,v)gm@y = % /Do‘uDavdx.
Q

1.3 La fonction convexe et la fonction concave

Définition 1.6 Soient I un intervalle de R et f : I — R une application .On dit que f est convexe

si et seulement si pour tous points a,b € I et pour tout reel ¢t € [0,1] ona
flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

Définition 1.7 Une fonction f d’un intervalle réel I vers R est dite cocave lorsque,pour tous x; et xs
de I tout t dans [0, 1Jon a

[+ (1 —t)a2) > tf (x1) + (1 —1) f (22).
Strictement convexe On dit f strictement convexe dans S si et seulement si
[z + (1 =Nz <Af (1) + (1= A) f(22))

Etrictement concave On dit S strictement concave dans S si et seulement si (— f)est convexe (stric-

tement convexe) dans S.

1.4 Quelques inégalités importantes

Lemme de Gronwell
Si les hi(t), i = 1,2,3. ,sont des fonctions non négatives sur Uintervalle [0,T), hi(t), ho(t) sont
intégrables et hs(t) est non décroissante, alors de l'inégalité

T T

Il s’ensuit que

/ ha(£)dt + ha(t) < e hs(t).

1.3. La fonction convexe et la fonction concave
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Inégalité intégrale de cauchy-schwarz

Z Z @ij&in;

i=1 j=1

< (Z aij€i§j> (Z az‘mﬂ?j>

4,j=1 i,j=1

[NIES

vraie pour toute forme quadratique non négative a;;§;{; avec a;; = a;;, €t POUTr £y, ..., §,,, Ny, o5 Ty,

sont les réels arbitraires. a;; sont en général des fonctions.

Inégalité de cauchy

1 1
‘v’(a, b) € IR2 : |6Lb| S 5&2 + §b2
Inégalité de cauchy avec ¢
Soit € un nembre réel strictement positif, alors
Y(a,b) € IR? : |ab| < Sy ib2
’ ' — 2 2

Inégalité de Young.

Soient p et ¢ des nombres réels strictement positifs liés par la relation

1 1
__|__:1’
p q
alors ) by
V(a,b) € IR?: |ab| < ﬂ+u.
b q

Inégalité de Young avec ¢.

Soit € un nembre réel strictement positif, alors
Y(a,b) € IR? : |ab| < e al’ + C(e) |b]?,

ol p et ¢ sont reliés par la relation

et

Inégalité intégrale de Holder

1/p 1
V(f.9) € L(Q) x LU(Q) : / ol < / P / gl
Q Q Q

/q

1.4. Quelques inégalités importantes
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Ot p et ¢ sont toujours reliés par la relation : + . = 1.
Inégalité de Jensen

Si f:I — R estconvexe, sixy,...,x, € I, etsilesréels ay,...,aq, vérifient : oy, > 0 pour tout
n

entierlgkgnetZakzl,ona:
k=1

f (Z Oé/ﬂk) < Zakf(xk)-

Inégalité de Poincré

Si Q2 est un ouvert borné de R™, il existe une constante c telle que pour toute u € W, ().
[l ooy < €IVl 2o

En particulier |[Vul|}, q, est une norme équivalente a cette de Wy (Q).

La formule de Green
Lemme 1.1 Soit Q C IR" un ouvert borné de frontiére ', C'par morgeaux, et soient u,v € H'(Q),

/ avda:— /um?ids—/vauda: pour i=1n,
amz (%:Z

Q T Q

alors on a

olt ¥; est la i — éme composante de ¥ (la normale extérieure a T') et u(s),v(s) sont les traces des

fonctions u(x) et v(x) sur I, et © = (1, x2, ..., Tp).

Intégral paramétrique(formulle de Leibniz).
Soit
f:R? — R?,
telle que f et % soient continues sur R2%et soient o et 3 deux fonctions dérivables deR" dans

R™.Alors, “L'intégral paramétrique” (généralisée) F définie surR? par :

B(x)
F(z) = /( Sy

est dérivable

) ) g 98 (x) % (z)
5P = [ gy TG0 .8 0) - TG0 ).

Remarque 1.2 Pour une fonction f qui ne dépend que de la seconde variable, on retrouve bien le

théoreme fondamental de Uanalyse en posant .

a(r) =a, B(z)=7.

1.4. Quelques inégalités importantes
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Theorem 1.1 (Fubini)
Soient par exemple X une partie de R? | Y une partie de R?, et
f: X xY —R"

avec

petqg € N.

Une application intégrable. Alors, d’apres le théoréme de Fubini, la fonction f(z,.) est intégrable

pour presque tout = de X, I'intégrale paramétrique F' définie par

F(z) = / £ 9)dy,

fowt =)

(Et méme chose en intervertissant les roles de = et y).

est intégrable sur X et I'on a

La transformation de Legendre
La relaxee sci (forte ou faible) f d’une fonction f:E— RU{+o0}.

Et donne par :

f(z)=sup{g(x)},9: E— RU{+o0},g estsci (forte ou faile)et g < f.

1.4. Quelques inégalités importantes



Chapitre

Sur un probleme du membrane elastique
avec conditions aux limites non locale

dynamique

2.1 Formulation du probleme

On considere I'’équation de membrane élastique avec des conditions dynamiques et terme mé-
moire_
uy — M(t)Au + / g(s)Au(t — s)ds = 0, (2.1.1)
0

dans le domaine ) x (0, +oc) ,0u
M(t) =14 & | Vul2 + o (Vu, Vay) .

Iéquation est liée a '’équation du panneau de flutter avec terme mémoire
Les matériaux viscoélastiques présentent un amortissement naturel, ce a cause de la propriéte
particuliere de ces matériaux de garder la mémoire de leur histoire passée.

On associé a 'équation (2.1.1) les conditions initiales
u(z, —t) = uo(x), u(z,0) =us(x) surze, (2.1.2)

et les conditions aux bord

u(z, ) 0, sur Ty X [0, 400),

2.1.3
uy(t) = 8u( 8”‘ ) ¢ fo g—“ (t — s)ds — h(uy) — f(u), sur Ty x [0,+00), ( )

Ecriture du probléme équivalent

14
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en suivant les memes arguments de Dafermos [12], nous introduisons une nouvelle variable

n(x,t,s) = u(t) — u(t — s),
qui nous donne
Ny +Ns = U
En supposant
o — fooog(s)ds =,

donc on peut obtenir un nouveau probléme ,ce qui équivalent au probléme (2.1.1) — (2.1.3)

utt(t) — (l + 51 ||VU||2 + O'(VU, Vut ) Aut fO dS = 0, dans Q2 x ]RJF,
=0, r RT
u ) sur 'y x R, 2.1.4)
un(t) = — (1 + & || Vul® + o (Vu, Vut)) sur '} x R,
u(0) = up(x), u(0) = uy(x), dans z € Q.

2.2 Des hypotheses et des résultats principaux

Dans cette section, nous présentons quelque matérieux et hypothéses utilisé dans ce mémoire.
L), (1 < ¢ < o0), et H'(Q) désignent I'intégrale de Lebesgue et les espaces de Sobolev || et
[-1l,.r, sont la norme dans 'espace L9((2) et L%(T'y), respectivement pour simplifier nous écrivons
.| et ||l au lieu de |[.|[, et [|.|[,,, respectivement C' est utilisé pour désigner une constante
positive générique.
Noter

Hp () ={ue H (Q):u\r, =0},

alors on a l'injection H} (Q2) — L?(T';). Nous utiliserons généralement la formule de Green sui-

vante :

/ Vu(z) V(s / Aux)w()dz + /F 1?(:@)@0@)@, Vo € HL ().

v

Pour traiter la nouvelle variable 7, nous introduisons un espace pondéré L2

M = L2(RY: H}(Q)) = {c R @) [ o(s) IV ds < oo} ,

qui est 'espace de Hilbert doté d’un produit interne et d'une norme
o= [ o) ( [ e o) as
0

2.2. Des hypothéses et des résultats principaux
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et

16l = [ ot 19 0] s
Lespace des phases H est défini par
H=H (Q) x L*(Q) x M.

Dans la suit, nous donnerons quelques hypothéses. Pour la fonction de relaxation g, on suppose
que
*/(A1) g(t) : RT — R* est une C* fonction non croissante satisfaisant :

g(0)>0et&, = /OO g(s)ds =1>0. (2.2.1)
0

De plus, il existe une fonction strictement convexe croissante G : Rt — R* de classe C'(RT) N

C?*(R™) satisfaisante.

G(0) = G'(0) = D et lim G'(t) = +oo. (2.2.2)
tel que
* g(s) q9(s)
/o G (=g o)™ T gy < T (2:2:3)

**/(Ay) h : R — R est une C° fonction non décroissante telle qu’il existe une fonction strictement

croissantes iy € C' (RT) et ho(0) = 0 et des positives constantes c;, czet € telle que

{ho(|5|) < |h(s)] < hg* (Isl), |s| <e,

(2.2.4)
als| < [h(s)] < ealsl,  [s[ > e

De plus on suppose que la fonction

H(s) = v/shg (\/5)

est une C, fonction strictement convexe sur (0, %] pour certains r > 0 quand &, est non linéaire.

(A3) . Nous supposons f : R — R pour certains ¢y > 0,

[f () = F)l < co (L [uf” + [u]”) [u =], Vu, veR, (2.2.5)

ou
2 .
0<p<m51n23,
p>0sin=1,2.

On suppose que

F(u) (2.2.6)
> 0, YVueR,

=
S
SN—
S
V

2.2. Des hypothéses et des résultats principaux
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ou

I'’hypotheses (2.2.5) — (2.2.6) inclure non linéaire sous la forme

fuw) = ulfulu|u, 0<a<p.

(A4) 1l existe une constante m positive telle que :

|Vug (-, 8)]] < myg. (2.2.7)

Les mémes arguments que (5), (15) et [33], nous pouvons prouver I'existence globale de solution

du probléme (2.1.4) donnée dans le théoréme suivant

A

Theorem 2.1 On supose Uhypothése (A;) — (A4) on prend si les données initiales (uq (., 0) ,u1,n,) €eH

alors le probléeme

(2.1.4) a une unique solution faible telle que pour tout 7" > 0,

u(t)eL> (0,7T); H%O (22)),
u (t) eL> ([0, T7); L? ()

et
nelL> ([0, T]; M) .

La fonctionnelle énergétique du probléeme (2.1.4) est défini par

1 §
Et) =5 e (D1 + [l (]I, + /F(U)dF + il + LIVal® + ) IV b (2.2.8)

I

Theorem 2.2 Supposer (A;) — (A,) on prend  (ug (.,0),u1,7,) eH, alors il existe des canstants

positifs ko, ks, k4, €1, €0, telle que Uénergie E(t) défini par (2.2.8) satisfait

E(t) < kyWit (kot + k3), VteRT,

ou

W) = / W;(s)ds’

2.2. Des hypothéses et des résultats principaux
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et
Wy (t) = tG' (e1t) H' (cot) .

2.3 La décroissance générale de I’énergie

Dans cette section, nous allons étudier la décroissance générale de '’énergie du probléme (2.1.1) —

(2.1.3) pour prouver le théoréme 2. Pour cela, nous avons besoin les lemmes suivants

Lemme 2.1 Sous les hypothéses du théoréme 2, la fonction énergétique FE(t) est non croissante et

satisfait que pour tout t > 0

E'(t) < — (2 o | Vull ) /h(ut)utdf‘ - % /000 g'(s)||Vn(s)| ds. (2.3.1)

1

Preuve. On multiplion le probléme (2.1.4) par la function u; et on intégrant par partie

/Qutt(t)ut (t)dx — /Q (& + & |Vul]* + o (Vu, Vi) Au(t)) ug (t) d

_ /Q { /U Oog(s)An(s)ds} w(t)de =0,

on obtient
Jo uae(t)uq (t) dz — [, foAu ) t)dr — fQ 51 HVuH2 Au(t)uy (t) dz
— Joo ( Vu V) Au(t fQ g (s)ds] w(t)dz =0,
ou
Jo wit(t)uy (t) dow — fQ SoAu(t)uy (t) do—
[o & IVul? Au( fQ (Vu, Vug) Au(t)uy (t) do
- Jq Uo (s)ds] u(t)dz = 0.

Pour le premier intégrale on utilise la relation suivante

d
2uttut |ut ’
dt

on trouve L L
2 2
/Qutt(t)ut (t) dx _/955 (ue (1) do = 2 [[ue (D750

Pour la deuxiéme intégrale

—/QfoAu(t)ut (t)dx = —fO/QAu(t)Ut (t) de,

2.3. La décroissance générale de I'énergie
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on applique La formulle de Green, on trouve

—SO/Au(t)ut (t)dx = —{0/ Vu.utnquLfo/Vut.Vuda:
9] Toul’y Q

= =, Vu.aumdly — &, Vu.aundl'y + fo/ Vu,. Vudr
Q

Fo 1—‘1

ou

—&o . 8 updly +£02dt HVUHLQ(Q)

Pour la troisiéme intégrale

—/Q§1||Vu||2Au(t)ut (t) d = —§o||VU\|2/QAU(t)Ut (t) dz,

-& ||Vu|]2/QAu(t)ut (t)de = —¢& | Vul? . dl' + & HVu||2/Vut.Vud:E
oUl
ou 0 ou
= —& ||Vu|| 8 Ot ()dro—&HVUH . 3_77 updly

+&, | Vaul? /VutVud:L'

= 6Vl [ Gl & a3 IVl
B ou &
=~ Vel [ Grudri+ 55 [ 1va].

Pour la quatriéme intégrale, on a :

(Vu, Vuy) = /VuVutdx
Q

1d )

ST g

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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Alors

—/QJ(VU, Vuy) Au(t)ug (t) de

Pour la cinquiéme intégral

1d
- —a/m [Vl Al (t) dz

_ —J§E||Vu|| /Au (B)uy (1) da

= o (~ya v [ ) o (3 1wt (3 1vul?)
— IVl + S 17l (5 19l

ou
_ /F o (Va, Vut)a—utdfl+0 (dw IVul ) (zdt IVl )

;12
24de

ou 1d (d
= /121 —0 (VU Vut) 8—nutdfl 2@ (

ou 1d 1 )\ 2
— /F1 —0 (Vu, Vuy) 8_77utdrl + ST (0 (dt§ |Vl ) ) :

5 IIV I IVul?

- /Q [ /0 Oog(s)An(s)ds] w(t)de = /Q Vu, Ooog )V (s)dsda — /F " / 5)dsdl

De ce qui précéde, on trouve :

= /Vut/ g(s)Vn(s dsda:—/ut/ ddf‘l
Q N}

1d ¢ 2
ST, (||ut||§ + & [IVull; + 31 IVull; + o (dt2 Vu |!2> ) (2.3.2)

s)dsdx
ou

§o — &1 HVUHQ o (Vu, V) o~ — /0 g(s)ag—it)ds} ugdl'y

on

1d ¢
s E1vul) + 5 (2 1vart)

d

%% ( (;dt IVl ) ) + [vu / 9(s)Vi(s)da

+/{( L—¢&|Vul]® - o (Va, Vut))g—:;—/g( )22( )ds}utdFl

0

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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On asurly
o [ )
i ==L =& [Vull} = (V. V) 5 = [ g0 s — b — fta).
Donc 5 5
&0 t
—L — & ||Vul]® — o (Vu, Vi) 7 / g(s) 0l )ds = uy + h(w) + f(u)
on 0 v
1 d
[ Gt )+ f@) wdty = 35l + [ hwoudrs + [ fuary
Fl Fl 1_‘1
et

1d
2dt

—l—/Vut/ g(s)Vn(s)dsdx+/ h(ug)udly +
Q 0
0

o (5319l )]

f(w)udly

[Hutu +ll, + & 7l + 2 [V H]

Fl 1—‘1

Nous supposons que

Flu)udly = / %di(Qu)f(u)dl“l

>
= 2dt/ u)dl’y

uf(u) > F(u) >0, YueR

I

Fl F1
Donc on obtient
/ ld €
E'(t) = 5o | lul’® + lully, + & IVul® + 3 [1Vull® + | F(u)dl (2.3.3)
I'1
2
+o (55190 ||)
/Vut/ dsdx+/ h(ug)updly
I
On note
lLd 2 1 > / 2
[ vt [ o Vatsyisde =5 5 ol ~ 5 [ a6 IV ds M

M={eer o ah @) [ o) VeI ds < 0}

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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On remplace (1) dans la formulle (2.3.3) on trouve

1d

E'(t) =
(®) 2dt

{Hutll + fluellp, + /FF(U)dF1+Iln()|\M+l||VU\| + 5 IVul*

1 2
(53 19u°)

Donc pour t > 0 et comme ush(u;) >0, E'(t) < 0 on trouve :

+

+ [ untwodrs =5 [0 19a(s) s

2 fe'e)
E’(t)g—la(;jtnwn)] [ Hars + 5 [ ) 19066 P . @2.3.4)
Iy 0

Lemme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2 la fonctionnelle ¢ (t) définie par :
o) = [w®ulyde+ [u@u@dr+|vuls. 2.35)
Q I

satisfait que pour tout t > 0

o' (1) < e ) + ue()l|p, — (=61 (L+0)) [Vl (2.3.6)
+C’1/0 g(s) ]|V77(3)H2d5+02/F h?(uy)dT .

1

Preuve. En différenciant ¢ (¢) par rapport a ¢ on obtient

¢ (1) = llue (O3 + llue (8117, +/utt () u () d$+/ut (t)u () dl + o (Vu(t), Vu (1) |Vl

(2.3.7)
o (Vou, Vut) [ Va2 = a/VuVutdx.HVqu

1d
—E ]Vu]Q dz.||Vull3

|
Q
\»{O

— Va3 Vull3

5Vl

[ Vull3,

I

&~ ol Q9 L\DIQ

&.lg‘

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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(I + &\ Vull? + o(Vu, Vi) Au + / (s) An(s) ds] dx

/u.uttdx + /u.uttdF = /u

Q I'y Q

+/ {(z1 + &I Vaul® + o (Vu, Vi) 0

I

a1
v
+/g(s)gZ( Yds + h(u) + f (u udF}

0

(14 &, Vul?) / (Va2 de + (1 + & Vul]?) / ug—duo—(w Vur) / Qe @

INT

o (Vu, V) / (Vu)2dz + / " |:7g(s)%ds] ar — / Vu / o(s)Vr(s)dsdz
Q Q 0

It 0

et

—/[(l+§1HVu||2—|—U(Vu, Vut)]g—:;.udF—/u/g(s)%(s)dsdf‘—/u.h(ut)dF—/u.f(u)dF. 3)

'y 't O Iy Iy

(1) + (2) on obtient

l+€1IIVUI| HNVull® = (@(Vu, V) [ Vul|?,

/ Vu / n(s)dsdz — / w.h(u)dl — / u.f(u)dl

Fl 1—‘1
et comme
80 = N + e,y + oV V) [Vl + [ + [,
Q I
on trouve
G =l + e — (+ &NVl Vul? - /v/ OVn(s)dsdz,  (2.3.8)

0

_ / ()T — / u. f (u)dl

Q

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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Maintenant on applique I'inégalité de Young :

- [vu ]o s Va()ists < | [Vu ]o 9(5)Vi(s)dsda

< 6 ||Vul? + % |:/g(s)Vu(S)ds:| dz.
1
Q 0

Si on utilise I'inégalité de Cauchy Shwartez on obtient

o0 [e.o]

_ / Vu / o(3)Vn(s)dsdz — Q/ Vu / o(s)Vip(s)dsda

Q 0 0
00 00

1
sval + 55 [ | [oas| | [ats)19afas
0

VAN

0
00

ds [9() V(o) dsd

.y ¥
vl + 5 [ oo 1vao) ds
0

1—1
SIval + = o) Ivats)lids - / Vu / o)V (s)dsdz

0 Q 0

D)

//\

=

3

=

+
S
Sy

o VS
-

S

N

N

=D o vas)lias

On a linjection suivante H}, — L*(I';)

_ / h(ug)udl < / By dT

't

D’aprés I'inégalité de Cauchy Shwartez :

Fl 1

D’aprés l'injection il existe ¢

D=

cl[ul

[l r2(ry) o’

<
< C||vu||L2(Q)

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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Alors

N[

/]h(ut).u]dl“chVuHLz(Q). /]h(ut)|2dF
I'y IN]

Maintenant on applique I'inégalité de Young :

1
2

/|h(ut).u|d1“1 < | Vallnm /|h(ut)|2d1“
Q

1
< by Vulag +4—52/|h(ut)|2df,
I

on trouve :
¢'(t) < el + Nuell oy — (0 + & VU]Vl ? —/Uf(U)dF
I'
s (110 2
+41||Vul| +—40 g(9)||Vn||*ds 4 cda|| V|| L2 (o)
! 0
+ ! /|h( )|? dr
452 Uy )
I
donc
¢'(t) < gl + Nuell 7o,y — U Vul® = & IV
_ », (10 2
uf ()l + 63 [Vl + == [ g()]| Vs
r 0
2 1 2
+cba||Vul|* + — [ |h(u)|” drL,
46,
Iy
ou bien

SO < JulP + ey — = 81 (14 ) | Vu?
10 f
L0 [yvalias

0

—/uf(u)dF + 4%2/ ()2 .

ry

—&oll Vull* +

(2.3.9)

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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Maintenant on prend ; > 0 alors :

z
L= (1405 > .

¢ = ma L 1-1
=max{ -—,—— ¢ .
461" 46,

Lemme 2.3 définir la fonctionnelle ) (t) comme

00 == [ [ alomis)asiz— [ ult) | stomtsyasar.

Sous Uhypothése du théoréme 2, alors la fonctionnelle 1) (t) satisfaite pour tout ds > 0 avec des

Avec

Donc la preuve est terminé m

canstants K, et K,
3 3
P(t) < =2 (=D llull® - 7 & =0 luel7, + 62 [ Vu®

4
1d

2 00
Vu 2) +K/ g(s)[[Vn(s)|” ds
s I9u) 50 [ o) 19

+02E(0) (

+ K, /OO g'(s)[[Vn(s)||* ds + %/ h?(uy)dT. (2.3.10)
0 r,

T 2b g1
K, = {452 <Z+TE(O)) + 20—

§o— 1 §o— 1
+ (& — 1)+ 02 1+ 152 01};

~ [9(0)CF | g(0)C3,
o= {@o—w * <so—1>}‘

Preuve. La dérivée de la fonctionnelle ¢ (¢) par rapport a ¢, donnée par

V() = —/Qutt(t) /OOOg(s)17(5)dscl:1:—/F1 Ut (1) /OOO g(s)n(s)dsdl
_/Qut(t) /OOO g(S)m(s)dsd:c—/Fl uy (1) /Ooog(s)nt(s)dde. (2.3.11)

Avec :

Donc
_ /Q i (t) /0 " g(s)n(s)dsdz

= [ |- (t+eorvur + o (Fu v au ["aanas)| ([ )

_ /Q_ (14 & IVl + o (Va, Vuy) Au) (/Omg@n(s)ds) "
_/Q (/fg(s)M(s)ds) (/Ooog(s)n(s)ds) dz. (2.3.12)

2.3. La décroissance générale de |'énergie
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On applique La formulle de Green
= = [ arervul+ o uvu) 5 ([T atomas) ar
yvuto) ([ atvn(syis) do
+/Q </Ooog(s)Vn(s)ds)2dx—/Fl (/Ooo (s )gZ( )ds) dr, (2.3.13)

alors puisque E/(t) est non croissante, alors on a

+/ (L4 & VUl + o (Y, Vay)
Q

l
5 IVl < B(t) < B(0).
Ce qui nous donne
2
[Vul]> < 7E(0) (2.3.14)

S19u + g5 (1+2580)) €0 ([ o6 190t6)1 )

vt + &2 (142850) ([ o 19 as),

IN

VAN

alors on trouve

e etvutywu ([ o6 vnsds) s

< (z+z%E<0)> / Vu(t) ( /0 N g(s)Vn(s)ds) da
< 53||vu||2+4i§, <l+2€l1E(0)>2/Q{/Uoog(s)vn(s)ds}de

< & Vul® + % <H2§;E(0))2/Q (/Ooog(s)ds> {/Ooog(s) yvn(s)|2ds}dx,(2.3.15)

on applique 1"inégalité de Young avec ¢ :
jabl < 5 Ia! +—| >,

avec I'inégalité de cauchy-shwartez, avec Fubini

/Q o (Y, V) V() ( /0 h g(s)Vn(s)ds) do

< éﬁ (Yo, V)2 |Vl +21z [/Oo (s)ds. /( e )Vn(s)ds> dm]
é?(vuwt) TE(0) 2z —l// () Vn(s)[* dsda

02<2dt |V ||> £(0) + &0 [ s 19t s (2.3.16)

IN

IN
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D’autre part

/Q </Ooog(s)Vn(s)ds)2dx = /Q [/Ooog(s)Vn(s)ds} [/Ooog(s)Vn(s)ds} dz
= [Cao| [ wutsrteas. [ at7ntsris
< (@-D [ o) [ 19 des

< (6—1) / 9(s) [Vn(s)| ds, 2317

on applique Cauchy_Shwartez avec Young, avec l'injection de H} — L?*(I';) et la relation |u)| H =

|Vul| ;. on obtient :

[ vt [ otmsasar < 4 [ popars % [ ([ smoras) ar

1 [ee]
< g [ P a5 6= [ o) Ins) ey s
1
il existe un constant c positive :
1 £ 1) [
< 2 mrar+ S0 7 o) s, ds
2 Fl 2 O

g(s) IVn(s)||” ds. (2.3.18)

/
g% |h(ut)|2df+wc/oo

't 0

On applique I'inégalité de Young

/F f(u) / " g(s)n(s)dsdr < 8 MR

+<5°35_, l)cl / Oog(s) Vn(s)|| ds. (2.3.19)
3 0

combainon (2.3.14) — (2.3.19) on trouve I, sous la forme
=0 (1, 2p0) + G=0,
i3] [+ ] EQ) ) + 51 + (& —1)

o, oD

1
+02E(0) <2dt V| ) +§/F |h(ug)|? dT. (2.3.20)

L=— /Q s /0 " o)y (s)dsda.

I

] | / o(s) [Vn(s)|2 ds + 6 || Vul| ds
0

D’autre part on a
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Ona:n, = —n, +u

/OOOQ(S)Wt(S)dsdx = /OOO g(s) [ug — n,(s)] ds
= = [T st sy,

on applique l'intégration par partie :

/0 " g(s)m(s)dsdz = / T g sym(s)ds + (1 — Dauile),

donc on trouve :

I, = —U(g )ul(t dt+// s)ds.uydx
= (&= D) |l —/ut/ s) dsd,

puis on applique l'inégalité de Young, on obtient

Iy

< (6ol + E D P

<£01 0) /Q[ /Ooog%s)n(s)ds] da

< e 0lult+ o [T [T meRas
< o0l + 22 | [T @ ik,

et on applique I'inégalité de Poincaré :

par conséquent

AN

I ()22 < Calln ()70

< G IV ()70
3 0 2 00
I< —3 (e — ) luf? + L2% U g (s) [V (s)]2ds| (2.3.21)
4 So—1 Lo

Les mémes arguments nous donne

h=- () | stomtsyasar.

et par la méme méthode et méme étapes on trouve

3 0)C3 o
<=3 6= Dl 228 | [ g (o) [on ol s (23.22)

€o
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On remplacons (1;) et (2.3.21) et (2.3.22) dans (2.3.11), on trouve :

O £ =360 lul+ (5 6= 0) lullae, + 5 IVul?

+050) (55 |1Vu||2)2 6 [l 10 ) ds
LK /Ooog’(s) IV (s>||2ds+%/m ()| dT. (2.3.23)
Avec :
K, = {5215_21 <z+ 2TbE(0))2 + 502;l
+(50—1)+502_lc1+516_2[c1},
(1 5)
.

Lemme 2.4 Il existe un constant positive m telle que pour tout t > 0

[e.e]

L'(t) < —mE(t) + C’/ 9(s) [|[Vn(s)||* ds + C/ h?(uy)dT. (2.3.24)

0 I

Preuve. On utilise les formules de E'(t), ®'(t), ¢'(t)

YO < - |36-De-a| lul- |56 -da-a] lul?,
—[le1 4 61(1 + ¢)ey — daes] || Vul?

—&oe1 [Vul' = o (1= 0B (0)e2) (

1 o0 ,
i (5 _ k) / §(s) IVl ds
0

(G EEC R CI IR

1d

2\2
2 Ivul?)

1 €2 2
— — h dr’. 2.3.25
+(a+ ) [ Jhtue) (23.25)
On choisit §, > 0 verifieé
3l
02 < 3 (& —1)

qui nous donne

2 5es < > (60 — 1)

I 262 1 \S0 €2.
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Pour g5 > 0 et §, > 0 fixé et on pose
{ﬁgl = C€17

5 = Cq,.
Et pour 5 > 0, et pour ¢ est plus petit £; > 0 on trouve
3(&y —1
%82 — &1 > 0,

(81 + 51 (1 + C) E1 — 5252) > O,

1
(5 — k2€2> > 0,

o0

et

on trouve pour t > 0

L'(t) < —mE(t) + C/O 9(s) [|[Vn(s)||* ds + C/ h?(u;)dr .

1N

Lemme 2.5 Sous les hypothése du théoremes 2, il existe une constante positive vy > 0 de tel sorte que

pour tout g > 0

G’ (20 E(1)) /0009(8) IV (s)|* ds < =71 E'(t) + 7 B(H)C (20 B (1)) (2.3.26)

Preuve. On a deux cas pour prouver le théoreme 2

cas 2.1 La fonction hy est linéaire, on a (As) dite : 3¢y, ¢ > 0, Ve >0

{ho(\s\) < |h(s)| < hg' (|s]), |s] <e,
c1|s| < h(s)| < ealsl,  |s| >e.

donc
h%(s) < cash(s), Vs € RT

alors
R?(u;) < cough(uy)

On a d’aprés les résultats précendents :

E(t) < —o (%% ||Vu||2)2 - [uhtwar+ 5 [ " o(s) I n(s)I ds,

et
E'(t) <0,

4)
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[e 9]

L'(t) < —mE(t) + C’/O g(s)[[Vn(s)||* ds + C/ h?(uy)dT.

'
Alors come E'(t) <0 :

1d 2 1 [
~o (53 IVul?) = [whtuar +5 [ o) 19n(s) P s <o,
2dt 2/,

implique
—/ o >dr<—1/°° (5) V()2 ds + 0 (24 jwug?)
ush(uy _20gs n(s SUZdtu ,
donc
1 [ ) 1d N
< _Z -2
< o3 [ e 1wt s a (5519
alors

/ ush(up)dl < E'(1) )

D’aprés (4) et (5) on trouve

O/ h2(ut)df S O/ CQUth(Ut)dF
Fl 1_‘1

< —CE'(t).
Ona
(Wi (e1)) = ky
ou . .
Wy (1) :/T mds,
et on a
(1) < —kre1 (DG (21)
implique
/t (Wi (e1)) dt > /t kydt,
on trouve 0 0
Wi (e1) > kit + ko,
donc

61(t> S Wl_l (k’lt + ]{72)

Ce qui prouve le théoréme 2
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cas 2.2 La fonction hy est non linéaire sur [0.£] .

En suivant les arguments comme dans [20] on suppose d’abord que
max {7, ho(r)} < &

sinon on choisit plus petit r laisser
ca suit

donc

h(s) < ”|—(|'> s
D)

&1

IA

et

IS4

Et on a aussi

o (1sD) < |1 (5)] < g (1sl) pour |s| <&, 897
c1ls| < |h(s)] < cas| pour|s| = &
Qui nous donne pour tous |s| < &,
H (h*(s)) = |h(s)lho ([ (s)])
< sh(s),
alors
h*(s) < H ' (sh(s)), V|s| <& (2.3.28)

Comme dans [19], nous désignons

L= {wel'y : Jug (B)] > &4},

et
FQ = {a:eFl : "U,t (t) § 51‘} .
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Il Sensuit (2.3.27) de la I';5,

uh (Ut) < &h(?l (51)
ho (r)r
= H*(r).

IN

Nous définissons J (¢) par :

T(t) = — / weh (uy) dT,
|1ﬂ12|F

H(J(t) > c/H—l (ush (ug)) dT,

puisque H'est concave on déduit de I'inégalité de Jensen que :

et

Laquelle

ou

et

pour

et le fait

H ' (J(t) > c/H1 (ugh (uy)) dr,

/ B2 (ug) dT < / H (ugh (ug)) dT + / B (uy) dT

r 12 INT

cH™ ' (J(t)) —cE'(t).

IA

e}

K (1) < —mE(t) + ¢ / g(3)[Vn (5) |%ds + cH ™ (J (1))

& < re

> 0

E' <0,

(2.3.29)

(2.3.30)
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H' >0,

et
H" > 0.

On obtient que la fonctionnelle %, (¢) définit par

E(t)

ka(t) = H' (éom

) k(t) + C[)E(t),

est équivalent F(t)

() = &E <%§Y0k -+w(%§80kﬁy+%yg)
< —mE®) <%§£>+0H U(»E(%§8)+%E®
( Eg)/ (5)[Vn(s) [ 2ds. 2.3.31)

Et on note maintenant la fonction conjuguée de la fonction H convexe parH* voir ,par exemple

arnold [1] ,et lasieckaand tataru [29] ,i,e
H*(s) = sup(st — H(t)), teR™,

alors
H*(s) = s(H'")"'(s) — H [(H")"'(s)] .

Est la transformée de 1égende de H qui satisfait :

AB < H*(A) + H(B).

Pour ()
A=t (a5
et
B=H"(J()),
et notant

H*(s) < s(H')"'(s),
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et on utilisant (2.3.31) nous verrons que :
/ ! E
k(0 < —mBH (&g
E@) (. E®)

—cE'(t )—l—cOE'—i-cH'( 20 )/g WIVn(s)||*ds

0

B (t) E(t)

—(c—c0) E'(1) +cH’( é /g(s)||V77(s)||2ds.

0

)
(
(

o0

@F

IN

Dans (3.32) nous choisisson si petit que
mE(0) —c&, >0

et ¢y si grand que ¢ — ¢y < 0 pour obtenir n’importe ¢ > 0,

K(t) < —k%ﬂf (5%) Lol (5%) o190t s

Multiplier (2.3.33) par G’ ({,E/(t)) et on utilissant (2.3.26) on obtient :

G GEM KD < ~kpo 6 @B (Gp )

) 7(0)
B (OH (f%)))

& BOC B (60 )

B0)
B e oo (e EOY
< kGG QB (S5 ) - B

e e (5H0)

Définir la fonction k»(t) par :

ka(t) = G'(§oE ()R (t) + cE(t),

C’est facile a vérifier : ky ~ E(t)

Brka(t) < E(t) < Baka(t).

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)
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Notant
E't) <0
et
G" >0
nous déduisons de (2.3.34)
B0 < (k-6 506 (et ) (850 ). (2.3.30)
Qui
§ = SOE(O)
pour un choix adapté £, nous obtenons de (2.3.36) que pour une constante k; > 0
: EW) w(EQON (. EQY _ E(t)
Rl = R © (E(O)) " <5OE<0>> = he (E(O)) | (253
Ou
Wa(t) = tHl(fot)G/<51t)
dénoter B.ka(®)
_ P12
R(t) = E(0)
il en découle (2.3.35)
R(t) ~ E(t). (2.3.38)
Par (2.3.37) nous obtenons pour certains k»(t) > 0,
R'(t) < —kaws(R(t)). (2.3.39)
Ce qui implique
(w1 (R (1)) = ke,
ou )
wy(t) = /wg(s)ds, pour te(0, 1]. (2.3.40)

t

En intégrant (2.3.39) extérieur [0, {] nous avons pour tout ¢ > 0,
R(t) < wyt (kot + k3).

Alors (2.2.5) decoule de (2.3.38) la preuve est terminer. m
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Conclusion

La décroissance générale a été traité dans ce travail d'un probléme de membrane élastique avec
le condition aux limites de Dirichlet homogéne dans un partie de la frontiére et un condition aux
limites non local dynamique sur I'autre partie, par 'utilisation de quelque propriétés des fonctions
convexe et sous hypotheses appliqué sur la fonction de relaxation.

Notre objectif ultime apres ce travail de cette mémoire est de traiter autres problémes appartenant
a les problémes d’évolution non linéaire contient des termes d’amortissement un peu compliqué

avec d’autres méthodes et techniques pour obtenir différent type de décroissance.
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